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RESUMO

O Sistema de Posicionamento Global (GPS) usa quatro ou mais satélites para a
localizagao do receptor e determinagao do tempo. Devido ao campo gravitacional da
Terra e a altura dos satélites, surgem efeitos relativisticos nas medigdes realizadas,
por isso € necessario fazer corregcdes para estabelecer com precisao a referéncia do
usuario. Usando um método iterativo é possivel calcular a localizacdo e o tempo a
partir dos sinais transmitidos. Tais sinais chegam ao receptor em momentos
diferentes, sendo possivel escolher dois instantes para realizar a medi¢cdo: o
momento em que os quatro sinais chegam ao receptor ou um unico instante para a
transmissdo dos quatro sinais. Este trabalho apresenta uma revisdo dos
procedimentos de correcdo de erros relativisticos para cada um desses métodos,
uma vez que os sinais sao recebidos. Além disso, sdo analisadas as corregdes para
os efeitos da excentricidade das orbitas dos satélites. Por fim, conclui-se que é
possivel observar que os métodos iterativos convergem rapidamente e que a
precisdo dos valores determinados ¢ alta.

Palavras-chave: localizacao; relatividade; tagging; correc¢des relativisticas; erros.
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RESUMEN

El Sistema de Posicionamiento Global (GPS) usa cuatro o mas satélites para la
determinacién de la ubicacion y el tiempo del receptor. Debido al campo
gravitacional de la Tierra y la altura de las naves, efectos relativistas surgen en las
medidas tomadas, por lo que es necesario realizar correcciones que permitan
establecer con precision la referencia del usuario. Mediante un método iterativo es
posible calcular la ubicacion y el tiempo a partir de las sefales enviadas. Tales
sefales llegan al receptor en instantes diferentes, por lo que es posible elegir dos
momentos para realizar la medicion: instante en que las cuatro senales llegan al
receptor o un unico instante para la salida de las cuatro sefales. En este trabajo se
presenta una revision de los procedimientos para la correccidn de los errores
relativistas para cada uno de estos métodos una vez que las sefales son recibidas.
Ademas, se analizan las correcciones por los efectos de la excentricidad de las
orbitas satelitales. Finalmente se concluye que es posible observar que los métodos
iterativos convergen rapido y que la precision de los valores determinados es alta.

Palabras clave: ubicacion; relatividad; tagging; correcciones relativistas; errores.
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ABSTRACT

The Global Positioning System (GPS) uses four or more satellites for receiver
location and time determination. Due to the gravitational field of the Earth and the
height of the ships, relativistic effects arise in the measurements, so it is necessary to
make corrections to accurately establish the user's reference. Using an iterative
method it is possible to calculate the location and time from the signals sent by the
satellites. Such signals arrive at the receiver at different moments, so it is possible to
choose two moments to carry out the measurement: the moment in which the four
signals arrive at the receiver or a single moment for the transmission of the four
signals. This paper presents a review of the procedures for correcting relativistic
errors for two different moments. In addition, the corrections for the effects of the
eccentricity of the satellite orbits are analyzed. Finally, it is concluded that it is
possible to observe that the iterative methods converge quickly and that the precision
of the determined values is high.

Key words: location; relativity; tagging; relativistic corrections; errors.
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1 INTRODUCCION

Los sistemas de navegacion que permiten describir cualquier
constelacion de satélites a nivel global son conocidos como GNSS (Global
Navigation Satellite System). Estos sistemas proporcionan posicionamiento,
navegacion y cronometria en cuatro dimensiones (longitud, latitud, altitud, y tiempo)
a nivel regional o global. El principal GNSS utilizado a nivel global es el GPS (Global
Positioning System), que es un sistema propiedad de Estados Unidos (EE. UU). y
que utiliza al menos cuatro satélites para determinar la posicién, pero existen
multiples sistemas, entre los que se pueden destacar. BDS (BeiDou Navigation
Satellite System), sistema propiedad de China; Galileo, que pertenece a la Unién
Europea; GLONASS (Globalnaya Navigazionnaya Sputnikovaya Sistema), sistema
ruso; IRNSS (/ndian Regional Navigation Satellite System) / NavlC (Navigation
Indian Constellation), que son GNSS propiedad de India; y Quasi-Zenith Satellite
System (QZSS), perteneciente a Japon (GPS.GOV).

Debido a la altitud a la que los satélites usados para el GPS orbitan y
la velocidad a la que se dislocan en sus orbitas, efectos relativistas aparecen sobre
las medidas de tiempo realizadas por los relojes atdmicos presentes en los mismos.
Por esto, es importante un entendimiento de la Teoria de la Relatividad General, ya
que permite establecer formas de determinar tales efectos.

Una vez determinados los efectos es necesario aplicar las
correcciones pertinentes a modo de contrarrestarlos. Para esto es necesario
establecer un concepto de simultaneidad que permita definir donde deben ser
aplicadas las correcciones. Existen dos métodos principales para marcar el instante
sobre el cual se desean realizar las medidas: time tagging at the receiver y time
tagging at the transmitter. El primero consiste en medir los tiempos de llegada de las
sefales para un unico tiempo en el receptor, y el segundo consiste en determinar un
unico tiempo de partida de las cuatro sefiales midiendo el tiempo en el que son
recibidas.

Aplicar estas correcciones es de gran importancia ya que de las
medidas de tiempo depende la precisibn de la ubicacién y cronometraje

determinados por el GPS. En este trabajo se presentara una revision de las técnicas



11

de tagging, el modo de determinacion de los errores y las formas de analizar las
medidas, fundamentandose principalmente en el trabajo de Ashby y Weiss (1999).

Ademas, se dara una vision general sobre la Teoria de la Relatividad.

1.1 OBJETIVOS

Objetivo general

Realizar una revisidon sobre las correcciones aplicadas al sistema de

GPS para los efectos relativistas.

Objetivos especificos

1. Revisar los fundamentos y dar una vision general sobre la Teoria
de la Relatividad.

2. Describir y analizar los métodos de tagging del tiempo en el
receptor y tagging del tiempo en el transmisor.

3. Presentar las correcciones necesarias para mitigar los efectos

de la excentricidad de la érbita satelital.
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2 RELATIVIDAD GENERAL

La teoria relatividad general (1915) surge ante la necesidad de una
teoria que abarque la comprension de las leyes de la Fisica en referenciales no
inerciales asi como en referenciales inerciales. Basada en la relatividad especial y
un determinado numero de principios, esta teoria fue construida para explicar como
la materia y la geometria del espacio se relacionan, definiendo y caracterizando un
espacio-tiempo. También existia una gama de fendbmenos fisicos que no podian ser
explicados a través de la la teoria newtoniana, como la precesiéon del perihelio de la

orbita de Mercurio, para los cuales esta nueva teoria presentaria esclarecimientos.

2.1 PRINCIPIOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

Existen algunos principios basicos para la construccién de la
relatividad general. Estos principios sirvieron como cimientos a Einstein para la
posterior formalizacion de la teoria, por lo que es fundamental plasmarlos, aunque
sea de forma superficial.

El Principio de Mach es una hipotesis sobre la naturaleza de las
fuerzas no inerciales y establece que la masa y la distribuciéon del universo son
quienes determinan la magnitud de dichas fuerzas sobre un determinado cuerpo. La
propiedad de isotropia que presenta el universo en gran escala es lo que determina
que las fuerzas inerciales no dependan de una direccion. En la formulacién de la
relatividad general, Einstein entendia que “la inercia deberia entenderse no como la
resistencia de un cuerpo a la aceleracion con respecto al espacio (absoluto vacio)
sino como la resistencia al movimiento relativo de un cuerpo con respecto a la
totalidad de la materia circundante” (VITERY, 2005). Asi, teniendo en mente la
definicion de geometria como siendo las trayectorias en que las particulas y la luz
viajan, y a partir del Principio de Mach, es posible imponer que una base para la
formulacion de la relatividad general consiste en asumir que la distribucion de la
materia es lo que determina la geometria, por lo que la ausencia de la misma

provoca una falta de trayectorias privilegiadas. También se puede concluir que un
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cuerpo no puede poseer propiedades inerciales si se encuentra en un universo
vacio.

El Principio de Equivalencia es un principio fundamental para
construir la teoria de la relatividad general. Este principio puede ser enunciado
como: “[...] referidas a K (cuerpo de referencia de Galileo), las leyes de la naturaleza
debian ser lo mas sencillas posible. Pero al margen de K, deberian ser privilegiados
en este sentido y exactamente equivalentes a K de cara a la formulacion de las leyes
de la naturaleza todos aquellos cuerpos de referencia K' que ejecutan respecto a K
un movimiento rectilineo, uniforme e irrotacional” (EINSTEIN, 2005.). Luego, los
experimentos que se lleven a cabo bajo condiciones idénticas en estos dos sistemas
de referencia daran lugar a resultados idénticos, de esta forma es posible manejar a
la fisica en referenciales no inerciales, apenas encontrando el campo gravitacional
que presente los mismos efectos que ocurren en el referencial no inercial. Estos
efectos son iguales a nivel local, lo que diferencia tales campos de campos
gravitacionales reales, o sea, sus efectos no son los mismos en cualquier punto del
espacio, por ejemplo, no tienden a cero cuando estudiados en un punto
suficientemente lejos de la fuente. Otra diferencia importante entre estos dos tipos
de campos gravitacionales es que los reales no desaparecen sin importar cual sea el
referencial elegido.

Otro principio importante es el principio de Covarianza, que enuncia
la necesidad de que exista una forma tensorial para las ecuaciones de la fisica, a
modo que cualquier observador, sin importar el referencial ni el tipo de referencial,
sea capaz de estudiar las leyes de la fisica.

La teoria de la relatividad general debe conseguir mantener
consistencia respecto a las teorias anteriores, sustentando las caracteristicas que
permitieron explicar los fendmenos fisicos antes del desarrollo de la misma. De esta
forma, la relatividad general debe adecuarse a la Mecanica Newtoniana cuando las
velocidades son suficientemente pequefias comparadas con la velocidad de la luz y
en presencia de un campo gravitacional débil, ademas de corresponderse con la
relatividad especial en ausencia de gravitacion. Esto es conocido como el principio

de correspondencia.
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2.2 INTERVALO ESPACIO-TIEMPO

El espacio-tiempo surge a partir de un modelo matematico que une
al espacio y al tiempo de forma que son considerados como un unico continuo en
cuatro dimensiones, asi los sistemas de coordenadas utilizados para la
caracterizacion de eventos en un espacio-tiempo también deben ser
tetradimensionales. Para referenciales en movimiento relativo uniforme, es decir,
inerciales, un intervalo espacio-temporal que caracteriza un espacio plano puede ser
definido segun coordenadas cartesianas por la ecuacion (2.1) y no cambia al alternar
entre referenciales inerciales (MARCHIORO, 2019).

ds? = c*dt? — da® — dy* — d2? = g, datde” (2.1)

Para los referenciales no inerciales en este ejemplo de
espacio-tiempo, el mismo presenta la caracteristica de no poder convertir la
ecuacion (2.1) en otra de la misma forma para ninguna transformacién del tiempo.
Esto ocurre porque las transformaciones para la parte espacial que son presentadas
por la ecuacién (2.2), resultando en la ecuacién (2.3) luego de incorporar la parte
temporal, no permiten regresar a la forma simplificada que la ecuacién (2.1) expresa.
Sin embargo, otros referenciales no inerciales podrian ser caracterizados por

espacios-temporales diferentes.

r = &' cos(wt) — y sin(wt)
y = o' sin(wt) + y' cos(wt) (2.2)

af

~
ot ot

P

ds? = [¢? —w(2? —y )]t — da? — dy? — d=2" + 2wy'de’dt — 2wa'dy'dt  (2.3)

donde w es la velocidad angular de la rotacion.
Es posible concluir que no hay una métrica que caracterice un
espacio plano para referenciales no inerciales. Para suplir esta necesidad, los

intervalos espacio-temporales seran definidos por el lado derecho de la ultima
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igualdad en la ecuacion (2.1), donde g, pasa a definir la métrica del espacio-tiempo,
que explica las propiedades geométricas para cada referencial. En campos
gravitacionales reales también se define por g,, dado que de igual modo son
modificaciones de la métrica del espacio-tiempo. La ecuacion (2.4) abajo resume la

definicion del intervalo espacio-temporal para estos sistemas.

ds? = Ifjﬁ,,-il?.i!"!'ilr.i!'!l (2.4)
2.3 VECTORES Y TENSORES
2.3.1 Vectores

En funcion de la necesidad de escribir las leyes de la Fisica en forma
covariante para cada referencial no inercial dado que no es garantida una
equivalencia entre los diferentes referenciales, la descripcion de cada fendbmeno
fisico termina siendo dependiente del sistema elegido, por ello es necesario plantear
un mecanismo que permita la transformacion de coordenadas entre referenciales
distintos. Para tal mecanismo son utilizados cuadrivectores covariantes y
contravariantes, que seran definidos a continuacion.

A partir de aqui, y hasta el final de esta seccion, la notacidn
consistira en usar las variables primas cuando medidas en un referencial no inercial
primo, hecho respecto a otro referencial no primo, ademas de la notacion utilizada
anteriormente para los referenciales no primos. Las ecuaciones (2.5) y (2.6)
mencionadas a continuacion muestran como ocurren las transformaciones de

coordenadas y de las diferenciales de las funciones f¥, entre referenciales.

,'i{"” _ f'”(-'f'rl]- .'i.'"l . .'i."r?. .'I'r:;) (2.5)

dxt
dzt = o dz" (2.6)
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De esta manera, es posible definir un cuadrivector contravariante
como cualquier cantidad A* (con p =0, 1, 2, 3) que es transformado de igual forma

que sus diferenciales al cambiar de referencial (MARCHIORO, 2019).

Ot
o

e

1
Al (2.7)
De forma similar a como fue definido un cuadrivector contravariante,

es posible definir también un vector covariante (A,) cuando es posible una
transformacion como la de un escalar. Las transformaciones de un escalar y de un
vector covariante son exhibidas en las ecuaciones (2.8) y (2.9) donde ¢ representa

un escalar.

96 Do da"

Dar 0 O (28)
dz"
Ay = Opi (2.9)

2.3.2 Tensores

Estos dos tipos de cuadrivectores tienen varias formas de
relacionarse, entre las cuales se pueden destacar los tensores. Dentro de la
clasificacion de tensores se encuentran los tensores de segundo orden,
denominados asi por surgir del producto de las componentes de los dos tipos de
cuadrivectores, resultando en tres tipos de tensores: contravariante, covariante y
mixto. La forma en que se transforman los mismos aparecen en las ecuaciones
(2.10), (2.11) y (2.12) respectivamente.

Sl Ol

A = d—rd'—rfl"‘j’ (2.10)
dx'e O’
ax'* o'’ |

Ay = (2.11)

Dt v
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At dz'd
A — — AR 2.12
v Ppta Gav TP ( )

Entre las propiedades generales que presentan los diferentes tipos
de tensores es posible destacar que sumas de tensores de un mismo caracter tiene
como resultado otros tensor del mismo; asi como el hecho de un tensor ser simétrico
o antisimétrico en dos indices cualesquiera, lo sera para cualquier sistema de
coordenadas. También cabe destacar que un tensor nulo en un referencial certifica

que el tensor es nulo para cualquier referencial escogido.
2.3.3 Producto Escalar Entre Dos Vectores

A diferencia del producto escalar definido para coordenadas
cartesianas, los cuadrivectores precisan ser de clasificacién diferentes para que
exista un producto escalar. Las coordenadas curvilineas permiten unicamente tal

definicion segun la ecuacion (2.13).

4“3 B O Cr).'i’"f
T dgle Hare

A“B; = A"B, (2.13)

2.3.4 Tensor Métrico

El tensor métrico permite la definicion de distancias y modulos de
vectores en el espacio-tiempo. La distancia infinitesimal entre dos puntos
suficientemente proximos es definida por la ecuacién (2.4), y se conoce como la
primera forma fundamental o forma métrica (D'INVERNO, 1993), donde los g,, son
en funcién de las coordenadas, y es el tensor covariante que se denomina tensor
métrico. Este tensor tiene como inverso a un tensor métrico contravariante.

El tensor métrico y su inverso permiten relacionar ambas formas de
un vector (covariante y contravariante) segun la ecuacién (2.14), asi como las
formas tensoriales del mismo a través de la ecuacion (2.15) y el cuadrado del valor

absoluto de un vector conforme la ecuacion (2.16).
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Al = QIWAH:. A.rf = g.rmAv (2.14)
4?;\ — g‘\.h /_11”‘.. ‘/_1“'?’ — .Q"”'\‘Q'W-_f-l,\,;._ L. (2.15)
A AR =g AFAY = gV A A, (2.16)

2.4  DISTANCIAS E INTERVALOS DE TIEMPO

Asi como es necesario encontrar las transformaciones para que el
espacio-tiempo abarque lo que las leyes de la fisica explicaban antes de la
formulacién de la teoria de la relatividad general, también es fundamental determinar
la relacion entre la métrica del espacio y la del espacio-tiempo.

Para encontrar la relacion existente entre la coordenada temporal del
cuadrivector (x°) y el tiempo propio dr, es suficiente considerar dos eventos que
difieran apenas de forma infinitesimal, a modo de ser tratados como un uUnico punto
del espacio, teniendo como resultado a las componentes espaciales (x', coni=1, 2,

3) nulas. De esta forma, la ecuacién (2.1) se transforma en la ecuacion (2.17):

ds® = c2dr? = r;{.[.L{Fa{ 12
dr :j rj -.H;{-[.{Jri (2.17)
LIV aoda"

Por el hecho de tener un tiempo propio que se relaciona con la
coordenada temporal dependiendo de diferentes puntos en el espacio, no es posible
obtener el elemento de distancia espacial dl de forma analoga, o sea, igualando la
parte temporal a cero. Para auxiliar en la determinacién de este elemento de

distancia espacial, considérese la Figura 1.
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Figura 1 — Sefal de luz propagandose de B hasta Ay de vuelta a B

(2)

(8
A XX,

Fuente: MARCHIORO, 2019.

La Figura 1 muestra una sefal luminosa que parte de B, y se refleja
en A para volver a B, siendo los puntos infinitamente préoximos. La sefal parte del
punto con coordenadas x' + dx' en B para reflejarse en el punto A de coordenadas x..
El intervalo de la ecuacion (2.1) es transformado ahora en la ecuacién (2.18),

presentada a modo de destacar las componentes temporales:
ds® = g;jda'de’ + 2gy,da’dx’ + goo(da")? (2.18)

La ecuacion (18) retorna los dos valores correspondientes a los dos instantes en B,
el de partida y el de llegada, una vez que ds? = 0 por ser una sefial luminosa. Asi, es
posible determinar el tiempo entre la emisidon y el retorno de la sefial al mismo punto

como:

"% — dz") = o\ (0ig0; = giggun )de'd’ (2.19)
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Para conseguir d/, basta multiplicar por ¢/2 al tiempo propio del
evento una vez obtenido a través de la ecuacion (2.17). Asi, la métrica del
espacio-tiempo es obtenida elevando al cuadrado el médulo de dl, expresado en la
ecuacion (2.20) y reescrito en la ecuacion (2.21) que deja en evidencia al tensor de

la métrica espacial, mostrando la relacion entre ambas métricas.

dI? = (9[;9[” - 9;-,;) da’ da’ (2.20)
oo

0 . .
dg_. — A}j- .II d.rj (‘fl‘}"-"I|I
. ,iﬂnl,f,m'

. i, 2.21
T gpn Yij { )

donde y; es el tensor métrico tridimensional de la métrica del espacio. Esta métrica
aun varia con el tiempo dado que los tensores generalmente dependen de x°, lo que
provoca que la idea de distancia tenga sentido localmente.

El ejemplo de la Figura 1 también permite determinar que existe una
diferencia de tiempo en eventos simultaneos que suceden infinitamente proximos,
dado que el momento en que A refleja la sefial es medido en el momento que la
misma retorna a B. Es por eso que la nocion de simultaneidad precisa una
correccion para sincronizar el reloj de medida con el momento en el que ocurre el

evento. Esta correccion es la mitad del camino entre la salida y el retorno en B, o

Sea
AR — 0 +% [dID{ZJ 4 dPW (2.22)
Az’ = —gﬁdm’; (2.23)
Goo

2.5 ECUACIONES DE EINSTEIN

A partir del Principio de minima accion Einstein dedujo una ecuacion

(ecuacion (2.24)) de la dinamica que explica cdmo es alterada la geometria del
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espacio-tiempo por la materia y energia. Tal modificacién de la geometria es
interpretada como el campo gravitacional de la materia que produce la curvatura,

bajo el cual los objetos se mueven segun su geodésica.

1 8k
R.3— iga 3= F—4Tnj’ (2.24)
donde k es la constante de gravitacion
< em’
k=06,67x10" 5 (2.25)

¢q -5

y T\ 5 es el tensor energia-momento, que contiene caracteristicas de la materia y de
la interaccion con otros campos. El término de la izquierda esta formado por el
tensor de Ricci (Rﬂ 1), el tensor métrico ( Yo/ ) y el escalar de curvatura (R).

Realizando una contraccién para los indices a« y  se obtiene otra
forma de la ecuacion.

8k 1
Ras =~ (Tas = 59a5T%) (2.26)

Dado que estas ecuaciones no son lineales, el principio de
superposicion no es valido para los campos gravitacionales como lo es para el
campo electromagnético. Sin embargo, cuando el campo es débil las ecuaciones se

tornan lineales en aproximacion y el principio se torna valido (MARCHIORO, 2019).
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3 SISTEMA DE POSICIONAMIENTO GLOBAL (GPS)

El GPS es constituido por tres segmentos principales que se
encargan de etapas distintas para el posicionamiento y cronometraje: el segmento
espacial, el segmento de control y el segmento de usuario.

El segmento espacial es el responsable de transmitir las sefiales de
radio a los usuarios, y consiste en una constelacion de 24 satélites en operacion
(actualmente EE. UU. mantiene 31, para garantizar que haya al menos 24
operacionales). Los mismos se encuentran distribuidos en seis planos orbitales
igualmente espaciados, a una altitud aproximada de 20.200 km en la orbita terrestre

media y cada vehiculo orbita la Tierra dos veces al dia (Figura 2) (GPS.GOQV, 2022).

Figura 2 — Configuracién de los satélites en la constelacion
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Fuente: GPS.GOV, 2022.
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El segmento de control, consiste en una red de instalaciones que
permiten monitorear las transmisiones, comunicarse con los satélites para seguir el
rastro de los mismos asi como enviar comandos e informacién a la constelacion y
realizar analisis de funcionamiento. Actualmente el Segmento de Control
Operacional (OCS) consiste de una estacion central de control, una estacion
alternativa con ésta, 11 antenas de control y comando, y 16 sitios de monitoreo
(Figura 3) (GPS.GQV, 2022).

Figura 3 — Segmento de control

Segmento de Control de GPS
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@ Estacion de Monitoreo de la @ Estacién de Monitoreo NGA
Fuerza Aérea

Fuente: Adaptado de GPS.GQOV, 2022.

El segmento del usuario es donde se encuentra el receptor sobre el
cual se necesita la determinacion de los cuatro parametros. Los satélites tienen
diversos relojes atdmicos que proporcionan informacion altamente precisa a la sefal
del GPS, la cual es recibida y decodificada por el receptor para luego ser
sincronizado con el tiempo de tales relojes. Asi, es posible obtener el tiempo con la

precision de un reloj atdmico sin necesidad de poseer uno.
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La precision en la medida del tiempo es crucial, ya que variados
sistemas requieren esta referencia para su correcto funcionamiento, como las redes
eléctricas, las redes financieras y los sistemas de comunicacién (GPS.GOV, 2022).
Las redes inalambricas de telefonia mantienen en perfecta sincronizacién sus
estaciones, asi los teléfonos moviles comparten de manera eficiente un espectro de
radio. Las estaciones de radio digitales similarmente utilizan el tiempo de GPS para
que los receptores reciban la informacion al mismo tiempo, disminuyendo la latencia

al minimo.

3.1 SISTEMA WGS-84

El WGS-84 (World Geodetic System 1984) es la cuarta version del
sistema de referencia geodésico global, utilizada como referencia para los
efemérides operacionales del GPS, que fue constituido desde 1960 por el
Departamento de Defensa de los Estados Unidos visando proporcionar el
posicionamiento para navegacion a cualquier parte del mundo utilizando
informaciones espaciales (MALYS, 1994). La localizacién a través del WGS-84
concede las coordenadas geograficas de un punto terrestre, utilizando como
representacion de la Tierra a un elipsoide (cuerpo regular). El origen del sistema de
coordenadas se define coincidente con el centro de masa de la tierra, y los ejes
coordenados del WGS-84 son definidos segun la interseccion del meridiano origen y
el plano del Ecuador para el eje de abscisas, la direccion del polo de referencia del
IERS (International Earth Rotation Service) para el eje de cota, y el eje perpendicular
a los dos anteriores y coincidentes en el origen para el eje de ordenadas (Figura 4).
Los parametros principales para la definicion del elipsoide (Tabla 1) son establecidos
en el reporte técnico de la NIMA (National Imagery and Mapping Agency) del 4 de
julio de 1997.
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Tabla 1 — Parametros principales del WGS-84

Tabla 2.1 - Algunos de los parametros principales del WGS-84

Parametro Simbolo Valor
Semieje mayor ag 6378137 m
Aplanamiento reciproco 1/f 298,257223563
Velocidad angular WE 7,292115.10° s
Constante gravitatoria GM 398600,5 Km’'s™
Segundo harmonico zonal I, 0,00108262998905

Fuente: Adaptado de CARARO, 2006.

Figura 4 — Cuadro de coordenadas ECI

Eje de rotacion
Cuadrode ECI *

X
Direccion del
equinoccio de
primavera

Fuente: Adaptado de HASAN, 2015.

La red terrestre de referencia del WGS-84 se establecié en 1987 por
medio de medidas Doppler, y sobre la cual se aplicaron algunos refinamientos hasta
obtener la versién mas actual, que fue implementada en el segmento de control a
partir de enero de 1997. La Tabla 2 abajo muestra las principales diferencias para

cada refinamiento



Tabla 2 — Versiones del sistema WGS-84
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— Sistema utilizado Namero de Modelos Periodos de

en la materializacion estaciones utilizadas| gravitacionales| tilizacién
en la materializacion | de la Tierra

WGS84 TRANSIT(NSWC 9Z-2) 10 WGS84 01/01/1987 a
01/01/1994

WGS84(G730) GPS 10 WGES84 02/01/1994 a
28/09/1997

WGS84(G873) GPS 12 EGM96 a partir de
29/09/1997

Fuente: Adaptado de IBGE.GOV, 2022.

3.2 DOCUMENTOS DE CONTROL DE INTERFAZ

Existen medios formales que permiten definir, establecer y controlar

los limites de comunicacion entre un sistema y el sistema de posicionamiento global,

al igual que dentro del propio GPS. Tales limites son conocidos como interfaces y las

vias para dichos controles son los Documentos de Control de Interfaz (ICD), que

ademas posibilitan la documentacion detallada de informacion sobre el disefio de
interfaz para el programa GPS (NIMA, 1997).

Para el desenvolvimiento de este trabajo, asi como los padrones

para las correcciones que se realizara, sera utilizado el ICD-200 que define los

requisitos relacionados con la interfaz entre el segmento espacial y el segmento de

navegacion del usuario para GPS con radiofrecuencias unicas L1y L2. Los errores

relativistas no considerados en este ICD son menores a 1 ns (NIMA, 1997).
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4 CORRECCIONES RELATIVISTAS

A modo de poder rotular los eventos, se torna necesario la creacion
de un sistema imaginario de relojes en torno de la Tierra a partir del cual es posible
definir marcadores coherentes de tiempo que permitan medir de forma consistente el
denominado tiempo coordinado (coordinate time), comun a la red de relojes del
GPS. Dicho sistema es sincronizado usando el principio de constancia de la
velocidad de la luz, que requiere un sistema de coordenadas localmente inercial, por
lo que sera definido en relacién a un sistema de coordenadas inercial centrado en la
Tierra (ECIF) (ASHBY, 1999). En estos sistemas la luz viaja en linea recta Euclidiana
con la velocidad ¢ en relacion a los cuadros inerciales (inertial frames), lo que
simplifica de forma significativa el camino recorrido por las sefales transmitidas por
los satélites (ASHBY, 1996).

Entre los efectos actualmente incorporados en el GPS se encuentran
los efectos debido a la altitud en que los satélites orbitan la Tierra y el impacto
generado por la alta velocidad en que los mismos se mueven. Por esto, es necesario
considerar que el campo gravitacional terrestre genera efectos relativistas en los
tiempos medidos de propagacion de la senal, asi como los efectos de tales
velocidades. Estos son corregidos con el objetivo de ajustar las frecuencias de los
relojes (rates of clocks) en el sistema de posicionamiento con la frecuencia de un
reloj que se encuentre en el geoide terrestre. Para compensar los efectos de la
dilatacion temporal generados por la velocidad relativa respecto al ECIF y los del
cambio de frecuencia gravitacional, los relojes atdmicos presentes en los satélites
reciben una frecuencia fraccionaria fija de offset igual a -4,4645 x 10" (ASHBY,
1999)

Aunque actualmente varios efectos relativistas fueron incorporados
en el GPS como los mencionados anteriormente, el usuario (receptor de la sefal)
debe realizar dos correcciones: una por los efectos de la excentricidad de la 6rbita
satelital y un segundo efecto de retardo del rango geométrico (geometric path delay)
causado por la rotacién del cuadro de ECEF (sistemas centrados en la Tierra no

necesariamente inerciales) respecto a cualquier cuadro inercial, ya que la luz no
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viaja en lineas rectas euclidianas en los mismos. El uso del ECEF es practico para el
usuario dado que las efemérides son transmitidas en el sistema WGS-84.

La conversion para el sistema WGS-84 generalmente es hecha a
partir de medidas en un ECIF donde el eje de cota coincide en ambos sistemas. De
esta forma, como el vector posicién de un punto se denota por

T
Xecr = | Yeer (4.1)

TECT

y suponiendo que los ejes coordenados coinciden para el ECIl y el ECEF en cierto
tiempo ., las coordenadas para el punto luego de un tiempo t son
cos Ot)  sinO(f) 0] |xgq

Npope =RS() Xper = | — sin©(t) cosO(t) 0 Yo
0 0 1

(4.2)

TECT

donde O(f) = E"!r_ (t - tc) es el angulo que rotaron las coordenadas del ECEF, y
E'!r_ =7,2921151467x107° rad/s es el valor de rotacion de la Tierra para el WGS-84 que
se considera constante aunque en realidad varia, por lo que (t - t;) tiene que ser
pequefio (ASHBY, 1999).

La eleccién del cuadro de ECI juega un papel importante cuando las
mediciones de tiempo precisan alta precisiéon como en el caso del GPS, dado que es
indispensable definir la simultaneidad de eventos. Como los ECEF contindan
rotando una vez que cada evento sucede, la luz no viaja en linea recta y por lo tanto
seria necesario realizar multiples correcciones, algo que al utilizar un ECIF no es
requerido ya que la luz y las sefiales viajan en lineas rectas que permiten determinar
el tiempo transcurrido entre la salida del transmisor y la llegada al receptor como el
modulo de la diferencia entre las posiciones de los mismos dividido por ¢ (ecuacion
(4.3)).

R —r

tp = — (4.3)
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Si bien utilizar ECIF simplifica de forma notoria el problema, aun se
requiere una transformacion de las posiciones de los cuatro satélites utilizados para
determinar la posicion y con esto determinar el tiempo de GPS del usuario en dicha
solucion. Ademas, el tiempo para el cual se define el cuadro del ECI (t;) precisa ser
registrado ya que el usuario requiere las coordenadas en el ECEF para el tiempo de
GPS, que debe considerar la rotacion del ECEF en el tiempo entre t. y t. La eleccion
de este {; puede ser para un unico tiempo del receptor, con cuatro tiempos para las
transmisiones de las sefales (time tagging at reception time) , o puede ser escogido
para que exista un unico tiempo para la transmisién con cuatro tiempos diferentes de
recepcion de las sefales (time tagging at transmission time).

Las consecuencias del efecto Shapiro pueden ser despreciadas
dado que para puntos proximos a la Tierra, el enlentecimiento de las sefiales esta
por debajo de los 200 ps (ASHBY, 1996).

4.1 EFECTO DOPPLER RELATIVISTA

Como mencionado en la seccidn anterior, al existir movimiento
relativo entre los transmisores de las sefales y el receptor, el rango geométrico real
cambia y debido al efecto Doppler relativista la frecuencia del portador cambia. A
continuacion sera presentada la relacion entre la frecuencia recibida (f) y la
frecuencia transmitida (F) desconsiderando los efectos gravitacionales ya que como
referencial es utilizado un cuadro del ECI.

Ademas de los tiempos de transmision y recepcion cabe definir
algunos parametros importantes para el analisis posterior, tales como el vector
constante unitario del camino recorrido por la sefial (N), las posiciones del transmisor
(rr(t;)) y del receptor (rz(tz)) y las velocidades de los mismos cuando se transmiten o
reciben los epochs que seran definidas por V y v respectivamente.

El tiempo en el que el receptor recibe la sefal es definido segun la

ecuacion (4.4)

i 1 . .
tp =K +1t7+ - rp(tp) —rr(tr) (4.4)
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donde K representa errores sistematicos en el tiempo coordinado del reloj en el
receptor y el ultimo término representa el retardo segun la ecuacion (4.3), que al ser
integrado en el tiempo proporciona el efecto Doppler relativista.

Para realizar tal integracion en el tiempo, se toma una segunda
sefal transmitida un periodo después de cierta sefial con comportamiento definido
por la ecuacién (4.4), que a causa de la alta frecuencia de los osciladores en los
transmisores puede considerarse infinitesimal (ASHBY, 1999). Asi, la segunda sefal
tiene como tiempos de transmision y recepcion respectivamente a t,+dt; y tx+dis.
Bajo estas condiciones, la forma diferencial de la ecuacion (4.4), siendo dr; y drg los

cambios infinitesimales en las posiciones segun dt; y diz se presenta como

1 I'H{fﬁj — I'T{f]")

dtp =dtp + —
¢|rr(tr) — rr(tr)

- (drp — drp) (4.5)

Como el vector N es

N I'R{f,r?) —I';r{f]")

= 4.6
rr(tr) —rr(tr))| @9

y para los intervalos infinitesimales los vectores se transforman con las velocidades

segun
{fI‘H = Vdfﬁ._ dl']" = Vdf]" (4.7)
entonces, sustituyendo estos vectores en la ecuacion (4.4), se obtiene

1
dip = dtt + -N - (vdtp — Vdir) (4.8)
C
que puede ser reescrita como

N . N.V
Yy — dtr(1 -

C C

dtr(l —

) (4.9)
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Para encontrar la relacién entre las frecuencias transmitida y recibida
seran utilizadas expansiones solo hasta el segundo orden en 7/c, o sea, c2
Tomando en consideracion la fuerza centripeta por la rotacién de la Tierra, y siendo
¢, el potencial gravitacional efectivo en el geoide, el potencial gravitacional

Newtoniano ¢(r) para una determinada posicion r es
AP =P — @ (4.10)

El tiempo propio transcurrido en los relojes atémicos durante el
movimiento del reloj una distancia dr en un tiempo dt, segun la relatividad general
(seccidn 2.2) puede ser definido segun la ecuacion (4.11)

2AD 2AD  (dr/dt)?
Adr? = (1+==)ckdt’ — (dr)? = (1 + = _ ldr/di)

2
(o [ (o

)c2dt? (4.11)

Resolviendo esta ecuacion para el incremento temporal (coordinado)
y expandiendo la solucion segun expansion binomial (s6lo hasta el primer término),
los intervalos de tiempo (recibido y transmitido) entre las dos sefales pueden

expresarse en funcion del tiempo propio

dt
dtp = erfi 1+ (4.12)
I 4+ —= — 5T
dT
dir = &*Il'"r-r 1V? 19
1+ = — el
y sustituyendo en la ecuacion ecuacion (4.9), se obtiene la siguiente igualdad
_ Nw _ NV
d7p( S ) _ dTT(lf ) (4.14)

Por lo tanto las frecuencias propias transmitida (F=1/dr;) y recibida

(f=1/d1g) se relacionan a través de
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F(1+ AD(rg)/2 —vE2¢h)  F(1+Ad(rr)/c2 — V?/2c2) (4.15)
1 - Nv 1 - Nv

« f'

que a su vez puede ser reescrita como ecuaciéon (4.16) cuando la diferencia de

potencial gravitatorio puede ser despreciada

(w)(1 =N (V)1 — A (4.16)

donde 1
V() = —/—— (4.17)

El razonamiento puede hacerse de forma inversa integrando la
variacion de la frecuencia generada por el efecto Doppler en vez de derivando a
partir de la variacion de tiempo de propagacion de la sefial. De esta manera queda
demostrado que para corregir el efecto Doppler relativista basta incorporar una de
estas opciones, segun las medidas obtenidas en relacion al ECI (ASHBY, 1999). Es
importante resaltar que en caso de ambos estar en reposo la frecuencia coordinada
se conserva (basta colocar v=0 y V=0 en la ecuacion (4.9)), proporcionando

consistencia al argumento.
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5 CORRECCIONES DEL USUARIO

Para determinar las tres coordenadas y el tiempo t de un usuario a
través de la utilizacion del GPS, son necesarias cuatro ecuaciones formuladas a
partir de las medidas de cuatro satélites. Existen dos formas principales de realizar
estas medidas, siendo la mas simple de ellas realizar las cuatro medidas en
simultdneo para un instante en el receptor. Esta forma de medicién se denomina
etiquetado de tiempo en el receptor (time tagging at the receiver). La otra forma
principal de realizar el etiquetado del tiempo para determinar las coordenadas vy el
tiempo para el usuario, es hacerlo para un instante en comun segun los

transmisores, y se conoce como fime tagging at the transmitter.

5.1 TIME TAGGING AT THE RECEIVER

El procedimiento para etiquetar segun el receptor consiste en varias
etapas. La técnica comienza con la seleccion del instante de recepcidon y la medicidn
de los tiempos de transmision en el mismo, usando los codigos del pseudorandom
noise (PRN) de los cuatro satélites. A partir de ellos se obtienen los {5, de los relojes
en cada satélite al momento de transmisién para el tiempo de recepcion definido.

A continuacion es necesario determinar el tiempo de GPS t a partir
de los ts5, realizando correcciones debido a fluctuaciones provenientes de la
excentricidad de la orbita del vehiculo satelital. Estas variaciones periddicas del
campo gravitacional tornan necesario realizar una compensacion a las medidas
obtenidas, a modo de mantener una tasa de variacion constante en los relojes
atomicos, igual al del tiempo coordinado. Nétese que estas fluctuaciones no
dependen del estado del receptor, sino Uunicamente del transmisor. Para obtener el
tiempo t, es necesario determinar el offset (Ats,) adecuado para aplicar a las

mediciones.

b=ty — Aty (5.1)
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El offset de fase para los valores obtenidos del codigo de PRN es
Aty = afp -+ a_fl{t - tof-) + a_f?(t - tf}l('jz + Af, (5.2)

donde ay, ay Y ap son coeficientes polinomiales definidos en el ICD-200, t,. el tiempo
de referencia proporcionado en el mensaje de navegacion y At es el término de

correccion relativista dado por
At, = F-e-VA-sin(Ey) (5.3)

en que e, A"y E, (excentricidad, semieje mayor y anomalia excéntrica del satélite)
son parametros de la orbita contenidos en el mensaje, y donde F = - 4.442807633 x
10"° s.m™ es constante. Otra forma equivalente de la ecuacién para el efecto

relativista, utilizado por el segmento de control es

R-V

)
=

At, = -2 (5.4)
donde Ry V son los vectores de posicion y velocidad instantaneas del satélite.

Para continuar el método, una vez determinados los tiempos de
sistema es requerido computar las posiciones de cada satélite en el cuadro del
ECEF para el tiempo de transmision de cada uno. Las determinacion de las
posiciones esta establecida en el ICD-200, para las cuales x,, Y, Y z (el subindice k

indica para cual satélite esta siendo determinado) son definidas por

T = ), cos Y — Yy cosiy sin £ (5.5)
Y = x.sin Y + Yy, cosip cos
2 = Y. COS ij.

donde Xy, Yk, son las posiciones en el plano orbital, i, es la inclinacién corregida y Q,
es la longitud corregida del nodo ascendente que depende de la tasa de rotacion de
la Tierra para el WGS-84. ElI mensaje transmitido brinda los valores de las
posiciones en el instante de transmisién con referencia al ECEF en el marco de

WGS-84.
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Antes de resolver las ecuaciones del retardo de la trayectoria para la
posicion y el tiempo del receptor, es necesario definir el ECIF en el cual se
computara el retardo de la trayectoria. Si bien esta eleccion es arbitraria, una
eleccion adecuada puede simplificar el problema, por lo que una eleccidon
comunmente utilizada es la de congelar el ECEF a un tiempo proximo del t de
recepcion esperado. Una vez que el sistema inercial es elegido, es necesario
convertir las coordenadas calculadas anteriormente en el ECEF a este nuevo
sistema para los cuatro satélites, lo que generalmente demanda al menos tres
rotaciones. Algunas de las mejores simplificaciones en la eleccion del ECIF consiste
en congelar el ECEF en el instante de transmisién de uno de los satélites, lo que
torna suficientes tres rotaciones, o elegir el tiempo de GPS igual al instante de
recepcion local.

Una vez que las etapas anteriores sean concluidas, es posible hallar
la solucién para las ecuaciones del retardo de la trayectoria para la posicién y el
tiempo del receptor, linealizando las ecuaciones y resolviéndolas de forma iterativa.
A continuacidn sera presentado un método de linealizacidon que es valido para
sistemas de coordenadas inerciales, como lo es el ECIF, asumiendo que las etapas
anteriores ya fueron realizadas y las posiciones y tiempos son expresados en dicho
referencial. Una vez tomadas estas consideraciones, se parte de que en los
instantes t;, t,, t; y t, cada satélite envia la sefial desde su posicion ry, r,, r; y r,
respectivamente, y son captadas por el receptor en una posicion r y tiempo f,
incégnitas del problema. Las cuatro incégnitas se determinan en base a la

propagacion con velocidad ¢ segun las siguientes cuatro ecuaciones
(r—1,)" =t —t)"=0; j=1,2,34 (5.6)
Si se conocen posiciones y tiempos aproximados, como en el caso

de definir el ECIF en el instante de llegada de la sefial, la ecuacion (5.6) se reducen

a

r=r" +Ar; t=t"+ At (5.7)
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donde r''), t{') son las i-ésimas estimaciones (0 suposiciones) para la posicion y
tiempo del usuario en el proceso iterativo, y Ar y At son suficientemente pequefios
que seran determinados a partir de la ecuacion (5.6). Sustituyendo la ecuacion (5.7)
en la ecuaciéon (5.6) y despreciando los términos cuadrados de Ar y At luego de

expandir, se obtiene paraj=1, 2, 3, 4
(1) v 2 rgli) Y/ 1 22 (i) v2 (i) y2o
(r'' —r;) - Ar—c*(t" —t;)At = a(c- (B =) = (" =1r;)°)  (5.8)

donde c(t (') - t;) representa la i-ésima estimacion para el pseudorango entre el
receptor y el satélite j. Este sistema de ecuaciones lineales que no es homogéneo
puede resolverse de forma matricial, y los términos Ar y At pueden ser separados en
una matriz que generalmente tiene determinante no nulo, excepto en
configuraciones particulares de los satélites. Aunque estas soluciones sean
aproximaciones, puede repetirse el procedimiento de forma iterativa hasta encontrar
una solucion para Ar y At. Luego, pueden obtenerse mejores aproximaciones a partir
de

D) — g L Aps 0D — 0 4 A¢ (5.9)

que converge rapidamente haciendo que los términos de la derecha en la ecuacion
(5.8) se tornen despreciables, y por lo tanto se satisface la ecuacion (5.6). Es
necesario destacar que en estos procedimientos no son considerados otros tipos de
efectos como los producidos por la iondsfera o troposfera. El proceso de etiquetado
de tiempo en el receptor termina aqui si el cuadro del ECI fue seleccionado muy
proximo del instante de recepcion, caso contrario, sera necesario realizar las

rotaciones de la posicién del usuario para el ECEF en el instante de recepcion.
5.2 TIME TAGGING AT THE TRANSMITTER
Esta manera de etiquetado es un poco mas compleja que la

realizada sobre el receptor dado que se debe estimar la velocidad del mismo

(aunque sera despreciada su aceleracion), una vez que el movimiento del mismo
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acaba generando una diferencia de hasta 20 ms en el tiempo de recepcion de las
sefales y por ello existen dos problemas principales que deben ser abordados
(ASHBY, 1999). Ya que todas las sefales salen en un mismo instante segun el
cuadro del ECEF vy el usuario tiene movimiento durante ese lapso de hasta 20 ms
segun el referencial inercial, es necesario aplicar correcciones que permitan
compensar tales diferencias para poder tener una determinacion correcta de la
posicion.

El otro problema a abordar es la correccion que se realizara a los
tiempos medidos y que comienza con la seleccion de un f. adecuado para
simplificacion del problema. Dado que el analisis realizado en este trabajo es para
transmisores de frecuencia unica, sera discutido unicamente el uso del cédigo C/A
(Coarse/acquisition code), que se repite a cada milisegundo. Seleccionar el instante
de medicion como el momento en el que empieza una repeticion del cédigo C/A
(code boundary), elimina el tiempo transcurrido desde t. hasta el envio de la sefal,
eliminando la necesidad de aplicar correcciones sobre ese tiempo. Con tal seleccion,
tc es el tiempo del sistema GPS, que difiere del tiempo satelital t5, por las
correcciones aplicadas conforme el ICD-200 segun la ecuacion (5.1), dando lugar a

una correccidn necesaria para ts, dada por

toy =t + Atgy (5.10)

donde Atg, para cada satélite es parte del mensaje de navegacion es considerado
constante ya que en tiempos de hasta 20 ms aproximadamente la tasa de variacion
es baja (ASHBY, 1999).

Asumiendo que el tiempo de fase (1) coincide con un limite de cddigo
(es multiplo de 1 ms) y ya que es transmitido por el satélite en el momento ts, y
recibido en el momento f, los eventos suceden segun la Figura 5 (paraj=1,2, 3,4
indicando el satélite). Si bien el tiempo de sistema t deberia coincidir f, escogido
para realizar el etiquetado, f; también coincide con un limite de cddigo, que
numéricamente igual al tiempo de fase (7 = t;). En consecuencia de las correcciones
realizadas sobre los relojes de los satélites, el tiempo f, escogido ocurre Ats, antes

en cada uno de los satélites que en el sistema de GPS. Entonces el 1 es transmitido
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(en t; para el satélite) antes que el sistema esté en tal tiempo t;. Cuando el paquete
de ondas llega al receptor en los tiempos fz;, para los cuales 1 = {; (segun satélite), el
valor del tiempo es almacenado, dado que sera necesario determinar un Afg para
determinar el tiempo de llegada al receptor del paquete enviado en el tiempo del

sistema t;. Notese que este Atk no es igual a Ats; debido al efecto Doppler.

Figura 5 — llustracion de offsets para Satélite y receptor

tc en reloj satelital

Atqyi
SV tiempo en reloj satelital )
T—
Q tiempo en reloj del receptor
AtR;
tn‘i g
N
i (\ tiempo en sistema de GPS )
.

to= tiempo elegido para el sistema de GPS

Fuente: Adaptado de ASHBY, 1999.

Para determinar la relacion entre Atz y Atg, debido a la pequefia
magnitud de los mismos puede ser usada la ecuacién (4.9), sin generar errores
perceptibles y reescribirla como

(1 =)
Atg; = Atgy; e
j SV (1— E;’.'—V) (5.11)

Para determinar tal relacion es preciso que los vectores V; estén representados en
un ECI, por lo que pueden ser necesarias algunas rotaciones. Las V; pueden

obtenerse a partir de la derivacion de las posiciones segun el tiempo coordinado, y v
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y N, deben ser definidos en un ECI con sus valores estimados por varias soluciones
de navegacion sucesivas.

Luego de que las correcciones anteriores son realizadas y los
tiempos correspondientes al {; segun el sistema de GPS de llegada al receptor son
t = tg+Afr. Notese que estos tiempos no son los tiempos del sistema debido a
sesgos (bias) del reloj local. Denotando tal sesgo como b¢ y los tiempos de GPS

como £, entonces los tiempos referentes a cada evento estan dados por
t; =t + be (5.12)

Debido al movimiento del receptor en referencia al ECI durante la
medicion de esos cuatro tiempos (para usuarios cerca de la Tierra siendo entre 67 -
86 ms después de t;) se torna necesario tener una aproximacion de la velocidad del
mismo para poder calcular la posicion y los tiempos de recepcién. Considerando su

velocidad como conocida (v¢) en para cierto t., es preciso calcular la posicion rc y b
rr; = rp(t;) =rc + velte; +be —te) (5.13)

La eleccién del ECI de referencia coincidente con el cuadro del
ECEF en el tiempo {; simplifica de manera significativa para este tipo de tagging, ya
que las posiciones r; de los satélites son proporcionadas por los mensajes de
navegacion en referencia al WGS-84, o sea, todas son especificadas en el mismo
ECEF, lo que muestra una ventaja para el uso de este tipo de etiquetado dado que
no se precisa hacer ninguna rotacién de vectores para ubicar las posiciones en un
mismo cuadro inercial, y la solucién para r; en el ECIF (y en el cuadro del ECEF)
tampoco. Caso el ECIF no sea definido como coincidente con el ECEF en el {, los
vectores rg; precisan ser rotados para el ECEF (ASHBY, 1999).

El delay generado por la propagacién para los cuatro vectores puede
escribirse en funcidon de las informaciones obtenidas anteriormente, teniendo como

incégnitas el sesgo y las componentes de la posicion del receptor en el ECEF.

:I'(- +veltej+ 0o —to) — r.f':? = ("?(T('J'—H)(-—f(':)?. 1=12234 (5.14)
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Una forma de resolver tal sistema de ecuaciones es a través de un método iterativo
en el cual es requerido una légica similar al usado para el time tagging at the
receiver, en el que a las incégnitas se les agrega un término pequefio de

variaciones, esto es
re =1l + Ar, bo = bl + At (5.15)

Dado que tales variaciones son pequeias, las expansiones realizadas al sustituir
esta ecuacion en la ecuacidon del retardo para la propagacion se deben hacer
despreciando los términos de orden superior a 1, luego de lo que se obtiene

0 Ap— (T M Af = L2y — my2
R Ar - (1) - v R )at =2 AT - R))?] 516)

b | =

donde
TV =te; + b —te, R =rd+veT! —1;  (547)

El procedimiento para realizar el etiquetado del tiempo en el
transmisor esta basado en las consideraciones vistas anteriormente, sin embargo es
importante establecer el orden en el cual realizar cada una de las etapas ya que de
no ser asi es posible acabar aplicando correcciones demas, quitando precision a las
medidas. El método debe iniciar con las medidas de los tiempos para cada uno de
los cuatro transmisores (tz) tomadas en el reloj local, para un Unico epoch T
correspondiente a un unico tiempo de fase de GPS. De forma similar con el tagging
en el receptor, es necesario determinar la variacién de tiempo entre el instante en
que se transmite la sefal y el tiempo de GPS para un mismo valor. Tal variacion
(Atsy;) se determina siguiendo el mismo protocolo usado anteriormente, definido por
el ICD-200 (User algorithm for SV Clock Correction). Luego tienen que computarse
las posiciones de los satélites segun el ECEF en el momento de transmision de f,

aplicando directamente la ecuacion (5.5).
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El siguiente paso consiste en la eleccion del sistema de
coordenadas inercial, para el que cabe destacar que una eleccion inmediata es
congelar el ECEF al momento de la transmision. Si se selecciona esta opcion para
definir el ECI, no es necesario rotar las coordenadas de los satélites, y si se estima
la posicion del receptor para el t;, tampoco sera necesario realizar rotaciones a ésta.
Sin embargo hay que realizar correcciones en los tiempos medidos por el reloj local,
ya que este continua en movimiento segun el cuadro del ECI durante las
mediciones, provocando una diferencia entre el Atg, y el Atg y ademas el tiempo t;
no ocurre en simultdneo para el sistema y para el satélite. Para obtener las
ecuaciones del retardo en el camino geométrico que son usadas para determinar la
posicion del receptor y el offset en ., es necesario considerar la velocidad y el offset
del receptor como constantes durante el periodo de medicion, siendo tal velocidad
expresada en referencia al ECI (caso no estar definida en este, hay que realizar
rotacion del vector). A partir de ella, es posible estimar la posicion del usuario para
determinar Atg; (ecuacion (5.11)), lo que permite calcular los tiempos de recepcién de

las sefales enviadas en el tiempo de sistema f; segun
1"(-.}- = fﬁ-J.- —+ ,-’i":.f'ﬁlj (5.18)

Al igual que para el tagging en el receptor, las ecuaciones son
linealizadas y resueltas por el proceso iterativo descrito anteriormente, y termina
cuando las diferencias tienden a cero. Cuando las ecuaciones son resueltas para el
tiempo f., donde coinciden ECl y ECEF, el proceso acaba dado que la posicion ya se
encuentra en el referencial requerido (generalmente WGS84), caso contrario es

necesario realizar las rotaciones pertinentes para obtenerlas en tal referencial.
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6 EJEMPLOS DE APLICACIONES

Debido al caracter tedrico de este trabajo no fueron realizadas
simulaciones ni mediciones sobre datos reales. A modo de discusion y completitud
de esta monografia, seran presentados a continuacion ejemplos que pueden ser
encontrados en la literatura (ASHBY, 1999), donde se realizaron simulaciones. El
objetivo es discutir los efectos de aplicar cada uno de los métodos planteados
anteriormente, a modo de visualizar la importancia de los mismos para determinar la
posicidon y el tiempo de un receptor.

Primeramente sera presentado un ejemplo para la determinacion de
la posicién y tiempo del usuario usando el tagging en el receptor. La medida
realizada por el usuario es ejecutada para un tiempo t = 37.239,9994223656 s en su
reloj, que corresponde a un tiempo de GPS t = 37.240 s exactamente. La ubicacion
real del mismo en el sistema geocéntrico esta dada por la latitud y longitud 35° N,
0° E respectivamente, y a una distancia del centro de la Tierra R = 6.378.136,3 m.
Segun el sistema WGS-84 su posicion esta dada por
Reos(35%) 5.224.663,389 m

) (

- ( ) 6.1)
Rsin{35°) 3.658.348,690 m

jLH'f-'.‘-'?il

Siguiendo el método para la determinacién de la posicion visto en la
seccion 5, son obtenidos los tiempos del sistema t; para los cuales se realiz6 la
transmision en cada uno de los satélites, y a partir de estos se obtuvo la posicién
para cada uno de ellos. Luego, con la matriz de rotacion dada por la ecuacion (4.2)
fueron transformados para un . = 27.239 s exactos, instante en el cual se definio el
ECI congelando el ECEF. Asi, una vez terminado el procedimiento, solucionando el
sistema de ecuaciones para el delay en la propagacion (Tabla 3), se transformé el

vector posicion para el sistema WGS-84 (ecuacion (6.2)).
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Comparando las ecuaciones (6.1) y (6.2) puede observarse que el
procedimiento usado para la técnica determina la posicion de un usuario con una
precision alta. En este caso la diferencia con la posicién real difiere en distancias de
1 milimetro, lo que demuestra la efectividad de usar este método. También es
posible observar a partir de la Tabla 3 que el proceso iterativo converge
rapidamente, dado que en tres iteraciones ya habian sido obtenidas las posiciones

con una precision de 1 m.

Tabla 3 — Resultados de la solucion iterativa para las ecuaciones de propagacion del

delay

Intento x del usuario y del usuario z del usuario t del reloj de usuario

0 (start) 0 m 0 m 0 m 37 239.999 422 365 6 s
1 5 0587 363.392 m 2 355.126 m 3 541 092.792 m 37 239.997 532 305 8 s
2 5 226 931.552 m 354.224 m 3 659 938.391 m 37 240.000 033 455 9 s
3 5 224 663.780 m 380.983 m 3 658 348.973 m 37 240.000 000 006 0 s
4 5 224 663.374 m 380.988 m 3 658 348.689 m 37 240.000 000 000 O s
5 5 224 663.374 m 380.988 m 3 658 348.689 m 37 240.000 000 000 0 s

Fuente: Adaptado de ASHBY, 1999, p. 15

La importancia de considerar la rotacion de la Tierra durante el
transcurso de las mediciones también puede ser observado en este ejemplo. Para
eso se computd el mismo procedimiento iterativo de resolucion, usando los mismos
valores de posicion de los satélites encontrados inicialmente en el ECEF, pero sin
usar un sistema inercial. Los resultados de este nuevo procedimiento (Tabla 4)
muestran que si bien el tiempo presenta una diferencia menor a 14 ns, la posicion
determinada difiere por casi 28 m. De esta forma queda claro que es imperativo
tomar en consideracion la rotacion de la Tierra aun en esos pequefios intervalos de

tiempo.
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Tabla 4 — Resultados de la solucion iterativa sin considerar la rotacion de la Tierra

Intento x del usuario (m) y del usuario (m) z del usuario (m) t del reloj de usuario (s)
0 (start) 0 0 0 37 239.999 422 365 6
1 5 057 359.485 2 012.579 3 541 090.386 m 37 239.997 532 323 0

2 5 226 927.086 00.194 3659 935.704 m 37 240.000 033 469 3

3 5 224 659.325 27.107 3 658 346.291 m 37 240.000 000 019 6

4 5 224 658.919 27.112 3 658 346.008 m 37 240.000 000 013 ©

5 5 224 658.919 27.112 3 658 346.008 m 37 240.000 000 013 6

Fuente: Adaptado de ASHBY, 1999, p. 16

Para el analisis de la informacién cuando el tagging se ejecuta sobre
el transmisor, fue utilizado el mismo ejemplo de la situacién anterior pero en la cual
el limite de cédigo elegido es t. = 240.0 s exactamente. Siguiendo las indicaciones
dadas en la seccién 5.2, primero se registraron los tiempos, en el reloj local, para los
que llega cada una de las transmisiones y con ello junto a informaciones del
mensaje de navegacion, fue posible determinar las posiciones de los satélites al
momento del envio de la sefal, segun el ECEF en el tiempo de GPS {.. Para este
instante se definié el cuadro del ECI coincidente con el ECEF, y se incorporan las
correcciones del efecto Doppler de primer orden. Los resultados de aplicar esta
técnica (Tabla 5) muestran nuevamente la rapidez con que el método iterativo
converge, dado que con tres iteraciones se consigue una estimacion de la posicion

con error menor a un metro.

Tabla 5 — Resultados de la solucidn iterativa para rc y be

Intento X del receptor (m) Y. del receptor (m) z.del receptor (m) Sesgo de reloj local b (s)
0 0.0 0.0 0.0 0.000 000 300 0
1 5 051 460.568 —9 835.265 3 545 131.610 —0.002 453 425 2
2 5 226 991.162 132.182 3 659 870.280 0.000 032 544 3
3 5 224 663.799 —0.023 3 658 349.573 —0.000 000 417 2
4 5 224 663.390 —0.000 3 658 348.690 —0.000 000 423 0
5 5 224 663.390 —0.000 3 658 348.690 ~0.000 000 423 0

Fuente: Adaptado de ASHBY, 1999, p. 29
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Dado que las correcciones por el efecto Doppler de primer orden son
pequeias, se realizd el mismo procedimiento pero desconsiderando estas
correcciones, para analizar la relevancia de tener en cuenta tales rectificaciones al

encontrar la posicion del usuario (Tabla 6).

Tabla 6 — Resultados de la solucion iterativa para re y be sin las correcciones del

efecto Doppler

Intento X del receptor (m) Y. del receptor (m) zdel receptor (m) Sesgo de reloj local b (s)
0 0.0 0.0 0.0 0.000 000 300 0
1 5 051 461.207 —9 835.359 3 545 131.862 —0.002 453 427 6
3 5 226 991.866 132.086 3 659 B70.566 0.000 032 542 4
4 5 224 664.501 —0.072 3 658 349.243 —0.000 000 419 1
5 5 224 664.092 —0.096 3 658 348.976 —0.000 000 424 9
6 5 224 664.092 —0.096 3 658 348.976 —0.000 000 424.9

Fuente: Adaptado de ASHBY, 1999, p. 30

Comparando estos resultados con los de la Tabla 5, es posible
reparar que tales efectos causan un error de aproximadamente 75 cm (ASHBY,
1999). Este valor puede considerarse pequefio o muy elevado dependiendo de la
precision requerida por el usuario. Cuando, por ejemplo, el GPS es utilizado para
desplazarse en la cotidianeidad, 75 cm es un valor que no causa grandes desafios
para llevar a cabo el objetivo de la persona que lo utiliza, sin embargo, este valor
puede tornarse grande si la precision que se requiere es alta. En base a esto acaba
siendo propio de la aplicacion que se le va a dar a la medida, la necesidad de

considerar el efecto Doppler de primer orden.
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7 CONCLUSION

El desarrollo de este trabajo consistid en una recopilacion de la
teoria detras del Sistema de Posicionamiento Global, enfocada en los métodos para
correcciones relativistas necesarias. Dadas las condiciones bajo las cuales se
encuentran los vehiculos satelitales utilizados para la determinacién de la posicion y
el tiempo, la necesidad de entender la Teoria de la Relatividad se torno
indispensable.

Con la demanda de precisién alta para algunas medidas de posicion
por GPS, considerar la mayor cantidad de factores se torna indispensable. Este
trabajo fue centrado en las correcciones relativistas necesarias, pero eludiendo otros
efectos como los efectos atmosféricos, las variaciones en la geometria de los
satélites y antenas entre otros, que deberian ser tomados en cuenta si se requiere
mayor precision.

Segun la discusion realizada sobre la aplicacion de los métodos
utilizados fue posible ver la eficiencia de los mismos, ya que errores pequenos
fueron encontrados entre valores reales y las simulaciones. También pudieron
apreciarse las diferencias que aparecen cuando se desconsideran caracteristicas
como el movimiento del receptor durante el periodo de las mediciones y el efecto
Doppler de primer orden. Esto dejo en evidencia la necesidad de aplicar métodos de
correccion a los tiempos medidos y la importancia de la teoria de la relatividad para

ello.
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