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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se o formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico, tanto em sua
formulagao classica, para qual muitos problemas podem ser resolvidos com o auxilio de
transformacao canonica. O formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico é uma interpretagao
alternativa da Mecanica Quantica. Uma das vantagens desse formalismo, é que segue de
perto a Mecanica Classica pelo fato de nao enfrentar problema de estacionariedade de
particulas em estados ligados. A principal caracteristica desse formalismo é que os auto-
valores de energia do estado ligado podem ser determinados pela variavel de agao quantica

sem que seja necessario resolver explicitamente a equagao dinamica.

Palavras-chave: Hamilton-Jacobi quantica, mecanica quantica, acao quantica.
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Abstract

This paper presents the Hamilton-Jacobi Quantum formalism, both in its classical for-
mulation, for which many problems can be solved with the aid of canonical transformation.
The Hamilton-Jacobi Quantum Formalism is an alternative interpretation of Quantum
Mechanics. One of the advantages of this formalism is that it closely follows Classical
Mechanics in that it does not face the problem of particle stationarity in bound states.
The main feature of this formalism is that the bound state energy eigenvalues can be de-

termined by the quantum action variable without explicitly solving the dynamic equation.

Key words: quantum Hamilton-Jacobi, quantum mechanics, quantum action.
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“Aos amores da minha vida”
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“A percepcao do desconhecido € a mais fascinante das experiéncias.
O homem que nao tem os olhos abertos para o mistério passard pela vida sem ver nada”.

Albert Einstein
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Introducao

Desde o surgimento da Mecanica Quantica, tem ocorrido considerdvel interesse em desenvol-
ver uma teoria deterministica da varidvel oculta nao local. A Mecéanica Bohmiana (desenvolvida
por David Bohm em 1952) fornece uma interpretagao alternativa a Mecanica Quantica nao-
relativista. Na formulacdo hidrodinamica da Mecanica Quéantica, a funcao de onda é escrita
primeiramente em termos da amplitude real e da funcao acao real como ¥ = Rexp(%). Subs-
tituindo esta funcao de onda na forma polar na equacao de Schrédinger dependente do tempo,
produz um sistema de duas equacgoes diferenciais parciais acopladas, a equacao de continui-
dade e a Equagao de Hamilton-Jacobi Quantica (EHJQ). Na abordagem analitica de Bohm,
as trajetérias quanticas de valor real sao geradas pela integracao das equacaes de movimento,
incluindo a contribuicao do potencial quantico determinado a partir de uma funcao de onda
pré-computada.

O formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico, desenvolvido por Leacock e Padgett em 1983,
fornece uma formulacao alternativa da Mecanica Quantica nao-relativista. Neste formalismo,
a funcao de onda é expressa pela funcao acao complexa, ¥ = Rexp(%). Como na Mecanica
Bohmiana, substituir a funcao de onda dessa forma polar na equagao de Schrédinger dependente
do tempo produz a EHJQ de valor complexo. (Esta versao nao é o mesmo que no formalismo
de Bohm.) Separando a varidvel tempo para estados estaciondrios, obtemos a versao de estado
estaciondrio da EHJQ. A principal caracteristica deste formalismo é que os autovalores de energia
do estado ligado podem ser determinados pela variavel de acao quantica sem explicitamente
resolver a equagao dinamica. Este método tem sido usado para obter os autovalores de energia
para muitos problemas unidimensionais de estado ligado e problemas separaveis em dimensaes
para potenciais soliveis.

Além da determinacao de autovalores de energia, o formalismo de Hamilton-Jacobi Quéntico

tem sido usado para obter trajetérias quanticas no espaco complexo. No formalismo Bohm, a
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SUMARIO 10

particula em repouso é geralmente para estados estacionarios, porque a velocidade da particula
acaba sendo nula em todos os lugares. Ao contrario, a trajetéria complexa quantica de uma
particula pode ser obtida no formalismo de Hamilton-Jacobi Quéantico para estados estacionérios
e nao-estaciondrios através da Funcao de Momento Quantico (FMQ), que é analiticamente es-
tendida ao espaco complexo. Esse formalismo foi aplicado a varios exemplos analiticos simples
para problemas dependentes do tempo e independentes do tempo. Além disso, para estados
estaciondrios, trajetérias quanticas complexas satisfazendo a EHJQ de valor complexo, foram
estudadas analiticamente para a particula livre, barreira de potencial, potencial degrau, oscilador
harmonico quantico.

Esta dissertacdo encontra-se organizada da seguinte forma: No Capitulo 1, discutimos a
Teoria de Hamilton-Jacobi Classico, onde muitos problemas podem ser resolvidos com a ajuda
de transformacées candnicas. A ideia por tras desta teoria é bastante simples. Sob certas
condigoes, equactes diferenciais ordinarias podem ser relacionadas a sistemas de equacgoes dife-
renciais parciais. No Capitulo 2, apresentamos a Teoria de de Broglie-Bohm, que proporciona
uma descricao completa e causal de um fenémeno quantico independente do ato de obervacao.
Desta maneira sem querer alongar os varios questionamentos que permeiam esta discussao, es-
taresmos interessados na teoria causal da Mecanica Quantica e suas consequéncias de acordo
com as propostas elaboradas por Louis de Broglie e por David Bohm. No Capitulo 3, apresen-
tamos o formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico, que consiste em umas das interpretacoes da
Mecanica Quéanica nao-relativista. A vantagem deste formalismo é que os autovalores de energia
de um problema de estado ligado podem ser obtidos sem resolver o problema da equacgao de
Schrodinger correspondente. No Capitulo 4, apresentamos a Cosmologia Quantica, que é uma
teoria de quantizacao do cosmos. A Cosmologia Quantica parte do pressuposto de que a Fisica
Quantica pode ser aplicada a tudo, incluindo o universo. No Capitulo 5, apresentamos algumas

aplicacoes do formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico.
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Capitulo 1

Teoria de Hamilton-Jacobi Classico

Neste Capitulo serao abordados conceitos basicos da Teoria de Hamilton-Jacobi, onde muitos
problemas podem ser resolvidos com a ajuda de transformacoes candnicas. A teoria de Hamilton-
Jacobi é um método construtivo que permite, em muitos casos, produzir uma transformacao
canoOnica que simplifica bastante as equacbes de movimento de um sistema, tornando trivial a

integracao destas equagoes.

1.1 A Equacao de Hamilton-Jacobi

Dado um sistema mecénico descrito pelas varidveis (¢,p) e pela hamiltoniana H(q,p,t),
efetuemos uma transformagao canoénica por meio de uma fungao geradora S(q, P,t). Suponha-
mos que S possa ser escolhido de tal modo que a hamiltoniana transformada seja nula, isto é,

K(Q, P,t) = 0. Nessas circunstancias, as equagoes de Hamilton transformadas sao trivialmente

soltveis:
. 0K
Qz’-api—o = Qi=0, (1.1)
. 0K
P =— = P = oy, 1.2
20, 0 = «a (1.2)

onde s e 3's sao constantes.

De acordo com K(Q, P,t) = H(q,p,t) + % temos

oS

0=K=H(q,p,t)+ —,
(¢,p )+8t
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1.1 A Equagao de Hamilton-Jacobi 12

onde, das equagoes de transformacao

oS
Y2 1.4
Pi= 5 (1.4)
decorrentes de p; = g—(i, Q; = g—g, i =1,...,n, deduzimos a equacao de Hamilton-Jacobi
oS oS oS
H( S L —,t) 2 . 15
q1 dn aql aqn + ot ( )

Esta é uma equagao diferencial parcial de primeira ordem nas n + 1 variaveis independentes
q1,---,qn,t. Felizmente, ndo necessitamos de sua solucao geral, que envolve uma funcao ar-
bitraria, que é muito dificil de ser obtida por tratar-se quase sempre de uma equacao nao-linear.
Como veremos por intermédio de numerosos exemplos, pode ser possivel encontrar solucoes
particulares da equagao de Hamilton-Jacobi contendo n + 1 constantes arbitrarias aq, ..., an41.
Uma vez que S nao estd envolvida diretamente na equagao, mas apenas suas derivadas, uma
das constantes - digamos, a,41 - é diretamente aditiva. Em outras palavras, qualquer solucao
contendo n + 1 parametros é da forma S + a,41. A constante aditiva ay,4; pode ser descar-
tada, pois nao modifica a transformagao gerada por S. A discussao no pardgrafo anterior sugere
que, encontrada uma solucao da equagao de Hamilton-Jacobi da forma S(qi, ..., gn, a1, ..., Qn, t)
onde os o's sao constantes de integracao nao-aditivas, fazendo a identificacao o; = P; a funcao
S(gq, P,t) assim construida executa uma transformacao canoénica que reduz a zero a nova hamil-
toniana. Com essa identificacao, o movimento do sistema em termos das varidveis canonicas
originais é determinado pelas equacoes

08
_8ai ’

Bi

i=1,..n, (1.6)

que resulta da combinacao de p; = gTi’ Qi = %, i=1,...,n com aequacao (1.1). As n equagoes

(1.6) podem ser resolvidas para ¢, ..., ¢, fornecendo

¢ = gi(a, B,1). (1.7)

Este resultado, conjuntamente com a equagao (1.4), permite escrever

pi = pi(a, B, 1). (1.8)

Estas duas ultimas equacoes representam a solucao geral das equagoes de Hamilton originais,

envolvendo 2n constantes de integracao cujos valores sao determinados pelas condicoes iniciais

[1].
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1.1 A Equagao de Hamilton-Jacobi 13

Definicao 1.1.1. Uma solugdo completa ou integral completa da equacao de Hamilton-
Jacobi é uma solugdo da forma S(q1,...,qn, @1, ..., ap,t) contendo n constantes nao-aditivas
ai, ..., ap e tal que

det (afaii) £0. (1.9)

A condigao da equagao (1.9) caracteriza os parametros ai, ..., @, como mutuamente inde-
pendentes e, a0 mesmo tempo, garante que as equagoes (1.6) podem ser resolvidas para os ¢'s
na forma (1.7). Podemos, agora, sintetizar o resultado central da teoria de Hamilton-Jacobi na
proposicao que se segue [1].

Teorema de Jacobi. Seja (¢, o, t) uma integral completa da equagao de Hamilton-Jacobi.

Entao os ¢'s p’s determinados pelas equagoes (1.6) e (1.4) obedecem as equagdes de Hamilton

oH . OH
8pz ) p’L aql )

G = i=1,..,n. (1.10)

Demonstragao. Diferenciando a equagao (1.6) relativamente ao tempo, resulta em

. N 028 028
0—51—;(9%8% BT (1.11)

Por outro lado, lancando mao da equagao (1.4), podemos escrever a equacao de Hamilton-Jacobi

(1.5) na forma

oS

H(q,p(g, o, 1),t) + 5 = 0. (1.12)

Diferenciando esta equacao em relagdo a «; obtemos

OH 8pj 0H 0°S 325 B
Z 8pj % 80@875 Z 8pj da;0q; 3ai8t =0, (1.13)

onde empregamos novamente a equagao (1.4). Levando em conta que a ordem de diferenciagao

é irrelevante, e substituindo a equacao (1.13) na equacao (1.11), ficamos com

0’5 ( aH):o. (1.14)

— 0qj0a; Opj
Como a matriz cujos elementos sao aa R - é nao-singular pela equagao (1.9), o sistema homogéneo

de equagoes lineares (1.14) possui somente a solucao trivial

OH
- =0, j=1,..n. 1.15
dj o, , j=1,..,n (1.15)
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1.2 Modelos de Cenarios Unidimensionais 14

Tomando a derivada total em relagdo ao tempo da equagao (1.14) vem

928 %8

pi = > aqjaqi(jj + Bqidt " (1.16)

Mas da equagao (1.12) deduz-se, diferenciando relativamente a g,
2g 2

8% Z gg aiaqj af;gt =0 (117)

A substituigao deste ultimo resultado em (1.16) conduz a
OH ~ 0°S oH oH
= 0 2 a0, ) = (9

1.2 Modelos de Cenarios Unidimensionais

A discussao de alguns exemplos servird para ilustrar o emprego da técnica de Hamilton-

Jacobi, além de motivar certas observagoes de carater geral que serao feitas mais adiante.

1.2.1 Particula Livre

Resolver a equacao de movimento de uma particula livre unidimensional pelo método de
Hamilton-Jacobi,
Solugao. Visto que H = p?/2m, a equacao de Hamilton-Jacobi assume a forma
1(%3)2 % = 0. (1.19)
Uma integral completa desta equacao pode ser obtida por separacao de variaveis na forma

de soma:
S=W(q) +T(t) (1.20)
Introduzindo S desta forma em (1.19) resulta

! (M)Q _ 4T (1.21)

2m \ dg dt’
Se fixarmos a varidvel ¢ e variamos ¢ o primeiro membro da equagao (1.21) deveria variar.

No entanto, ele nao pode variar porque o segundo membro permanece fixo. Logo, ambos os
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1.2 Modelos de Cenarios Unidimensionais 15

lados da equagao (1.21) sao iguais a uma mesma constante positiva, que denotaremos por «.

Ficamos, assim, com as duas equacoes diferenciais ordinarias

dW dT
— /3 _a 1.22
da mao, praall ( )

onde
S(q,a,t) = V2maq — at, (1.23)

tendo sido abandonadas constantes de integracao meramente aditivas. A solucao da equacao de

movimento para ¢ obtém-se de

oS m
_os_ /m. 1.24
e de
oS
p= i V2ma = constante = pg . (1.25)
q
Portanto,

200 200
g=1/228+ /%t =g+ P4, (1.26)
m m m

que é a conhecida solugao do problema da particula livre [1].

1.2.2 Oscilador Harmonico

Resolver a equagdao de movimento de um oscilador harmoénico unidimensional pelo método
de Hamilton-Jacobi.
Solugdo. Agora H = p?/2m + mw?q*/2, e a equagdo de Hamilton-Jacobi se escreve-se

1 (85)2 mw? 5 05

o (20) 4 Mg 8 =, (1.27)

Assim como no caso da particula livre, a equacao (1.27) é separavel na forma
S =Wi(q) — ta (1.28)

onde W satisfaz

1 /dW mw?

Qm(dq)2+2q =a. (1.29)
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1.2 Modelos de Cenarios Unidimensionais 16

A constante positiva « coincide com o valor constante da hamiltoniana (igual & energia total,

neste caso), pois dW/dqg = 95/9q = p. A solugao de (1.29) é imediata:

W = / V2ma — m2w2q2dy . (1.30)

Em consequéncia,

S(q,a,t) = / V2ma — m2wq?dg — ot (1.31)

e a solugao da equacao de movimento para g obtém-se de

— 98 _ dq o 1 .1 mw2
8= Do —m/ G —t= —sin (\/ 50 q) —t. (1.32)

Resolvendo esta equacao para g encontra-se, com § = wp,

o(t) = ,/% sin(wt + ) , (1.33)

que é bem conhecida solugao do problema do oscilador.

Nosso ultimo exemplo unidimensional revela que o método de Hamilton-Jacobi pode ser

estendido a certas classes de sistemas nao-conservativos [1].

1.2.3 Oscilador Harmoénico Amortecido
Usar a teoria de Hamilton-Jacobi para resolver a equagao de movimento
i+ A +w’q=0, (1.34)

que descreve um oscilador harmonico amortecido.

Solugao. A equagao (1.34) é gerada pela lagrangiana

-2 2
L = At(%,w 2) 1.35
(T ) (1.35)
cuja hamiltoniana correspondente é
P W oy
H=e"—+— 1.36
eI T o (1.3

onde A é o parametro de amortecimento. A equacao de Hamilton-Jacobi associada a esta ha-
miltoniana é

ef)\t

2 2

2m \ Jq 2 ot
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1.2 Modelos de Cenarios Unidimensionais 17

Devido a dependéncia temporal explicita de H, esta tltima equacao nao admite a separacao

da varidvel temporal como nos exemplos anteriores. No entanto, a forma de H sugere que a

transformacao
Q=gqe? , P=pe 2 (1.38)

provavelmente simplificard a hamiltoniana. Acontece que esta transformacgado é candnica com

funcao geradora F'(q, P,t) = eM/2¢P, e a hamiltoniana transformada
OF P2 muw? A
K(Q,Pt)=H(q,p,t) + — = — + —Q* + =QP 1.39
(@ Pt)=Hlg,pt)+ 5 =5+ Q"+ 50 (1.39)

nao depende explicitamente do tempo. Assim, o mesmo método dos exemplos anteriores é
aplicavel ao sistema descrito pelas novas varidveis canonicas (@, P) e pela hamiltoniana trans-
formada K. A equagao de Hamilton-Jacobi associada a K escreve-se

1 ,05\2 mw? , A_0S 08
(@) + QP+ Q55 T 5, =0, (1.40)

2m 27°00Q ' ot
a qual possui solucao da forma

S=W(Q) — at, (1.41)
onde

1 /dWN2 mw? 5, A _dW

anlag) +73 @@ = (1.42)

Note que « ¢ igual ao valor constante da hamiltoniana K. Resolvendo esta equacao algébrica
do segundo grau para dW/d@Q obtém-se

‘%V = —ax £ [b? — (1 — d®)2?])"/?, (1.43)

com z = (mw)"?Q, a = M\/2w, b = (2a/w)'/2. No tocante a resolucdo de (1.16), a escolha do

sinal em (1.25) é irrelevante (qualquer integral completa serve), de modo que tomaremos
2

W=y /[b2 ~ (1= a?)2? 2. (1.44)

Consideremos o caso a < 1, isto é, A < 2w. Definindo v = (1 — a?)/? resulta

2 9 1/2
S=—at- 2 4 / <£ - 721:2> dx, (1.45)
2 w
onde
oS 1 dz 1 .
_os_ 1 P oy 1.4
g 9 t+w/(b2—fy?x2)1/2 t—i—w’y sin™ " ( b ) (1.46)
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Resolvendo para x, retornando a variavel @ e, finalmente, & variavel ¢, o resultado é igual a
q(t) = Ae M 2sen(Qt +6) , Q= (w? — \2/4)!/? (1.47)

onde A e § sao constantes determinadas pelas condigoes iniciais. A equagao (1.47) é a solugao

usual para o oscilador amortecido no caso de amortecimento fraco ou subamortecimento [1].

1.3 Separacao de Variaveis

Um aspecto simplificador do método de Hamilton-Jacobi é a desnecessidade de se obter
a solucao geral da equacao de Hamilton-Jacobi para resolver o problema dinamico, bastando
encontrar uma solugao particular. Solugoes particulares de equagoes diferenciais parciais podem
ser comumente obtidas por separacao de varidveis. A natureza da equacdo de Hamilton-Jacobi
torna possivel, em grande niimero de casos, a separacao de varidaveis em forma de soma. Algumas
observacoes de carater geral, embora extremamente simples, facilitam consideravelmente a tarefa
de separar varidveis em boa parte das situagdes relevantes [1].

1. Variaveis ciclicas. Se uma certa coordenada, digamos g, é varidvel ciclica de H, é
possivel separa-la imediatamente das demais. De fato, suponha que H nao dependa de g,.

Entao podemos escrever.
S = angn + S(q1, .o, Gn_1,1) (1.48)

onde, substituindo na equacao (1.5), S satisfaz
oS aS aS
H(q, ... qn-1,—, ... ——,an,t) + — =0, 1.49
(Q1 dn—1 aql aanl n ) ot ( )
onde sé envolve as variaveis q1, ..., ¢gn—1,t. A motivacdo para buscar uma solucao para a equagao
de Hamilton-Jacobi na forma da equagao (1.48) provém de
a8
— =D =« 1.50
e Pn n ( )
pois p, é constante de movimento sempre que ¢, é varidavel ciclica. A solugao desta ultima
equagao diferencial para S é precisamente na forma da equagao (1.48). Uma justificativa adici-

onal é que estamos em busca de uma transformacao canonica que torne todos os P’s constantes

de movimento. Mas p,, ja é uma constante de movimento, de modo que, no que concerne ao par
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(gn, pn), basta executar a transformacao identidade, cuja fungao gerada é F = ¢, P,, = qp, em
virtude da identificacdo a; = P;. Se houver mais variaveis ciclicas, é evidente que o primeiro
termo a direita de igualdade na equagao (1.48) torna-se uma soma sobre todas as varidveis
ciclicas, ao passo que S envolve somente as variaveis que nio sao ciclicas. Por exemplo, se g, e

Gn—1 sao ciclicas temos

S = QnQp + Qp—1Qn—1 +5(Q1,---7Qn—2,t) (151)
onde
08 a8 08
H(q1s oy Gnezy s ey = 1, Oy ) 4+ — = 0. 1.52
(QIa y qn—2 aql aqn_2 Ap—1,q )+ ot ( )

2. Variavel temporal. Como os exemplos da Secao 1.2 indicam, se H nao depende

explicitamente do tempo a equacao de Hamilton-Jacobi

oS oS oS
H ooy Gy oy eeey —— — =0 1.53
(01000 5o 5 ) + (1.53)
admite separacao da variavel ¢t na forma
S=W(q,-,qn) — aat, (1.54)

onde W, que é chamada de funcao caracteristica de Hamilton, a qual satisfaz

ow ow
Hqr g, 2 2 — 0 1.
(q17 y g 8(]1 aqn) aq ( 55)

Esta equacao para W nao contém o tempo e aj € igual ao valor constante da hamiltoniana.
Uma solugao completa S(q, a,t) da equagao (1.53) fica determinada uma vez que se encontre
uma integral W (q, o) da equacao de Hamilton-Jacobi independente do tempo (1.55). A fungao
W (g, «), por si s6, produz uma transformagao canoénica que resolve completamente as equagoes
de movimento para os ¢’s.

A separabilidade da equacao de Hamilton-Jacobi depende do problema fisico e do conjunto
de coordenadas generalizadas escolhido. Os sistemas para os quais a equacao de Hamilton-
Jacobi é separdvel em algum sistema de coordenadas e as equagoes de movimento sao resolvidas
por quadraturas pertencentes a classe dos chamados sistemas integraveis. O problema de trés
corpos sob mutua atracao gravitacional constitui um dos exemplos mais famosos de sistema nao-
integravel. Nao se conhece nenhum critério completamente geral que indique em que sistemas de

coordenadas a equacao de Hamilton-Jacobi é soltvel por separacao de variaveis. Para sistemas
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de coordenadas generalizadas ortogonais, um teorema devido a Stéckel estabelece as condigoes
necessarias e suficientes para a separabilidade. Aqui, no entanto, vamos cingir-nos a tratar alguns
exemplos de interesse fisico que ilustram as técnicas de separacao de variaveis costumeiramente
empregadas [1].

Exemplo 1.3.1. Encontrar uma integral completa da equacao de Hamilton-Jacobi para
a particula no potencial V(r,0) = a(r) + b(0)/r? onde (r,0, ) seja expressa em coordenadas
esféricas, com a(r) e b(#) fungdes conhecidas.

Solugao. A hamiltoniana deste problema é dada por

1 D2 p? b(0)
H= —( 2, Do 7“”) ) 1.56
om \Pr + 72 + r2sin26 +alr) + r2 ( )

de modo que a equagao de Hamilton-Jacobi assume a forma

M(?@f)ﬁy}z(g?)gﬂaz;m(gi)?“(T”bf«?+%f=0‘ (1:57)

Visto que H nao depende explicitamente do tempo e ¢ é coordenada ciclica, podemos escrever

S =—ait+a,p+W(r0), (1.58)
onde

1 r/0WN2 1 /0W\2 ol ()

o (o) +32(Gg) +imgmg) Tat) + o7 = (1.59)

Tentando uma solucao para a equagao da forma
W (r,0) = Wi(r) + Wa(0), (1.60)

somos conduzidos a

2

1 dWi\2 1 /dWs\2 Qg b(@) .
%K dr ) +r7( de ) +r231n29}+a(r)+r72_a1' (1.61)
Multiplicando esta equacdo por 2 verificamos que
1 /dW\2 1 /dWy\2 % o2
2 %4 0
il — = | (== —F -+ b)) = =% 1.62
" [2m( dr > +a(r) 041} [2m( do ) + 2m sin® 6 +5(0) 2m’ ( )

de modo que as variaveis r e 6 foram separadas, a constante de separacao tendo sido conve-

nientemente denotada por —a3/2m. A equagio (1.62) equivale as duas equagdes diferenciais

ordinarias
dWq ag
el 2mlay — a(r)] — = (1.63)
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db sin2 0

Integrando estas equagoes e inserindo os resultados nas equagoes (1.60) e (1.58), resulta numa

2
e _ \/ 02— 2mb(§) — —2 | (1.64)

integral completa de (1.57) na forma

aZ1/2 ) al 71/2
S = —ant + oo + [2m[a1 —a(r)] - 7} dr + [ag —2mb(0) — —2-| ""do. (1.65)
r sin” 6
A solucao das equacoes de movimento é dada por

oS dr
0= o =t | et a

(1.66)

oS agdr opdf
= Jan 1.
o dag / r2[2mlar — a(r)] — ag /r?)V/? " / [aj — 2mb(6) — a2/ sin? g]1/2”’ (1.67)

Po = gci T / sin? f[a2 — 2m;9;;i9_ o /sin? 0]1/2" (1.68)
®
E impossivel ndo notar a presteza e simplicidade impressionantes com que se reduz a quadraturas
a solucao deste problema pelo método de Hamilton-Jacobi. A equagao (1.66) fornece r(t) que,
ap0s substituigdo na equagao (1.67), determina 6(t). Tendo encontrado 6(t), mediante a equacao
(1.68) obtém-se (t), completando a resolugao das equagoes de movimento. Caso se esteja,
interessado apenas na trajetoria geométrica descrita pela particula, basta utilizar as duas ultimas
equagoes para exprimir a equacao da curva na forma r =r(6), ¢ = p(0) ou 8 = 0(p), r = r(p).
Embora os potenciais centrais sejam os mais importantes para as aplicacoes fisicas, o po-
tencial V(r,0) = A/r + B/r?sin?6, A e B constantes, foi proposto por (Hartmann 1972) para
descrever o movimento de um elétron em moléculas na forma de um anel, tais como a molécula
de benzeno. O potencial de Hartmann é exatamente da forma suposta no exemplo que acabamos
de considerar [1].
Exemplo 1.3.2. Resolver as equagoes de movimento de um projétil em trés dimensoes pelo
método de Hamilton-Jacobi.

Solugao. Com o eixo z orientado verticalmente para cima,

1
H = %(pfg +p; +p?) + mgz (1.69)

e a equagao de Hamilton-Jacobi tem a forma

() 52"+ (5 oo 5 -0 i

Como z e y sao variaveis ciclicas e H nao depende explicitamente do tempo,

S =—ait +azr+ oy + W(z), (1.71)
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onde
dW\2
(E) =2m(a; — mgz) — a’ — ozz. (1.72)
Integrando esta equagao, resulta em
1 .
S = —ant + azx + oy — m[Qm(al —mgz) — a2 — ai]S/Q . (1.73)
O movimento da particula obtém-se por meio de
oS 1
B = 9o =—t— m—g[2m(a1 —mgz) — a2 — %2/]1/2 (1.74)
oS e
B = S~ © + m—;g[Zm(oq —mgz) — a2 — 0412/]1/2 (1.75)
X
0S Q
B3 = Sa- =Y + m—gg[Qm(al —mgz) — a2 — a;]l/2 . (1.76)
y
A resolugao destas trés ultimas equacgoes pra x y z fornece
x=A+ 22, (1.77)
m
y=DB+ Y, (1.78)
m
gt?

onde as constantes A, B, C, D exprimem-se em termos dos o's e 3's. As equacoes coincidem

com a solugao usual deste problema que se obtém por métodos elementares [1].
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Capitulo 2

Teoria de de Broglie-Bohm

Historicamente a interpretacao de de Broglie-Bohm surgiu para proporcionar uma descrigao
completa e causal de um fendomeno quantico, independente do ato de observacao. O surgimento
de interpretagoes alternativas da Mecanica Quantica se deve ao fato de a construcao conhe-
cida como interpretacao de Copenhagen provocar uma certa inquietude quanto aos seus pilares
bésicos. Uma das principais representacoes historicas que refletem este sentimento foi a célebre
frase de Einstein “Deus nao joga dados”, mostrando sua contrariedade quanto a perda do de-
terminismo para o mundo quantico. E fato estabelecido que a descricao do muito pequeno é
diferente das leis que descrevem o mundo classico. Desta maneira, sem querer alongar os varios
questionamentos que permeiam esta discussao, estaremos interessados neste Capitulo na teoria
causal da mecanica quantica e suas consequéncias, proposta por Louis de Broglie e por David

Bohm [2, 3, 4].

2.1 Histéria da Teoria de de Broglie-Bohm

A teoria de de Broglie-Bohm, como é conhecida e usada hoje, foi desenvolvida ao longo de
25 anos predominantemente por Louis de Broglie e David Bohm. Na década de 1920, de Broglie
propos uma dindmica nao-newtoniana para tentar explicar fendmenos quanticos que estavam
sendo observados. A ideia cresceu a partir do seu trabalho sobre a unificagdo da “Fisica das
particulas” com a “Fisica das ondas” pelo qual ele é provavelmente mais famoso. Em seguida,
descobriu-se que uma particula difratada por uma tela nao toca a tela e ainda nao continua

a mover-se em linha reta. Isso levou de Broglie a ideia de que, no nivel quantico, as leis do
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2.2 Dinamica de de Broglie 24

movimento de Newton deveriam ser abandonadas e substituidas por nova forma de dinamica.
Como veremos, de Broglie levou este trabalho até a descoberta da equacao de movimento
necessario para sua mecanica nao-newtoniana. Quando ele apresentou seu trabalho na con-
feréncia de Solvay em 1927, no entanto, foram dadas preferéncias a outras formulagoes da teoria
quantica e eventualmente de Broglie abandonou essa area especifica de seu trabalho. O trabalho
de de Broglie foi redescoberto em 1952 por Bohm, que considerou ter um grande potencial como
interpretacao da Mecanica Quantica. Bohm achava que de Broglie simplesmente nao havia con-
tinuado a trabalhar até a sua conclusao légica [5]. Bohm entao assumiu a tarefa e desenvolveu

o trabalho de de Broglie na teoria fisica completa conhecida hoje.

2.2 Dinamica de de Broglie

O trabalho de de Broglie incluiu a unificacao dos principios de Maupertuis e Fermat. O
principio de Maupertuis é uma equagao integral que determina o caminho seguido por um sistema
sem especificar a parametrizagdo do tempo no caminho. O principio de Fermat afirma que o
caminho percorrido entre dois pontos por um raio de luz é o caminho que pode ser percorrido
no tempo minimo. A unificacdo desses principios levou de Broglie a uma equacao de orientacao,
0 que ele considera a base de sua nova dindmica. Enquanto isso, Schrodinger também estava
trabalhando em sua formulacdo da Mecéanica Quantica e descobriu que sua equacao de onda
estava correta para as ondas de de Broglie. A dinadmica de de Broglie [6] foi entdo definida por
duas equagoes: a equagao de orientagao definida por (2.1) e a equacao de Schrodinger definida

por (2.2), onde a fugdo S na equagao de orientagao é a fase das ondas.

dﬂ?i
iy, 1
mil = VS, (2.1)
N
O Z R _,

=1

O préximo passo de de Broglie foi sugerir que, para o caso da equagao de Schrodinger
nao-relativista, a funcao de onda estd associada a um conjunto de particulas idénticas. Essas
particulas sdo distribuidas no espaco de acordo com a distribuicio quantica usual |¥|2. de
Broglie reconheceu dois efeitos para a funcao ¥: determinar a localizagdo de uma particula e
influenciar a localizagao da particula, exercendo uma forga em sua 6rbita. Ele entao considerou

a funcao ¥ como uma onda piloto que guia as particulas para regioes de alta intensidade.
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Valentini [7] aconselha que, ao analisar a teoria de de Broglie-Bohm, a motivagao de de
Broglie deve ser lembrada. Ele nao estava tentando fornecer uma conclusao da teoria quantica
ou tentando resolver o problema de medicao, pois neste momento a teoria quantica estava nos
estagios iniciais de desenvolvimento e o problema de medicao nao era conhecido. Pelo contrario,

o seu trabalho baseava-se apenas na tentativa de explicar evidéncias experimentais.

2.3 Teoria de Bohm

Quando, em 1952, Bohm redescobriu o trabalho de de Broglie, ele o considerou incompleto e
desenvolveu-se em uma teoria quantica completa [5]. Ele escolheu uma abordagem ligeiramente
diferente para a dinamica de de Broglie. Considerando que o trabalho de de Broglie resultou em
dindmica newtoniana de primeira ordem, Bohm preferiu procurar uma dindmica mais classica
para a teoria. Ele usou a derivada primeira da equacao de orientacao e a Equacao de Schrodinger
dependente do tempo para alcancar uma teoria de segunda ordem andloga a segunda lei de
Newton. Essa foi a teoria de segunda ordem que Bohm considerou como a lei do movimento
com a equacao de orientacao de de Broglie atuando como uma restricado no momento inicial. A
lei de movimento de segunda ordem de Bohm (2.3) e uma defini¢do do termo potencial quantico

(2.4) sao dadas abaixo:

d’z;
migt = ViV +Q), (2.3)
dt
N
h? V2|
= — L . 2.4
Q 22m ] (2.4)

A introducao do potencial quantico, Q, é um aspecto importante do trabalho de Bohm.
Bohm considerou a novidade da Mecanica Quantica a medir nao em seus aspectos estatisticos
ou discretos, mas sim no estado do sistema. Este estado se mostra no movimento das particulas
através do novo potencial quantico. Bohm foi capaz de mostrar que, com a dinamica de de
Broglie e uma suposicao sobre as condicoes iniciais, é possivel derivar a fenomenologia plena da

teoria quantica.

2.4 Teoria de de Broglie-Bohm
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Uma boa introducao a Teoria de de Broglie-Bohm pode ser encontrada nos dois trabalhos
de Bohm de 1952 [5, 8|. Eles serao resumidos brevemente para obter uma visdo geral da teoria
e entender como se compara com a Interpretacdo de Copenhague da Mecanica Quantica.

Como explicado na Segao 2.2, a Interpretacao de Copenhague da Mecanica Quantica (Bohm
chama a “interpretagao usual”) centra-se no principio da incerteza de Heisenberg e na suposicao
de que o estado fisico de um sistema pode ser mais completamente especificado por uma funcao
de onda. Apenas as densidades de probabilidade podem ser calculadas e a descricao da proba-
bilidade é inerente a matéria.

Bohm considera que devemos tentar investigar a verdade dessa suposicao. Para fazer isso,
ele reivindica que uma interpretacao alternativa da teoria quantica em termos de varidaveis que
podem determinar o comportamento preciso de um sistema individual, é necessaria. Seria entao
possivel conceber um sistema individual em um estado precisamente definivel cujas mudancas
com o tempo sao determinadas por leis definidas. As varidveis necessarias para tal interpretacao
sao consideradas “ocultas” pela Mecanica Quantica. Por exemplo, na Teoria de de Broglie-
Bohm, a posicao e o momento de uma particula sdo considerados varidveis “ocultas” porque
possuem valores definidos mas nao é possivel saber quais sao.

A formulacao matematica de Bohr leva a uma equagao expressando a conservagao de proba-
bilidade. Uma suposicao do conjunto estatistico de particulas com densidade de probabilidade
P(z) = |¥(z)? é entdo consistente se W(z) satisfizer a equagdo de Schrodinger e v = %@).
A densidade de probabilidade da interpretacao de Bohr é entdo numericamente igual a densi-
dade de probabilidade da Interpretacao de Copenhague. A descricdo da probabilidade surge na
Teoria de de Broglie-Bohm porque, na pratica, nao é possivel prever ou controlar a localizacao
precisa de uma particula entre as medigoes devido a perturbagoes introduzidas pelo aparelho
de medicao. As perturbacdes causadas pelo aparelho no sistema observado sdo imprevisiveis e
incontroldveis. Consequentemente, o principio da incerteza de Heisenberg se sustenta em uma
interpretacao de varidveis ocultas. Nao é uma caracteristica essencial da interpretacao como na
interpretacao de Copenhague, mas sim uma efetiva limitacao préatica sobre a possivel precisao
das medicoes.

A interpretacao de de Broglie-Bohm diferem da interpretacao de Copenhague em sua afirmacao
de que cada particula tem uma posicao e um momento “ocultos” definidos que determinam o re-
sultado de cada medicao. Os detalhes precisos dessas varidveis sao, no entanto, tao complicados

e incontrolaveis que o que pode ser conhecido é restrito a uma descri¢ao estatistica da conexao
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entre os valores das varidveis e os resultados diretamente observaveis das medicoes. A reali-
dade dos fenébmenos quanticos é explicada na Teoria de de Broglie-Bohm pela “onda-piloto” que
guia as particulas. Essa realidade consiste em particulas em posicoes definidas com momentos

definidos, como nas teorias classicas.

L
L A -
P

A B C

(a)

1)) x

(f) (9)

Figura 2.1: Difragao de particulas na experiéncia de dupla fenda. a) Esquema da monta-
gem. b) Resultado do experimento. c¢) Resultado com a fenda 1 aberta. d) Idem com a
fenda 2 aberta. e) Idem com as duas fendas abertas. f) Experimento andlogo com inter-
feréncia de ondas. g) Curva da intensidade I das ondas que interferiram apds passarem

pelas duas fendas-semelhante a curva b) do nimero de particulas P. [9]

O carater da funcao de onda é comprovado experimentalmente. Por exemplo, ao efetuar
uma experiéncia de particulas que impingem sobre um painel B com duas fendas obtém-se sobre

o painel C da figura 2.1 a) uma curva com caracteristica. Esta curva pode ser construida por
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uma sequéncia de eventos aparentemente aleatérios, em que apenas uma particula é emitida por
vez pela fonte S. A funcdo de onda prediz com precisdo a posicao mais provavel em que cada
uma delas ird atingir o painel C. A interpretagdo da fungao de onda pela Mecanica Quantica
convencional, que lhe atribui uma natureza exclusivamente estatistica, apenas evidencia que ela
contém alguma informacao sobre as diversas probabilidades. Nenhum fato experimental exclui
a possibilidade de que a func@o de onda tenha outras propriedades [9].

Na Teoria de de Broglie-Bohm a funcdo de onda passa a ter um significado fisico de im-
portancia primaria. A probabilidade e o significado estatistico apenas entram como uma pro-
priedade secundaria. Outro elemento que passa a ter importancia priméria é o conceito de
particula, concebido no sentido classico como percorrendo uma trajetoria continua no espaco e
no tempo [9].

Com estes conceitos, os postulados basicos da teoria causal, ou melhor, da Teoria de de
Broglie-Bohm, sao os seguintes:

i) Um sistema fisico individual é formado por uma onda que se propaga no espago e no tempo
juntamente com uma particula pontual que se move continuamente sob a infuéncia desta onda;

ii) A onda é descrita matematicamente pela funcao W(Z,t) que é uma solucao da equagao
de onda de Schrodinger;

iii) O movimento da particula é obtido pela solucao Z(t) da equagao
5 1 S S
Z= EVS(x,t) |z= Z(t) (2.5)

onde S é a fase de ¥. A posicao inicial #(0) = &y é a tnica informagao adicional introduzida na
teoria e que nao estd contida em W(Z,t) (S determina a velocidade inicial). A variagao de &y é
que gera um ensemble de movimentos possiveis para a mesma onda;

iv) A probabilidade de que uma particula do ensemble esteja localizada entre os pontos Z e

T + dZ no instante ¢t é dada por
R(%,t)d>x, (2.6)

onde R? = |W¥|?2. Este postulado seleciona entre todos os movimentos possiveis, implicitos
pela equagdo (2.5), todos aqueles compativeis com a distribuicdo inicial R%(Z,0) = R?(¥). Este
postulado é introduzido para assegurar que haja compatibilidade com os resultados da Mecanica
Quantica.

Para melhor visualizar como o conceito de particula entra na Mecanica Quantica, escrevemos
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a funcao de onda explicitando a fase e a amplitude:

7

U= Rea:p(h

S) (2.7)

onde R = R(Z,t) e S = S(&,t) sdo respectivamente as fungoes da amplitude e da fase. Sao
fungoes reais do espaco e do tempo e A = h/27w. A dimensao de S é de acao é medida em

unidades de h e R (tem dimensao L3/ 2). A funcdo de onda é uma solugdo da equagdo de

Schrédinger
ov R
h— = ——V*V 7)W 2.
ih 5 2mV + V(Z)D, (2.8)

onde m é a massa inercial e V' = V(Z,t) é a energia potencial devido a um campo potencial
classico.

A introdugao da equagao de onda (2.8) sob a forma de postulado é equivalente & introdugao
das leis de Newton na Mecanica Classica.

Substituindo (2.7) em (2.8) e separando as partes imagindria e real obtemos as seguintes

equacoes para os campos R e S. A parte real fornece

oS (VS)? . n? V2R
e a parte imagindria pode ser colocada na forma
OR? R*VS
o +V-( ) =0. (2.10)

As equagoes (2.9) e (2.10) sao um par de equagoes diferenciais a derivadas parciais nas quais os
campos R e S determinam um ao outro. A funcao de onda ¥ é determinada a menos de uma
constante. No caso de ¥ normalizada R, é determinado de maneira tinica mas S é definida a
menos de uma constante aditiva. Afim de que a teoria baseada nas equacoes (2.9) e (2.10) seja
matematicamente equivalente a teoria baseada na equacao de Schrodinger (2.8), é necessario
traduzir as condigdes impostas sobre, que conferem significado fisico a (2.8), em condigdes para
ReS.

Para que (2.8) tenha uma soluc@o unica para todos as varidveis ¢ é necessario especificar
a funcdo de onda inicial ¥y(Z) = ¥(Z,0) para todos os Z. De maneira equivalente é portanto

necessario especificar as fungoes reais independentes

Ro(Z) = R(7,0) , So(Z) = S(,0). (2.11)
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2.4 Teoria de de Broglie-Bohm 30

Estas fungbes s@o unicas a menos de uma constante multiplicativa e outra aditiva respectiva-
mente, visto que todos os ¥, que apenas diferem por estas constantes, sao fisicamente equiva-
lentes. Nos pontos em que ¥y = 0, Sp € indefinido, e as exigéncias de continuidade e de que ¥
e VV sejam finitos, também sao estendidas as fungées R e S e a suas derivadas. Na pratica,
o procedimento é mais simples: ao invés de se estabelecer as condigoes para R e S, resolve-se
o problema diretamente para ¥ e assumimos R — 0 no infinito, como veremos no parégrafo
seguinte.

E oportuno destacar neste ponto algumas analogias com a mecanica classica. Por exemplo,

definindo

n? V2R
r)=—— 2.12
como sendo um potencial de origem quantica podemos reescrever a equacao (2.9) como
oS (VS)? - R
— = 2.1
= - V(@) + Q@) (213)

que é a equacao de Hamilton-Jacobi modificada. O potencial quéntico apresenta caracteristicas
nao locais, pois no caso de um sistema formado por duas particulas localizadas em Z7 e Zo,
R? = UV, com ¥ = U (&, To,1).

O potencial quantico é andlogo ao potencial V no que se refere ao movimento de uma
particula, o que é evidenciado apds rearranjarmos a equagao (2.9) juntamente com (2.12) que

nos fornece

— +—VS§-V|VS=-V(Q+V) (2.14)

5+

e identificando V.S/m com a velocidade da particula obtemos

d,

7 (M) = =V(Q+V) la=z(), (2.15)
onde

d 0

= TV, (2.16)

representa a taxa de variacao no tempo em relacdo a um ponto que se move com a particula. A
equagao (2.15) tem a forma da segunda lei de Newton na qual a particula estd sujeita a forga
quantica —V (@ além da forca classica —VV. O potencial efetivo que atua sobre a particula é
portanto (Q+V'). Na prética podemos usar como lei do movimento indiferentemente as equagoes

(2.5) ou (2.15), sendo que o uso da primeira é mais simples [9].
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Capitulo 3

Teoria de Hamilton-Jacobi Quantico

Existem vérias formulagoes da Mecéanica Quantica nao-relativistica [10], incluindo o forma-
lismo de Hamilton-Jacobi Quéntico desenvolvido por Leacock e Padgett em 1983 [11, 12]. A
vantagem deste formalismo é que os autovalores de energia de um problema de estado ligado
podem ser obtidos sem resolver o problema da equacao de Schrodinger correspondente explici-
tamente. Este método tem sido aplicado a muitos problemas unidimensionais de estado ligado
e problemas separdveis em dimensoes mais altas para obter os autovalores de energia para po-
tenciais soliveis além da energia de estado ligado, o limite da fungdo de onda de estado para
uma ampla classe de potenciais unidimensionais exatamente soltiveis. Autofungdes de borda de
banda e autovalores para potenciais periédicos também foram determinado por este formalismo
[11-14]. As diferengas significativas na estrutura de singularidade das Funcoes de Momento
Quantico (FMQ) entre potenciais quase soliveis e os potenciais soltiiveis também tém sido apon-
tadas, e os potenciais simétricos de paridade discreta e inversao de tempo da classe quase e

exatamente soluciondvel tém sido estudados [15].

3.1 Equacao da onda de Schrodinger

Se efeitos ondulatorios comegam a se tornar importantes, devemos esperar que sejam produ-
zidos em primeira aproximacao por fases rapidamente varidveis, uma vez que fases sao capazes
de produzir efeitos draméticos na amplitude resultante por conta de interferéncia (mesmo para
amplitudes iniciais aproximadamente constantes). E conveniente supor entao que a fungao prin-

cipal de Hamilton seja o termo de fase de uma amplitude de onda ¥(Z,¢) com médulo constante
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em primeira aproximacao!,

. S(&,t)

U(Z,t)=e "7, (3.1)

>

a constante de escala h é necessdria para tornar adimensional o argumento da exponencial, e
precisa ter a mesma unidade de agao (drea no espaco de fase), i.e. energia vezes tempo (ou
momento vezes distancia ou, ainda, momento angular). Fisicamente, ela fornece a escala tipica
das estruturas ondulatérias do espaco de fase. A tunica afirmacao que podemos fazer sobre o
valor de h é que deve ser pequenissimo.

Consideremos por simplicidade um sistema formado por uma unica particula. Queremos
obter uma equagao para a amplitude de onda ¥ a partir da equacao de Hamilton-Jacobi para a
fase dessa onda 5-(VS)? + V(&) = E. O termo de energia cinética dessa equacio envolve V.5,

e por isso poderfamos tentar diretamente tomar o gradiente da equagao (3.1) para obter

VU = %eZ%VS - %st — VS= fm%. (3.2)

Jé& a derivada temporal de S requer invertermos a equagao (3.1),
. oS 1oV

Substituindo diretamente esses resultados na equacao de Hamilton-Jacobi, obteriamos

oS 1 5 10V A2 (VU2

i i — —h-— - — — = 4

o+ o (V2 V=0 = —iigo - () V=0 (3.4)
resultando na equacao

hOov? K2
i — —(VU)? + VI? = 0. 3.5
Lo VYT (3:5)

Embora seja por construgao compativel com a equagao de Hamilton-Jacobi para a dinamica
classica, essa equacgao para a hipotética amplitude de onda ¥ possui a propriedade indesejavel
de ser nao-linear em ¥, nao admitindo o uso do valioso principio da superposi¢ao de solugoes
linearmente independentes e por isso nao sendo, no final das contas, uma onda.

Vemos aqui uma ilustracao de como a extensao de uma teoria conhecida a territérios nunca

antes navegados requer a introducao de novas hipoteses pelo simples fato de que existem muitas

IEssa, expressao na verdade ainda permite levar em conta efeitos de médulo varidvel da amplitude de
onda, bastando supor para que S seja complexa. Escrita nessa forma, ela é uma identidade. Vamos supor

aqui S real, tornando-a uma aproximagao.
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extensoes matematicamente possiveis compativeis com o que ja é sabido. E preciso considerar
o que a fisica diz sobre o que a equagao precisa dizer. Uma das ideias a guiar Schrodinger na
escolha da equacgao para a amplitude de onda V¥ foi obter algo linear, ja que se trata de uma
onda (note que nao ha garantia de que isso funcione nem de que seja razoavel: apenas o crivo
experimental buscado a posteriori pode confirmar ou descartar a equagao sugerida).

E preciso alguma manipulagao matematica para obter a equacao mais simples possivel que
seja linear. Isso significa que precisamos nos livrar do termo nio linear (V.9)?, ficando mais
simples encontrar formas de relacioné-lo a derivadas lineares (podemos também tomar a equagao
do eikonal como inspiracdo). O primeiro passo é notar que, por conta da independéncia entre

as coordenadas candnicas, vale a identidade
0 0S 0
8qj 8(]]‘ 8qj

Por seu uso, podemos relacionar os quadrados de derivadas parciais de S a derivadas parciais

simples de V. Notamos pela definicao de ¥ que
ov 08

— = —. 3.7
8qj h qu ( )

A equagao (3.6) nos permite derivar novamente esse termo sem criarmos um termo indesejdvel,

pois
oy i0v0S 1S 0w _1ov0s )
dq; \9q; hdq; dq;  h 8q]2- 8q]2- hdq; Dq; '
0

Relacionamos entao esse produto de derivadas parciais ao quadrado da derivada de S (o termo

a ser eliminado) utilizando a equagao (3.7) para g—;lj_; obtemos
J

((992(1\;__}112\11(83)2 . (85)2_ h? 0% (3.9)

0q; 0q; v aqu ’
atingindo com isso o objetivo de relacionar o termo (VS)? a derivadas lineares de W.

Agora, sim, podemos finalmente substituir as equagoes (3.3) e (3.9) na equacao de Hamilton-

Jacobi,
e R R LT

Multiplicando por ¥, encontramos uma equacao diferencial linear em W,

ov h?
h— = —— V20 U, 11
ih— QmV +V (3.11)
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Essa é nada mais nada menos do que a equacao de Schrodinger para a funcao de onda ¥ da
Mecéanica Quéntica!l Como vimos, ela é a equacdo linear mais simples possivel de se obter
entendendo a equagdo de Hamilton-Jacobi como uma equacao diferencial para a fase de uma
onda.

A equacado de Schrodinger pode ser ainda entendida como uma equacao para operadores

diferenciais,

9 R,
ih 0 = (— Vit V)\I!, (3.12)

0 que ja nos remete a ideia de que as coordenadas candnicas da mecanica hamiltoniana devem
se tornar operadores diferenciais na mecanica quantica, na forma

pj = —ihai = mgtqf = HV. (3.13)
J

Essa relacao nos permite também imaginar que as coordenadas conjugadas da Mecéanica Quantica
precisam satisfazer relagoes diferentes dos colchetes de Poisson fundamentais, uma vez que o
conceito de espaco de fase perde o sentido?. A extensdo natural dos colchetes de Poisson é consi-
derar alguma operacao com estrutura similar e que mantenha apenas sua “esséncia simplética’”.

Eliminando as derivadas parciais, definimos entdo os comutadores fundamentais como?

[qj,pj/] =qpy — Py = Z'hcsjj/. (3.14)

Transformacoes candnicas passam a ser entendidas como aquelas capazes de manter os comu-
tadores fundamentais. A extens@o a outros pares canonicamente conjugados (tal como posigao
angular e momento angular) faz aparecerem novas estruturas algébricas, indicando ser a prépria
equacao de Schrodinger apenas a representacao de uma estrutura matematica mais fundamental.

De fato, trocar os colchetes de Poisson pelo comutador nos leva ao formalismo contemporaneo

2Ele pode ser, no entanto, recuperado, pela construcdo de Weyl em termos de operadores diferenciais
num espaco similar. Torna-se necessario abrir mao do conceito de estado como um ponto nesse espago,
colocando-se no lugar uma fungao (fungdo de Wigner) que no limite cldssico produz uma distribuicao de
probabilidade com dimensoes da ordem de (detalhe: para estados sem andlogo cldssico, essa fungao pode
assumir valores negativos, sendo essa propriedade utilizada hoje em experimentos para atestar a produgao

de estados eminentemente quéanticos, tal como fétons individuais ou “gatinhos de Schrodinger”).
3Essa identidade pode ser facilmente deduzida considerando-se uma funcio ¥(q;) de teste na qual

aplicar o comutador. Obtemos

[, Pl = —ihq; 1) + i (g51) = —iha; o=t + ihq; 51 + ihap = il
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da Mecanica Quantica em termos de operadores atuando num espaco linear com as propriedades
de um espago de Hilbert.

Em particular, para um sistema hamiltoniano independente do tempo, vale também na
Mecanica Quantica a separacao de varidveis S = W + Et, ou seja

W (&)

(L, t) = e Whel™n (3.15)
e obtemos
[q5,p;]¥ = —ihq'illl + ihi(q-\ll) = —ihq~i\II + iﬁin\Il + AU = AV (3.16)
VRN 4] jaq] 8q] J ]8q] ]8q] . .

Embora Heisenberg tenha utilizado o formalismo de comutadores como ponto de partida para
sua propria versao da extensao da Mecanica Cléssica, ele também escolheu uma representacao
especifica para essas entidades em termos de matrizes (a qual de fato nao foi percebida nem
por ele mesmo, mas por Jordan, que reescreveu a teoria de Heisenberg em termos das matrizes
como as conhecemos hoje). Foi na verdade Dirac que percebeu a conex@o abstrata entre a
mecanica algébrica de Heisenberg e a mecanica ondulatéria de Schrodinger, mostrando serem
apenas duas representacoes de uma mesma estrutura mais profunda, em que w = E/h, e a

equacao de Schrodinger se torna independente do tempo,
HY = EV. (3.17)

Essa equacao de autovalores e autovetores do operador diferencial H possui em geral varias
solucoes linearmente independentes, requerendo especial atencao nos casos em que E admitir
apenas valores discretos®. As solucoes de ¥ com valores de energia mecanica F bem definidos

estao naturalmente relacionadas a uma oscilagdo com frequéncia dada por F = hw, relagdo

4A quantizacdo da energia, algo que & época pareceu uma escandalosa ruptura intelectual com relacio
& maneira “cldssica” de pensar (e que levou a rever suas contas para o espectro de corpo negro intdmeras
vezes e por varios anos até ter certeza de que nao possuira mesmo nenhuma alternativa “sa” e que
portanto nao pudera ter evitado cometer a loucura de criar o quantum), é hoje encarada de forma muito
natural pelas novas geragoes, talvez por nao ser nem de longe o aspecto mais anti-intuitivo da teoria.
A ruptura mais fundamental sé seria identificada por Einstein, Podolsky e Rosen em artigo seminal de
1935 (e também por Schrodinger no mesmo ano, com relagao ao emaranhamento), no qual a propriedade
nao-local/nao-realista do estado quéntico ficaria escancarada. A esperanga de solugdo sé viria com a
proposta de Bell em 1964 para testes experimentais que, desde a década de 80, apoiam a teoria quantica

(embora nenhum deles seja ainda definitivo!).
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primeiramente obtida por Planck para descrever o espectro da radiacao emitida por um corpo

negro [16].

3.2 Comprimento de onda de de Broglie

Agora que conhecemos algumas propriedades das funcoes ¥, torna-se interessante retornar ao
inicio de nossa dedugao e nos perguntarmos como a equagao de Hamilton-Jacobi se modificaria
caso ¥ envolvesse também uma fungdo de magnitude, como seria natural para um objeto que

representasse a amplitude de uma onda, i.e.

. S(Z,t)
TR

(3.18)

Usando essa expressao na equagao (3.11) e separando-a em partes real e imagindria, obtemos

apés algebra bem direta o par respectivo de equacodes

1 2 h2 VZA
@jt—(vs) cv= VA
dA 1 1, '
= —%<VA~VS—§AV S).

Multiplicando a segunda equagao por 2A4,

0A 1 roza) 047 1 5 9
245 = E(QAVA-VS A2V S>ﬁ - E(VA VS — A2V S), (3.20)
ela se revela uma equagao de continuidade, pois
0A? 92 VS dp -
W-FV-(AW)—O — S +V-j=o. (3.21)

Vemos que o quadrado da amplitude dado por p(Z,t) = A%(Z,t) faz o papel de uma densidade de
alguma coisa, enquanto o termo de divergéncia nos remete a uma corrente j(Z,t) = p(Z,t)0(Z, t)
como campo de velocidades U(Z,t) = % (notemos a relagdo entre momento e S compativel
com a transformacao canodnica).

Essas evidéncias nos remetem & interpretacio de |¥|? = U*¥ como uma densidade de pro-
babilidade, j4 que a equacao de continuidade coloca sua integral no Espaco como quantidade

conservada pela dinamica® A probabilidade P de se encontrar a particula em certa regidao V do

SEm forma integral, a equacao (3.21) se escreve % fv pdV — fsj ndS = 0.
Se escolhermos uma superficie S no infinito, tal que o volume V englobe todo o Espago, temos que

Jyy pdV = constante.
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espaco em dado instante de tempo deve ser dada pela integral
P= / |U(Z,1)|dV (3.22)
1%

A primeira relagdo da equagao (3.19) nos fornece de volta a equacao de Hamilton-Jacobi,
embora com a presencga de um termo adicional de corre¢ao produzido por variacoes da amplitude
A no espaco. No caso do sistema energia bem definida, essa relacao se escreve

,V2A

(VS =2m(E-V)+h vl

. (3.23)

Como VS = p, essa equacao estabelece a magnitude do momento como devida a duas contri-

buicoes,
p* = p: + . (3.24)

O primeiro termo é aquele encontrado classicamente, p. = 1/2m(E — V); o segundo, py, ob-
tido por de Broglie como contribuigdo inerentemente quantica (a corregdo ondulatéria que

buscdvamos!), vale

2 2A
px = hk com k‘:%: VA . (3.25)

O comprimento de onda de de Broglie fornece a escala de comprimento natural com a qual medir
~ . . o« ~ . . . ’
a curvatura da fungao de onda, pois, definindo as posi¢oes adimensionals ¢; = g; /A, temos

PA_ | PA L PA A PA 04
(/N2 O(y/N?2 - 9(z/N)?2  0z'2  0y? 027

MV2A = 5 =V"2A. (3.26)

Assim, o termo ondulatério de corregao quantica se torna importante quando a curvatura da
funcao de onda se torna comparavel ao tamanho da regiao em que se encontra a particula, enten-
dida como um pacote de ondas. Como a escala A é dada pelo inverso do momento da particula,
equacao (3.25), efeitos quanticos devem se tornar relevantes, por exemplo, para velocidades
muito baixas, ou seja, temperaturas muito baixas.

No caso em que a funcao de onda varia lentamente com relacao a escala \, podemos desprezar
esse termo para recuperar a equacao de Hamilton-Jacobi, obtida no limite classico em que

Pe > pa, Le.
V? < A (3.27)

Podemos supor nesse cenario que a amplitude A é aproximadamente constante numa regiao

muito maior do que ), justificando assim a posteriori a consisténcia da equagao (3.1), chamada

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



3.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico 38

de aprozimagdio semi-cldssica de WKB (as iniciais de Wentzel, Kramers e Brillouin). Temos
nesse caso a ideia intuitiva de que a regidao V do Espaco em que |¥|? ~ 1 (a envoltéria do pacote)
¢ muito maior do que as dimensoes A em que | V| oscila no espago (ondas de fase superpostas para
formar o pacote). Além disso, V' é por sua vez muito menor do que a resolugao com que o espago
pode ser medido, justificando a terminologia “particula”. Obtemos nesse limite a equacao de
Hamilton-Jacobi e, por consequéncia, a analogia dtico-mecanica para as trajetorias de particula
como similares em formato aos raios da Otica geométrica.

Assim, na Mecanica Classica e na ética geométrica, a interpretacao do movimento em termos
de trajetérias tipicas de “particulas” é uma abstracao decorrente de um comportamento limite
de ondas localizadas em dimensoes V' muito maiores do que suas frequéncias espaciais tipicas A
de oscilacao e medidas com resolucao tao crua que se assemelhem a linhas unidimensionais no
Espago. A Mecanica Cléassica na formulagao de Hamilton-Jacobi pode ser entendida de forma
simples como o limite da equagao ondulatéria de Schrodinger no regime de comprimentos de

onda muito pequenos [16].

3.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico

A formulacao da Mecanica Quantica de Hamilton-Jacobi foi proposta por Leacock e Padgett
em 1983 [17-18]. Nesta Segao, alguns aspectos desse formalismo serdo revisados. Para uma
particula nao-relativistica com massa m movendo-se ao longo do eixo x em um potencial V' (z),
a equagao de Schrodinger dependente do tempo é dada por

L 0¥(x,t) h? 9%V (z,t)
h—————=————"" 4+ V(2)¥(x,t). 2

ih—, 5 gz TV (@)¥(z1) (3.28)
A funcéo de onda dependente do tempo, de valor complexo, pode ser expressa em forma

polar por

. S(x,t)

U(z,t)=¢e"r |, (3.29)

onde S é a acdo complexa ou a funcao principal de Hamilton. Se esta forma for substituida na

equagao (3.28), obtemos a Equacao de Hamilton-jacobi Quantico (EHJQ) dada por

)2 V) i TS (3.30)

s 1 (65
2m Ox2’

ot 2m\ox

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



3.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico 39

Essa equagao estd descrita no livro de Tanner [19]. O momento conjugado visto no Capitulo
1 na equagao (1.4), para o Formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico, o momento conjugado
tem a seguinte forma, p = mi = % = %%%—f. Uma abordagem para resolver a trajetéria para
essa equacao no espago de fase de valor complexo foi desenvolvida recentemente por Tanner e

colaboradores [20]. Para estados de energia definida F, podemos separar o tempo escrevendo
S(z,t) = W(z, E) — Et, (3.31)

onde W(z, E), é a funcao caracteristica quantica. Substituindo a equacao (3.31) na (EHJQ),

obtemos a versao do estado estaciondrio da (EHJQ):

1 /0W\2 _h O*W

Além disso, definimos um fungao de momento quantico (FMQ) p(x) em termos da fungao

caracteristica quantica W (z) por

oW (z, E)

E) = . 3.33
Usando o p(z, E), para reescrever a (EHJQ) na equacao (3.32), temos
1 2 h 8p($7 E) _

O primeiro termo do lado esquerdo € a energia cinética e o segundo termo € o potencial classico.
O 1ltimo termo do lado esquerdo é o potencial quantico. Devido a dependéncia de h, o potencial
quantico @,

h 9p(z, E)

Qz) =g - —5 — (3.35)

traz todos os efeitos quanticos para o formalismo Hamilton-Jacobi Quantico. No entanto, essa
quantidade nao é igual ao potencial quantico de Bohm, Qp(x) (ver apéndice A).
Reorganizando a (EHJQ) nos da

hop(z, E)

R +p(z, E)? = 2m[E — V(2)] = p*(z, E), (3.36)

onde p.(z, F) é definido como a fungdo momento cldssico. Agora, podemos completar a definigao
de p(z, E) impondo a condicao de contorno fisico (que também pode ser vista como o principio

da correspondéncia)

lim p(z, E) = pc(x, E). (3.37)
h—0
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A (EHJQ), com a condicao de contorno fisico que o acompanha, substitui a equagao de Schrodin-
ger como a equacao dindmica de um formalismo completo de Hamilton-Jacobi da Mecanica
Quantica.

Substituindo a equagao (3.31) na funcao de onda dependente do tempo 3.29, temos

W(.E) _Et

U(z,t)=¢e¢"r e 'n = \Ii(x,E)eﬂ'% (3.38)

W (z,E)
U(z,E)=¢€"r (3.39)
onde ¥(x, F) satisfaz a equagao de Schrodinger independente do tempo. Além disso, a fungao

caracteristica quantica W (z, E) é expressa em termos de ¥(x, E') por
h
W(z,E)=—-In¥(z, E). (3.40)
i

Portanto, p(x, F) esta relacionado com ¥(x, FE) até equagao (3.33):

h 1 0Y(z,E)

h O
p(z,F)=——In¥(z,F) = ;\IJ(:L‘,E) o

1 0z

. (3.41)

A partir dessa equagao, os nés na fungao de onda correspondem aos polos da (FMQ). Os polos
sao de primeira ordem e suas posicoes sao dependentes da energia. Esses polos sao chamados
de polos em movimento [21]. A (FMQ) P(z, E) também pode ter outras singularidades no
plano complexo de z a partir dos pontos singulares do potencial V (x). Esses polos fizos [21] sao
independentes da energia e suas posicoes sao invariantes.

Sendo definido a (FMQ), definimos a varidvel de agdo quantica como

1
J(E)=— j{ p(z, E)dx, (3.42)
2w C
onde C' é um contorno no sentido anti-horario no plano complexo x que envolve a linha real entre
os pontos classicos de virada. A (FMQ) possui polos de residuo —ih entre os pontos cldssicos

de virada delimitados pelo contorno C' e, portanto, obtemos a condi¢ao exata de quantizagao

1
o

J(E) ﬁp(m, E)dx = nh, (3.43)

onde n conta o nimero de polos méveis de p(x, E) e é igual ao niimero de nés da funcao de onda.
Quando a integral na equagao (3.42) é feita explicitamente, podemos inverter a equacao (3.43)

para obter autovalores de energia. Embora possamos ter muitos polos fixos para potenciais
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gerais, suas localizagoes e residuos sao conhecidos; portanto, a integral na equagao (3.42) pode
ser feita distorcendo o contorno no plano complexo x e alterando as varidveis. Portanto, a
principal caracteristica do formalismo de Hamilton-Jacobi quantico é que a varidvel de acao
quantica determina os autovalores de energia do estado ligado sem resolver explicitamente a

equacao de Schrodinger [22].

3.3.1 Oscilador Harmonico Quantico

A (EHJQ) para o problema do oscilador harménico com V (z) = mw?x?/2, é

2,.2

hop(zx, E) mwz
2 N _ _ _ 2
p° + o 2m<E 5 ) = ps. (3.44)

Os pontos de viradas, determinados a partir de p?(z, E) = 0, sdo —x1 = 22 = ++/2E/(mw?).

A condicao de quantizagao é dada por

1

" 2r

J(E) ﬁ o(z, E)dz = nh. (3.45)

Aqui, C é o contorno que envolve os polos médveis entre os dois pontos de virada z1 e xo
(Figura 3.1). Percebendo que existe apenas um polo fixo de p(z, E) a x — oo, para avaliar J(E)
considera-se um integral Ir, sobre um contorno circular I'g com raio R e orientado no sentido
anti-horario. A (FMQ) nao possui pontos singulares entre I'r e C. Portanto, para este caso,

J(E) coincide com Ip,:
I, = J(E). (3.46)

Para a avaliacdo da integral de contorno Ir,, faz-se a mudanca de varidvel x = 1/y para

obter

1 1 p(y, E)
Ir, = — p(z, K dm:?{ dy. 3.47
= P BN =g § B (3.47

Aqui, p(y, E) = p(1/y,E) e o contorno no sentido anti-horario 7y encerra apenas um ponto
singular no plano-y, isto é, o polo em y = 0. A integral de contorno correspondente pode ser
prontamente calculada. Note que nao ha sinal negativo antes da integral; a direcdo do contorno
muda de sentido sob esse mapeamento, que é compensado pelo sinal negativo proveniente da

medida de integracao. Neste exemplo J(E) e I, sao iguais.
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I'x

Figura 3.1: Contorno para o problema do oscilador harmoénico [23].

A (EHJQ) escrita na varidvel y torna-se
_ 5 0p(y, B) mw?y
2 2 B _ =2
p°(y, E) + ihy oy 2m (E — 2—y2> = p:. (3.48)
Para calcular a contribuigdo do polo em y = 0, p(y, E) é expandido em uma série de Laurent

como

o0

k
. n b
Py, E) = any"+> 2 (3.49)
n q=1

=0 Yy

Fazendo uso da expansao acima de p(y, E) na equacao (3.47), percebe-se que a tinica contribuigao
nao-evanescente vem do coeficiente a; do termo linear em y.
Na préxima etapa, substituindo p(y, E') na (EHJQ) e comparando os lados esquerdo e direito,

e descobriu-se que, b, = 0 para ¢ > 1. Ao equacionar os coeficientes das diferentes poténcias de

Yy, temos
b = —m%w?, (3.50)
2a0b1 =0. (3.51)
—ihby + 2a1by + a3 = 2mE. (3.52)
Da equagao (3.50) encontra-se by = +imw. FEssa ambiguidade no sinal de b; pode ser

removida, se aplicarmos a condigao de contorno dada pela equacao (3.37). Na convengao aqui

seguida, a fungdo momento classico é definida de tal forma que p.(z, E) = +i|p.| no eixo real
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positivo. No limite y — 0, (z — 0), p. ~ imw/y e, portanto, da equacao (3.49) segue que
b1 = imw. Da equagao (3.51), temos entao ay = 0. Substituindo o valor de b; na equagao (3.52)
obtém-se a; = (2F — h)/(2iw). Colocando a equacao (3.49) na equacao (3.47) e levando em

conta a equagao (3.46),

. 2F — hw
J(E) = IFR =1:a] = T (353)
Assim, a condigao de quantizagao J(E) = nh, quando invertida para F, d4
1
E= (n n 5)m. (3.54)

Podemos adotar este procedimento para obter o campo de velocidade também para valores
mais altos do nimero quéantico n, a partir da funcao de onda ¥ para o oscilador harménico.

Para n = 1, temos
Uy = Nye @ /22q0e 1E1t/h, (3.55)

O campo de velocidade é dado pelo momento conjugado do formalismo de Hamilton-Jacobi

Quantico,

mi = ;é% (3.56)
CcOomo

&= —%oﬂx, (3.57)

cuja solugao é;
z = Aeiha’t/m, (3.58)
Agora voltando ao nosso problema, a equacao (3.57) fica,

:'U:£<—a2:v+é>. (3.59)

A solucdo para esta equacao pode ser escrita como,
(az — 1)(az + 1) = Ae2iho®t/m (3.60)
ou

1 ,
r==-4/1 _|_A€21ha2t/m (361)
[0

Aqui, a solugéo é um produto de dois circulos centralizados em aproximadamente ax = £1, que
é plotado na (Figura 3.2). A coordenada fisica da particula é novamente dada pela parte real

desta expressao [23].
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0.8

0.4

Xy

—-0.4

-0.8
-2 -1 o X, 1 2

Figura 3.2: Caminhos complexos no plano-X (X = ax) para o caso n = 1 do oscilador

harmonico, onde os contornos sao tragados para X(0)=1.2, 1.35, 1.45 e 1.55 [23].

3.3.2 Potencial Degrau

Considere uma particula com energia E aproximando-se de um potencial degrau com V{ de

altura, como mostrado na (Figura 3.3). Na regiao I, temos

Uy =e* 4 Re™™™ | k= ./2mE/R2 (3.62)

e, na regiao 11

U =T | q=/2m(E —V)/h2. (3.63)

Os campos de velocidade nas duas regioes sao dados por

) hk eikx o Re—ikm
o= (G ) (3.64)
€
h
i =2, (3.65)
m

respectivamente. Os contornos do plano complexo-x na regiao I, para um valor tipico do coefi-

ciente de reflexdo r = R? = 1/2, estdo mobiliado por
1
V2cos(2kay,) — e 2keri 562““ =C. (3.66)

(Onde z1, e xy; sdo, respectivamente, as partes reais e imagindrias de zy), e sao plotados na

(Figura 3.4)
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Por fim, consideramos uma funcao de onda nao estacionaria, que é um espalhamento do
pacote de ondas. Aqui, deixamos a constante de propagacao k ter um espectro Gaussiano com

uma largura Ak ~ 1/0 sobre um valor médio k. A funcdo de onda é dada por

272 2, 12
V) =M e s e~ (3.6)
O campo de velocidade é obtido da equagao (3.56) como
o2k
&= —% (W} (3.68)
Integrando esta expressao, ficamos com
x(t) = z(0) + hjt + ZE&S)t (3.69)
m m o

Separando as partes real e imaginéria desta equagao (assumindo k como real), nés achamos

+ —t+—

zr(t) = x,(0) s t (3.70)
25(t) = 2:(0) + Z”“’U(f) (3.71)

Para a particula com z(0) = 0, obtemos z,.(t) = (hk/m)t e z;(t) = 0; i.e., esta particula
permanece no centro do pacote de ondas. Outras particulas assumem valores diferentes para

z(t) no tempo ¢, dado pela expressao acima, que indica a propagagao do pacote de ondas [24].

Vo

I I

Figura 3.3: Potencial degrau com V = 0 para x, < 0, V = Vj para x, > 0 e energia
E >V, [24].
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1
Xy |
0

-1

12 e
xr
Figura 3.4: Caminhos complexos para particulas que se aproximam do potencial degrau.

Os contornos para ¢ = —4, —3, -2, —1 e 0 sado plotados [24].

3.3.3 Probabilidade do Campo de Velocidade

Sabendo que o campo de velocidade pode ser obtido através da equacao (3.56), e lembrando
que neste esquema a parte real da velocidade de uma particula na linha real, denotada como
Zr(xy,0), sempre concorda com a velocidade da particula na representacao de de Broglie-Bohm
[25]. Para obter a funcdo de probabilidade quantica a partir das velocidades, que é o nosso
primeiro objetivo, observamos ainda que a componente imaginaria &; da velocidade da particula
na trajetoria complexa pode ser escrita como

()]
T Tom T

(3.72)

Isso ajuda a escrever a densidade de probabilidade para encontrar a particula em torno de algum

ponto (z = x,) como

2
U (x,,0) = P(x,) = Nemp( - ;Ln/ i‘dl’r>, (3.73)

onde a integral é tomada ao longo do eixo real. Esta possibilidade de recuperar a distribuicao
de probabilidade quantica do campo de velocidade é uma caracteristica inica da formulacao de
trajetoria complexa. Por exemplo, na abordagem de de Broglie-Bohm, os campos de velocidade
para todos os auto estados ligados sao zero em todo lugar e nao é possivel obter uma relagao
entre velocidade e probabilidade. A representacao da trajetéria desenvolvida por Floyd, Faraggi,

Matoneda (FFM), por outro lado, ndo reivindica nenhuma conexao com a probabilidade.
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A seguir, nos limitamos a uma dimensao e a problemas independentes do tempo. A varidvel
x é sempre considerada complexa. Como dito anteriormente, nesta nova representagao, que é
baseada na existéncia de trajetérias no plano complexo, até mesmo uma particula em um estado
autégeno pode estar em qualquer uma das infinitas trajetorias possiveis, dependendo de sua
posicao inicial no plano complexo. Assim, também é desejdvel procurar a probabilidade de uma
particula estar em uma area dz,dz; em torno de algum ponto (x,, x;) no plano complexo. Deixe
esta quantidade ser denotada como p(x,, z;)dz,dx;.

Uma expressao explicita para p(z,,z;) pode ser obtida da seguinte maneira. Estender a
densidade de probabilidade a todo o plano x,x; exige uma equacao de conservacao da forma

(para casos independentes do tempo)

dpir) , Dpi)
8xr 8351

= 0. (3.74)

Para resolver essa equacao diferencial parcial, podemos escrever p(x,,x;) = h(x,,x;)f(p), em
que h(z,,x;) é alguma solugao da equacado (3.74) e p é uma combinacao de x, e z;, cujo valor
permanece constante ao longo de suas curvas caracteristicas [26]. Substituindo esta forma de p
na equagao (3.74), vemos que as curvas caracteristicas sao obtidas pela integracao da equagao

diL‘«,« dxi dl’i .i‘z'
T = ou = .
Ty T; dr, I

(3.75)

Isso demonstra a importante propriedade de que as curvas caracteristicas da equacao de con-
servacao acima sao idénticas aos caminhos complexos das particulas na representacao atual da
trajetoria quantica.

Podemos agora encontrar a forma exata de f(p), exigindo que p(x,,0) concorde com a
probabilidade P(z,), que é a condigao de contorno neste caso. Deixe a integracao constante na
equagao (3.75) ser a coordenada (real) de qualquer ponto de cruzamento da trajetéria no eixo
real, denotado como z,,. Como as curvas caracteristicas sao idénticas aos caminhos complexos,
pode-se considerar x,, como a constante p ao longo da curva caracteristica e seja expressa em
termos de z, e x;. A forma assumida para a distribuicdo de probabilidade estendida p pode

entao ser escrita como

p(SUT’ xl) = h(xr’ xi)f(xTo)' (376)

Agora podemos escolher f(x,,) assunto para a condigdo de limite. No ponto z = zp no qual a

curva C cruza a linha real, nés exigimos (a condi¢ao de contorno)

p(meO) = h(xrov O)f(fl,‘m) = P(wTo) (3'77)
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e obter f(x,,). Expressando z,, em termos de z, e x; em f(x,,), a equacao (3.76) da p(z,,z;).

Uma palavra de cautela é apropriada aqui. Pode haver casos, como veremos abaixo, quando
a condicao de contorno sobre determinar o problema e nao formos capazes de encontrar uma
solug@o. Observa-se que isso acontece em certas regioes do espaco complexo onde as trajetorias
eram suspeitas anteriormente de serem invidveis.

Podemos também notar que a diferencial na equagao (3.75), dada por
iidl‘r - j}rd.ﬁi =0 (3.78)

é inexata porque

di |, Oii
ox, ozx;’

(3.79)

a menos que ambas as derivadas parciais sejam nulas. Isto é devido as condigoes de Cauchy-
Riemann, satisfeitas a func¢ao analitica &; no plano-x complexo (exceto em seus pontos singula-
res). No entanto, essa diferencial inexata sempre pode ser exata multiplicando-se por um fator
integrador p(z,,z;) que obedece

aﬂibr - _amsl
81‘7« N 8%1 '

(3.80)

Assim, vemos que o fator de integragao p pode servir como h(z,,z;) na equagao (3.76).
A seguinte observacao pode ser 1til para encontrar h(z,,z;), ou mesmo p(z,,x;), no caso
de alguns potenciais especiais. Vamos denotar d¥/dz = X (x). Entao, usando a equagao de

Schrodinger independente do tempo, pode-se reescrever a equacao de movimento (3.56) como

. 26(E-V)X

= — 3.81
v G (3.81)
onde X' = dX /dx. Para V = V}j, uma constante real, pode-se integrar isso para obter
2i(E - V)
X(z) = Aexp [Tt}’ (3.82)

a partir da qual obtemos a trajetéria da particula no plano-x complexo como X*(z)X (x) = |A|?.

Além disso, pode-se ver que

4E-V)? X*X
XX = . .

Mas para potenciais constantes, (X’)*X’ o« W*W¥ no plano complexo. Pode ser visto que a

equacao (3.83) satisfaz a equagao de conservacao e concorda com a condigao de contorno. Em

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



3.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico 49

outras palavras, a probabilidade estendida e conservada p(z,,z;) neste caso pode ser escrita

como

h? |A]?
p(xr, ) = V'V = — ’.*‘. ;
me xrx

(3.84)

e portanto, p varia inversamente como |¢|2, & medida que a particula se move ao longo de uma
trajetéria particular com A fixo. Esse resultado nao é contraditério ao resultado do WKB que
U*W o 1/va4ssico PAra potenciais constantes [27], pois || ao longo de uma trajetéria em nosso

caso nao é igual a vgssico-
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Capitulo 4

Cosmologia Quantica

Num sentido amplo, a cosmologia é a busca por entender as origens e a evolugao do universo.
Numa perspectiva humanista, é uma das caracteristicas exclusivas dos seres humanos, o que faz
com que o interesse pela cosmologia seja considerado como um dos aspectos que nos diferenciam
dos outros animais. Essas investigagoes foram conduzidas desde a antiguidade tanto do ponto de
vista cientifico, quanto a partir de uma perspectiva filoséfica, religiosa e artistica. A cosmologia
antiga, que era mais proxima das religioes e dos mitos, sofreu grandes transformacoes conforme
foram surgindo novas formas de abordagem as “questoes fundamentais” [28].

Com o surgimento de novas teorias fisicas e com o aperfeicoamento dos aparatos tecnolégicos
que sao utilizados nas observacoes astronomicas, a cosmologia se transformou bastante, passando
gradualmente a ser considerada uma ciéncia. Nas teorias cosmoldgicas, o universo é modelado
como uma entidade Unica, cujas varidveis estudadas sao grandezas fisicas, como, por exemplo,
pressao, densidade e energia. A cosmologia estuda os fendmenos em grandes escalas, o estudo do
universo como um todo. Os avangos da cosmologia nos ultimos anos permitiram a consolidacao
do chamado modelo padrao da cosmologia, que leva em conta aspectos de diversas areas da fisica,
como a relatividade geral, a fisica atomica, quantica, nuclear, de particulas elementares e da
gravitagao; e da astronomia, como os estudos sobre a origem e formagao de estrelas e galdxias [29,
30]. Neste Capitulo, utilizaremos o termo cosmologia com o sentido mais restrito de cosmologia
cientifica, como uma das partes da astronomia que utiliza modelos fisicos e matematicos para
estudar o universo em larga escala.

O inicio do século XX foi muito especial para a fisica; paralelamente ao surgimento da Teoria

da Relatividade Geral, houve o desenvolvimento de uma outra teoria revolucionaria: a Mecanica
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Quantica. Em 1900, na tentativa de explicar o fenomeno da radiacao de corpo negro, Max Planck
(1858-1947) postulou que a energia deveria ser quantizada em pacotes discretos que ele chamou
de quanta. Ele propos que a energia das ondas eletromagnéticas de frequéncia v é dada por
multiplos inteiros da quantidade hv, onde h é conhecida como constante de Planck. Em 1905,
seguindo as ideias de Planck, Einstein propos uma explicacdo para o efeito fotoelétrico, suge-
rindo que a luz também devesse ser discretizada em pequenos pacotes de energia, ou pequenas
particulas, aos quais ele deu o nome de foton. A partir dai, a ideia de quantizacao se popularizou
e vérias outras contribui¢oes importantes foram feitas por nomes como Niels Bohr (1885-1962),
Arthur Holly Comptom (1892-1962), Paul Dirac (1902-1984), Erwin Schrodinger (1887-1961),
Werner Heisenberg (1901-1976), etc.

A Mecanica Quantica é bastante contraintuitiva se comparada & Mecanica Classica. Por
causa disto, muitos fisicos renomados demoraram até aceitd-la, fato bem representado pela
famosa frase de Einstein “Deus mao joga dados”, em alusdo & natureza probabilistica dada
aos sistemas quanticos. A incompatibilidade entre fisica de micro e macro estruturas é uma
questao ainda em aberto e se tornou um dos mais famosos e interessantes problemas da fisica:
a busca pela teoria que vai unificar os desconexos campos da Relatividade Geral e da Mecanica
Quantica. Algumas teorias ganharam forca com o passar do tempo, tais como a Teoria das
Cordas e a Teoria Quantica de Lagos (LQG-sigla em inglés), mas nenhuma pdde ainda ser
confirmada. Enquanto a Teoria das Cordas se baseia em técnicas de Teoria Quantica de Campos,
LQG é baseada na descricao Hamiltoniana da Relatividade Geral. A Cosmologia Quantica é
uma teoria de quantizacio do cosmos que também é baseada no formalismo ADM! [50]. A
Cosmologia Quantica parte do pressuposto de que a fisica quantica pode ser aplicada a tudo,
incluindo o universo [51]. Neste caso, a fungao de onda ¥ representa o universo e, portanto, a
quantizacao é feita quando este estd dentro da escala de Planck, estimadamente 5.4 x 10™%s
o tempo de Planck; na Cosmologia Cléassica, esse seria o periodo anterior ao da inflagao, no
universo primordial [52]. E, assim como é feito na Cosmologia Cléssica, assumiremos algumas
propriedades fundamentais, tais como homogeneidade e isotropia, e reduziremos as varidveis
livres para um numero finito, gerenciavel. Este espaco com graus de liberdade reduzidos, isto é,

de dimensao finita, é chamado de mini-superespaco. Assim, o modelo se torna uma aproximacao

L(Arnowitt-Deser-Misner) consiste em um ferramental matemético onde desacoplamos a componente
temporal das demais componentes espaciais na variedade matemaética que define o espago-tempo de um

determinado sistema fisico gravitacional.
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da teoria total. Os sistemas considerados no mini-superespaco sdo comumente chamados de
modelos teste; eles abordam aspectos importantes para a teoria, enquanto evitam outros, nos

permitindo assim estudar certos comportamentos de forma isolada.

4.1 A Mecanica Quantica

A interpretacdo dos resultados de medigoes quanticas ainda hoje é motivo de debate, em
especial com o advento das teorias de unificacdo. Ao medirmos, por exemplo, a posi¢ao de
uma particula, a questao que surge naturalmente é “onde esta se encontrava anteriormente?”.
Extrapolando este tipo de questionamento para a Cosmologia Quantica, faz sentido quantizar o
universo como um todo? Esta é uma questao bastante delicada e controversa dentro da teoria
quantica: os problemas de medida de um observavel quantizado e a fronteira entre o cldssico
e o quantico. Em suma, um sistema quantico é descrito por uma funcao que descreve um
comportamento ondulatorio de probabilidade. No caso de uma particula, pode-se considerar que
esta é uma onda no espaco, fato conhecido como dualidade onda-particula. O comportamento de
onda e de particula da luz, por exemplo, também representado pelo famoso experimento da fenda
dupla, feito originalmente por Thomas Young (1773-1829), num contexto da ética ondulatéria,
no inicio do século XIX e depois reproduzido num contexto da Mecanica Quéantica por Clinton
Davisson (1881-1958) e Lester Germer (1896-1971) em meados da década de XX.

A Mecanica Quantica usual é baseada na interpretagdo de Copenhagen, onde podemos pre-
dizer apenas a probabilidade da decorréncia de certas medidas e a observacao de um evento
interfere no resultado final, como mencionado. Os principios da Mecanica Quantica podem ser

resumidos em quatro [53]:

1. Os estados quanticos sao descritos por func¢oes de onda (7, t), que contém toda a in-

formacao do sistema.

2. A funcao de onda tem uma interpretagao probabilistica. A densidade de probabilidade de

posicao da particula é dada pelo médulo quadrado de W (7, t), isto é,
dP(7,t) = C|¥(7,t)|*dx, (4.1)
onde C' é uma constante de normalizagao.

3. Os observéaveis cldssicos sao descritos quanticamente por operadores (autoadjuntos), que

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



4.1 A Mecanica Quantica 53

sao aplicados na funcao de onda ¥. A medida é sempre dada por um autovalor (real) do

operador correspondente ao observavel a ser medido.

4. A equacao que descreve a evolugao de ¥(7,t) é

L0 h? . . .
zha\I/(r,t) = —%V\I/(r,t) + V(7 t)W(F t). (4.2)

A fungao V(7,t) é o potencial do sistema e h = h/27, onde h é a constante de Planck. A

equacao (4.2) é conhecida como FEquagdo de Schréidinger.

Para um estudo mais detalhado sobre Mecanica Quantica, sugerimos [31-33].

No caso da Cosmologia Quéantica, a funcao de onda ¥ representa o universo em que vivemos e
toda a informacao nele contida. Assumimos um mini-superespaco gerado pela homogeneidade e
isotropia, onde a “posicao” i é dada pelo fator de escala a, que representa o volume do universo,
V = a3. Assim, a evolucio do universo ainda deve ser dada por uma equacio do tipo Schrodinger,
segundo o postulado (4) acima, que serd obtida a partir da Equagao de Wheeler-DeWitt, como
veremos nas proximas Segoes.

Porém, a interpretagao de Copenhagen em si nao pode ser aplicada & Cosmologia Quéntica,
pois esta necessita de um observador externo para explicar o colapso da funcao de onda. Porém,
existem abordagens da Mecanica Quantica que buscam um melhoramento desta interpretacao
neste aspecto e que nos permite entender a Cosmologia Quéantica ainda considerando estes pos-
tulados, que sao a base da Mecanica Quantica atual. Podemos utilizar, por exemplo, a teoria
de Histérias Consistentes [34-36], que é uma tentativa de dar um carater universal a Mecéanica
Quantica mantendo os fundamentos da interpretacao de Copenhagen [37]. Existem ainda outras
interpretacoes, criadas a fim de resolver essa questao do observador e da medida. Alguns exem-
plos sao a Interpretacdo de Vdrios Mundos, no qual presume-se que todas as possibilidades de
medidas acontecem ao mesmo tempo, criando mundos paralelos e realidades alternativas [38], e
a Interpretacdo de Bohm-de Broglie, cuja premissa é que as particulas seguem trajetérias bem
definidas, e o comportamento ondulatério é obtido a partir de outras equagoes que exploram a
dindmica da fungéo de onda. Esta interpretacao tem sido aplicada a muitos modelos de mini-

superespagos [39-41], obtidos pela imposi¢ao de homogeneidade das hipersuperficies espaciais.
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4.2 Quantizacao de uma teoria classica

A ideia por tras da Mecanica Quantica, resumida nos postulados apresentados anteriormente,
é que um sistema quantico nao seria representado pelos observaveis classicos, como posicao,
momento e energia; ao invés disso, o estado é descrito por uma func¢ao de onda V(7 ¢) num
espaco de Hilbert e estes observaveis cldssicos sao representados por operadores que, aplicados
sobre a funcao de onda, nos fornecem um valor para a medida destes, esta sendo um autovalor
do operador em questao. Tais operadores devem ser autoadjuntos e seus autovalores sao sempre
numeros reais. Outra forma de representar os estados quanticos é através da notacdo de Dirac,
ou notagdo bra-ket; com ela, o estado é representado pelo vetor |¥), sendo o seu conjugado

representado por (U], tal que
(V)W) = [|w]>. (4.3)

Os vetores (V] e |¥) sao chamados de bra e ket da funcao W, respectivamente. Os operadores
mais usuais sdo o operador posicao ();, momento P; e energia H, referentes aos observaveis

cléssicos x;, p; e H(x;i, pi,t). Os operadores QZ e P, sdo tais que

(2, 1). 4.4
S Va) (14)
E o operador de energia H é tal que
HU(7,t) = —ih 0 W(z;,t) (4.5)
(2] - 8551 (2] . °

Essa é a Equacao de Schrodinger dada na equagao (4.2).
A funcdo de onda tem uma interpretacao probabilistica: a probabilidade de encontrar a

particula numa certa regiao U é dada por
PU) = [ 0GPy, (4.6)
u

onde dV é o elemento de volume. A probabilidade de encontrar a particula em todo o espaco
deve ser 1, por isso exigimos que as funcoes de onda sejam normalizadas e, portanto, elas devem
ser quadrado integraveis: as fungoes de onda que descrevem sistemas fisicos devem tender a zero
nas bordas do dominio. O walor esperado de um observavel O em relagdo a uma particula no
estado V¥ é definido como

(0) = (T|0|¥) = /D T*OwdvV, (4.7)
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onde D é o dominio da funcao ¥. O valor esperado nos diz que a medida média resultante
da observacao de vérias particulas no estado ¥ serda (V). As autofungoes de energia formam
uma base para o espaco de Hilbert e, entao, os estados quanticos podem ser escritos como com-
binagdes lineares de autoestados de energia. Assim, considerando uma funcao unidimensional,

para simplificar

V(e t) = cathn(w)e 7, (4.8)
n=1

sendo ¢, € C e E, os autovalores de energia, ou seja,
Hy(x) = Enp(x). (4.9)

O moédulo quadrado dos coeficientes ¢, nos fornece a probabilidade da medigdo da energia do

estado W resultar no valor F,, em particular temos

Z ‘Cn|2 =1 (4.10)
n=1

A Cosmologia Quéantica engloba estes conceitos basicos da Mecanica Quéantica na tentativa
de quantizar o universo. Os operadores da Mecanica Quantica sdo, como ja dito, representagoes
de observaveis cldssicos e, classicamente, a energia do sistema é dada pela hamiltoniana. A
Quantizacdo Canonica de um sistema é feita quantizando-se a hamiltoniana H(x,p,), que é
uma funcao da posicdo e do momento, através dos operadores. Assim, encontramos o operador
hamiltoniano O(Q, ]5), que é escrito em fungdo dos operadores Oe P. No entanto, na Relativi-
dade Geral, a hamiltoniana possui o vinculo (ver apéndice B). A quantizacao deste é chamada

Equacao de Wheele-DeWitt:

H=0. (4.11)
Se comparado com a equacao de Schrodinger, onde o hamiltoniano da fungéo de onda fornece
a evolucao temporal desta, ha uma discrepancia ébvia. FKEste fato é parte de uma aparente
incompatibilidade entre Mecanica Quantica e Relatividade Geral chamado de problema do tempo.
A questao surge por causa do diferente tratamento do tempo nas duas teorias. Na Mecanica
Quéantica, o tempo nao é considerado um observdvel [42], é apenas um pardmetro externo;
enquanto que na Relatividade Geral, o tempo é considerado uma coordenada do espago-tempo,
estando em pé de igualdade com as outras variaveis espaciais. Essa diferenca é evidenciada nesta

comparacao entre a equacao de Schrodinger e a equacao de Wheeler-DeWitt, em que o tempo
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parece sumir durante a quantizagao da teoria cldssica. Uma forma de encarar este problema
seria considerar que a hamiltoniana da teoria cldssica carrega uma componente que faz o papel
do tempo. Sendo assim, ao quantizarmos o vinculo, obtemos uma equacao do tipo-Schrodinger,
considerando a evolugao da funcao de onda em relacdo a este parametro. Voltaremos neste
problema mais para frente.

Em todo caso, a Cosmologia Quéantica se baseia na quantizagao do vinculo de energia, con-

siderando que a hamiltoniana carrega um parametro T , de forma que

O momento deste parametro deve aparecer linearmente, tal que a quantizagdo deste vinculo
resulte numa equacao do tipo e entao definimos o operador hamiltoniano H de acordo com a
equacao. Porém, ao tomarmos esta abordagem, nao ha garantia nenhuma de que o operador H
serd autoadjunto. Se o operador nao for autoadjunto, a teoria nao sera coerente na Interpretagao
de Copenhagen, entao é preciso verificar esta condicao e, caso nao seja, se é possivel estender
o operador de forma que esta extensao seja autoadjunta. Nas proximas Segoes vamos abordar

esta questao e também o problema do tempo [43].

4.3 Operadores e extensoes autoadjuntos

Operadores autoadjuntos tém um papel fundamental na Mecanica Quéntica usual, como
vimos. Frequentemente confunde-se as nogoes de operador autoadjunto e simétrico (Hermitiano).
De fato, nos dominios mais recorrentes na Mecantica Quantica, estas defini¢cbes sao sinonimas,
porém ha operadores simétricos que nao sao autoadjuntos e, entao, precisamos distinguir estas
duas nocoes. Em todo caso, para operadores que sao apenas simétricos, hé a possibilidade deles
poderem ser estendidos para um operador autoadjunto; estas sao chamadas sugestivamente de
extensoes autoadjuntas. Nesta Secao, vamos definir a diferenca entre os operadores simétrico
e autoadjuntos e como saber se existem extensoes. Para um estudo completo sobre o assunto,
recomendamos [44, 45].

Dados uma métrica (-, -) no espaco de Hilbert H2 e um operador T' : D(T) C H — H, o

2Usamos a notacao usual para o espaco de Hilbert H, que também usamos para representar a hamilto-

niana classica de um sistema. Entendemos que nao havera confusao por estarem em contexto diferentes.
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seu adjunto T™ é tal que:

(T",¢) = (b, Te) , ¥,¢ € D(T). (4.13)

O dominio de T™* é dado pelas fungdes ¥ que satisfazem a relacao (4.13) acima, isto é, D(T™) =
{Y(T*,p) = (Y, Te) ; Yo € D(T)}. Dizemos que T' é um operador simétrico ou Hermitiano,

se

(T, ) = W, T¢) , Y, ¢ € D(T), (4.14)

isto é, se o operador ¢é igual a seu adjunto restrito ao dominio D(7"). Observe que, para um

operador simétrico, D(T') C D(T*). Se T é simétrico e
D(T) = D(T™), (4.15)

entao dizemos que T é um operador autoadjunto. Se um operador é apenas simétrico, héa casos
em que seu dominio pode ser estendido de forma que ele se torne autoadjunto, ou seja, o
operador com o novo dominio tem um adjunto com o mesmo dominio. Este operador com o
dominio estendido é chamado de extensio autoadjunta. Assim, se T' é uma extensao do operador

simétrico T' , temos que
D(T) ¢ D(T) = D(T*) € D(T™). (4.16)

E importante comentar que nem todo operador simétrico pode ser estendido para um operador
autoadjunto, mas, quando puder, este pode ter até infinitas diferentes extensoes. Essa questao
de operadores e extensoes autoadjuntos foi minunciosamente estudada por John von Neumann
(1903-1957) logo apds o advento da Mecanica Quantica. Um critério ttil para determinar a
existéncia de extensoes é dado pelo Teorema de von Neumann [45]:

Seja T um operador simétrico com dominio D(T) denso no espago de Hilbert H e suponha

que existe uma aplicacdo antilinear C' : H — H, chamada conjugacao, tal que
C(D(T)) c D(T) , C*Id e CT = TC. (4.17)

Entdo T admite extensao autoadjunta. Observe que, usando este teorema, podemos deduzir
que todo operador T' com coeficientes reais é autoadjunto ou admite extensoes autoadjuntas
ao considerarmos a aplicacao antilinear C : ¢ — ¢*, que é simplesmente tomar o complexo
conjugado da fungao no espago de Hilbert H, se considerarmos o dominio tal que C(D(T)) C

D(T).
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O teorema de von Neumann fornece um método para saber se o operador admite ou néao
extensoes, porém nao obtemos nenhuma informacao sobre a quantidade de extensoes ou sobre
como encontri-las. Para solucionar este problema, usaremos um outro método que envolve o
calculo de solugoes de uma equacao de autovalores imagindrios, conhecido como método de von
Neumann ou método dos indices de deficiéncia. Dado um operador simétrico T' com dominio
D(T) denso no espago de Hilbert H, vamos denotar por K (T') os espagos gerados pelas solugoes

¢ das equacoes
T*(¢) = +i¢ , ¢ € D(T7), (4.18)

respectivamente. Os subespacos K4 (T') sdo chamados espagos de deficiéncia e suas dimensoes
ny = dimKy(T) sao chamadas indices de deficiéncia. Através dos indices de deficiéncia, von

Neumann mostrou que

1. Se ny =n_ =0, entao o operador possui uma unica extensao autoadjunta, ou seja, ele é

essencialmente autoadjunto;

2. se np = n_ = n, as extensoes autoadjuntas sao correspondentes um-a-um com o0s opera-

dores unitérios entre K e K_;
3. se ny # n_ o operador nao possui extensoes.

Um operador essencialmente autoadjunto, como dito anteriormente, é aquele que é autoadjunto
ou possui uma unica extensao autoadjunta. Por praticidade, escolhemos daqui em diante ignorar
a diferenca entre estes e operadores autoadjuntos. A esséncia deste teorema reside no fato dos
autovalores dos operadores autoadjuntos sempre serem reais. Assim, se n, =n_ = 0, a equagao
nao tem solugao e isto indica que o operador é autoadjunto. No caso do item (2), as autofungoes
que tém autovalores imaginarios formam um subespago que pode ser “excluido” do dominio do
operador adjunto, de forma que, restrito ao novo subconjunto, o operador recupera o carater
autoadjunto.

E possivel calcular as extensoes, se estas existirem, a partir dos operadores unitarios entre
os espacos K e K_, porém este é um trabalho longo e, dependendo do operador, pode haver
um numero infinito destes operadores unitarios, o que torna o calculo analitico impraticavel.
Apresentamos no (Apéndice C) o cdlculo para obter as extensoes do operador momento. Por
enquanto, vamos apresentar uma extensao para operadores limitados, chamada extensao de

Friedrich, cujas caracteristicas sao fisicamente (e matematicamente) convenientes. Dado um
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operador T, se este for limitado inferiormente e os indices de von Neumann forem iguais, existe
uma unica extensao, chamada Extensao de Friedrich, que é obtida a partir da forma quadratica
associada ao operador T

Considere um operador simétrico T e seja q(p, v = (¢, TY) para ¢,7p € D(T). Entao q €
uma forma quadrdtica fechdvel e seu fecho ¢ € a forma quadrdtica de um operador autoadjunto
tnico T. T é uma extensio positiva de T o limite inferior de seu espectro é o mesmo do que de
q. Além disso, T € a tnica extensdo autoadjunta de T cujo dominio estd contido no dominio da
forma q.

Uma forma quadratica é uma aplicacdo q : Q(q) X Q(q) — C que é linear na primeira entrada
e antilinear na segunda. O conjunto Q(q) é chamado dominio da forma e é um subespaco denso
do espago de Hilbert. Uma forma quadratica positiva, isto é, g(¢,v) > 0, para ¢ € D(T), é dita

fechada se Q(q) é completo sob a norma

1113 = 119117 + a(v, ), (4.19)

que é chamada de norma da forma. Para um operador simétrico e positivo T, podemos definir

uma forma quadrética positiva da seguinte maneira

(o, v) = (o, TY), (4.20)

com D(q) = D(T). O fecho ¢ de ¢ ¢ construido usando-se a norma da forma || - |2, de
acordo com o teorema acima, e ele é associado a uma tUnica extensao autoadjunta T, tal que
D(T) C D(§). Esse teorema é consequéncia de outro conhecido como Teorema B.L.T [44],
que diz que uma transformacao linear limitada,? sempre possui uma extensio linear e limitada.
Neste caso, apresenta-se uma forma linear que gera uma transformagao do tipo, sendo escolhida
pertinentemente (4.20) tal que a simetria seja preservada.

Matematicamente, todas as extensoes sao viaveis e, fisicamente, cada uma gera uma dinamica
diferente. No entanto, a extensao de Friedrich é compativel com o esperado fisicamente, ja
que esta tem o mesmo limite inferior que o operador e, além disso, é a dnica cujo dominio
esta contido no dominio da forma quadratica definida pelo operador. Em outras palavras, ela
preserva o estado fundamental de energia e as condigoes de contorno sao encontradas de forma
mais evidente do que usando-se o método de Von Neumann, uma vez que pode ser obtida através

da norma da forma quadratica associada.

3Bounded linear transformation, no inglés - de onde vem a sigla B.L.T.
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4.4 O problema do tempo

A incompatibilidade entre a interpretacao do tempo na Mecanica Quantica e na Relatividade
Geral é um dos grandes motivos pelo qual ainda nao temos uma teoria de unificagdo definitiva.
Para as teorias como a Cosmologia Quantica, que sao baseadas no formalismo hamiltoniano
da Relatividade Geral, o problema do tempo se concretiza no fato da Relatividade Geral ser
constituida por um sistema vinculado e, por isso, nao possuir uma hamiltoniana efetiva que gere
evolucao em relacao a um parametro temporal generalizado. Varias hipoteses sobre a natureza
do tempo foram formuladas, dentre elas a de que o préprio tempo pode ser quantizado [46,
47]. Nosso interesse é quantizar o vinculo, entdo vamos identificar o tempo com um parametro
interno do sistema, de forma que a hamiltoniana em questao gere evolugdao em relacido a este.
Porém, no mini-superespago, usando a métrica, a unica variavel dindmica do universo é o fator
de escala, gracas ao vinculo, que nos diz que a fungao lapso N é um multiplicador de Lagrange.

A Lagrangiana gravitacional, depois de descartado termos de derivadas totais, se escreve como
Lo = —aa (4.21)

. Pelo (Apéncice B) encontramos

oL 12
g = 0&0 = 5y ad (4.22)
Entao, ainda de acordo com o (Apéndice B), temos
N 72
= —-2 4.23
He= 5, (4.23)

Observe que, se tivermos apenas a parte gravitacional da Relatividade Geral, a hamiltoniana
classica é funcao apenas do fator de escala a e seu momento 7, e, neste caso, a equacao de
Wheeler-DeWitt, Hg = 0, implicaria num operador de energia que nao evolui, ou seja, nao ha
um parametro temporal na teoria. Portanto, é necessario introduzir algo a mais além da parte
gravitacional da Relatividade Geral, que fara o papel do tempo.

Das op¢oes mais comuns para a escolha do tempo, estao a introducao de um campo escalar na
teoria [48, 49], que pode fazer o papel de tempo como um parametro externo, assim como ele é na
Mecanica Quantica; ou utilizar o contetido material do universo para gerar a evolucao temporal
desejada [50, 51]. Esta tltima se baseia na termodinamica, na ideia de que a entropia dé sentido
a seta do tempo. Usar um campo escalar como escolha de tempo é interessante, pois na prépria

Mecanica Quantica o tempo é um parametro externo ao sistema, o mesmo ocorre neste caso. A

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



4.4 O problema do tempo 61

ideia é considerar uma teoria escalar e linearizar o campo de forma que o seu momento apareca
linear na equagao. Vamos abordar um exemplo desta situacao na préxima Secao. Por enquanto,
vamos considerar um fluido perfeito como componente material do universo e mostrar como este
pode ser usado como parametro temporal, através do Formalismo de Schutz. Em 1970, Bernard
Schutz (1946 - ) desenvolveu um formalismo para descrever a quadrivelocidade de um fluido

barionico perfeito através de seis potenciais [52]:
1
Uy = ;(G;V + (& + 0s,). (4.24)

Os potenciais i € s sao a massa inercial e a entropia do sistema, ¢ e £ estao relacionados com a
rotacdo do fluido e nao estao presentes em modelos do tipo FLRW. J4 € e § ndo tém um claro

significado fisico [50]. A quadrivelocidade deve obedecer & condigao de normalizagao
uru, = 1. (4.25)

Cada potencial possui sua prépria “equacao de movimento”, que fornece uma descrigao hidro-
dinmica equivalente as equagOes usuais baseadas na divergéncia do tensor de tensao. Schutz
mostrou que essa formulacao pode ser resultado do principio variacional de uma Lagrangiana
de matéria dada por Ly; = v/—gp, onde p ¢é a pressao do fluido.

Assim, para obtermos a hamiltoniana de matéria H s, introduzimos a componente de matéria,
definida pela equagao de estado p = ap, usando o formalismo de Schutz, onde a constante «
representa o tipo de matéria da qual o fluido é constituido. Como dissemos, para um universo

FLRW, a quadrivelocidade do fluido é dada por

1
U,=—(ey+0s,). (4.26)
I
Depois de algumas consideragoes termodinamicas [53], a Lagrangiana de matéria toma a forma
3
a @

Lo =— (¢ +03)7e s, (4.27)

_
NE (a + 1) a+1
onde ja descartamos os termos de superficie. Usando os métodos canoénicos descritos no (Apéndice

B), a partir desta Lagrangiana obtemos a super-hamiltoniana de matéria
Har = —w2Ha™3%, (4.28)

onde 7, = —NpgU'a3, sendo py a densidade de repouso do fluido. O préximo passo é linea-
rizar o momento, de forma que a nova coordenada possa assumir o papel de tempo durante a

quantizagao. Vamos usar as transformagoes canonicas

—(a+1)

T =—7mge °m 7 = w0 les (4.29)
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€:ef(oz+1)E ; Te = Te. (4.30)
Te

Neste caso, a super-hamiltoniana da componente de matéria se torna

N

Com isto, a quantizagdo do vinculo da hamiltoniana total Hr = Hg + Hayr = 0, sendo Hg
a hamiltoniana da parte gravitacional e H); dado pela equagao (4.31), pode ser interpretado
como uma equacao de Schrodinger cujo parametro 7' dado na equagao (4.29) é tomado como
tempo. Observe que o parametro temporal estd totalmente ligado ao tipo de matéria escolhido

e a entropia s do fluido.

4.5 Teoria de K-esséncia

Uma teoria escalar é caracterizada pela introducao de um campo escalar externo a geome-
tria do espacgo-tempo, podendo estar acoplado ou nao a gravidade, que visam explicar alguns
problemas em aberto da cosmologia. Vamos abordar nesta Secao a Teoria de K-esséncia e in-
vestigar a possibilidade de obter uma variavel temporal de uma forma similar ao emprego das
varaveis de Schutz, usando uma lei de poténcia no termo cinético nao-canonico [48]. Dentre
varias outras propostas de teorias escalares encontradas na literatura, as Teorias de K-esséncia
tém uma posicao bastante particular. Criadas inicialmente para descrever a fase inflaciondria
do universo, estas também tém sido usadas para explicar a fase atual de expansao acelerada.
Essa classe de teorias considera termos cinéticos nao-canonicos ao invés de um campo escalar
autointeragente, como é o caso do caso do campo escalar com um potencial. Em alguns casos, o
comportamento de K-esséncia pode ser recuperado de uma acao de cordas efetiva, como acontece
com a acdo DBI* [54, 55]. Em um contexto cosmolégico, uma das caracteristicas destas teorias
é que, sob algumas hipoteses, elas podem produzir uma dinamica de fluidos a niveis de fundo
e perturbativos. Isso é particularmente verdade para a expressao de lei de poténcia da energia
cinética, que pode reproduzir uma relagao linear entre pressao e densidade p = ap e a velocidade
do som para perturbagoes adiabaticas do fluido.

A acao da teoria geral de K-esséncia pode ser escrita como

5= / diay=g(R — (X) + V(6)), (4.32)

4Dirac-Born-Infield.
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com g = det[g,], f(X) uma funcao arbitraria do termo cinético X = ¢.,¢” e V(¢) um termo
potencial. Se f(X) = X, a teoria de um sistema minimamente acoplado com um campo escalar
autointeragente é recuperada. No que se segue, vamos nos concentrar em leis de poténcia do
modelo de K-esséncia, para os quais temos f(X) = eX"”, onde n é um nimero real e e = +1.
Com a introducgao da constante €, a possibilidade de uma configuragao fantasma é levada em
conta; o sistema usual de um campo escalar gravitacional corresponde an =1e e = 1. Além
disso, vamos considerar V(¢) = 0. Neste caso o cenério de fluido cosmolégico com p = ap e
a = constante é reproduzido pelo modelo de K-esséncia, observando-se que

1
o= .
2n —1

(4.33)

Considerando a métrica FLRW.,® depois de integracdes por partes e descarte das derivadas totais,

a agao (4.32) se reduz a

_ E-Q 3 a71l-2n 2n
S-/(Na a—ea”’ N )dt. (4.34)

Observe que, como o n pode ser um ntimero real arbitrario, (¢)?" pode nao ser sempre positivo.
Para garantirmos analicidade do calculo do momento, vamos considerar ¢ positivo, mas podemos
estender o resultado para toda a reta real.

Os momentos conjugados correspondentes para o fator de escala a e o campo escalar ¢ sdo

12 .
g = Nad i Ty = —2nea’ N'T2g2n L (4.35)

Para expressarmos ¢ em termos de my devemos inverter a relagao acima. Para n = 2k, onde k é
um nuimero natural diferente de zero, o radicando deve ser positivo (¢ = —1); paran = 2k+1, o
radicando nao precisa ser positivo, mas a analicidade é perdida na origem 7 = 0. Apesar disso,
vamos prosseguir de forma mais geral, ja que a configuracao que nos interessa implica condigoes
diferentes para n. A hamiltoniana é dada por

H= N{2147;2 + (20 — 1)(—ed®) T (%) 221} (4.36)

No limite n — co 0 momento conjugado associado a ¢ aparece linear na hamiltoniana:

1 2
1), (4.37)

H:N[M a

entdo o campo ¢ pode assumir o papel do tempo na quantizacao desta teoria. Algumas ob-

servacoes importantes: observe que tal limite, n — oo, deve ser tratado com cautela no caso

SFriedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, que é dada por ds? = N2(t)dt?> — a?(t)(dz? + dy? + dz?).
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2k+1 divergem

de permitirmos valores negativos para ¢ uma vez que as sequéncias (gb)% e (¢)
para valores opostos, no caso de ¢ < 0. Porém, este problema pode ser facilmente contornado
fazendo a andlise separadamente para w4 positivo e negativo e considerando-se o sinal correto
a0 escrevermos qﬁ em relagao a0 momento 7. E possivel mostrar que a colagem desta separagao
é suave. Além disso, note que, mesmo que a hamiltoniana seja bem definida no limite n — oo,
a lagrangiana nao é, divergindo para o caso limite, o que parece ser uma particularidade para
um fluido de pressao nula (o — 0), como o obtido neste caso.

A quantizagao é feita canonicamente de acordo com a equacao (4.4). Depois de fazermos a

redefinicdo ¢/24 — ¢, a equacdo de Schrodinger correspondenteS se escreve como
—20 — 19,0 = 4io, W, (4.38)
a

onde introduzimos um fator de ordenamento ¢q. Esta é essencialmente a mesma equacao encon-
trada com o formalismo de Schutz em [51]. No que segue, vamos considerar ¢ = 1. Neste caso é
possivel mostrar que o operador hamiltoniano efetivo é autoadjunto [56]. Outras escolhas para
q podem ser adotadas sem alteracao significante dos resultados finais. O operador hamiltoniano
obtido da equagao do tipo Schrédinger (4.38) é simétrico, ou hermitiano, se introduzirmos uma

medida nao trivial na computacdo do produto escalar no espaco de Hilbert:

(9. 9) = /0 N ¢*pa’da. (4.39)

Vamos considerar os estados estacionarios ® tais que ¥(a, ) = ®(a)e”*¥?. Entdo a equacio

(4.38) toma a forma
1
2D + —0,® + aFEd = 0. (4.40)
a

Esta equacao é limitada inferiormente e é sempre possivel escolher a energia como sendo estri-
tamente positiva, isto é, £ > 0, o que é importante para a estabilidade do sistema. Fazendo

4E/9 — E, a equagao (4.40) é uma equagao de Bessel cuja solucao é dada por
®(a) = A(E)Jo (Eag) (4.41)

onde A(F) é um fator de normalizacao. Descartamos a segunda solu¢ao da equagao de Bessel,

que é uma funcao de Neumann, pois esta diverge na origem.

SLembrando que i =1
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A solugao da equagao (4.41) pode levar a um cenério cosmoldgico nao-singular, como mos-
trado em [51]. De fato, vamos considerar um pacote de ondas construido com a seguinte super-

posicao

& 1 __ad
Uy(a) = / yefo‘?ﬂjo (ya%)dy = ———¢ 0+id) 4.42
A= 20 +9) (442
comy = VE e o = +ip, sendo v > 0. Agora, calculamos o valor esperado para o fator de

escala, considerando ¢ a varidvel temporal correspondente. O valor esperado é
oo 1
(a)y = / T*aVa?da = C(v* + ¢?)3, (4.43)
0

sendo C uma constante. Isto implica num possivel universo com ricochete, sem singularidade,

pois (a) > C~?/3. Além disso, assintoticamente, ou seja, quando ¢ — oo, temos (a) o ¢>/3.
Podemos facilmente verificar que a correspondéncia com o cendrio cosmoldgico cldssico é

recuperado assintoticamente. Usando FLRW, encontramos as equagoes diferenciais (Equagoes

de Friedmann”), fixando o tempo césmico tal que N = 1:

N2 n—1 . .
(2) = F—ed™ ¢ @' = Ka™?, (4.44)

onde K é uma constante de integracao. Portanto, temos a seguinte equacao para o fator de
escala:

a\2 — _ _6n
3(7> = Ka™ 21 =: py, (4.45)

a
sendo K uma combinacao das constantes anteriores. A solucao geral é dada por

2n—1

n—1
axt s 5 ¢t ono. (4.46)

No limite n — 00, a solucao se torna:
2
axts ; ¢ot. (4.47)

Esta dltima relacdo confirma a afirmacao anterior que ¢ pode essencialmente fazer o papel do
tempo no limite n — oco. Além disso, neste limite o fator de escala se comporta como em um
universo dominado por poeira. Classicamente temos a relacao a 1%, que suporta o resultado
encontrado assintoticamente para o modelo quantico. Vale ressaltar que estes resultados sao os
mesmos encontrados em [51] para um fluido perfeito utilizando o formalismo de Schutz. Assim,
do ponto de vista dos resultados, nao ha originalidade. A novidade esta no formalismo utilizado

nesta secao.

7(%)2 = %”p - a% e % = 4é’(p + 3p), onde p e p s ao a densidade de energia prépria e a pressao do

fluido, respectivamente.
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Capitulo 5
Aplicacoes

Na Cosmologia Quantica, a fungao de onda do universo é obtida a partir da equagao (4.11)
de Wheeler-DeWitt (WDW), que é independente do tempo e, consequentemente nao temos
dinamica quantica. Nesse sentido, a interpretagao de Copenhague da Cosmologia Quantica tem
alguns problemas conceituais sérios: A impossibilidade de uma divisao clara de todo o universo
no observador e no observado dificulta uma interpretagao fisica nitida para a funcao de onda.
Consequentemente nao pode haver qualquer “fungao de onda” lapso como na Mecanica Quantica
padrao. Além disso, assumindo a existéncia de apenas um universo observavel, a interpretagao do
quadrado absoluto da fun¢ao de onda como uma densidade de probabilidade é impossivel. Para
encontrar uma solugao para os problemas acima mencionados, o caminho direto poderia ser a
interpretacao de de Broglie-Bohm (dBB). A interpretagao de dBB é favoravel, especialmente para
uma teoria quantica da cosmologia, porque essa interpretacao é capaz de resolver os problemas
conceituais da Cosmologia Quantica [58-60]. No entanto, temos um problema no uso dessa
interpretacao na Cosmologia Quantica: ela nao pode descrever as trajetérias e as velocidades
nao nulas para as fungoes de onda reais da Cosmologia Quantica.

Nos tltimos anos, a formulagao de Hamilton-Jacobi Quantica (HJQ) foi desenvolvida como
uma nova interpretagao alternativa da Mecéanica Quéantica [59-61] que foi desenvolvida por Lea-
cock e Padgett [62-64]. Uma das vantagens desse formalismo, que segue a Mecanica Cléssica de
perto, é que ele nao enfrenta o problema da estacionariedade (velocidade zero) de particulas em
estados ligados, encontradas na representacao de de Broglie [65, 66]. A formulacao HJQ pode
ser introduzida da seguinte forma. Nés empregamos ¥ = % (@) onde S e ¢" € C, na equagao

de onda correspondente do sistema quéantico para obter uma tunica equagao de HJQ [59-61].
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Como a funcao acgao S é um valor complexo, a posicdo e o momento conjugado das particulas
também sao complexos. Esse formalismo tem sido usado para obter os autovalores de energia
para muitos problemas unidimensionais de estado ligado e problemas separaveis em dimensoes
mais altas para potenciais soliveis [67, 68]. Além da determinagao de autovalores de energia, esse
formalismo tem sido usado para obter trajetérias quanticas no espago complexo. Ao contrario
do formalismo dBB, a trajetéria quantica complexa de uma particula pode ser obtida no for-
malismo de Hamilton-Jacobi Quéantico para estados estaciondrios e ndo-estaciondrios através da

equacao HJQ e da fungdo momento, que é analiticamente estendida ao espago complexo [69-74].

5.1 Interpretacao de Hamilton-Jacobi Quantico do
Mini-superespaco

Revisaremos brevemente os modelos cosmolégicos quanticos de mini-superespaco no contexto
de HJQ desenvolvidos por Fathi, Jalalzadeh e Moniz em [79]. Vamos comecar com o elemento

de linha do espacgo-tempo que é dado por
ds? = —N*(t)dt? + hyda'da?, 0,5 =1,2,3, (5.1)

onde a métrica-3 h;; é restrita a ser homogeénea. Entao a suposicao de homogeneidade de campos

de matéria nos leva a seguinte lagrangiana de Einstein-Hilbert mais os campos de matéria

L= 5o fapld)i6 ~ NU(@") (52)

onde a, 3 =0,1,...,n —1, f,3 é a métrica n-dimensional do mini-superespaco com a assinatura
(=, +,...,+),q* denota as coordenadas locais do mini-superespaco e U(g*) é a particularidade

de —vhR®) (hy;) + V(campos de matéria). O momento canénico conjugado & coordenada ¢* é

oL 1
M, = — = — f.54" .
b = st (5.3)

Assim, a hamiltoniana canénica sera
1
He=Ta® — £ = N[ifaﬁnanﬁ + U(q”)]. (5.4)
A escolha da funcao de lapso, N, nos leva a restricdo da super-hamiltoniana

1
H = 5f"‘ﬂnanﬁ + U(g") = 0. (5.5)

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



5.1 Interpretacao de Hamilton-Jacobi Quantico do Mini-superespaco 68

A quantizagao canonica da super-hamiltoniana (5.5) é realizada em representacgao de coordena-
das, ¢ = ¢%, I, = —id,, e exigindo a aniquilacdo da funcdo de onda independente do tempo

por super-hamiltoniano hermitiano.
H(q", —id)¥(¢") = 0. (5.6)

A equagdo de WDW (5.6) ¢é independente de um parametro de tempo externo e, consequente-
mente, ndo hé parametro de evolucao preferido.

Vamos agora rever a Cosmologia Quantica do mini-superspaco no contexto do formalismo
de HJQ desenvolvido em [79]. A equagao de HJQ de valor complexo é prontamente obtida

substituindo-se a forma polar da func¢do de onda de valor complexo [59-61]
U(g") =5 gt e S(¢") eC, (5.7)

na equacao de WDW (5.6). Observe que a fungao agao, S, e as coordenadas do mini-superespaco,
g", sdo analiticamente estendidas para os valores complexos. Substituindo (5.7) na equagao de

WDW (5.6) nos d4 uma equagao de HJQ
1
3 VSV S + U(g") + Q(g") = 0. (5.8)

Na equacao anterior () denota o potencial quantico complexo definido por

1 1,00,
Q=508=—5(5 /"

> (5.9)

onde [] = faﬁvavﬁ é o operador D’Alembert. Note que nao hé expansdao em poténcias na
derivacao e (5.8) é exato. O formalismo de HJQ aplicado a Cosmologia Quantica afirma que
as trajetorias quanticas sao complexas onde essas trajetérias sao independentes dos observaveis
dadas pela equacao de HJQ (5.8). A equacao de orientacdo, em analogia & Mecénica Bohmiana

padrao, é dada por [79, 63-67]
I, =11,5, II, €C, (5.10)
onde o momento quantico complexo, I1,, estd relacionado com o campo de velocidade por [79]
1 .
II, = Nfaﬁq , NeC. (5.11)

Além disso, as equagoes (5.8) e (5.10) nos dao a restricio complexa da super-hamiltoniana

quantica

1 1
H = gfaﬂnanﬁ + Zfaﬁvanﬁ +U=0, (5.12)
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que é uma equacao diferencial parcial do tipo Riccati. Para obter trajetorias quanticas com-
plexas, precisamos resolver a equagao diferencial parcial anterior. Além disso, a invaridncia da
funcao de onda (5.7) em relacao a adigdo a fungao acdo por um multiplo inteiro de 27 e a

defini¢do de momento em (5.10) fornece
7{ Mydg® =2nm, n=1,2,3,..., (5.13)
C

onde C' é um contorno no sentido anti-horario no espago de configuracao complexo, envolvendo a
linha real entre os pontos de virada cldssicos. A ultima equagao representa a compatibilidade da
HJQ (5.12) e a equagao de WDW (5.6). Embora esta abordagem parega semelhante ao esquema
familiar de WKB, vale a pena ressaltar que a equagao (5.13) reproduz os autovalores exatos de
energia quantizada [80].

Vamos agora aplicar esse formalismo da Cosmologia Quantica, como um exemplo, ao modelo
plano de mini-espaco aberto FLRW com fluido perfeito como campo de matéria. Em principio,
devido a natureza quantica do modelo, o contetdido da matéria deve ser descrito por alguns tipos
de campos fundamentais, como feito em [81]. No entanto, solugoes exatas gerais sao dificeis de
encontrar na presenga de campos fundamentais e a estrutura espacial de Hilbert é obscura e é
uma questao sutil para recuperar a no¢ado de um tempo semicléssico [80, 81]. E claro que usar
fluidos perfeitos é essencialmente semiclassico desde o inicio, por outro lado, ha a vantagem de
introduzir uma variavel conectada com os graus de liberdade da matéria que podem naturalmente
ser identificados com o tempo, levando a uma estrutura espacial de Hilbert bem definida [83-88].
Outra caracteristica atraente da descricdo fenomenoldgica do grau de liberdade da matéria é

que ela nos permite tratar a equacao barotrépica do estado.

5.2 Cosmologia Quantica de Hamilton-Jacobi com Fluido
Perfeito
Vamos considerar agora a métrica espacialmente plana de Robertson-Walker
ds® = —N?(t)dt? + a*(t)(dz? + dy® + d2?). (5.14)

A acao funcional correspondente ao modelo consiste de uma parte gravitacional e uma parte da

matéria (que é considerada como um fluido perfeito) é dada por [89].

_ b e —
A= 167rG/R\/ gd 'z /p\/ gd x, (5.15)
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onde p = > p; é a densidade total de energia do fluido com componentes p;. Para obter as
equacaes dinamicas corretas a partir de uma variagao da acgao funcional acima, é necessario exigir
que o vetor atual do fluido seja conservado covariantemente. Para componentes fluidos perfeitos
nao-interativos, com a equacao barotrépica de estado p; = w;p;, a conservacao covariante do
campo vetorial atual fornece p; = pOi(%)_?’(H“’i), onde w; denota a equacao do parametro de
estado do i-ésimo componente do fluido e o subscrito zero representa os valores na época do
tempo de medigao. Para simplificar a acao funcional definimos uma nova coordenada de tempo
adimensional por n = Hgt, onde Hy é o parametro Hubble. Além disso, definimos um fator
de escala adimensional como x = % e reescrevermos as densidades de energia em funcao dos
parametros de densidade cosmolégica §2; = %pm na época da medicao. Um célculo direto

. . . qs ... 3VzHoad .
mostra que a lagrangiana do modelo, até uma constante multiplicativa ZﬂGOaO onde V3 é o

volume espacial de métricas-3, serd dada por

L= —% (‘? > Qixl_?’wi>, (5.16)

onde definimos a funcdo lapso conforme N = % e sobre a diferenciacao em relacao a . O

momento conjugado para o fator de escala adimensional, =, e a funcao lapso, N, sao dados por

oL i oL
P L S SR (5.17)
o N ON
O hamiltoniano canoénico acaba por ser
H :N(—II?C—{—lZle?’“”) (5.18)
¢ 2 247" ' '

A liberdade do medidor na escolha da funcao lapso nos da a restricao do super hamiltoniano

H:% 1 1—3w;
H:—7+§Zﬁix i~ 0. (5.19)
7

Além disso, a equacgao de campo classica é

d iy N
— (=) - =) 1 -3w)Qz™ =0. 5.20
2 () -5 50 520
Na alavanca quantica, o super-hamiltoniano (5.20), promovendo as varidveis candnicas aos ope-
radores, da a equagao de WDW correspondente

d?V ()
dx?

+) QW (x) = 0. (5.21)

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



5.2 Cosmologia Quantica de Hamilton-Jacobi com Fluido Perfeito 71

5.2.1 Cosmologia Quantica de Hamilton-Jacobi com Fluido Per-
feito de uma Componente

Vamos primeiro considerar um modelo muito simples, onde o fluido tem apenas um com-
ponente. Neste caso, a solucao classica de campo equacoes (5.19) e (5.20) na medida N = 1 é

dada por

z= (\/2@(&0 + 1)77) " (5.22)

A equagao (5.21) neste caso serd reduzida para

d2
@\I!(x) + Qzt 73w (z) = 0. (5.23)

Note que o dominio da definicao do fator de escala adimensional é, x € (0,00), portanto, o
operador super-hamiltoniano, H, é definido em um dominio denso D(#H) = C§°(0,00). Entao,

o super-hamiltoniano é hermitiano (ou simétrico) se a fungao de onda satisfizer a condicao de

contorno de DeWitt [90]
W (0) = 0. (5.24)

A solucao de WDW equagao (5.23) com a condigao de contorno (5.24) é a fungao de Bessel do

tipo um

U(z) = NVzJ (5.25)

( 2v/Q 3<1—w>>
1 —x 2 .
3(-w) \3(1 — 3w)
A funcao de onda (5.25) é real e, consequentemente, na cosmologia Bohmiana [58-60], o fator
de escala nao tem dinamica.

Vamos investigar o formalismo de HJQ do modelo de exemplo. Na primeira etapa, precisamos

estender a coordenada x, para o dominio complexo, z = xg+iz; € C. Inserindo (5.7) na equagao

de WDW (5.23) dé a equagao de HJQ com valor complexo

dIl
112 + z’d—ﬂc +Qzl™3 =0, (5.26)
i

com condigao de contorno (equivalente & condigao de contorno DeWitt (5.24)) II,(0) = oo.

Agora, em vez de WDW equagao (4.23) lidamos com a complexa restricao super-hamiltoniana

quantica (5.26). A solugdo de (5.26) é

J4 3 ( 2\/5 J/'S(lz_w)> 1

=<\ 3(1—w —3w

Hm _ Z 3(1—w) ( ) ___ \/ﬁxl 23 2, (527)
2/ 30-w) T

L 3(1—w)x 2

3(1—w)
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onde o momento complexo quantico, II,, esta relacionado com a velocidade pela equagao (5.17)
ou equivalentemente

1 dz
= (5.28)
No entanto, um tratamento analitico de (5.27) e (5.28) nao parece vidvel. Portanto, usamos as

seguintes formas assintoticas da funcao de Bessel do tipo um para um argumento complexo

1 Z\V
== (5 , 0< 2| < V1+v,
Jo(z) = F(:+1)(2) | 1 (5.29)
memp(z(z - 5= %)) , |zl > 1.
A solucéo aproximada das Equacoes. (5.27) e (5.28) na medida N = 1 entfo serd,
TR= T =/ - 0 <2l <5y (5.30)
2 .
Ty = 0, TR = (7(30'”31)\/677) dett s \x! >1

Essas solu¢oes mostram que, no universo primitivo, o fator de escala complexo cresce com a raiz
) M
quadrada do tempo conformado (como uma matéria rigida ou um campo escalar sem massa)
quando os efeitos quanticos sao dominados. Esse comportamento é independente do tipo de
fluido perfeito e a origem da matéria dura é a quantizacdo. Por outro lado, para grandes valores
)
de fator de escala, |z| > 1, a parte imagindria do fator de escala desaparece e temos um universo

cldssico emergente.

5.3 Cosmologia Quantica de Hamilton-Jacobi de um
Universo Feito de Poeira e Radiacao

Como segundo exemplo, consideremos um fluido de poeira nao interativa, wy = 0 e radiagao,

wy = 5. A solugio cléssica das equagdes de campo. (5.19) e (5.20) é dada por

Q
x = IdUQ + vV, (5.31)

onde wy e w, sao os parametros de densidade de poeira e radiacfo, respectivamente. A equacao
de WDW (5.21) para este caso é

dd;lll(ac) + (Qqz 4+ Q)T (z) = 0. (5.32)

A solugao da equacao (5.32) com condicao de contorno (5.24) é

U(z) = /\/’Ai( — (Qqa + QT)Q;%>, (5.33)
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onde Ai(z) é a fungao Imagindrio do tipo um e N denota a constante de normalizagdo. Se-
melhante ao primeiro exemplo, a fungao de onda de valor real (5.33) implica que a Bohmiana
momentanea se desvanece e, consequentemente, as trajetorias Bohmianas simplesmente ficam
em um lugar.

Vamos investigar o HJQ do modelo. Semelhante ao exemplo anterior, estendemos a coorde-
nada x para o dominio complexo, z = xr + ix; € C. Agora, ao invés de utilizar a equagao de
WDW (5.32) lidamos com a complexa restrigao super-hamiltoniana quantica (5.12), que é dada

pela seguinte equacao:

d
| A —

Q Q, =0, .34
d:v+ dax + 0 (5.34)

onde a condigao de contorno, equivalente a condi¢ao de contorno DeWitt (5.24), é I1,(0) = oo.

A soluca o desta equacao ¢ do tipo Riccati

1 Al (u)
_2 ,
onde u = —(wqzr + U )w, *, Ai'(u) = %éu) e o momento quantico complexo estd relacionado

com a velocidade pela equagao (5.28). Usando a condic¢ao de contorno DeWitt na funcao de onda

_2
(5.33), ou equivalentemente II(0) = co em (5.35) obtemos, —w, € * = a, onde a, sdo as raizes
2

. o ~ . ~ 3
imaginaria da funcao. Para grandes valores de n, as raizes sao dadas por a,, = — (37”(71 — %))

onde n é um inteiro. Isso nos da a condicao de quantizacao para a razao dos parametros de

densidade
_2 1\ 2
0,0, = (3i(n - 7)) : (5.36)

Um tratamento analitico das equagdes (5.28) e (5.35) nao parece vidvel e usamos a seguinte

forma assintética da funcao imaginaria do tipo um

dAi(Q) | Q%
] C=anilyT |33‘|<<1,
Ai(u) = a , (5.37)
w"ieap(—Fuz) , Ja| > 1,
_2
onde u = —(Qqz+w, ), *. Assim, a solucao aproximada das equagoes (5.28) e (5.35) na medida
N =1 seré
xR:xI:\/ﬁ ) |JJ‘<<].,

. (5.38)
vy =0,2p =0 +vVQn , |z > 1.

A solugao acima mostra que no universo primordial, onde os efeitos quéanticos sdo dominados,

o fator de escala é complexo e cresce como o fator de escala de um universo preenchido com
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um campo escalar sem massa. Por outro lado, para grandes valores de fator de escala, a parte
imaginaria do fator de escala desaparece e o movimento é inteiramente classico. A solucao para
|z| > 1 no tempo de medicao 179 da 4 + 2, = 1. Portanto, usando esta condicdo e a equagao
(5.36) podemos obter os parametros de densidade de radiagao e poeira em termos de nimero

quantico n. Para valores muito grandes de n, temos

(5.39)

Assim, o universo emergente torna-se completamente cldssico, com espaco real do mini-esuperespaco,

radiacao dominada e a densidade de poeira é menor em muitas ordens de grandeza.
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Consideracoes Finais

Durante esta dissertacao foi analisado o formalismo de Hamilton-Jacobi Quéantico que for-
nece uma formulagéo alternativa da Mecanica Quantica nao-relativista. Neste formalismo, a
funcao de onda é expressa pela fungao acao complexo ¥ = Re:cp(%). A principal caracteristica
deste formalismo é que os autovalores de energia do estado ligado podem ser determinados pela
variavel de agdo quantica sem explicitamente resolver a equacao dindmica. Este método tem sido
usado para obter os autovalores de energia para muitos problemas unidimensionais de estado
ligado e problemas separdveis em dimensoes para potenciais soluveis. Além da determinacao
de autovalores de energia, o formalismo Hamilton-Jacobi Quéntico tem sido usado para obter
trajetérias quanticas no espaco complexo.

Primeiramente o formalismo de Hamilton-Jacobi foi analisado para resolver problemas cléssicos
unidimensional como particula livre, oscilador harmonico e oscilador harménico amortecido.
Notou-se que esse formalismo é um método construtivo que permite em muitos casos produ-
zir uma transformagao canonica que simplifica de forma considerdvel resolver as equacoes de
movimento de um sistema mecanico.

Por fim usamos o formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico para resolver alguns problemas
da Mecanica Quantica como o oscilador harmoénico quantico, potencial degrau e a probabilidade
do campo de velocidade. Com isso verificamos que o formalismo de Hamilton-Jacobi Quantico
de fato é uma forma alternativa da Mecanica Quantica, com a uma caracteristica primordial
onde os autovalores de energia do estado ligado podem ser determinados pela variavel de acao
quantica sem explicitamente resolver a equagdo dinamica. O formalismo de Hamilton-Jacobi
Quantico com aplicacao na Cosmologia Quantica onde a funcéo de onda do universo é obtida a
partir da equagao de Wheeler-DeWitt, a principal vantagem desse formalismo é que ele segue a
Mecéanica Classica de perto, sendo assim nao enfrenta problemas de estacionariedade (velocidade

zero) de particulas em estados ligados.
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A partir deste trabalho pretendemos escrever um artigo relacionando a Cosmologia Quantica
para uma classe de problemas em aberto como a interpretacao do Mini-superespago e o universo

feito de poeira e radiacao.
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Apeéendice A

Potencial Quantico de Bohm e a
Equacao de Hamilton-Jacobi

Quantico

Para relacionar o potencial quéantico Q(x) definido na equacao (3.35) para o potencial
quantico de Bohm @Qp(z), vamos primeiro expressar a acao na equagao (3.29) em termos de
duas fungoes de valor real, S = s —ihc. Em termos dessas fungoes. a funcao de onda é dada por

is ~ A g 4
U =clt%) ea funcao de momento quantico é

oS . dc Os

Esta expressao serd entao substituida na EHJQ dada na equagao (3.34), e a equagao resultante

serd entao separada em partes reais e imagindrias.
A parte imagindria d4 a equacao
10%s  Oc Os
,724_77:0' (A'Q)
2 0x Oz Ox

Esta equacao também pode ser obtida a partir da equacao de continuidade para estados esta-

cionarios,
0 0
55 = 5 () = 0. (A.3)

Essa conexao é feita substituindo as expressdes para o densidade de probabilidade, p = ¢, e a

velocidade de fluxo, v = (1/m)ds/0x, na equagao (A.3).
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A parte real da equagdo mencionada anteriormente é

1 ,0s\2 Rh? [/0c\2 0%

— (=) ——|l= — || =F-V. A4
2m(3x> 2m[(8x) + (&T?)] v (A4)

O segundo termo entre colchetes é o potencial quantico de Bohm,

h? r/0c\2 0%

=—— (= — ). A5
@(7) 2m[<6w> + (8372)] (A-5)
Nesta equacio, o primeiro termo surge do termo p? na EHJQ, equacdo (3.34), e o segundo termo
surge do potencial quantico, @ = [h/(2m)]0p/dx. O potencial de Bohm na equagao (A.5) pode

ser expresso de uma forma mais familiar, usando a relacao R = e, para que possamos obter

Qp(r) =

h2 <82R). (A.6)

"~ 2mR\ 9x?
Esta andlise mostra que o potencial quantico de Bohm @B surge de dois termos na EHJQ dado

na equacao (3.34) o qual nao é idéntico ao potencial quantico @ definido na equagao (3.35).
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Apéendice B
Vinculos na Relatividade Geral

As equagoes de campo sao obtidas variando-se a acgao

S:/ Ld'z, (B.1)
D

onde D, L e d*x sdo respectivamente o dominio da funcdo, a Lagrangiana e a medida do espaco-
tempo. O principio da minima a¢ao diz que a variacdo da agéao é nula, ou seja, 45 = 0.
Desta equagao, considerando que a Lagrangiana sé depende das derivadas primeiras dos campos,

obtemos as equacédes de Fuler-Lagrange

00,  0®;

o~ 55 #(a(gf@Q:o,

(B.2)
vélidas para todo 7, isto é, para todo campo expresso na Lagrangiana.
Das Equagoes de Hamilton (1.10), o equivalente a Equacao de Euler-Lagrange, obtemos os

seguintes vinculos

om

IN —Ho = -7 = 0; (B.3)
g;fl. —H; = —i; = 0. (B.4)
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Apéndice C

Aspectos Matematicos do Operador

Momento

Os problemas de carater autoadjuntos apresentados na secao 3 do Capitulo 4 aparecem
por um motivo em especial: o dominio considerado para as varidveis do mini-superespaco ¢é a
semirreta real, isto é, as varidveis sao estritamente positivas. Neste dominio, o operador momento
]5, no caso, o operador de derivacao, nao é autoadjunto. Este problema é herdado pelo operador
Hamiltoniano, que é, como visto, escrito em funcao dos operadores posicao. Neste apéndice,
vamos fazer uma andlise matematica sobre este operador e sobre ]52, seguindo as referéncias [44,
45]. No mini-superespago que consideramos para uma teoria escalar tensorial, temos a > 0 e
¢ > 0, sendo a o fator de escala e ¢ o campo escalar da teoria. Porém, para apresentar um melhor
exemplo de como as ferramentas matematica apresentadas na Secao 4.3, vamos considerar neste
apéndice o operador momento no segmento [0, 1].

Seja P = id/dz o operador momento, com o dominio sendo os conjuntos de todas as fungoes

¢ absolutamente continuas que se anulam na fronteira. Isto é:

D(T) = {¢l¢ € AC[0,1], ¢(0) =0 = (1)} : (C.1)

sendo ACI0, 1] é o conjunto das fungoes absolutamente continuas, em outras palavras, continua
a menos de um numero enumeravel de pontos, de forma que seu fecho é continuo. O operador

P é simétrico neste dominio. De fato:

wpor=i [ o (o)te=iwalh—i [ (ot = [ (Pu) otr = (Pu.9). (©2)

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



Consideragoes Finais 81

Assim, temos que P* = P. Aplicando o método de von Neumann, vamos encontra as solugoes

linearmente independentes da equagao de autovalor
P¢ = z’iqs = +i¢ (C.3)
dx ) '
Essa equacao tem duas solugoes linearmente independentes para o segmento [0,1]:
or=¢e" ; Pp_=e " (C.4)

Portanto, os indices de deficiéncia deste operador sao ny = n_ = 1 e entao este operador possui
extensoes autoadjuntas.

As extensdes P, sido dadas pelo conjunto das fungoes v que satisfazem

(0, Py) = (Po, ), (C.5)

com ¢ = ¢4 + Ap_, sendo A um numero real qualquer. Assim,

(6, Py) =i /0 e e (%@z}) do = i[(e" + Ae )b — i /0 e e ds = (C.6)

i + (P, v, (C.7)

(e 2) (1) — 1+ A)(0)

ou seja, devemos ter
<e + 2) IT+N"IA1) =A0)=0 = X0)=A\(1), (C.8)

com X = (e + Ae™1)(1 4+ A)~!. Portanto, as extensdes P, sdo tais que seus dominios sio dados
pela condicao acima. Como « é arbitrario, temos que o operador momento possui infinitas
extensoes.

Lembrando que a extensdo é construida a partir da forma quadratica (4.20), q(¢,v) =

(¢, T), e seu dominio Q(q) deve ser fechado sob a norma (4.19). Relembrando:

19113 = 1117 + (¥, ). (C.9)
Isso significa que, dada uma sequéncia de fungoes {¢,,} C Q(q) convergentes tais que 1, — 1
na norma || - ||+1, entdo ¢ C Q(¢). Em outras palavras,

¢ = ¢ull31 — 0. (C.10)

Neste caso, a norma da forma é dada por

i == [ (et = [ (o) e ol = WP . (@)

2

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



Consideragoes Finais 82

Assim, tomando fungdes ¢, C Q(g), a condi¢ao |[¢) — ¥n|[2; — 0 nos diz que precisamos ter

() — (a)] — 0, (C.12)

para todo a € (0,1) ja que fungao e derivada, neste caso, devem convergir. Em particular,
devemos ter (0) = 0 = (1), ja que as derivadas tem que convergir suavemente também. Assim,
a extensdo de Friedrich do operador —d?/dx? é a extensdo autoadjunta que possui condicdes de
fonteira ¢(0) = 0 = 1)(1). O espectro desta extensdo é {(n7)?; € N}, que correspondem aos

autofuncoes {sen(nmz)}. Como o operador é limitado inferiormente por 7, a extensao também

o é [57].
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