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RESUMO

Este trabalho trata da solubilidade de problemas elipticos da forma

Lu= f(x,u,Vu) em Q
u =0 sobre 0f2.

com §2 um dominio limitado do R" e com fronteira suave. Primeiramente, seguindo

[7], estudaremos o problema dado com L na forma

"0 ou " ou

2,j=1
Para mostrar que este problema possui ao menos uma solugao em W27 (Q), para
p < n, usaremos o método de sub-supersolucao. Posteriormente, guiados por
[9], estudaremos o problema com £ = —A. Mostraremos que tal problema possui
solugao fraca, ou seja, em H! (Q) . Para isso usaremos métodos variacionais. Mas,
antes de atacarmos os problemas faremos um aparato geral da teoria que estd
por tras destes resultados, como funcoes testes, teoria de distribuicoes, espagos
de Sobolev, entre outros. A exposicao destes contelidos bdsicos nao serd longa,
pois o intuito é apenas indicar o que ¢ minimamente necessdrio para entender as

técnicas que aqui serao expostas.

Palavras-chave: Sub-Supersolucoes, Teoremas de Imersao de Sobolev, Teoremas

de pontos fixos e Métodos Variacionais.
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ABSTRACT

This work deals with the solubility of elliptic problems of the form

Lu= f(x,u, Vu) em Q
u =0 sobre 0f),

where  is a bounded, smooth domain in R™. First, guided by [7], we study the
problem with £ in the form

"0 ou " ou

=

To show that this problem has at least one solution in W27 (Q) , for p < n, we use
the method of upper and lower solutions. Subsequenty, guided by [9], we examine
the problem with £ = —A. We will show you that this problem has a weak
solution, that is, in H} (©2). To this we use the variational methods, but before
tackiling the problems we will give apparatus of the general theory behind these
procedures, as test functions, theory of distribuitions, Sobolev spaces, among
others. The exposure of these basic contents will not be long, because the aim
is merely indicate what is minimally necessary to be understand the techniques

that we will be used.

Key words: Upper and Lower-Solutions, Sobolev’s Imbedding Theorem, Fixed
Point Theorem and Variational Methods.



INTRODUCAO

Em varias aplicacoes é de fundamental importancia saber se a equacao que
modela certo fenomeno possui solucao. Mesmo que nao seja possivel obter ana-
liticamente tal solugao esta informagao nos indica se ¢ vidvel ou nao investir em
algum método para determinar a solucao, bem como as caracteristicas dela, in-
clusive a questao de multiplicidade. No presente trabalho, por exemplo, nos con-
centraremos em apresentar métodos que permitam, sob determinadas condigoes,

mostrar a existéncia de solucao de problemas elipticos quasilineares da forma

Lu= f(xz,u,Vu) em Q
u =0 sobre 0f),

(1)

com {2 dominio limitado e possuindo fronteira suave. A existéncia de solugao para
o problema (1) vem sendo estudada por vérios pesquisadores. Amann [3]| provou a
existéncia de solucao cldssica minimal e maximal para o problema (1), assumindo
que uma dupla sub-supersolucao de (1) existe. Quando p > n, Amann e Crandall
[4] provaram um resultado similar no espago W?2? (£2) , novamente usando o fato
de existir uma sub-supersolucao para (1). Na mesma época Kazdan e Kramer
[16] demonstraram a existéncia de uma solugao cldssica. Alguns anos depois,
Dancer e Sweers [6] observaram que, assumindo a existéncia de sub-supersolucao
em W™ (), existe uma solugao minimal e maximal em W (). Antes, Hess
[13] provou a existéncia de uma solugao v € W2 (Q) para (1), e usando um
argumento de bootstrap encontrou uma solugao v € W2™ (2) onde m é dado por
m = min {%, p} com a < 2. Mais recentemente, alguns pesquisadores atacaram o
problema utilizando o teorema de ponto fixo de Leray-Schauder partindo do pre-
suposto que existe sub-supersolucao para o problema (1). Xavier [18] encontrou
uma solugao em W?2P () no caso em que L é o operador de Laplace e p > n,
porém sem fazer uso de sub-supersolugao. Posteriormente Yan [19] provou que a

condicao p > n pode ser relaxada.
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Os problemas do tipo (1) descrevem uma grande quantidade de fendmenos.
Aparecem em problemas de condugao de calor, em problemas de natureza mecéani-
ca, como no movimento de uma membrana delgada e eldstica com as extremidades
fixas em seu estado estaciondrio. Também em problemas de eletricidade. Por
exemplo, a fungao potencial elétrico num meio dielétrico que nao contém cargas
elétricas ¢ modelada por um problema do tipo (1). Isto justifica um trabalho
como este.

No primeiro capitulo faremos um breve comentério sobre os contetdos que sao
necessarios para um pleno aproveitamento do resultados principais. No segundo
capitulo faremos uma breve exposicao da teoria de solugao para a EDP eliptica
classica. No entanto, ressaltamos que, de maneira nenhuma temos como objetivo
apresentar um material sobre teoria geral de equagoes elipticas. No terceiro capi-
tulo mostraremos, usando o método de sub-supersolugao proposto por Delgado e
Sudrez [7], que o problema (1), com

"0 ou ~ ou
Lu = —Za—% (az‘j (z) a—%) + Zbi (z) 9z,

i,5=1

possui ao menos uma solugao em W?2? (). Para isso vamos impor algumas
condicoes sobre a fungao f e ao operador L.

No quarto capitulo vamos mostrar que o problema

—Au = f(z,u,Vu) em
u =0 sobre 0f),

possui solugao em H! (). Para isso usaremos métodos variacionais, como pro-
posto por de Figueiredo, Girardi e Matzeu [9]. Novamente teremos de impor

algumas condigoes sobre a funcgao f.
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NOTACAO

Antes de iniciarmos nossos estudos vejamos algumas notacoes bésicas.

Seja n € N. Dizemos que o vetor ¢ um n—multiindice se o = (a1, ag, ..., @)

onde os «;’s sao, para cada 7, inteiros nao negativos.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

n
. Dado um multiindice o = (ay, ag, ..., ) , escrevemos |a| = Y |ay];
=1

Para = = (21, 3, ..., ,,) , denotaremos x* = z{'x5?...2%";

0192 Qg
Escreveremos 0% = ———- ;
8331 8]}2 8%‘%”

Por Dj, para j = 1,2,...,n, representa-se a derivagao parcial a—;
T

) denotard um dominio em R", ou seja, um conjunto aberto e conexo;

No caso de trabalharmos com (2 limitado ou de medida finita, explicitaremos

no decorrer do texto.

A fronteira do conjunto B sera representada por 0B;
A CC Q significa que A é um conjunto compacto de 2;
C§°, veja pagina 3;

D' (Q), veja pagina 10;

&' (), veja pagina 16;

Wk (Q), veja pagina 18;

ut e u”, veja pagina 21;

WHkP (Q), veja pagina 23;

||-||Wk,p(Q) , veja pagina 23;
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

H! (Q), veja pégina 24;

5, veja pagina 26;

cme (ﬁ) , veja péagina 39;
HUHoma(ﬁ) , veja pagina 40;
HuHcm,a(ﬁ) , veja pdgina 40;

|lu||, veja pégina 59;
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos resultados que serao utilizados nos capitulos
posteriores. Deixamos desde ja claro que o leitor deverda possuir pelo menos
conhecimentos minimos de andlise real e teoria da medida e nisso estao incluidos
nocgoes bdsicas de espagos LP.

Para uma maior quantidade de detalhes consulte [1], [5], [8], [10], [11], [12],
[14] e [17].

1.1 Funcoes Teste

Comecaremos 0 nosso estudo definindo o que é o suporte de uma fungao.

DEFINICAO 1.1.1. Considere 2 C R"™ um conjunto aberto e f : Q@ — C uma
fungao. O conjunto S(f) ={x € Q; f(x) # 0} é o suporte da fungao f.

TEOREMA 1.1.2. Dados 1 < p < co e um aberto §, o conjunto das funcoes

continuas em um aberto ) é denso em LP(X).

DemonsTrRAGAO. Consulte [17]. n

TEOREMA 1.1.3. Conhecidos 1 < p < oo e um aberto Q C R", o conjunto das

fungoes continuas em §, com suporte compacto, é denso em LP(€).

1
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DEMONSTRAGAO. Seja f € LP(Q2). Trabalhando com as partes real e imagindria
podemos supor que f é real. Fixemos ¢ > 0. O Teorema 1.1.2 nos garante
que existe g continua em 2, de L7 (), tal que ||f —g|[, < 5. Agora, para cada

nimero natural n, definiremos

K, ={z € Qd(z,00) > — e ||z| < n},

SHNS

onde d(z,0Q) = inf{|lr —y|; y € 00} quando I # ) e caso contrario tomemos
K, ={zx € Q; ||z|| < n}. Com isso temos K,, C K, 1, é possivel verificar que K,
¢ compacto para cada n e Uy | K, = (.

Temos que a funcao
u(B) = /B lg(x)|” dx, para B C € mensurdvel,
¢ uma medida. Desta forma temos que
p(UnZy K) = lim p(K).

Logo ¢é possivel encontrar n, de maneira que

[/ |g(x)|pdx] T L
Q\K’ﬂo 2
Pegue ny =n,+ 1 e definat: 2 — R por

B d(z, Q)
M) = ) + d@.G)

x €,

com F = K,, e G = Q\K,,. Esta funcio estd bem definida pois temos que
d(a, F) + d(a,G) = 0 quando, e somente quando, d(a, F) + d(a,G) = 0 se, e
somente se, d(a, F) = d(a,G) = 0 se, e somente se, a € FNG = FNG, ji que
F e G sao fechados, mas F' NG = (). Temos que a funcao ¢ é continua uma vez
que d(z,G), d(z, F) e d(z, F) + d(x,G) sao fungdes continuas. Além do mais,
0 < t(z) < 1 para todo = € . Com isso podemos construir ¢(z) = t(x).g(z),
x € , que é continua e possui suporte compacto tendo em vista que S(p) C K.
Segue que

1f=ell, <If —gll, +llg—ll,,
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qu»wmmwm:A%wmwwmmwm+éwmmm—wmvm,

que resulta

Hg—ﬂﬁs/ 9] de.
O\K

o

Desse modo temos

€

2

€
1f =ell, <Ilf =gll, +llg = oll, <5 +5 =€

que era o que queriamos mostrar. [
As fungoes de nosso principal interesse serao as de classe C*°(€2) que possuem

suportes compactos, para este propésito vamos definir o espaco das fungoes teste.

DEFINICAO 1.1.4. Considere QQ C R"™ aberto e nao vazio. Chamaremos de

espaco de funcgoes teste ao conjunto
Cr()={f:Q—=C; felC™() eS(f) écompacto}.

Antes de apresentarmos um exemplo deste espaco vamos enunciar um resul-

tado cldssico de grande importancia que é:

PROPOSICAO 1.1.5. Consideremos X e Y subconjuntos do R™. Considere as
funcoes mensurdveis f : X - R eg:Y — R com f definida em uma vizinhanga
de x,, com excecdo possivelmente do préprio x,, e g definida em uma vizinhanga

do infinito. Se existir A € R positivo tal que
f(x) =O(]z - $o|_n+’\) quando v — x, e

g(z) = O(Jz] ") se x — oo,

entdao podemos escolher constantes reais e positivas A e r de modo que

/ |f(z)|dr < oo e / lg(x)| dz < oc.
|lz—zo|<A

Be(0,r)NY

DEMONSTRAGAO. Veja referéncia [11]. n

Agora vejamos um exemplo de uma fungao que estd em C°(R™).
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EXEMPLO 1.1.6. Para x em R"™ vamos definir

o(2) el\wllé—l, se ||z <1le
€Tr) =

0, quando ||z| > 1.

Esta é uma funcao teste real. Usaremos com muita freqiiéncia a funcao o, que é
obtida multiplicando a fungao ¢ por uma constante positiva, de modo que a fungao

teste p € nao negativa e satisfaz [5, p(x)dr =1 e S(¢) = B(0,1). Mostraremos

que C°(2) é denso em LP(S2) usando esta ¢ e o teorema que segue.

TEOREMA 1.1.7. Dadas f,¢ : R" — C de modo que ¢ € L*(R™) e f € LP(R"),

1 < p < o0, para cada € > 0 defina

fe(x)= | flz—ey)d(y)dy.

Rn
Entao f. € LP(R") e |[fll, < [IfIl, ¢ll, - Além disso, quando p for finito, se por
acaso ¢ tiver suporte compacto, ¢ > 0 e [p, ¢(x)dx = 1, entdo || fo — fI|, — 0

quando € — 0.
DeEMONSTRAGAO. Consulte [11]. n

PROPOSICAO 1.1.8. Seja p um numero real tal que 1 < p < oo. Entdo C°(Q2)
é denso em LP().

DEMONSTRAGAO. Basta mostrar que C5°(2) é denso em C2(£2) ja que este espago
¢ denso em LP(Q2) conforme o Teorema 1.1.2. Consideremos f uma funcdo em

C?(2). Tome ¢ como no Exemplo 1.1.6 e defina a fungao

f(x), casox € Qe
0, se x € R"\ Q.

Podemos concluir que ]/“\ € LP(R"™). Com efeito, levando en conta que f estd

| |f@l - / (@) dz < oo.

d(5(f), %)
2

em LP(£2), temos que

Entao, para € < podemos definir

~

fe(x) = . (x — ey)p(y)dy, v € R
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Fazendo uma mudanca de varidveis temos que

fi@) = | Ja-eapewdy=c" [ Fuye(=—2)dy

RTL Rn

= | ey

S(f) €

Dado a um multiindice qualquer temos, usando a regra de Leibniz, que

€

h = [ e )

ja que p € CX(R™). Portanto f. € C*°(R™). Por outro lado, se f.(a) # 0, vemos

que existe algum y, com ||y|| < 1 de maneira que a — ey € S(f). Desta forma,

a € S(f)+€eB(0,1) e podemos escolher r > 1 de modo que S(f) C B(0,r). Com

isto temos que a € S(f.) C S(f)+eB(0,1) C B(0,7)+eB(0,1) C B(0,r+¢). Logo

d(5(f), %)
2

conclufmos que f. € C3°(€2). Usando o Teorema 1.1.7, temos que || f. — f[[, — 0

S(fe) é compacto. Além do mais, como € < , temos que S(f.) C e

quando € — 07. Isso mostra que C°(Q2) é denso em C?(2). Também temos que

LP(Q) = C3(Q) = C(Q) = C(Q).

o

Portanto C5°(2) é denso em LP(92). u

Uma observacao a ser feita é que dada f € LP(Q2), 1 < p < oo, a funcao f.,
definida na proposigao acima, pertence a C5°(2) N LP(Q2) e é dita fungao regula-
rizante da funcdo f. E possivel provar que C°(2) nao é denso em L>(1).

Vamos, agora, definir o que sao funcoes localmente integréveis.

DEFINIGCAO 1.1.9. Considere @ C R" um conjunto aberto e 1 < p < oo.

Se f : Q — C for uma fungao mensurdvel e para qualquer compacto K C )

[ | f(@)]P dz < oo, dizemos que f € LY, ().

p
loc

E possivel provar que se f € L®(Q), entdo f € L? () qualquer que seja

1 <p<oo.

PROPOSICAO 1.1.10. Se 1 < p < oo, entdo LY () C L} (Q).

loc
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DEMONSTRACAO. Vejamos o caso 1 < p < oo. Peguemos K C ) compacto e

fe Ll (Q). Tome

loc

l,sex e Ke
0, caso = ¢ K.

g(z) =

1 1
Temos que g € L7(Q2) para qualquer que seja ¢ satisfazendo —+— = 1. Observe
P g

que |f|g% € LP(Q), pois f € L} (). D

loc

[@nas] <[ [ i@ttt

segue, usando a desigualdade de Holder, que
P L )
[as] < [irorac| [ ad]" = ([ o) s <
K K K K
completando a prova. [ ]

TEOREMA 1.1.11. Considere K compacto, Q um conjunto aberto e K C .
Entao existe uma fungao ¢ € C°(Q) que vale um numa vizinhanga de K. Além

do mais, 0 < <1 em €.

DEMONSTRACAO. Tomemos ¢ € C°(R™), como no Exemplo 1.1.6, de modo que

/ngo(x)dx = 1.

Quando 99 # 0, consideremos ¢ > 0 de modo que d(K,d9Q) > 4e. Caso

p=>0e

contrario, tomaremos ¢ = 1. Independente da situagao ponhamos
Ki={zxeQdz,K)<e}e Ky={xe€Qd(z,K;) <¢€}.
Consideremos f de modo que

1,casor € Ky e

0, se x ¢ Ko,
e, agora, definiremos

- f(z), quando x € Q e
0, se x € R"\Q.
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Podemos desta forma escrever

~

flx)= [ flz—ey)p(y)dy,

Rn
j4 que f € L' (Q) e ¢ pertence a L'(). Da Proposicao 1.1.8, f. € C(9). Se
¢ € Kj, entdo ¢ — ey € K, independente de quem seja y, com ||y|| < 1.

Vejamos a justificativa deste fato. Se 7 satisfaz ||| < 1 e T = ¢ — ey, dai
temos d(Z, K1) = inf{d(Z,k); k € K1}, ouseja, d(z, K;) < d(T,c) jad que c € K3
temos que d(Z, K1) < ||T — ¢|| = || —€y|| < €. Logo ¢ — ey € Ky,

Da maneira como f foi definida temos que f(c — ey) = 1 para cada y com
lyll < 1. Segue que

folo)= | Fle—ey)p(y)dy = /B(O ! fle—ey)p(y)dy = / o(y)dy = 1.

Rn B(0,1)

Entao f. vale um numa vizinhanca de K. Além disso, de 0 < fg le0<p

em {2, temos que

0< @)= [ Fa-apewirs [ ety =1,
Rr B(0,1)
Basta agora considerar ¢ (z) = f.(x), z € Q. Neste caso o Teorema 1.1.8 nos

garante que S (¢) C Q e que ¥ € C* (). Isto completa a prova. [ ]

DEFINICAO 1.1.12. Consideremos Q C R™ um conjunto aberto e (¢,),c; wma
familia de fungées de C°(2). Diremos que esta familia é uma parti¢ao da unidade
se

1) Ve € Q existir uma vizinhanga do ponto ¢ que intercepta apenas um nimero
finito dos suportes das (p,)’s;

2) Vo € Q tivermos Y, ., po(x) =1 e

3) Vx € Q e Va € I tivermos ¢, () > 0.

Resulta diretamente das condigoes 2) e 3), da definigdo acima, que para cada
z € Q temos 0 < ¢, () < 1, isto ¢, a condigdo 2) caracteriza o nome parti¢ao
da unidade. Dados ¢ € Q e uma vizinhanca deste ponto, como na condic¢ao 1) da

definigao acima, o somatério em 2) contém apenas um mimero finito de parcelas.
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Isto implica que podemos diferenciar ) ., ¢, obtendo, para cada 3 multiindice

com |B| > 1, Y. 0%, () =0, Vz € Q.
acl
Vejamos agora o que é uma particao subordinada.

DEFINICAO 1.1.13. Seja (Uy,),c; uma familia de conjuntos abertos de R". Dize-

mos que a particao da unidade (goj) estd subordinada a familia de abertos

jeN

(Ua)er s€Va € I existir um nimero natural j de maneira que S (¢;) C Us,.

LEMA 1.1.14. Considere K C R"™ um conjunto compacto nao vazio e os aber-

tos V1, Vs, ..., V,, contidos em R™ de modo que K C 61‘/3 = ). Entao existem
]:

conjuntos compactos K; C V; de modo que K C flei.
1=

DEMONSTRACAO. K é compacto, entao podemos escolher r > 0 de maneira que
K < B(0,r). Como K C j[lej podemos trocar os V; por V; N B(0,7) = Vj e
supor que V; # 0, j = 1,2, ...m. Entéo os V}’s sdo abertos e também sao limitados.
Portanto 0V} # () para todo j = 1,...,m. Defina, para todo j = 1,...,m e para
todo n € N,

VP = {x € Vi d(z,0V;) > %}.

E possivel provar que os V" ’s sdo abertos e que W C V;. Afirmamos que existe i
de modo que K C jgvf'ﬁ' De fato, procedendo por contradicao teriamos que para
qualquer n natural existe r,, € K, entretanto z;, nao estaria em V" para nenhum
nimero natural n e para nenhum j = 1,...,m. Contudo, sendo K um conjunto
compacto, a seqiiéncia (x,,) contém uma subseqiiéncia (x,, ) convergindo para um
ponto T € K. Como K C j@l‘/j, entao T € V) para algum [. Levando em conta
que (z,,) nio estd em VJ”’“ para nenhum k e para cada j = 1,..,m, segue que
d(z,0V)) < nik para cada k£ nimero natural. Com isso temos que T € 9V}, o que

implica V; NIV, # 0, o que é uma contradi¢do. Agora basta tomar K; = W NK

para cada j = 1, ..., m. Isto completa a demonstracao. [ ]

TEOREMA 1.1.15. Nas condicoes do lema anterior temos que para cada 7§,
existem fungoes p,; € C3°(V;) tais que

a) 2_pi(x) <1, Vo €
i=1
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b) >, = 1 numa vizinhanga de K e
=
) 0< ¢, <1 emQ para cada i =1,2,...,m.

.

DEMONSTRAGAO. Basta construir uma particao da unidade subordinada & cober-
tura {V1 V..., V,,}. Comecaremos determinando compactos K; C V; de maneira
que K C ZQIKZ-, ou seja, formam uma cobertura para K. Isso pode ser feito gracas
ao lema anterior. Tomemos também fungdes ¢; em C5°(V;) valendo um em uma
vizinhanga de K;, 0 < ¢; < 1 em V; para cada j = 1,2,...,m. Defina ¢, = ¢, e
para cada 1 <1 <m, ¢, = ¢;(1 — ¢;)(1 — ¢5)...(1 — ¢,_;). Desta forma podemos
obter, para todo k =1,2,....m

Yoo =1—(1=6)1—=0y)...(1— ).

Usando inducao em k < m, podemos verificar que a férmula acima é vilida e com
a construgao das fungdes ¢, desta maneira podemos constatar a validade de a),

b) e c). -

1.2 Distribuicoes

Iremos colocar as idéias de maneira direta com o objetivo apenas de estabele-
cer nogoes bdsicas sobre este assunto. Para maiores detalhes consulte [14].

Um funcional linear é continuo se, e somente se, ele for continuo no ponto zero.
A fim de usar este resultado é necessario a nogao do que significa convergéncia a

zero em C°(Q2), que é o que iremos fazer em seguida.

DEFINICAO 1.2.1. Seja 2 C R™ um conjunto aberto. Diremos que a seqiiéncia
(gpj)jeN C C°(§2) converge a zero em C()) se:
1) Existir um subconjunto K C ) tal que S(p;) C K para todo j =1,2,... e
2) Para cada multitndice o, 0%p; converge a zero uniformemente em K.

Nora: Diremos que (goj)jeN C C(Q) converge para a fungao ¢ € C2°(2) quando

@; — ¢ — 0em C°(9).
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DEFINICAO 1.2.2. Seja Q C R™ um conjunto aberto. Um funcional linear con-

tinuo u : C(Q2) — C denomina-se distribui¢ao.

OBSERVAGAO: Denotaremos o valor da distribuicao u aplicada na funcgao teste

@ por < u, > ou u(p) e indicaremos por D'(€2) o conjunto das distribuigoes

definidas em C$°(2).

ExeEMPLO 1.2.3. Considere 0 C R™ um conjunto aberto. Para a € ) ponhamos
do 1 C(Q) — C de modo que < d,,p >= p(a) para todo ¢ € C(Q). Entdo 0,

¢ uma distribuicao e é denominada distribuicao de Dirac centrada no ponto a.

PROPOSICAO 1.2.4. Considere f € L}, (Q). O funcional

loc

<Tpp>= [ Ja)elw)dn, o € CFO),
Q
¢ uma distribuicao.

DeMmoNsTRAGAO. Consulte [14]. u

Na Proposi¢ao 1.2.4 também podemos tomar qualquer fungao f € L7 (),

loc
com 1 < p < oo, pois L () C L},.().

loc loc

PROPOSICAO 1.2.5. Sejam f,g € L .(Q). Entao Tf = Tg se, e somente se,

loc

f=gqtpem .

DEMONSTRACAO. Temos que f = g ¢.t.p em {2, com isso temos que o conjunto
A={x€Q; f(x) # g(x)} tem medida nula, entdo ¢(f — g) = 0 ¢.t.p em Q para
toda ¢ € C2°(Q),pois o conjunto onde esta expressao nao se anula tem medida

zero. Desta forma temos que

/Q o(f — 9)]()dr = 0, Yo € C(Q).

Reciprocamente, tome K C ) compacto e ¢ € C(Q2) valendo um numa

vizinhanca de K. Agora, defina

~ f(z), casox € Qe
fz) = eg(r) =
0, se z € R"\Q 0, se z € R"\Q,

g(x), quando x € Q e
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e, por fim,
~ P(z), sex € Ne

h(x) =
0, caso z € R"\Q.
Para h = f — g ponha
~ h(z), sexeQe
h(z) =
0, caso x € R™\ .

Decorre que

[ F@[fe]a = [weimeie= [ e@ie -l

< sup [ih(z) |f(x) = g(x)]dz < oo,
2€8() S()

jé que f,g € LL (). Logo ¥h € L*(R™). Tome ¢ como no Exemplo 1.1.6 e para

cada € > 0, denotaremos ¢ (z) = p(z/€), z € R".

Entao, para qualquer x € €2 temos

W) = [ @R —eptdy = [ @Rwe(L)dy

€

— e / (Wh)W)e.(x — )y = Ty(wp,) — Ty(p,) = 0.

Como (1h). € C*() e (Yh). — Yh em L(Q), deduzimos que h = 0 ¢.t.p em 2.
Em particular, no conjunto K, f = g ¢.t.p. Agora construiremos uma seqiiéncia
de compactos K, como na prova do Teorema 1.1.3. Com isso vemos que f = g

q.t.p em €2, completando a prova. [ ]

Podemos imediatamente constatar que se f € L} .(Q) e < Ty, >= 0 para
toda 1 € C°(Q2), entdo f =0 g.t.p. A distribuicdo T serd escrita simplesmente
como f, quando nao existir possibilidade de confusao.

Caso conhegamos duas distribuigoes de D’(€2), podemos definir naturalmente
a distibuigao u+v por < u+wv,p >=< u,p > + < v, > para cada p € C>(Q).
Mostrar que u + v é uma distribuicao nao apresenta grandes dificuldades.

Para definirmos outros tipos de operagoes que envolvem distribuicoes vamos

considerar dois operadores lineares continuos L, L' : C2° (2) — C5° (€2) . Dizemos

que L é o adjunto do operador L', e vice versa, se

/ (Lg)dde = / o(L'd)dx, Yo, § € C° ().
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Neste caso, escrevemos < Ly, ¢ >=< ¢, L'¢p >, Vp, ¢ € CP (). De uma
maneira natural, dizemos que o operador linear L é continuo em C° (Q) se
L(t;) — 0 em C5° (Q2) desde que ¢; — 0 em C5° ().

AFIRMACAO: Temos que C* () C L}, (Q) C D' ().

De fato, basta provarmos a primeira inclusdo. Se f € C2° (£2) temos que existe

M > 0 tal que

Ju@lde= [ is@lde<ar [ do=arjs)<oe.
Q S(f) 5(5)
Portanto temos que f € L. (Q2).

PROPOSICAO 1.2.6. Sejam L,L' : C° () — C () dois operadores lineares
continuos de modo que < Lo, ¢ >=< @, L'¢p > Vo, ¢ € C* (). Entdo existe
L:D(Q)— D (Q), linear, de maneira que L = L em C= ().

DEMONSTRAGAO. Ver [14] u

Considere f € C* () e defina L : C° (2) — C° () colocando Ly = fp. L
¢ um operador linear continuo e L' = L. Desse modo, dada u uma distribui¢ao

definimos a distribu¢ao fu colocando < fu, 1 >=<u, fip >, Vip € C° ().

EXEMPLO 1.2.7. Para a distribuicao de Dirac centrada em a € €2, onde €2 é um

conjunto aberto, temos
< fba,p >=< 00, [ >= fla)p(a) =< f(a)da,p >,V € O (2).
Com isso temos fo, = f(a)d,.

ExeEMPLO 1.2.8. Considere @, € C°(R2). Estendendo ¢ e ¢ por zero em R™\) e

fazendo integracao por partes vemos que

dp ¢
— de = — —(x)dz.
[ SE@oas =~ [ o5 (@)
: 9 . . 0
Com isso temos que o transposto formal do operador L = — é L'= ———.
833]' (9.1'j
Por este motivo definimos
0 0
< —u,q§>:— <u,—¢ > Vo e CF(Q) eVue D' (Q).

8xj 8ZE]‘
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Por aplicagao repetida da expressao acima e indugao em |a| vemos que, dados

um multiindice o e u € D' (Q2), entdo
< 0%, ¢ >= (1)l < u, 0% >, Vo € C(Q) Yu e D' (Q).
Facilmente isso pode ser verificado.

ExXEMPLO 1.2.9. Considere a fungao Heaviside deslocada de a € R dada por

H,(2) 1, parax >a e
a\T) =
0, quando = < a.

Entao OH, =4,
ox

PROPOSICAO 1.2.10. Considere f € C®(Q2) e uw € D' (). Entao, para cada

numero j = 1,2,...,n, obtemos

J(fu) :fau —|—uaf.
8ill'j

DEMONSTRAGAO. Veja [14]. n

Ja vimos o que significa dizer que duas distribui¢oes sao iguais. Também
podemos dizer quando duas distribuicoes sao iguais e um aberto A C (). Neste
caso dizemos que < uy,p >=< ug, @ > para cada ¢ € C°(A). Deve ser obser-

vado que C° (A) C C° () ja que basta estender ¢ por zero em Q\A.

DEFINICAO 1.2.11. Considere Q) um aberto de R"™. O suporte da distribuicao
u e D' (), que indicaremos por S(u), é a intersecao de todos os fechados de §)

fora dos quais u =0, isto é, < u,p >=0, Vo € C3°(Q\S(u)).

AFIRMACAO: Decorre diretamente da Definicao 1.2.11, que para mostrar que um
determinado ponto ¢ € Q) pertence a S (u) é suficiente mostrar que para toda bola
aberta B(c,r) C Q, existe ¢ € C°(B(c¢,r)) de maneira que < u, ¢ >7# 0.

De fato, tomemos ¢ € S(u) e suponhamos que exista uma bola de raio r > 0
centrada em c tal que para toda ¢ € C5°(B(c,r)) tenhamos < u, ¢ >= 0. Como
B(e,r) € aberto, temos que F' = Q\B(c,7) é um conjunto fechado. Como S(u)
¢ a intersec@o de todos os fechados de 2 fora dos quais u = 0 e ¢ ¢ F|, logo ¢
nao ird pertencer a intersegao destes fechados. Portanto ¢ ¢ S(u) o que ¢ uma

contradicao.
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PROPOSICAO 1.2.12. Dados um multiindice o e uma distribuicio v € D' (),
entdao S(0%v) C S(v).

DEMONSTRACAO. Se ¢ € S(0%v), entao VB(c,r) C 2 dada existe ¢ € C3°(B(e, 1))
de modo que < 9%v, ¢ ># 0. Com isso temos que (—1)l°l < v, 0% ># 0. Segue
que < v, 0% >+# 0.
Assim, para B(c,r) dada existe uma funcao 0%¢ € C°(B(c,r)) de modo que
< v,0% ># 0. Portanto ¢ € S(v). u
O suporte da fungao Heaviside H, ¢ o intervalo fechado [a, c0). Tome a € R.

Entao S(0,) = {a}.

PROPOSICAO 1.2.13. Dada f € L} (Q) de modo que f = 0 q.t.p. fora do

conjunto fechado F de Q, entiao f define uma distribuicao e S(f) C F, como

distribuicao.

DEMONSTRAGAO. Tomemos ¢ € Q\F. Como F ¢ fechado, temos que A = Q\F
é aberto. Entao existe r > 0 tal que B(c,r) C A. Por hipétese f = 0 ¢.t.p. em
B(e,r). Se ¢ € C(B(c,r)), entdo f¢p =0 g.t.p. em Q. Deste modo

<Ty, ¢ >= /Qf(:v)cﬁ(x)dx = 0.

Segue que < f, ¢ >= 0 para cada ¢ € C°(B(c,r)). Logo ¢ ¢ S(f). n

Note que qualquer fungao continua no aberto 2 pertence a L}, (2). Assim,

fungoes continuas definem distribuicoes e com base nesta informacao temos a

PROPOSICAO 1.2.14. Seja [ uma fung¢ao continua em §). Entao o suporte de f

como fung¢ao e como distribuicao sao iguais.

DeEMONSTRAGAO. Denote S(f) e S(1) os suportes de f como fungdo e como
distribuicdo, repectivamente. Obviamente S(f) C S(Ty) caso S(f) = 0 ou
S(Ty) = Q. Portanto vamos descartar estes casos. Suponha que b ¢ S(T%).

Logo existe uma vizinhanca V; aberta de modo que

<Tpp>= | f@)p(e)de =0,Yp € CF ().
Vb
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Segue que f = 0 em V,. Caso contrério se a € V}, for tal que f(a) # 0, podemos
supor f(a) > 0. Pelo principio da conservagao do sinal existe > 0 de modo que
B(a,2r) C Vy e f(z) >0, Vo € B(a,2r). Para 0 < r; < r defina

1
sy =] e lle—al <
(1) =

0, quando ||z — al| > 7.

Deste modo ¢, € C° (Vy) e < Ty, ¢ >= 0. No entanto,

<Tpot>= [ o= [ @0

B(a7rl)
o que ¢ uma contradicdo. Logo f =0 em V; e mostra que b ¢ S(f).
Reciprocamente, sendo f = 0 fora do conjunto S(f) e como f define uma

distribuigao, a proposicao anterior garante que S(1y) C S(f). [

Um passo importante na resolucao de EDP “s serd visto no préximo resultado,
o qual nos possibilitard procurar solugoes de equacgoes diferenciais em um espaco

com muito mais exemplares que o usual.

TEOREMA 1.2.15. Vamos supor que as funcoes u e f, definidas em Q C R",

. 0 .
sejam continuas e que < —u,go >=< f,¢ > para toda ¢ € C(Q). Entdo u

Ox;
possui deriwada cldssica — e — = f, isso no sentido cldssico.
fL‘j al'j
DeMmoNsTRAGAO. Consulte [14]. n

Vejamos agora o que significa uma distribuicao ser de classe C*.

DEFINICAO 1.2.16. Dizemos que uma distribuicao u é de classe C™ no aberto

U C Q se existir uma funcao f: U — C, de classe C*, de maneira que

<u,p >= / f(z)p(x)dx, para toda p € C°(U).
U

Agora, com esta definicito em maos vamos estabelecer o que é o suporte sin-

gular de uma distribuicao.

DEFINICAO 1.2.17. O suporte singular de uma distribuicao u € D' (), indicado

por SS(u), é a intersegao de todos os fechados de Q2 fora dos quais u é C™.
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Obviamente SS(u) é fechado em ) e o leitor pode facilmente verificar que,
u € D' () implica SS(u) C S (u). O conjunto das distribuigbes que possuem

suporte compacto sera denotado por £ (£2).

TEOREMA 1.2.18. Consideremos u uwma distribuicdo com suporte compacto
em ). Existe um unico funcional u: C* () — C linear tal que

1) u(p) = u(p) para todo ¢ € CF(Q) e

2) u(p) =0 se e C°(Q) e S(p)NS(u)=0.

DeMmoNsTRAGAO. Consulte [14]. n

Para tratarmos mais cuidadosamente as distribuicoes de suporte compacto

precisamos da

DEFINICAO 1.2.19. Considere 2 C R™ um conjunto aberto. Entao a seqiiéncia
(goj)jeN C C*(Q) converge a zero em C* (Q) se: para todo K C §2 compacto
e para cada inteiro nao negativo n, as deriwadas de ordem n de p; convergem

uniformemente a zero em K quando j tende para o infinito.

DEFINICAO 1.2.20. Um funcional linear u, definido em C* (), é continuo se,
e somente se, para cada seqiiéncia (gpj)jeN de C* (Q2) convergindo a zero implicar
que < u,; >— 0 quando j — oo.

A fim de concluir esta secao vamos definir precisamente o que significa con-
vergéncia no espago D' (€2). Além disso provaremos um importante resultado

mostrando que o conjunto das distribuigoes que possuem suporte compacto é

denso em D' (Q2).

DEFINICAO 1.2.21. Seja (un),, oy uma seqiiéncia de distribui¢oes de D' (§2). Di-
remos que esta seqiiéncia converge para a distribuicao de u de D' () quando
< Up,p >—< u,p > em C para cada ¢ € C (). Escreveremos u, — u em

D(Q).

EXEMPLO 1.2.22. Seja ¢ € C®(R") de modo que S(p) C B(0,1), 0 < ¢ e
Jen ¢ (z) dz = 1. Entio, dado a € R", ¢ () = € "¢ (“=£) converge para 6, em
D' ().
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De fato, tomemos ¢ € C° (Q2) . Logo,

a—x

<, >=€e" | Y(x) gp( )dm = (a — ex) @ () dx.
Rn Rn

Segue que
<o >=9 (a) = (a) =< 04,9 >,

completando a prova.
PROPOSICAO 1.2.23. £'(Q) é denso em D' ().

DEMONSTRAGAO. Seja (Ky,), .y uma seqiiéncia de compactos, K, C lo(nH e
:leKn = (). Agora considere (¢, ),y uma seqiiéncia de fungoes de C3° (Q2) de
modo que ¢, = 1 numa vizinhanga de K,,. Dada u € D’ (), defina u,, = ¢, u.
Temos que S (u,) C S (p,) para todo n natural, e teremos u,, — u em D’ ().

Com efeito, seja ¢ € C° (). Existe n, natural tal que S (¢) C K,,. Donde,

©,p = ¢ para cada n > n,. Mas entao temos que
< Uy, @ >=< U, >=< U, P, >=< U, >

para todo n > n,. ]

1.3 Espacos de Sobolev

Agora vamos estabelecer ferramentas que serao de utilidade fmpar nos resulta-
dos posteriores. Para obter uma maior quantidade de detalhes sobre este assunto

o leitor poderd consultar a referéncias [1] e [12].

DEFINICAO 1.3.1. Um conjunto A do espaco topoldgico X serd dito pré-compacto

se seu fecho for compacto.

DEFINICAO 1.3.2. Uma aplicacao continua entre dois espacos de Banach é

chamada compacta se as imagens de conjuntos limitados forem pré-compactas.

Estabeleceremos agora algumas nogoes do que sao espagos de Sobolev bem

como algumas informagcoes sobre teoremas de imersao.
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DEFINIGAO 1.3.3.  Uma seqiéncia (Um),,cy C Ly, () converge para u em
Lp

loc

(2) se (um),en converge para w em LP (') para cada ¥ CC Q.

Seja
1
celel*-1 se |lz|| < 1e

¢(r) =

0, quando |z| > 1,

onde ¢ >0, S(¢) = B(0,1) e [5, ¢ (x)dz =1 para uma escolha conveniente de

c. Parawu € L} (Q) e € > 0, a regularizacao de u, denotada por u,, ¢ definida por

loc
w@ = [ 0“2 ) uwman (L)

desde que € < d (z,09) . E claro que u, € C*° (Q') para qualquer Q' CC Q desde
que € < d (Q',GQ) .

LEMA 1.3.4. Seja u € C°(Q)). Entdo u. converge uniformemente para u sobre

qualquer dominio Q' CC Q.
DEMONSTRAGAO. Ver [12]. n

LEMA 1.35. Sejau € LY () (LP (), 1 < p < oo. Entdo teremos que u. — u
em LY () (LP ().

loc

DEMONSTRAGAO. Ver [12]. n

DEFINIGAO 1.3.6. Sejau € L. () e a um multitdice qualquer. Uma funcgdo v

loc

de L}, (Q) serd chamada a-ésima derivada fraca de u se satisfizer

/Qv(x)gp(x) i — (—1)a|/u(a:) 00 (2) dr, Yo € CP Q). (1.2)

Q
Chamamos uma funcao de fracamente derivdvel se todas as suas derivadas
fracas de primeira ordem existirem. Do mesmo modo, diremos que uma funcao é
k vezes fracamente derivavel se todas as derivadas fracas de ordem até k existirem.
Denotaremos o espaco das funcoes k vezes fracamente derivaveis com o sim-
bolo Wk (). Note que C* (Q) C W* (), o que garante a existéncia de algum
exemplar em W* (). Além disso, 9*u é unicamente determinada a menos de

conjuntos de medida nula.
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1

LEMA 1.3.7. Sejam u € L,

(Q) e a um multiidice qualquer. Suponha que 0%u
eziste. Entao, se d(x,00) > €, nds temos 0%u, () = (0%u), (v), onde u. € a

reqularizada de u.

DEMONSTRAGAO. Temos que

e derivando sob o sinal de integracao obtemos

ou )= [ o (¢ (”7 - y)) u () dy.

Além do mais, pela regra da cadeia, temos

9°u, () = e /Q (-1l oo (ﬂ> u (y) dy.

€

Integrando por partes, temos

oula) = [ o) oruay = @), ),

€

ja que 9%u € L} . (). n

loc

TEOREMA 1.3.8. Sejam u e v fungdes de Lj,, () e o um multiindice. Entdo
v = 0% se, e somente se, existir uma seqiéncia (), C O () convergindo

para v em L. () e 0%u, — v em L} (Q), também.

DEMONSTRACAO. Se vale v = 0%u, basta usar a expressao (1.1), desde que seja
valido que € < d (x,012) , use também os Lemas 1.3.4 e 1.3.5 e obterd o resultado.
Reciprocamente, por hipétese existe (uy,),,o.y € O () tal que u,, — u em
LL_(Q) e 8u, — v em L (). Fixemos ¢ € CI*1 () e considere Q' cC Q de
modo que S () C Q. Desse modo, integrando por partes, temos
/ P (2) o () da = (=11 / i, (2) 0% () da.
Q Q
Desta forma teremos que

lim/ Uy, (2) ¢ (z) dz = (=) lim [ wy, (2) 0% (z) dx.
Q Q
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Portanto vale

completando a prova. [ ]

Podemos agora expandir algumas propriedades da derivada cldssica para a
derivada fraca. Em particular vale 0% (u.v) = ud%v +v0%u, i = 1,...,n onde u,v
(©). Além disso,

estao em W' (2) pelo menos, uv e ud®v + vd%u estao em Li

temos o

TEOREMA 1.3.9. Sejam f € C'(R), f/ € L*(R) e w € W' (Q). Entdo a
fungdo composta (f ou) € W' (Q) e parai=1,...n,0%(f ou) = f (u)u.

DEMONSTRAGAO. Temos que u € L}, () pois v € W' (). Além disso, 9%u
existe para i = 1,...,n. Entao, pelo Teorema 1.3.8 existe (um),,cy C C(R2) de
modo que u,, — u e d%u,, — 0%u em L}, (). Tome Q' CC Q qualquer e fixe
z, € Q' e m tais que u,, (z,) e u(z,) sejam finitos.

Pelo teorema do valor médio teremos que existe ¢ entre w,, (x,) e u(z,) tal
que

|f (i () = f (w (o)) = [ () (i (20) — ()] -

Como f’ € L* (R) temos |f' (¢)| < ||f’|l., - Portanto

[ (i () = f (u (6))] < 'l [t (6) = u(20)] -

Consequentemente,

N |f (m () = f (u (@) dz < || f'l] /Q |tm () = u(z)|dz — 0,

. 1 . )
quando m — o0, j& que u,, — u em L, . (£2), isto &,

H(f 0 um) - (f 0 U)HLl(Q/) — 0.

Com isso concluimos que (f 0 u,) — (f ou) em L}, (). Temos também

que, (" 0 upm) 0%uy, — (f'o u) 0%u & igual a

(f" 0 upm) (0%Up, — 0%u) + 0%u ((f" 0 up) — (f ow)). (1.3)
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Segue que [o, |(f" 0 tm) 0% Uy — (f' 0 u) 0%u

171 [ 10— 0
Q/

Como u,, — u qt.p em Q' e f' é continua, temos O“uf’ (uy,) — O%uf (u)

dz é menor ou igual a

dz.

de+ | |(f oum)— (f ou)||0%u
o

g.t.p em . Além disso temos [0%uf’ (um)| < ||f'|l., |0°u| para todo m natural.
Usando o teorema da convergéncia dominada, ja que 0% u estd em L},
Jor 1 () = " (u)] 0%

que

(Q), temos

dr — 0 quando m — oo. Voltando a (1.3) conclufmos

1S 0 ttm) 0t = (" 0 w) a1 gy — 0.

Entao [’ (up) 0%u, — f(u)0%u em L;

loc

(©2). Dada ¢ € C!(Q) arbitréria de

modo que S () C €, segue, usando integragao por partes, que

/f/ () O Uy pdr = —/ f (u) 0% pdz.
0 0

Temos entao que

lim/ﬂf’ () O Uppdr = —lim/Qf (um) 0% pdx
e, portanto, vale
/Qf/ (u) O%updr = — /Q f(u) 0%pdzx.
Logo 0% (f (u)) = f' (u) 0%u, i = 1,...,n, provando o resultado. n
Consideremos u : © — R. Vamos agora definir u* (z) = maz{u(z),0} e
u~ (x) = min{u (x),0}, respectivamente, como a parte positiva e a parte negativa

de u. Obviamente v = ut +u~ e |u] = ut —u".

LeMA 1.3.10. Considere u € W1 (Q). Entao u™,u™ e |u| estao em W' (Q) e para

1=1,2,...,n,
0%u(x), seu(x)>0

0%ut (x) =
0, quando u(z) <0,
0, caso u(x) >0
0%u~ (z) =
0%u (x), seu(zr) <0,
0%u (x), seu(x) >0

o

ul (z) = 0, quando u(x) =

—0%u (z), sewu(x)<0.
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DEMONSTRACAO. Defina, para e > 0, f. : R — R por

(t2—|—62)%—6, set>0e
fe(t) =

0, quando tivermos ¢t < 0.

Pode-se mostrar que f, € C* (R) para todo € > 0. Considere agora f. ou :  — R.

Entao

(u(m)z—i—eQ)% —¢ seu(x)>0

0, quando u (x) < 0.

(feou) (z) =
Pelo Teorema 1.3.9 temos que 9% (f. o u) = f/(u) 0%u, i = 1,...,n. Logo

/ f(u) 0%updx = —/ (fe o w)0%pdx, Yo € CF ().
Q 0

Segue que

[ (f. ow) &% pds = (u) O upd (u) O upd
| oot /ugofw) upds+ [ g ) oupds
= / % (0%u) pdx.

1
2 2\%
u”+€4)2 —e
u>0 )

No entanto, quando € — 07 temos

(feou) (I) — u+ (5(;) — u (l’) y Seu (37) >0

0, caso u(x) <0.

Usando o teorema da convergéncia dominada, temos

/(f6 o u) 0%pdr — / ut 0% pdx.
Q Q

Por outro lado, para u > 0 temos %gp — O%up q.t.p em QF, com
u“+e —€

Qf = {z € Q;u(z) > 0}, quando ¢ — 0T e usando o teorema da convergéncia

dominada novamente temos

[ ot [ @ s
u>0 (u? + €2)2 — ¢ u>0

quando € — 0%, Portanto

—/u+8eigpdx:/ (0%u) gpdx—l—/ 0.g0d33:/ (0%u™) pda
Q u>0 u<0 Q
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onde
- 0%u, caso u > 0
0u™ (z) =
0, quando u < 0.
Para o caso u~ escreva u~ = — (—u)" e para o caso |u| devemos lembrar que
0% |u| = 0%u™ — 9%u~. n

LeEMA 1.3.11. Seja u € W' (Q). Entdo, para i = 1,...,n temos 0%u = 0 q.t.p em

A, onde A= {x € Q; u é constante}.

DEMONSTRACAO. Seja ¢ € R fixo. Considere A = {x € Q; u(z) = c}. Defina,
para todo x de Q, u (z) = u (z) — c. Entéo, para todo = de A temos u = 0. Além
disso, © € W' (Q) e 9% = §%u — 0%c = 9%u. E temos 0%u = 0%ut + d%u~ =0

em A. Portanto 0%u = 0 ¢.t.p em A. |

DEFINICAO 1.3.12. Dizemos que uma fungao é suave por partes se esta é con-

tinua e possui sua derivada primeira continua por partes.

TEOREMA 1.3.13. Seja f suave por partes em R e f' € L= (R). Se tivermos
que u € W (Q), entdo f o uw € W (Q). Além disso, chamando de L o conjunto

dos pontos de descontinuidade de ', temos que

"(u) 0%u, seu ¢ L
P 0 :
0, quando u € L.

DemonNsTRAGAO. Consulte [12]. n

DEFINICAO 1.3.14. Para p > 1 e k inteiro nao negativo, definimos o espaco de
Sobolev WP (Q) por

WP (Q) = {u € W*(Q); 0%u € LP (Q) V|a| <k}
PROPOSIGCAO 1.3.15. O espago W*P (Q) munido da norma

”u“W’M’(Q) = Z Haau”LP(Q)7

o<k

é um espaco de Banach.
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DEMONSTRAGAO. Seja (uj)jeN uma seqiiéncia de Cauchy de funcoes de W (Q).
Fixe a com |a| < k. Entao, dado € > 0 fixo existe j, € N tal que para todo
7,1 > 7, temos

[0%u; — aaulHLp(Q) < lu; = ul||wk,p(g) <€

Isto nos diz que (9“u;),. é uma seqiiéncia de Cauchy de fungées de LP ().
Mas este é um espaco de Banach, ent@o existe v, € L (Q) tal que 0%u; — v,
em LP(§2). Quando o = (0, ...,0) temos que v, = u e u; — u em LP (). Basta
mostrar que u € W¥ (Q).

Usando integragao por partes temos, para ¢ € CLO“ (Q), que

/8“ujg0da:: (—1)a|/uj8“gpdx
Q Q

e
lim/ 0%u;pdr = (=1)l lim/ u;0%pd.
Q )
Portanto
/ Vapdr = (—1) / ud“pdz para toda ¢ € Cl* (Q),
Q Q
e o resultado segue. ]

Quando k = 0, tem-se W7 (Q) = L? (Q) e sabemos que C> () ¢ denso em
LP () . Mas nao ¢ sempre verdade que C*° () sempre ¢ denso em WP (Q) para
k > 1. Motivados por este fato, define-se o espago W (Q) como sendo o fecho
de C* (Q) em W*P (Q) . Em geral, os espagos W (Q) e WEP () nio coincidem
para dominios limitados. O caso p = 2 ¢ especial pois W52 (Q) e Wk2(Q) sdo

espacos de Hilbert com o produto interno

< u,v >:/ Z@“u@%dm.

2 lal<k

Também podem, estes espagos, serem escritos como H* () e HY (), respecti-

vamente.

OBSERVAGAO: Usando o Lema 1.3.5 e o Lema 1.3.7 temos que se u € Wk? (Q)

entdo 0%u. — 0%u em L], (€2) para todo |a| < k.
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TEOREMA 1.3.16. C* (Q) N WkP (Q) é denso em WEP (Q).

DemonsTRAGAO. Colsulte [12]. n

Vejamos agora alguns resultados sobre imersoes.

TEOREMA 1.3.17.

np

L»=»(Q), sep<n
(O (ﬁ) , Casop>n.

WP (Q) ¢
Além disso, existe ¢ = c¢(n,p) de modo que se uw € W}r? (),
[ull 2o < cf|Vull, casop <n esuplu| < c|Q\%_% IVull, sep>n.
n—p ’ Q ’
DeMmoNsTRAGAO. Consulte [12]. n

DEFINICAO 1.3.18. Um espaco de Banach B; ¢ dito continuamente imerso em
um espaco de Banach By se By C By e existir uma transformagdo T : By — Bs

linear, injetiva e limitada. Denotaremos By — Bs.

O teorema anterior mostra-nos que se tomarmos

L7 (Q), casop <n

I: WP (Q) — _
C° (Q) , sep>n,

dada por Iv = v para todo v € W} (Q) temos

L»~»(Q), sep<n

W, () — _
c° (Q) , Caso p > n.

Mais geralmente vale

. L7 (Q), se kp <n
WP (€) — _ (1.4)
C’m(Q), casoO§m<k—%.

De um modo geral W*? () nio pode ser trocado por W*? () na expressao
(1.4), poderemos fazer esta troca caso (2 satisfaga a condi¢ao uniforme de cone
interior, isto é, caso exista um cone fixo Qg tal que cada x € 900 é o vértice de

um cone Qg (z) C Q congruente a Qq. Neste caso teremos

Lah (Q), se kp <n

CE(Q), caso0<m<k—12,

Wk? (Q) —
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onde

CE () ={ueC™(Q);0% € L™ (Q) para |a| < m}.

DEFINICAO 1.3.19. Sejam B; e B, espagos de Banach. Diremos que By estd

compactamente imerso em By se a tmersao I for uma aplicacdo compacta.

TEOREMA 1.3.20. Seja Q um dominio limitado com 0 de classe C* pelo
menos. Sejam 1 < p < oo e J, k satisfazendo 0 < j < k. Se q > 1 for wum nimero

qualquer satisfazendo

entao podemos concluir que
W () S W (@),

onde = significa imersio compacta.
DeMmonNsTRAGAO. Consulte [10]. n

TEOREMA 1.3.21. Seja Q um dominio limitado com fronteira de classe C™
eu€ WP (Q)NL (Q), 1< p,r < oo. Para qualquer inteiro j, 0 < j < k, e

qualquer mimero X no intervalo ¢+ < X\ <1, seja q tal que
1 ' 1k 1
(Y]
qg n P n r

Sek—j— % nao for um inteiro nao negativo, entdo

A 1-A
||VU||W0«;(Q) <c ||u||Wk,p(Q) ||U||W0w(s2) : (1.5)

Além disso, se k — j — % for um inteiro nao negativo, entio (1.5) é vdlida para

)\:%, onde ¢ = c(Q,r,p,k,j,\).

DemonsTRAGAO. Consulte [10]. n
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1.4 Teoremas de ponto fixo

Nesta parte do trabalho iremos expor alguns teoremas que tratam de pontos
fixos. Nao vamos nos aprofundar, o leitor interessado no assunto pode consultar

12 e [8].

TEOREMA 1.4.1. Seja G um conjunto compacto e convexo em um espaco de
Banach B. Considere T : G — G uma aplicagdo continua. Entao T possui um

ponto fixo, isto é, Tx = x para algum x € G.

DeMmoNsTRAGAO. Consulte [12]. n

Temos o

COROLARIO 1.4.2. Seja G um conjunto convexo fechado em um espago de Ba-
nach B. Considere T : G — G continua e T (G) precompacta. Entao T possui
ponto fixo.

DEMONSTRAGAO. Temos que 7' (G)) C G. Como G é fechado e convexo tomaremos
a envoltéria convexa de T (G). Esta é compacta e denotaremos por K. Considere
a restricao 7' : K — K. Como K é compacto podemos concluir que T possui

ponto fixo. [ ]

Vejamos agora o Teorema de Schauder.

TEOREMA 1.4.3. Seja B um espaco de Banach. Seja T : B — B uma apli-

ca¢do compacta. Suponha que exista uma constante m tal que
]l < m

sempre que v € B satisfaca cTx = x para algum o € [0,1]. Entdo T possui um

ponto fixo.

DeEMONSTRAGAO. Defina a aplicagao T* : B — B (0,m) por

Tz, se ||Tz|| <m
Tz =4 mTx

Tl caso ||Tx| > m.
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E possivel provar que a aplicacio T estd bem definida, é continua e T* (B (0, m))
é precompacto. Desta forma, o Coroldrio 1.4.2 nos garante que 7™ possui ao
menos um ponto fixo x; € B (0,m). Provaremos que z; é ponto fixo de 7. De

fato, suponha que ||T'z;|| > m. Logo

mT Ty
v =T = olxy,
T4
m
onde 0 = [0,1]. Segue que
IT|

o = Tl
[T1 ’

o que nao é verdade pois, por hipétese temos ||z|| < m para toda x € B. Por-
tanto, devemos ter ||Tz1|| < m obrigatoriamente. Consequentemente temos,

x1 = T*xy = Txq, completando a prova. [ ]

LEMA 1.4.4. Seja B(0,m) C B, onde B é um espaco de Banach. Considere

T : B(0,m) — B continua tal que T (B (0,m)> ¢ precompacto e além disso
temos T (0B) C B(0,m). Entao T possui ponto fixo.

DEMONSTRAGAO. Defina 7 : B (0,m) — B (0,m) por

Tz, se ||[Tz|| <m
Tz = m1'z

Tl caso ||Tx| > m.

Como no teorema anterior, temos que 7™ é continua e 7™ <B (0, m)) precompacto.
Desta forma, existe T € B (0, m) de modo que T*7T = . Usando o fato de que

T (0B) C B(0,m), temos que este T ¢ um ponto fixo de 7. u

Por fim, temos o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder.

TEOREMA 1.4.5. Sejam B um espago de Banach e T : [0,1] x B — B compacta
tal que T (0,x) = 0 para todo x € B. Suponha, ainda, que existe m de modo que

para todo (o,x) € [0,1] x B, satisfazendo x =T (o, z), tenhamos que
|z < m.
Entao Ty : B — B dada por Ty (x) =T (1,x) possui ao menos um ponto fixo.

DemonsTRAGAO. Consulte [12]. n
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1.5 Topicos de teoria de pontos criticos

Nos problemas de minimo tem um papel importante a nocao de derivada.
Recordemos que, se X e Y sao espagos normados, £ (X,Y') representa o espago
das aplicagoes lineares continuas de X em Y. Uma aplicacao f: A - Y, AC X
aberto, diz-se diferencidvel, ou derivdvel-Gateaur, no ponto x, em A se existe
I (z,) em L (X,Y) tal que para todo h em X vale

o L (ot th) — f (x0)

t—0 t

= f'(x,) h.
Se f’(z,) tiver a propriedade

f(@o +th) = f(2o) = [ (xo) h+ o (||hllx) ,

dizemos que f é derivdvel-Fréchet em x,. Considere A um aberto de X. Dizemos
que f: A — Y édeclasse C' em A, e escreve-se f € C' (A,Y), se f ¢ diferencidvel

em cada ponto a € A e a aplicacdo a — [’ (a) de A em L (X,Y) é continua.

DEFINICAO 1.5.1. Sejam X um espaco normado, A C X um aberto. Considere
F: A — R uma funcao derivivel-Gateaux. Dizemos que u € A é um ponto

critico de F' se F' (u) = 0.

DEFINICAO 1.5.2. Considere X um espago de Banach. Se f estd em C' (X,R)

e c € R, ¢ é dito um valor critico de f, se existe w em X tal que f' (u) = 0 e

flu)=c
Vejamos agora o que significa a condicao Palais — Smale.

DEFINICAO 1.5.3. Diremos que [ satisfaz a condi¢cao Palais — Smale, abre-
viadamente (PS), se para toda (uy),.n C X satisfazendo f(uy) limitada e

' (un) — 0 em X, existir uma subseqiiéncia de (u,) que seja convergente.

Vamos agora estabelecer quando uma funcao satisfaz a condigao (P.S) em um

determinado nivel.
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DEFINIGAO 1.5.4. Dizemos que f satisfaz a condi¢io (PS),, nivel c, ¢ real, se
toda seqiiéncia (up), .y C X satisfazendo f(u,) — c e f'(u,) — 0, possui uma

subseqiiéncia convergente.

Enunciaremos agora o Teorema do Passo da Montanha, este terd um valor
inestimavel no capitulo trés, quando estaremos interessados em mostrar a exis-

téncia de solucao de um determinado problema quasilinear. Vejamos o

TEOREMA 1.5.5 (do Passo da Montanha). Considere f € C' (X, R) . Assu-
ma que [ satisfaz a condigao (PS). Suponha também que

1) f(0) =0;

2) Existem constantes r e a positivas tais que f (u) > a se ||ul| =1 e

3) Existe um elemento v € X tal que
[o]] >, f(v) <0.
Defina
H={heC(0,1],X); h(0)=0¢eh(l)=0v}.
Entao

c=1inf maxf (h(t))

he H t€[0,1]

é um valor critico de f.

DeMmoNsTRAGAO. Consulte [8]. u



Capitulo 2

Equacoes elipticas de segunda

ordem

Antes de atacarmos os problemas quasilineares faremos um breve estudo sobre
a EDP eliptica cldssica. Comecaremos fazendo uma pequena exposi¢ao sobre as

formulas de Green.

2.1 Formulas de Green

Comecaremos esta secao enunciando a propriedade do valor médio.

TEOREMA 2.1.1. Sejau € C (Q) NC?(Q) satisfazendo Au=0(>0,0 <) em

um dominio ). Entao, para qualquer bola Bg (y) C 2, temos

DemonsTRAGAO. Consulte [12]. n

Seja 2 um dominio e u e v fungdes de C' (2)NC? (Q) . O teorema da divergéncia

diz que se w € C* (Q) , entdo

/div (w) d:z:z/ wnds,
Q o0

onde 17 = 7 (x) é o vetor normal exterior para cada = € 0. Entao, para w = vVu,

temos

/ div (vVu) dx = / v < Vu,n > ds,
Q )

31
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onde div (vVu) = vAu+ < Vo, Vu > . Com isso temos

/vAudm—l—/ < Vv,Vu > dx :/ v@ds. (2.1)
Q Q oo On
Podemos de maneira andloga obter
v
/uAvdx—i—/ < Vou,Vu > dz —/ u——ds. (2.2)
Q Q a0 On

Subtraindo, membro a membro (2.2) de (2.1) temos

ou ov
/Q (vVAu — uAv) dr = /as) (va—n — ua—n) ds. (2.3)

A expressao (2.1) é conhecida como a primeira identidade de Green. J4 (2.3)
é conhecida como a segunda identidade de Green. Da teoria bédsica de EDP

(ver [14]) temos que a solucao fundamental da equagao de Laplace é dada por

1 —n
W ||£l') - y||2 , no caso n > 2
Pe—y)=T(le-yl)={ Crmwn
—1 — don =2
5 log(llz —yl), quandon =2,
onde w, é a drea da esfera S"~! = {z € R"; ||z| = 1}.

Temos que AT' = 0 em R™\ {0} . Usando a segunda identidade de Green para

O\B,, com B, = B (y, p) para p suficientemente pequeno, temos

ou or ou or’
I'Au)dz = / (F— — u—) ds +/ (F— — u—) ds. 2.4
/Q\Bp (Fdw) s \ On On oB, \ On  On 24

Além disso,

ou ou /
I'—ds| = T —ds| =T < Vu,n>ds
/aBp an (v) dB, an (v) dB, K
< () [ IVl lnlds
9B,
< T'(p)sup ||[Vul ds.
B, B,

Fazendo mudanca de varidveis temos,

ou
I'—ds
/83p on

quando p — 07. E temos também que

r 1
/ ua—ds = ——p”_l/ uds.
dB, on Wr, OB,

< T (p)sup|[Vul|wnp" ™" — 0
By
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Segue que

quando p — 07,

Portanto, quando p — 01 a representacao de Green de (2.4) é dada por

u(y) = /89 (ug—g — Fg—:;) ds + /Q (FAu) dz, (2.5)

com y € €.
DEFINIGAO 2.1.2. Seja f uma fungao integravel e limitada. A férmula

/r<x—y>f<x>dx,
Q

¢ chamada de potencial newtoniano de densidade f.

2.2 Principio do Maximo Forte

Consideremos a Equagao Diferencial Parcial linear
P(u) = A(u) + a(u) = f, (2.6)

onde
n

ij=1
em um dominio limitado 2 C R"™, com 0f2 suficientemente suave. Vamos assumir
aip (r) = ap (¥), v € Q e que ay;, a;, a e f sdo todas continuas no conjunto €,
i,k =1,2,...,n. Assumiremos que P é um operador eliptico, o que quer dizer que

Vr € Qe & # 0 qualquer
n
D ()€, #0.
ij=1
Para nossos propdésitos assumiremos

n

> ap(r)€8, > 0, V(x,€) € @ x R"\{0}. (2.7)

3,7=1
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DEFINIGAO 2.2.1. Uma solugio de (2.6) em Q2 é uma fungio u € C (Q)NC? (Q)

satisfazendo (2.6) . Esta também é conhecida como solu¢do cldssica.

LEMA 2.2.2. Seja Au > 0(resp Au < 0) em Q. Suponha que eziste ¢ € Q de
maneira que u () < u(c) (resp u(x) > u(c)) para todo x em Q. Entio u = u(c)

em ﬁ
DeMoNSTRAGAO. Colsulte [15]. u

Usaremos o lema anterior para provar um resultado que é conhecido como
principio do médximo forte. Este resultado terd um papel importante para o

problema de unicidade de solucao. Vejamos o que ele diz.

TEOREMA 2.2.3. Suponha quea <0 emQ. Se f >0 (f <0) emQ, entdo uma
solugdo nao constante de P(u) = A(u) + a(u) = f atinge seu mdximo positivo

(repectivamente minimo negativo), se existir, na fronteira de ) e nao em €.

DEMONSTRACAO. Suponhamos f > 0. Consideremos u uma solu¢ao nao cons-
tante de (2.6) e admitamos que u possui um maximo positivo x, € 2 e ndo sobre
9. Digamos que u(x,) = m > 0 e seja M = {z € Q; u(x) = m}. Temos
que M # 0, j4 que x, € M. Além disso, M é um conjunto fechado. Desta
forma, temos que u (z) < u(z,) em uma bola aberta S centrada em z, e pelo
principio da conservacao do sinal temos u (z) > 0 em S. Como f > 0, teremos
Au = —au + f > 0 em S. Entao, pelo Lema 2.2.2 temos u (x) = m para todo
x € S. Portanto S C M, garantindo que u é aberto. Levando em conta que €2 é
conexo e M # () temos M = Q) e portanto u = m em ). Mas isso contraria o fato
de u ser uma solugao nao constante.

Para o caso f < 0 em () o procedimento é anélogo. ]

Antes de prosseguirmos temos que o teorema é falso para a > 0. Para constatar

este fato consideremos a equagao ug, + Uy, + 2u = 0 no retangulo
Q= {(2,9);0 <w,y <7}

A fungao u(x,y) = sen(x)sen(y) satisfaz esta equagao e seu ponto de méximo é

(m/2,7/2).
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COROLARIO 2.2.4. Sejam u; e uy solugoes do problema

Pu;=f emQQ
u; = ¢; na S,

para i = 1,2. Entdo, se a <0 em Q temos
maz fuy (x) — uz (2)] < mdx|éy (x) — é; ()]

DEMONSTRACAO. Defina u = u; — uy. Entao u é solugdo do problema

Pu=f em {2
u = ¢, — ¢y na oS

Como u é continua em () temos que existem z; e x5 de maneira que valem

u(zy) = mdx u(x) e u(xe) = min u(x). Considere m = mdx {|u(xy)|, |u(za)|}.
Q Q

Portanto temos que —m < u(z) < m para todo = € ). Agora basta utilizar o

principio do méximo forte para obter o resultado. [ ]

COROLARIO 2.2.5. O problema

P(u)=f emQ
u =0 na 0N

tem no mdximo uma solucao, sendo a < 0 em Q.

DEMONSTRAGAO. Admitamos que u; e uy sejam solugoes deste problema. Entao
u = uy — ug é solucao do problema
Pu)=f emQ
u = 0 na 0f).
Portanto u = 0 em ). Caso contrario terfamos u(Z) = m # 0 um extremante de
u em €. No entanto, se u(Z) > 0, pelo principio do méximo forte T € IQ. Mas
isso é falso. Se u(Z) < 0 o principio do minimo forte nos assegura que T € 95, o

que também é falso. [ ]

O principio do méximo pode nos informar o comportamento da funcao u
préximo & fronteira. Se 7 for o vetor unitario normal externo no ponto x € 052,
entdo v serd dito um vetor externo a Q em um ponto p € 9Q se < n,v > > 0. E

claro, supondo 9f) suave, digamos de classe C*.
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TEOREMA 2.2.6. Suponha a < 0 em Q e considere u uma solucdo de (2.6).
Se f > 0(resp. f<0) em Q e u atinge seu mdximo positivo (resp. minimo
negativo) em p € 982, entao toda derivada direcional exterior de uw em p é positiva

(respectivamente negativa) a menos que u seja constante em ).

DeMmonsTRAGAO. Consulte [15]. n

2.3 Estimativa a priori

Uma estimativa a priori de uma equagao diferencial é simplesmente uma de-
sigualdade que ¢é vilida para todas as possiveis solugoes, caso existam, cujos dados
e coeficientes obedecem a certas restrigoes.

Considere o problema

Puy=f emQ
u = ¢ na 0f)

(2.8)

onde a < 0 em € e Au é definida como antes. Assumiremos (a; (z)) uma matriz
simétrica e os coeficientes de P, bem como f, funcdes continuas em 2 e ¢ é
continua em 0f). Com estas informacoes e (2.7) tiramos de graga que existe m > 0

tal que

n

D an(@)E, = m ]

ij=1
para todo £ € R™ e Vo € Q. Por fim, consideraremos K um limitante para
|ari| , ai| e |a] em Q com k,i=1,2,....n.

Segue a primeira estimativa a priori.

TEOREMA 2.3.1. Sejau € C () NC? (Q) uma solugdo de (2.6) . Entdo existe
uma constante M = M (m, ), K) tal que

)y < Nl oecomy + M 1 o)
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DEMONSTRAGAO. Se mudarmos as coordenadas por meio de uma translagao o
problema nestas novas coordenadas possui a mesma forma. Sem perda de gener-

alidade assumiremos z; > 0 em € e defina em Q a funcéo

h(z) = ||¢||Loo(asz) + (€a§ - eam) ||f||Loo(ﬁ) ;

onde ¢ > maz{z;;x € Q} e a > 0 a ser escolhido posteriormente. Note que para
r € 0f) temos que

af > oy = e — e > (),

e sabemos que HfHLoo@) > 0. Com isso, segue que /i () > [|@] 1 (gq) - Se tivermos

£= (1,0,...,0), entdo

- o 12
> an(r)E, = m Hé” =m = ay (z) > m.
ij—1
Portanto

n

—Ph = = i (2) by, (x) = > _a; (x) h,, (x) — ah ()

ik=1 i=1

0] oy + [0 + e (a0 + ma+0)] ]l )

v

[—aeo‘£ + "1 (011062 + a0+ a)] Hf”LOO(ﬁ)

> [t —a (¢ — ) + 0106 |l () -

Como a e a; sao continuas em {2 podemos escolher o > 0 suficientemente grande

de maneira que

e > 2maz e e ma’—K(a+1)>1.
z€ Q)

Desse modo temos
—Ph > [ma® —a+ ae] e || fll @) = € 1f (@) 2 IFll (@) = 0.
Defina agora v = v — h. Para x € 0{) temos
h(@) 2 10l o) = 0 (2)] = ¢ () .

Logo v (x) = ¢ (x) — h(z) < 0 para todo x € 02 e Pv = Pu — Ph. Mas, temos
que —Ph > ||f||Loo(§) > 0. Isso implica Pv > f + ||f||Loo(§) > (0 em 2. Temos
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com isso que v (z) < 0 para todo = € Q, pois se para algum z, € Q tivéssemos
v (z,) > 0 entdo, pelo principio do méximo, o méximo seria atingido sobre 052,
mas v < 0 sobre 9. Com isso, podemos escrever u < h em .

Por outro lado, se definirmos v = u + h, sobre 0f2 teremos que v = ¢ + h.

Como Vz € 012,

10 ()] < [0l oo 00) = ¢ (#) Z = 19l oo 90
e h(x) 2 |9/l (sq) implica
v(z) = ¢ (@) +h(x) = =19/l Lo o) + 19l Lo o) = O-
Além disso, teremos Yz € ,
Pv = Pu+Ph< f = |[fll (@) <0,

pois f < HfHLoo@) . Com isso v (z) > 0 para todo = € Q e podemos concluir que

u(x) > —h(z) em Q. Portanto, Vo € Q,

[u(@)] < h(@) = 16l e ony + (€7 = ) 1l o) -

mostrando que

HUHLOO(Q) < H¢||L°°(aQ) +M ||f||L°<>(§) , Vo € 08,

onde M = madx (eo‘f — e‘”l) . Isto completa a prova. ]
Q

Devemos ressaltar que mesmo que nao assumamos a < 0 em (2, podemos

ainda obter uma estimativa da forma

lull ey < € (190l (o) + 11l e ) ) (2.9

onde C' = C'(m, K,Q) desde que {2 seja suficientemente "estreito" em alguma
diregao (na direcao de x; por exemplo). Mais precisamente, (2.9) ird valer se
(e*¢ = 1) llal 1 (@) < 1 com £ e o como na prova anterior. Mostremos esta

estimativa. Seja b = min {a,0}. Escrevendo

Au+bu=Au+au+ (b—a)u=f+(b—a)u=g,
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podemos entao aplicar a estimativa obtida no teorema anterior e obter
ol 3y < 190y + M N9l oy
onde M < (ea5 - 1) . Desta forma
il 3y < 1900 oy (€25 = 1) 17 + (b = @) ull e -

Segue que
ol () < 100 oy (e = 1) 1l sy (26 = 1) 16 = @) eyl ) -
Com isso temos

el ey < 1l oy + (€2 = 1) (el e ) Nl oy + 171 1)) -
Portanto

oll ey (1= (€€ = 1) Nl () ) < Ul imgom + (€26 = 1) 1y -

Segue daf a estimativa.

2.4 Existéncia e unicidade de solucao

Trataremos agora de mostrar a existéncia de solucao para o problema cléssico.

Mas primeiro definiremos o que sao fungoes Holder continuas bem como o espaco

de Holder.

DEFINIGAO 2.4.1. Uma funcao f, definida em Q C R™, é dita Hélder continua

de ordem o > 0 se satisfizer

IICEV U
B el
DEFINICAO 2.4.2. Param € Zy e a € (0,1], o conjunto

cme (ﬁ) ={ueCc™m (ﬁ) :0Pu e C%° (ﬁ) para todo |B| =m},

é conhecido como espaco de Hélder. Neste caso C%* (ﬁ) ¢ um subespaco de
C (5) que consiste de todas as fungoes que sao Holder continuas com respeito ao

expoente .
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OBsErRvVAGAO: O espaco C%¢ (ﬁ) ¢ um espaco de Banach com respeito & norma

ollcnsay = lullogey +sup { 2=y e 0.0 2.

E da mesma forma, o espaco C"¢ (ﬁ) ¢ um espaco de Banach com respeito a

norma
OPu (x) — 0Pu (y)
[ullgm.a(@y = lullom (@) + > sup | — }l‘y eEQur#y,.

P [e =]

Estamos interessados em mostrar que o problema
P(u)=f em Q

(=1 (2.10)

u = 0 na 0f)

possui solugao. Uma ferramenta importante que nos ajudard nesse processo € a
estimativa de Shauder.
Considerando A uniformemente eliptico em 2. A estimativa de Schauder nos

diz que se u for solugao de C*“ para o problema (2.10), entao

lullcea(ay = cllflcon(a)-

Aqui ¢ = ¢(K,m, ), onde m é a constante de elipticidade e K um limitante para
os coeficientes de P. Nao provaremos esta estimativa aqui, para maiores detalhes

consulte [12].

TEOREMA 2.4.3. Para cada f € C% (ﬁ) , 0 problema

Plu)=f emQ
u =0 na 0N

(2.11)

tem uma unica solucao.

DEMONSTRACAO. A unicidade segue do Coroldrio 2.2.5. Faremos a prova da
existéncia da solucao. Vamos fixar f € C%¢ (ﬁ) e considerar a familia de proble-

mas

P(u)=tPu)+(1—t)Au=f em Q
u = 0 sobre 02,

(2.12)
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com t € [0, 1]. Se tivermos t = 0 entdo (2.12) se reduz ao problema

Au=f em
u = 0 na 0f).

Este problema tem solucdo, para uma prova consulte [12]. Consideremos agora o

conjunto
T ={tel0,1]; f € C** () = existe uma solucdo u € C*>* () de (2.12)}.

Obviamente T # (), pois ¢ = 0 pertence a este conjunto. Vamos provar que
T = [0,1]. Para isso provaremos que 1" ¢ aberto e fechado em [0, 1] .

Primeiro mostraremos que T' é aberto em [0, 1] . Seja t, € T arbitrario. Defina

¢, : C** (Q) — C?* (Q) por ¢, (u) = v, com v solugdo tinica em C** (Q) de

P, (v) = (t —t,) [Au— P(u)] + f em Q
v =10 sobre 012,

(2.13)

Vamos adimitir, por um momento, que w € C* (ﬁ) seja ponto fixo de ¢,. Entao
w = 0 sobre 9 e em ) temos P, (w) = (t — t,) [Aw — P(w)] + f. Desta forma,
para t = t,, temos
P, (w)=f emQ
w = 0 sobre 0.

Portanto, temos que os pontos fixos de ¢, sao solugoes de (2.12) . No entanto, ficou
pendente a justificativa de que de fato ¢, possui um ponto fixo. Para justificar
este fato mostraremos que ¢, é uma contracao para ¢ suficientemente préximo
de t,. Sejam u; e uy fungdes de C** (Q) . Considere v = ¢, (u1) € v = ¢, (u2).

Entao

v1 — vy = 0 sobre 012,
onde g = (t — t,) [A (ug — ug) — P(uys — uz)] . Assim, pela estimativa de Schauder

temos que

161 () = &1 (@)llcanqmy = lor = v2llgna(my

IN

et = tol 1A (1 = u2) = Plur = us)l| o

< eep |t —to| |lur — U2||Cz,a<§) )
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1
onde ¢y independe de uq, us, cet. Se € = Cy temos para |t — t,| < € que
cCq

1
¢ (u1) — & <U2)ch,a(§) < 2 |ur — U2HCz,a(§) ;

garantindo que de fato ¢, é uma contracao. O teorema de ponto fixo de Banach
nos permite concluir que ¢, possui ponto fixo. E assim segue que 7' é aberto em
[0,1].

Mostraremos agora que 7" é fechado em [0, 1]. Consideremos (t;) .y C T uma
seqiiéncia qualquer de modo que ¢; — t. Devemos mostrar que ¢ € 7. Como

(tj);en C T, existe u; no espago C%* (Q) satisfazendo

P (u;) = f emQ
uj = 0 sobre 0.
Usando a estimativa de Schauder temos ||u; HCQ,%Q) <c|f] coa(@) - Desta forma
(u;), (Oju;) e (0;05u;) s@o todas equicontinuas. O teorema de Arzela-Ascoli
implica que existe uma subsqiiéncia (u;,) que converge, junto com a primeira e

segunda derivadas, para uma funcio v € C%° (ﬁ) . Portanto, teremos que
= kh_)fgloptk (ujk) = b (’LL)

e u = 0 sobre 9. Segue que t € T. Isto conclui a prova do teorema. [ ]



Capitulo 3

Existéncia de solucao para

equacao eliptica quasilinear

3.1 Introducao

Seja €2 um dominio limitado em R™, n > 2, com 02 suave. Vamos estudar a
solubilidade do problema
Lu = f(z,u,Vu) em Q
u =0 sobre 0f.

(3.1)

Para isso utilizaremos o método de sub-supersolucao. Assumiremos entao que
f:QxRxR" — R éuma funcdo Carathéodory, ou seja, V(s,£) € R x R",
r — f(x,s,&) é mensurdvel e ¢.t.p em Q, (s,£) — f (z,s,£) é continua.

Consideraremos o operador na forma do divergente

"9 ou " ou

ij=1

onde a;; € Wh(Q), a;; = aj;, b € W (Q) e div (b) <0, com b = (by,...,b,) .

Além disso, assumiremos também que existe 6 real positivo de modo que

D ay (@) &8, > 017, VEER, Va € Q. (3.2)

ij=1

Por fim consideraremos
If (2,8,8)] < g(z,s)+ k|, V(s,§) € RxR" e quase todo z € Q,  (3.3)

43
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onde k,a sao constantes reais positivas. Assuma que g também é uma funcao
Carathéodory e satisfaz:
Hy) Vr > 0 temos que sup |g (-, s)| € LP ().

[s|<r
H,) a) Se n = 2, entdo

2
l<p<2e <a<?2
p+1

b) Quando n > 3, temos

2n < <n 2 <a<
—e—— <«
n+2_p 2 p+17 n—op

ou

<a<?2

|3

<p<ne
=P p+1

DEFINIGAO 3.1.1. As fungoes {ug,u’}, que estio em W2P () N L™ (), sdo
sub-supersolugdo para o problema (3.1) em WP (Q) se:

1) up <0 < u sobre 99.

2) ug < u’ em Q.

3) Lug — f (x,ug, Vug) <0 < Lu® — f (z,u°, Vu®) g.t.p em Q.

3.2 Solubilidade

Mostraremos que se o problema (3.1) possuir sub-supersolu¢ao entao este
problema possuird ao menos uma solugao. Isso serd explorado no préximo resul-

tado.

TEOREMA 3.2.1 (Delgado e Sudrez) Assumal < p < 2 sen =2 e considere

Tf—& < p < n se tivermos n > 3. Também assuma H1) e H2). Se existir sub-

supersolugdo para (3.1) em W??(Q), entdo (3.1) possui ao menos uma solugdo

em WP (Q).

DEMONSTRAGAO. Temos que p* = n"—_’; > 2. Isso é obvio para n = 2. Paran > 3

temos que 2= > 2 se, e somente se p > 20 Isto é verdade segundo o item b) da
p n+2

hipétese Hs).
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Além disso o intervalo [ap, p*) # () pois

n n
= a< ,

n—p n—p

ap <

que é verdade pelo item b) de Hy) para n > 3. No caso n = 2 temos

< 2 <:>a< L
a [ J— [
2—p 2 2—-p

que ¢ de fato verdade pois pelo item a) de H) temos § < 1 < fp. Diretamente,
para qualquer ¢ € [ap, p*) temos

np 1 n—p 1 1 2
= - > =—+-—--,
n—p q np n p n

q <

e o Teorema 1.3.20 nos garante que W27 (Q) = W14 (Q) . Fixemos ¢, € [ap, p*)

e consideremos o operador
T : Whie (Q) — Whee (Q) N L™ (Q)
associado a {ug, u"} sub-supersolugao de (3.1) dado por

u®(z), caso  u(x)

Tu(z) =19 u(w), seug(r) <u(w)

< u(z)
(

<

< uf () (3.4)
up (), quando wu(z) < wg(z).

Obviamente devemos verificar que este operador estd bem definido. Primeira-

mente observe que
Tu (2)] < mdz{||uoll, , [[u’]|  } = m
q.t.p em Q ja que up,u® € WP (Q) N L*>® (Q) . Com isto concluimos que
Tu € L™ (), Yue W (Q).

Por outro lado, se v € W% (Q) e z € Q forem tais que sao finitos u (),

u® () e ug (7) , podemos escrever

u(z) +u® (z) + 2up (z) — |u(z) — u® (z)]
4

@)+ () - 2Uo4(:c) — (@) —u’ ()] (3.5)

Tu(x) =
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De fato, temos que se u° (x) < u (), entao

u(z) + ul (z) + 2ug (z) — u(z) +u° ()

Tu(x) = 1
Llule) +ul () - 2U04(1’) —u(z) +u’ (z)
e desta forma temos que
Tu(r) = % (v’ (z) + uo () + % |u® () — uo (2)]

Mas por hipotese temos que u° (z) > ug (z) implica u° (x) — uq (x) > 0.

Logo

Tu(z) = = (u’ () + uo (2)) + % (W’ (z) —up (z)) =’ (x).

DN | —

Nos outros casos o procedimento ¢ andlogo. Portanto (3.5) coincide com (3.4) .

Antes de prosseguirmos observe que se u e 2% estdo em L% (), entdo |u| e
Dul estdo em L% () . Sabemos que u € W (Q) e além disso u’, ug € Whi (Q)

pois ja sabemos que W2? () % Wh% (Q) . Desse modo, usando o Lema 1.3.10 e

a observacao feita temos que

‘u - uo‘ e Whi (Q)

ja que
(u—u’) e Whe (Q).
Consequentemente

u—+ u + 2ug — |u — u®

S el Uiy DS TER AT
4

Novamente usando o Lema 1.3.10 temos

0 _ 2 _ _ .0
lu+u uy — |u—u’|| e Wi ()

4

Portanto Tu € Wh% (Q) e, consequentemente, Tu € W4 (Q) N L (Q).
Introduza agora as funces U, Uy : © — R tais que U = w4+ K e Uy = ugp— K
com K escolhido de modo que U® > 1 e Uy < —1. A questdo é se de fato é possivel

encontrar tal K. Com efeito, j& sabemos que |ug| < m e |[u°] < m q.t.p em Q.
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Com isso temos, ¢.t.p em Q, que ug < m e —m < u® implicam ug < (m+1)—1e
1—(m+1) <u’. Desta forma temos que ug — (m+1) < —leu’+ (m+1) > 1

com K =m+1.

Outra coisa a ser observada é que TUy = ug e TU? = u° pois temos que
W <uW+K=U%euy>u— K =U0,.

Defina agora a : 2 — R dada por
a(z) = max{—LU° (z), LU, (z),1}.

Segue que a > 1 e a € LP(Q2). A primeira afirmagao é direta e a segunda

segue do fato de que LU® = Lu® e LUy = Lug estdao em LP () e g.t.p em Q,
0 @)] < |6 (@)] + [£uo (2)] + 1.
Agora, para t € [0,1], vamos considerar o seguinte problema

Lu=tf(z,Tu,V (Tu)) — (1 —t)a(x)u em 2
u =0 sobre 0f.

(3.6)

Temos que {Up U’} é uma dupla sub-supersolugiao para (3.6). Com efeito,

temos que

Up < —1<0<1<U°sobre 09

e que Uy < U° em Q. Além disso,

IN

LUy — (1 —1t)a(x)
,CUO - (1 - t) EUO = tEUO = t,CUO
tf (z, uo, Vug) = tf (2, TV, V (T'Vy)) -

LUy+ (1 —t)a(x) U

A

IN

Por outro lado,

v

LU+ (1—1t)a(x)
LU — (1 —1t) LU =tLU° = tLu°
> tf (z,u’, Vu°) = tf (2, TU°, V (TU?)).

LU+ (1 —t)a(x)U°

v

Tudo isso em ¢.t.p em , claro. Portanto {Uy, U’} é sub-supersolugao para

(3.6) . Além do mais, se u € W2 (Q) for uma solugao do problema (3.6) para
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algum ¢ € [0, 1], temos que

Uy <u<U° (3.7)

Vamos provar que u < U°. Para isso defina v : Q — R dada pela expressao
v(z) =u(z) —U°(x). Segue que v € W?? (). Temos de mostrar que v = 0.

Sabemos que

Lu+ (1—=1)a(@)u=1f(z,Tu,V (Tuw))

LU+ (1=8)a(z)U°>1f (z,u°, Vu°).
Subtraindo membro a membro estas duas expressoes temos
Lo+ (1=F)a(x)v<t[f(z,Tu,V (Tu) - f(z,u°, Vu°)].
Multiplicando esta igualdade por v* temos
(Lo)vT + (1 =1)a(z)vv’ <E[f (2,Tu,V (Tw) — f (z,u’, Vu°)]vF.  (3.8)

Antes de continuar faremos algumas consideragoes. Como v € W?2P (Q),

temos que Lv € LP () e vamos provar que v* € Lo (©). O caso n = 2 nao

np-—1
apresenta dificulades. Para n > 3, escolha s = M > 1 e s, tal que
n—p
1
— + — =1 e use a desigualdade de Holder para mostrar que
5 S

_pP_
CHE

/Q\w ()7 di <

Esta tltima expressao ¢ vélida, pois v € WP (Q) e como p < n temos que

WL (Q) — Ln-r (). Logo

121l < oo.
S

/ vt (w)‘ﬁ%1 dx < oo.

0

Também temos que f (z,Tu,V (Tu)) € LP (). Por hipdtese
f (@, Tu, V (Tw)| < |g (z, Tu)| + k |V (Tu)|".

De Hy) temos que g (-, Tu) € LP (). Vamos provar que |V (Tu)|* € LP ().
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Sabemos que |V (T'u)| € L% (2) . Basta escolher s = LS 1e s, de maneira
ap

1 1
que — + — =1 e usando a desigualdade de Holder temos

So

/QIV (Tw)[* < VAT, 1], < o0

Portanto f (-, Tu,V (Tu)) € L? (). Para f (-,u’, Vu®) procedemos de forma

similar. Agora podemos integrar a expressao (3.8) sobre 2 e obter

/ (Lo)vt + (1-1) / a(x)vet < f/ [f (@, Tu,V (Tu) = f (z,u°, Vu°)] v™.
Q Q Q
Considere agora os conjuntos

A={r e Qu(x) <U°(x)}

B={reQu(z)>U"@x)}

Temos que Q = AU B e v" = 0 em A. Podemos desta forma escrever

/Q(cu)wz/B(cu) ot g/B(cv)u++(1—f)/Ba(x) w)?<0, (39

uma vez que em B temos Tu = u°. Temos que

/Q Z/axz( ax)” +2/ gu:f

Como v = 0 sobre 9Q podemos escrever [, (Lv)v™ igual a

n

6@ 8’U+ 1 . + 1 abz + a +
Z/ozZJ or; O 2/de(b)vv —Z {/ﬂ (Eaxi”“ +833i (vF)vb; ) |

7,7=1 =1

Defina os conjuntos

C={xe; v(z)>0}

D={xe€Q; v(z) <0}.

Temos que

10b; o 0 v o N_ [ 0 iy o4 /a o
/(28:@ v +8xi(v)vbz>_/ﬂ aﬂii(v )U bt ani(v)vbl_o-
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Podemos, desta forma, concluir que

= ov ovt 1
+_ () ZY 2 - +
/Q(Ev)v = E /Qaw (x) 9z, O, Z/QdZU (b) vv

1,j=1

e, usando (3.2), podemos escrever

/Q(Ev) vt > 9/Q [vot|* > 0. (3.10)

/\vwf —0.
Q

Portanto v+ = 0 ¢.t.p em €. De maneira muito similar pode-se mostrar que
U() S u.
Defina agora S : [0,1] x W4 (Q) — Whe (Q) por S (t,u) = v, onde v é

De (3.9) e (3.10) temos

solugao do problema

Lyv=tf(z,Tu,V (Tu))— (1 —1t)a(z)v em
v =0 sobre 0f2.

(3.11)

Temos de verificar se S estd bem definida. J4 foi provado que f (-, Tu, V (T'u))
estd em LP (2). Assim, a teoria de operadores elipticos nos garante que se v for
solugao de (3.11) entao v € W?P (). Além disso, o principio do méximo de
Aleksandrov (Veja [2]) nos diz que v serd dnico. Isto assegura que S estd bem
definida pois j4 foi visto também que WP () = Wl (Q). Usando a teoria de
operadores elipticos e a expressao (3.11) nao apresenta dificuldade provar que S
¢ um operador continuo e, portanto, compacto. Provaremos que existe C' > 0
tal que sempre que a fungao u € Wh (Q) for tal que S (t,u) = u para algum
t € [0, 1] teremos

HuHWl»tIo(Q) <C (3.12)

Admitamos por um momento que ja tenhamos provado (3.12) . Entao, levando
em conta que S (0,u) = 0, o Teorema 1.4.5 nos garante que existe u € W (Q)

tal que S (1,u) = u, isto é, u satisfazendo

Lu=f(x,Tu,V (Tu)) em
u =0 sobre 0f).
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Se provarmos que uy < u < u’ poderemos concluir que u resolve (3.1).
Mostraremos que v < u°. Aqui o procedimento é andlogo ao que foi feito para
provar (3.7). A teoria de operadores eliticos no garante que u € W?2? (2) . Entao

v =u — u’ estd neste espago. Vamos provar que v+ = 0. Temos que
Lu=f(x,Tu,V (Tu))

e, por hipdtese,

Lu® > f (m,uO,V (uo)) )
Segue que
/ (Lv) vt < / [f (2, Tu,V (Tu)) — f (z,u°, Vu®)] v™.
Q Q

Defina
Ay = {z e Qu(z) <u’(2)}

By = {z € Qu(x) > (2)}.

Em A; temos vt = 0 e em By, Tu = u°. Logo v™ = 0. O outro caso é analogo
e, portanto, Tu = u e u resolve (3.7). Para concluir o resultado basta provar
(3.12). Seja u € W (Q) satisfazendo S (f,u) = u, com t € [0,1]. Devido ao

teorema de imersao segue que

||U/||W1#I0(Q) S C ||u||W2p(Q) .

A constante C' nao serd necessariamente a mesma nas outras desigualdades.

Além disso, da teoria de operadores elipticos temos
[ully2p 0y < CllLull, -

Temos entao

IN

C (1= a(@)u+tf (z,Tu,V (Tu))Hp
C (H(l —1) aqu +||£f (x,Tu,V(Tu))Hp) :

HUHWZP(Q)

IN
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Desta forma podemos escrever

el < € (llal, lulla + llg ¢ Tu)l, + 11V (T, ).

Todavia, temos que

(f \V<Tu>|ap)’l’ — (v @al,)"-

Com isso podemos escrever

el < € (llall, el + g T, + (19 (Ta)lll,,) ) (313)

Levando em conta que || < oo e que vale (3.7) temos condigoes de concluir

que u € W2P(Q)N L" (), para todo r > 1. O Teorema 1.3.21 nos garante que
A 1-\
IVullyo.er @) < cllullyenq llullworq (3.14)

com aip =14+ (% — %) + (1 = X) L. No entanto, para estarmos de acordo com

o Teorema 1.3.21 precisamos ter \ € [1 1} . Entretanto, com nossas hipéteses

29

podemos mostrar que é possivel escolher r > 1 satisfazendo
r(n —2p) < np. (3.15)
De fato, utilizando Hs) vamos analisar cada caso. Na condi¢do n = 2 temos
1<p<2=2<2p=2-2p<0.

Além disso 2p > 0 e isso nos permite encontrar r > 1 satisfazendo r (2 — 2p) < 2p.

No caso n > 3 temos duas situagoes. Quando g < p temos n — 2p < 0.
Mas pn > 0. Entao poderemos também, neste caso, encontrar r > 1 satisfazendo
(3.15). Se p < g temos n — 2p > 0. O nimero r a ser escolhido neste caso deve

satisfazer
np
n—2p

1<r<

Com base nesta andlise podemos concluir que é possivel encontra r > 1 satis-

fazendo (3.15) . De posse de tal r temos que

\e 1’1 lg nr —apr — apn <1 2r <a< n .
2 2 = a(nr—2pr —np) p+r n—op
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Podemos desta forma aplicar o teorema sem o risco de entrar em conflito com

nossas hipé6teses. Além disso, combinando (3.13) e (3.14) , podemos escrever

~ 1-Na
lellwasay < C (14 llg (- Tw)ll, + Nl Il 5ola, ) -

Agora, teremos que
n+ 2r

A<l <= a< .
n-+r

Portanto, para qualquer r e « satisfazendo

n + 2r
<

1< —2p) <
<ror(i-2p) <mpe——<a< 2

(3.16)

teremos a\ < 1 e consequentemente
1—aX ~
[ullyzingey < C

e, portanto, vale (3.12) .
Jé foi visto que é possivel obter r > 1 satisfazendo r (n — 2p) < np. A questao
é se tal r também vai satisfazer (3.16) . Para verificar isto defina as fungdes [; e

l> por
2r n -+ 2r

ely(r) =

p+r n+r’

ll (T’) =

Pode-se provar que estas funcoes sao crescentes e

Tgljrnoolj (r)y=2
para j = 1,2. Além disso, temos que [; (1) < l3(1) e os seus graficos irdo se
interceptar somente quando 7 = nap © teremos, para j = 1, 2,
lﬂﬁznﬁp
Deste modo, se
2p<nepi1 <a< —

poderemos encontrar r satisfazendo (3.16) . Se 2p > n as fungdes nunca se inter-

2

ceptarao para valores positivos de r. Entao para qualquer o € [m, 2) podemos

encontrar r satisfazendo (3.16) . Isto completa a demonstragao. |
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3.3 Aplicacao ao estudo da dindmica de popu-
lacoes
Nesta secao vamos analisar um exemplo, apresentado por Delgado e Sudrez

em [7], em que o teorema anterior pode ser aplicado. Considere o caso particular

n = 3, e o problema quasilinear

—Au=n(z)+u(y—m(x)u)+ (b(z).Vu)* emQ

(3.17)
u = 0 na 012,
onde 7 € R, % < a < 2. Além disso, temos que
me L*(Q),ne L>®(Q),be (L>(Q)*,n>0,m>m,>0. (3.18)

No contexto da dindmica de populagoes, qualquer solugao positiva de (3.17)
pode ser vista como o estado de equilibrio da densidade populacional. O coefi-
ciente m = m (x) estd associado & limitagdo da populagao em estudo enquanto
que b =b(x) e n = n(x) sdo responsaveis pelo efeito de transporte e a influéncia

do meio na vizinhanga, respectivamente. Seja f : {2 x R x R” — R dada por
fla,s,8) =n(x)+s(y—m(zx)s)+ (b(z).)".
Temos que
|f (25,6 < [n ()] + [s7] + [m ()] [s]* + 1] (1]
Desta forma existe k tal que
|f (5, Ol <k (L+m (@) |s] + |sy] + k€]

Considerando

g(x,8) =k(L+m (@) s+ [s]

temos que

f (2,8, < g(x,s) + k[N
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Observe que, devido a (3.18), f e g sdo fungoes Carathéodory. Provaremos
que {ug,u’} = {0, K} sao sub-supersolugao para o problema (3.17) para K > 0

suficientemente grande. Temos que
—AK —n(z) - K(y—m(z) K) = (b(z) VK)* = —n (z) — K (y = m (z) K)
que ¢ igual a
—n(z) — Ky+m(z) K* > —n(2) — Ky + K?m,.
No entanto temos que —n (x) > —k ¢.t.p em 2. Assim, ¢.t.p em €,
~AK —n(z)—K(y—m(2)K) - (b(z) VK)* > K*m, — Ky — k.

Sendo m, > 0, existe K > 0 tal que K?m, — Ky — k > 0. Portanto é possivel

encontrar K > 0 satisfazendo, ¢.t.p em (2,
—AK —n(z)—K(y—m((z)K)— (b(z) . VK)* > 0.

Como {0, K} satisfazem as outras condi¢bes da Definicdo 3.1.1 temos que
{0, K'} é sub-supersolucao para (3.17).

Assim, levando em conta que A é um operador uniformemente eliptico em €2
o Teorema 3.2.1 nos permite concluir que o problema (3.17) possui a0 menos uma

solugao u em W27 (Q), com u > 0 em (2.
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Capitulo 4

O método variacional e equacoes

do tipo —Au = f(z,u, Vu)

4.1 Introducao

Neste capitulo vamos considerar a resolubilidade do problema
—Au = f(z,u,Vu) em
u =0 sobre 012,

(4.1)

com €2 um dominio limitado do R"™ com fronteira suave. Assumiremos n > 3.
A técnica que serd usada para resolver (4.1) consiste em associar ao problema
(4.1) uma familia de problemas elipticos semilineares que nao dependam do gra-
diente da solugao. Mais precisamente, para cada w € H} (€2), consideraremos o

problema
—Au = f(z,u, Vw) em 2
u =0 sobre Of).

(4.2)

Temos que (4.2) é um problema variacional e podemos ataca-lo com métodos
variacionais. Vejamos agora as hipéteses sobre a funcao f: 2 x R x R" — R,

heo) f € localmente Lipschitziana e continua.

hy) lim? &8 (x;t’ §)

lim = 0 uniformemente para x € Q e £ € R™.

2
hy) Existem constantes a; > 0 e p € (1, n_+2) tais que
n —
If (z,6,8)] <ay (1+t]P), Vo €Q, t € R, £ € R™

o7



58 » Carituro 4 Mietopos variacionars <

hs) Existem constantes 6 > 2 e t, > 0 tais que
0<OF (z,t,6) <tf(x,t,6), Yo €Q, |t| >t, &R,

com t
F(z,t,¢) :/0 f(z,s,6)ds.

hy) Existem constantes a; > 0 e ag > 0 tais que
F(z,6,8) >a|t|” —as, Ve € Q, t e R, £ € R™
EXEMPLO 4.1.1. A funcao dada por
flat,€) =bilt " tg (&), ¥ (x,t,6) €A xR xR,

comby >0, g€ L®(R") e0 < by < g(§) para alguma constante by, satisfaz
ho)y ..y hy).

De fato, é imediato que f satisfaz hg). Vejamos as outras condigoes. Levando

em conta que g € L™ (R™) temos que

o f@t8)
t—0 t

— tim, b 1 9 (€) =0
uniformemente para z € Q e £ € R”, satisfazendo h;). Temos também que
[f (2,6, €) = bl |t [t g ()]
No entanto existe £ > 0 tal que
|f (2,6, < [ba] R [E]" < aq (14 [¢]7)
com a; = |by| k, satisfazendo hs). Quando ¢ > 0 temos que

F(x,t,§) =byg (5)/0 sPds = b;gT(?tpH.

Por outro lado,
tf ([E, t? 5) - blg (5) tp+1
se 6 > 2 entao
0

p+1§1¢¢0§p+L
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Nestas condigoes temos

0<0F (z,t,€) = big (&) P < byg ()P =tf (x,t,€).

p+1

Para t < 0, segue que

tf (2,1,6) = big () (=t)"*".
Novamente escolha § > 2 com 6§ < p+ 1. Isso garante que f satisfaz Hs). Por
fim sabemos que
b b1b
F(at,€) = 208 s o Dabo s
p+1 p+1
b
Neste caso tome 6 =p+1eay = % Desta forma é possivel encontrar as > 0
p
de modo que F' (x,t,£) > ay |t|9—a3 para todo (z,t,¢) € QxR xR", completando

a prova.

Uma coisa a ser observada é que hs) e h3) nos garantem que 6 < p+ 1. Como

estaremos trabalhando em H! (©) a norma que utilizaremos é a usual dada por

|wu=(xgvmﬁ;.

Vejamos os dois resultados principais.

TEOREMA 4.1.2 (de Figueredo, Girardi e Matzew) Suponhamos que valem
as hipdteses hy), ..., hy). Entao, existem constantes positivas ci e co tais que para
cada w € H! (Q) o problema (4.2) possui ao menos uma solugdo u,, satisfazendo
c1 < |luw|| < co. Além disso, sob as condigdes das hipdteses temos que (4.2) possui

ao menos uma solugao positiva e uma solugao negativa.

Se estivermos observando apenas a solugdo positiva devemos assumir hs) e
h4) somente para t positivo. Para resolver o problema (4.1) precisaremos de mais

uma hipdtese.
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hs) A fungao f satisfaz as seguintes condigdes de Lipschitz localmente,

|f(fL’,t/,§) - f(I,t/,,€)| S Ll ‘t, - t//| vx € ﬁ7 tlat// €m [OJpl] € |€| S P2

|f (2,6,8) = f(2,8,6") < Lo | = &"| Ve € Q, t € [0,p], [€] e [€"] em [0, p,]
onde p; e p, dependem de p, n, 0, a1, as e az dados nas hipdteses anteriores.

TEOREMA 4.1.3 (de Figueredo, Girardi e Matzeu) Assuma que valem as

hipdteses hy), ..., hs). Entdo, o problema (4.1) possui uma solugdo positiva e uma
_1

negativa desde que /\1_1L1 + A 2Ly < 1, onde Ay é o primeiro autovalor de —A.

Além disso, as solugoes obtidas sio de classe C?.

4.2 Prova do Teorema 4.1.2.

A solucdo de um problema como em (4.2), que é variacional, é obtida como

um ponto critico de um funcional
I,: HL(Q) — R

definido por
1
Iw(v):—/|Vv|2—/F(m,v,Vw).
2 Q Q

Quebraremos a prova do Teorema 4.1.2 em vdrios lemas. Primeiramente
provaremos que o funcional I, possui a geometria do teorema do passo da mon-

tanha. Mas antes vejamos a

PROPOSICAO 4.2.1. As hipdteses hy) e hy) nos garantem que dado € > 0 eziste

uma constante k. > 0 de modo que, ¥V (z,t,£) € Q x R x R",
F (2,6, < 58 + k|t (4.3)

DEMONSTRAGAO. Dado € > 0 fixo, h1) nos garante que existe 0 (¢) > 0 tal que

teR,0<|t| <d(e) implica |f (z,t,&)| < €lt]. No caso em que t > 0 temos

[z, t,8) <et, 0 <t <d(e).
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/Otfm,s,f)dsgefotsds

F(x,t,6) < %ﬁ, 0<t<d(e).

Entao
e, portanto,

Se tivermos t < 0, segue que f (z,t,§) < e(—t) dai —f (x,t,&) > €t. Logo

0 0
_/ f(%sjf)dSZE/Sds, —d(e) <t <0,

€ segue que

F(a,t,6) > —gﬁ, —5(e)<t<0
e desta forma concluimos que
|F (2,1,8)] < %tQ com 0 < [t| < 5 ().
De hy) existem constantes a; > 0ep € <1, Z—t;) tais que
If (z,t,8)] < a1 (1+tP) V(2,t,€) € QxR x R

No caso em que t > 0 temos

t t +1
|F<m,t,g>|s/0 If(m,s,f)ldséal/o (14 ds = a (t+pt:1)-

Desta forma

1 1
F(z,t <ttt —4+—1), t>0.
| (JI, 7£)|_a1 <tp+p+1>7

Para t < 0 temos

|F(z,t,6)] =

t
0

/tf(x,s,f) ds
0

:'_/ f(2,5,€) ds
< [ s <a [ 0o

€ segue que

|F (2,t,€)| < ap (—t)"*! <ﬁ + ﬁ) <0,

Portanto, para t € R, temos

1 1
Fz, 6,8 <a |t | = + —— ).
| (:Cv 7§)| —a1| | |t’p +p+1
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L > —1 desta f egue
€ desta Iorma segu ue
S(E)p - ’t|p7 g q

No caso em que [t| > § (¢) temos

1 1
< P — ).
Pl <alt™ (554 )

Levando em conta que 2 < # < p+ 1 temos

1
JON

e desta forma podemos concluir que é possivel encontrar k. > 0 independente de

|F (2,1,8)] < ay [t ( - %) , [t > 6 (e)

x, t e &, de modo que
P (2,t,)] < 52+ k HH, ¥ (2,,6) € Ax R xR,
concluindo o resultado. [ ]

Vejamos agora o primeiro lema.

LeMaA 4.2.2. Considere w € H! (). Ezistem miimeros positivos p e «, indepen-

dentes de w, tais que
I, (v) > a, Yo € H(Q) tal que |Jv]| = p.

DemMonsTRAGAO. Considere w € H! (Q) arbitrdrio e fixe € > 0, com ¢ < A\;. A

Proposigao 4.2.1 nos diz que existe k. > 0, independente de w, satisfazendo
|F (x,v, Vw)| < gvz + kc|u|P™, q.t.p para z € Q. (4.4)

Sabemos que v estd em L? (£2), vamos agora mostrar que v estd em LPT! (Q).
O teorema de imersdo de Sobolev nos garante que H! () estd imerso em

n 2 1 1 1
Ln=s (Q). Escolha s = ( n > e s, satisfazendo — + — = 1. Usando a
n—2)p+1 s S,

desigualdade de Holder temos

1
/’U’p+1 < (/ |U‘(p+1)s> |Q
Q Q

Desta forma podemos integrar (4.4) sobre ) e obter

1 ptl 1
o= (lollz,)" 1020 < oo

/|F(x,v,Vw)|dx§ E/ |v(x)|2dx—|—k3€/ v ()P de,
Q 2 Ja Q
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ou seja,
€ 2 1
LI o 9u)l < S ol + ol

Além disso podemos escrever

1 €
Low) 2 5 [ 190 = 5 ol — ke[l
2 Jq 2

Devido a desigualdade de Holder temos

1 2 € 2 1
L) 2 5 [ Vol = § ol = . ol?s]
9] n—2

63

e o teorema de imersao de Sobolev e a desigualdade de Poincaré nos garantem

que

1 2 € 2 7 1
Lo (v) = = o] = = [vll* = Fe [Jv]"™
(v) = < v e [ v]] [[v]|
Portanto

1 _
Lo 25 (1= £ ) Il =Rl

onde k. nao depende de w. Desta forma segue

L 2 Ioff |5 (1 ) =R

Tome p > 0 tal que
1 € —
(1= =) —kp” | = 0.
A (i) e

A escolha de € nos garante que podemos escolher tal p.

Provaremos agora o

LeMaA 4.2.3. Considere w € H} (Q). Fize v, € H} (Q), com |v,|| = 1. Entdo

existe T' > 0, indepedente de w, tal que
I, (tv,) <0, Vt > T.
DEMONSTRACAO. Da hipétese hy) temos que, V (x,§) € Q x R™,

F (2, t05,€) > as [t|’ [0,|° — as.

/ |vo|? < 0.
Q

Provaremos agora que
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2 1 1
Para isso escolha s = _n2§ e s, satisfazendo —+— = 1. Usando a desigualdade
n— S S

0 0 L
[l < (el 2) 191 < o0,
Q n—2

garantindo que vale (4.6) .

de Holder temos

Agora podemos integrar (4.5) sobre € e obter

/ |F (2, tv,, Vw)| > ay |t|9/ vo|? — a3 |9
Q Q

e, portanto, vale

1
T (t05) < 57— a3 W/ 0ol” + a5 9]
Q

2n
Levando em conta que 6 € (2, —2> e que ||v,|| = 1, existe Sy > 0 tal que
n JR—

||v0||g > S8 > 0 e desta forma temos que
Lo 0 ¢
Iw (tvo) S §t — Q9 |t| S@ + as |Q| .

Desta maneira, levando em conta que 2 < 6 é possivel obter T' > 0 independente

de v, e w de modo que [, (tv,) < 0 para todo t > T. ]

Vejamos agora o

LEMA 4.2.4. Suponha que vale hg), ..., hy). Entdo para qualquer w € H} (Q) o

problema (4.2) possui ao menos uma solugdo u,, nao nula.

DEMONSTRAGAO. Os Lemas 4.2.2 e 4.2.3 indicam que o funcional I, possui a
geometria do teorema do passo da montanha. Além disso, de maneira padrao
(veja a referéncia [8] pagina 476), temos que as hip6teses hs e hs implicam que I,
satisfaz a condigao (PS). Desta forma uma solugao fraca de (4.2), u,, é obtida
como sendo um ponto critico em um determinado nivel, mais precisamente temos
Il (uy) =0 e I, (uy) = inf max L, (v (t))
~el t€[0,1]

onde

I={yeC([0,1],H,(2); 7(0) =0e~ (1) =Tuv,}
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para v, e T', como no Lema 4.2.3, fixados. Isto conclui a demonstragao. [ ]

Os préximos lemas tratarao das caracteristicas que possuem as solugoes obti-

das no Lema 4.2.4.

LeMA 4.2.5. Considere w € H! (). Entao existe uma constante positiva cy, in-
dependente de w, tal que

”uwH >

para toda solucao u,, obtida no Lema 4.2.4.

DEMONSTRAGAO. Do Lema 4.2.4 temos que u,, satisfaz

—Auy, = f (2, Uy, Vw) em Q
U, = 0 sobre 0f).

Desta forma temos

/]Vuw|2:/f(x,uw,Vuw)uw
Q Q

Usando hy) e hy) temos que, dado € > 0 arbitrério, existe ¢, > 0 independente

de z, t e &, tal que,
|f (26, )] S elt| +ce|t]”, V(z,t,) € QxR R™

Desta forma podemos concluir que

/|Vuw|2 Se/ |uw|2+ce/ g P
Q Q Q

Usando a desigualdade de Poincaré temos

2 € 1
fol? (1= ) < el

e usando a desigualdade de Holder e o teorema de imersao de Sobolev segue que

€ —_
Jol? (1= ) < e luall™.

1 €
-1 —-——1< wp_l
(1= 1) <l

Desta forma
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T Y FUI |
Uy || = f— —_ — = C
Ce )\1 !

desde que p > 1 e e < . [ |

e, portanto,

Por outro lado temos o

LeMA 4.2.6. Considere w € H! (). Entdo existe uma constante positiva cq, in-
dependente de w, tal que

[uw|| <

para toda solucao u,, obtida no Lema 4.2.4.

DeEMONSTRACAO. Considere u,, obtida no Lema 4.2.4. Entao vale

I, (uy) = inf maz I, (v (1))
~el t€[0,1]

com

I={yeC(0,1],H,(Q); v(0) =0ery (1) =Tuv},

sendo T' e v, como no Lema 4.2.3 fixados. Temos que

Iy (uy) < méx 1, (v (t)), Vy €T
te€(0,1]

Em particular temos

I’LU ’LUS /thTO7
() maz, (t(Tw,))

onde 7 (t) =t (Tv,) . Usando hy) temos

2
7]

T
Lduﬂm)gjfﬂ—aﬂﬂﬂﬁsﬂﬂmmy

Defina h : [0,1] — R por

2
T

T
h(t) =5t —aa [T [t]” S} + a5 Q]

Levando em conta que h é uma fungao continua definida em um conjunto com-

pacto existe t € [0, 1] de maneira que h assume seu maximo em ¢. Logo, temos que
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I, (uy) < h (f) . Caso h (f) seja negativa podemos trocé-la por outra constante
positiva. Entao existe ¢ > 0 tal que I, (u,,) < ¢. Podemos, portanto, escrever

1

3 [ / F (7, u,, Vw) < c.
Q

Sejam t, e § como em h3) e considere os conjuntos

A={zeT; fu, (@) = t,)

e
B = {xGQQ |y ()] <to}-
Podemos escrever
0
—Huw!|2—/9F(:ﬂ,uw,Vw)—/GF(:c,uw,Vw) SCQ
2 A 5
Segue que

Q||uw||2 — / OF (2, Uy, Vw) < cf +/ OF (, Uy, V).
2 A B

Usando a Proposicao 4.2.1 temos

0
— |luwll® — / OF (, Uy, V) < cf + <£t§+k:€|to|p“) |B| 6. (4.7)
2 1 2

Além disso, temos também que vale

||uw|| /f x uw,Vw /f x Uwavw Uy + /.f x uwva)

Consequentemente, usando hs), temos

Joal? = [ £ oot V) = [ @, Vo) = [ 0F @00, V) > 0

A expressao (4.7) pode ser escrita como
0 2~
— =1 Junl” <= | f (2, Uy, VW) Uy
2 B

+ k|t |p+1) 1B|9.

com

c-c@+<20

Usando hs), temos que

V) s [ o o+ ).
B B
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Por isso é possivel concluir que
—/ f (@, e, V) uy < ay (8, +t271) |B| = k.
B

Desta forma, segue que

(2—1) P <E4 k=

1
26, \
HuwH§<6_22> = ¢,

provando o resultado. [ ]

e, portanto, temos

OBSERVACAO: No Lema 4.2.4 nés obtivemos uma solugao fraca do problema (4.2)
para cada w € H! (). Como p < Z—J_r; pode-se usar a teoria de regularidade em
LP para mostrar que u,, estd em C%* (ﬁ) , a € (0,1). No entanto, a regularidade
nao pode ser obtida se w for uma funcao qualquer em H} (). Se w for C* (ﬁ)
podemos usar a teoria de regularidade de Schauder para mostrar que u,, estd em
C2e (ﬁ) . Além disso, usando o teorema de imersao de Sobolev e o Lema 4.2.6, &
possivel provar que se w € H} (Q) N C* (Q) existem constantes p; e p, positivas

e independentes de w satisfazendo

||Uw”()0 <p e ||V“cho < P9

para toda u,, obtida no Lema 4.2.4.

Utilizaremos na préxima secao estes dados sobre a regularidade da solucao de
(4.2).
Agora provaremos a existéncia de uma solugao positiva. Claro que a existéncia

de uma solugao negativa é obtida de forma andloga.
LEMA 4.2.7. O problema (4.2) possui uma solu¢ao positiva.

DEMONSTRACAO. Defina f: QxR xR"” — R pondo:

Fla,t,6) = fla,t,6), set >0

0, caso t < 0.
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Temos que fsatisfaz hs) e hy) somente para t > 0. Além disso, na prova do Lema
4.2.3 escolha v, > 0. Com esta modificacao e levando em conta que a condigao
(PS) ainda é valida para tal f, podemos usar o teorema do passo da montanha

para mostrar que o problema, para w € H! (Q2),

—Auy, = f (2, Uy, Vw) em 2
Uy = 0 sobre 0f).

possui uma solugao u,, nao nula em €2. Desta forma temos que

/<Vuw,Vuw >—/f(m,uw,Vw)uw.
Q 0

Consideremos, agora, os conjuntos

A={zeQ; u,(z) >0}

e
B={z€Q; u,(z) <0}.
Segue que
/ < Vg, Vu, >= / F (@, 10, V) ug +/ F (@, u0, V) ug.
Q A B
Portanto

luz|] :/ < Vi, Vi >= 0
Q

para toda u, satisfazendo o Lema 4.2.4. Desta forma temos que u, (z) = 0,
Vz € (). Por isso, podemos concluir que u, é positiva em €2, pelo principio do

maximo. []

4.3 Prova do Teorema 4.1.3.

Para demonstrar o Teorema 4.1.3 usaremos o Teorema 4.1.2 de maneira ite-
rativa.

Construiremos uma seqiiéncia {u,},.y C H, () com as soluges de

—Auy, = f (2, Up, VUup_1) em 2
u, = 0 sobre 0F,

(4.8)
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considerando inicialmente ug € H} () N C* ( ), fixada.
Usando (4.8) para n e n + 1 temos —Au,, = f(z,un, VUu,_1) e também

—Aupi1 = f(x,upi1, Vu,) . Segue que

— Aty (Upr1 — Up) = f (2, U, Vp_1) (Uns1 — Uy) (4.9)
e
=AU (Uns1r — up) = f (2,51, V) (Unp1 — up) (4.10)
Integrando (4.9) e (4.10) sobre 2 teremos
/ < Vg, (Vg — Vu,) > = / [z, tp, V1) (Upg1 — uy)
Q Q
e
/ < Vupi1, (Vupyy — Vuy,) > = / f(z, uns1, Vug) (Uni1 — uy) -
Q Q
Usando a linearidade do produto interno e subtraindo membro a membro
temos que
— [/ (Vi |” — 2 < Vipet, Vg > + [V, |?
Q
é igual a

/ [f (I‘, Uy, vun—l) - f (ZE, Un+1, vun)] (un—l—l - un) .
Q
Desta forma, podemos escrever
/Q |V (tpy1 — un)\2 = /Q [f (2, uns1, Vun) — f (2, U, V)] (Upg1 — un)
+ / L (0t Vit) — (2t Vit 1)) (s — 1)
Q

A observacao feita apds a demonstragao do Lema 4.2.7 nos garante que para todo
n €N,

||Un||00 <p e ||Vun||00 < py.

Podemos usar a hipdtese hs) para obter
ltmsr — wnl® < Lo / s — wunl? + Lo / Yt — Vit [t g1 — ]
Q Q
Usando a desigualdade de Holder temos

190 = Vol s =l < 9t = ) =
Q
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Agora, usando a desigualdade de Poincaré, teremos que
et =l < Lory s — il LAy ® s — | [ — ]
Segue que
(1= LX) s =l < Loy tmss =t = 0]

Desta forma, temos

[NIES

Upt1 — Up|l < Up — Up—1]| -

s =l € T2 o =
Lo 2

Considere k = 2—171 Entao, para todo n € N,

Hun-i-l - un” <k Hun - un—1|| .

Levando em conta que por hipétese & < 1 nao é dificil provar que {u,} é uma
seqiiéncia de Cauchy em H! (Q). Sendo este um espago de Hilbert temos que

{u,} converge para u € H! (), isto &, existe u € H! () tal que
lim [|u,, — u|| = 0.

Além disso, o Lema 4.2.5 diz que existe ¢; > 0 tal que ||u,|| > ¢; para todo n
natural. Desta forma temos que u é nao nulo, assegurando que u é uma solucao
nao trivial do problema.

Para mostrar que u é uma solucao positiva usamos o mesmo argumento do
Lema 4.2.7. Um argumento andlogo possibilita mostrar que existe uma solucao
negativa. Ademais, a observagao feita ap6s o Lema 4.2.6 na se¢do anterior nos
possibilita concluir que u € C? () .

Além do mais, o resultado exposto neste capitulo, com algumas modificagoes,
pode ser obtido para um operador eliptico £ qualquer na forma do divergente.
Desta forma, apesar de estarmos trabalhando com o operador laplaciano, esta

técnica pode ser utilizada em casos mais gerais.
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