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1 Introducao

Nosso objetivo neste projeto € estudar numericamente as propriedades do modelo de
Ising em duas dimensdes numa rede quadrada. O modelo em questdo foi proposto em 1920
por Wilhem Lenz a Ernst Ising que em 1925 [1] apresentou resultados importantes para
estudo das propriedades termodindmicas de modelos de spin. Diferente do modelo estudado
por Ising naquela ocasido, que foi uma cadeia linear de spins em que nao foi observado
nenhum tipo de transicdo de fase para qualquer temperatura ndo nula, nosso modelo ¢
bidimensional numa rede quadrada. Pretendemos observar o comportamento das principais
quantidades observaveis como magnetiza¢do, energia, calor especifico e susceptibilidade
magnética em fungdo da temperatura. Como se sabe, os materiais ferromagnetos apresentam
uma transicdo de fase do tipo ordem-desordem em uma temperatura Tc conhecida como
temperatura de Curie-Weiss, onde nas proximidades desta temperatura, as quantidades
mencionadas acima tém um comportamento interessante. Como o estudo analitico de
problemas desta classe (sistemas de muitos corpos interagentes) ¢ em alguns casos impossivel
ou at¢ mesmo invidvel para um aluno de graduacdo, utilizamos um método simulacional
relativamente simples, que ¢ o método de Monte Carlo, e que pode fornecer 6timos resultados

neste tipo de problema.



Com o desenvolvimento de computadores cada vez mais potentes, atualmente a
simulacdo computacional de sistemas fisicos ganhou notavel forca. As vantagens de avaliar
um problema através de uma simulagdo, sdo as possibilidades de se obter resultados
preliminares que podem ajudar no tratamento de dados experimentais e fornecer pistas para a
interpretagdo de fendmenos desconhecidos, sem a necessidade da complicagdo de uma
medicdo em laboratério, onde sdo necessarios protocolos complicados, € em alguns casos,

demorados.

2 Metodologia

Neste projeto utilizamos o método de Monte Carlo [2,3] para estudar as propriedades
termodindmicas do modelo de interesse, € ¢ o mais importante € um dos mais utilizados em
simulagdes para esta finalidade. Porém podemos ainda encontrar muitas aplicagdes deste
método em Quimica, Matematica e Biologia. E um método numérico que permite resolver um
problema utilizando uma sequéncia de passos, como uma receita.
Em fisica estatistica [4], que ¢ o ramo da fisica em que se enquadra o nosso trabalho, o
objetivo central ¢ o célculo da funcdo de parti¢do do problema, que nos da informagdes sobre
as diferentes configuracdes do sistema fisico. Em alguns casos esta fungdo ¢ impossivel de se
calcular analiticamente, por isso técnicas numéricas sao desenvolvidas com o objetivo de
serem utilizadas nestas situagoes [5].
No método de Monte Carlo as grandezas termodindmicas sdo calculadas através de integrais
de grandezas especificas no espaco de fase (descricdo completa do estado de um sistema de
particulas especificando a posi¢do ¢ o momento de cada particula). E neste ponto que o
método mostra sua vantagem, pois utiliza a amostragem seletiva que consiste em amostrar o
espaco de fase de configuracdes de acordo com a distribui¢ao de Boltzmann, de forma que as
médias estatisticas sdo obtidas fazendo uma média aritmética sobre as configuragdes

selecionadas.

3 Fundamentacao tedrica



O magnetismo foi um fendmeno observado ha muito tempo (Grécia antiga), porém as
primeiras teorias e experimentos na tentativa de explicar tal fendmeno s6 ganharam forca no
final do século XIX e comego do século XX com o desenvolvimento da mecanica quantica.
Importantes contribuigdes foram realizadas neste campo, principalmente a primeira teoria
moderna do magnetismo com o conceito de campo molecular de Weiss e a famosa lei de
Curie-Weiss. A teoria de Weiss [6] utiliza o conceito de campo molecular para explicar o
surgimento de uma magnetizagdo espontanea, que ¢ o parametro de ordem que caracteriza a
fase ordenada ferromagnética. Ainda assim, esta teoria ndo foi capaz de descrever o
comportamento para alguns materiais. Além disso, o teorema de Von Leeuwen [7] demonstrou
que o magnetismo ndo poderia ser explicado pela fisica classica, ¢ um fendmeno puramente
quantico.

Com o surgimento da mecanica quantica, o desenvolvimento da mecanica estatistica e
a introdugdo do conceito de spin, o estudo de sistemas microscopicos de muitas particulas
ganhou um impulso e com isso foi possivel construir uma teoria microscopica e moderna do
magnetismo. Atualmente sabe-se que as propriedades magnéticas estdo associadas aos
momentos magnéticos (spins) localizados nos ions e tem origem i) devido aos spins
localizados (isolantes) ou ii) devido aos spins dos elétrons em movimento na rede (metal).
Para alguns materiais isolantes o magnetismo do ponto de vista microscopico pode ser

explicado através do modelo de Heisenberg descrito pelo hamiltoniano.
H = Z,rz.}. 5.5,
ij

A interagdo eletrostatica dos elétrons de camadas mais externas de ions adjacentes,
produz uma separag¢do dos niveis de energia eletronicos. Por exemplo, para dois elétrons, o
principio de exclusdo de Pauli exige que a autofuncdo de onda total seja anti-simétrica. A
energia Jij ¢ chamada de interagdo de troca (Exchange), ¢ a diferenga entre os niveis de
energia dos elétrons no estado tripleto (spins paralelos) e singleto (spins anti-paralelos).
Quando o estado de menor energia entre os elétrons é o tripleto, entdo eles se alinham
paralelamente. Quando isto acontece num material com muitos spins, isto da origem a
magnetizacao espontanea do material ferromagnético.

O modelo de Ising [10,11] ¢ mais simplificado e vamos estudid-lo no caso

bidimensional numa rede quadrada. O hamiltoniano ¢ dado abaixo.

H= —quﬂa-%
ij



Onde Si e Sj representam os spins i e j adjacentes que interagem com energia Jij>0, e a Si e Sj
¢ atribuido um valor +1 ou -1 (um spin orientado para cima ou para baixo respectivamente),
portanto cada sitio tem duas possibilidades. Uma configuracdo da rede ¢ um conjunto
particular de valores de todos os spins. Se existem N sitios, entdo haverdo ao todo 2™
diferentes configuragoes.

O problema matematico associado com nosso modelo ¢ encontrar uma forma analitica
fechada para a fun¢do de particao Z.

E
Z= Z exp(—ﬁ

conf

Onde E ¢ a energia de interacdo dos N spins. A soma ¢ feita sobre todas as configuracdes.
Desta fun¢do conseguimos derivar todas as quantidades termodindmicas do sistema e ainda
avaliar se ha transicao de fase para o mesmo.

4 Resultados

Os graficos obtidos a partir da simulagdo computacional sdo apresentados a seguir:
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No grafico 1, € possivel verificar que a energia por spin para temperaturas elevadas ¢é
relativamente alta indicando que o sistema ndo esta em uma configuracdo de minima energia.
Quando a temperatura ¢ diminuida, a energia também diminui, indicando que os spins em
cada sitio alinham-se em torno de um eixo (eixo de magnetizacdo) e, portanto a energia tende
a se estabilizar, tendo valor minimo de E/ NJ=-2, em temperaturas baixas.

No grafico 2, para temperaturas elevadas a magnetizagcdo ¢ pequena, indicando que o
sistema tem uma configuragao, onde na média, metade dos spins apontam para cima ¢ metade
para baixo. Como a magnetizagdo ¢ a soma dos spins em cada sitio, entdo ela assume valores
quase nulos. Quando a temperatura ¢ diminuida, a magnetizagdo tende a assumir valores
maiores, indicando entdo que nesta situacao, o sistema tem uma configuracao, onde na média,
a maioria dos spins estd alinhada em um sentido, reafirmando que para temperaturas cada vez
menores, os spins tendem a alinhar-se de maneira a minimizar a energia desta configuracao.
Quanto T -> 0 a magnetizacdo por sitio tende entdo a assumir seu valor maximo, indicando

agora que todos os spins alinham-se no mesmo sentido.

5 Conclusoes

A partir dos resultados obtidos verificamos que o comportamento de alguns dos
graficos se aproxima do que era esperado de acordo com resultados ja existentes em
bibliografias desta linha de pesquisa. A simulacdo computacional nos possibilitou estudo de
propriedades do modelo de Ising para uma rede quadrada em duas dimensdes e de diferentes
tamanhos, em que hd uma temperatura critica, abaixo da qual os spins tendem a se ordenar.
Foi observado o comportamento das propriedades estudadas proximo desta temperatura.

Para uma maior precisdo dos nossos resultados, devemos ainda realizar novas
simulagdes modificando a quantidade de passos de Monte Carlo para verificar a se ha
mudanca significativa destes resultados preliminares. Pretendemos ainda fazer o calculo da

susceptibilidade magnética e calor especifico para completar o nosso plano de trabalho.
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