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RESUMO

Este trabalho de concluséo de curso investiga a natureza matematica do niumero ,
focando em suas propriedades de irracionalidade e transcendéncia. Sao estabelecidos
os fundamentos matematicos necessarios, abrangendo conceitos de calculo real e
complexo, além de elementos da teoria dos nUmeros e um panorama histérico da
constante. O estudo da irracionalidade de 7 € abordado por meio das demonstracdes
de Ivan Niven e Cartwright. A transcendéncia de Pi, por sua vez, é explorada através das
provas desenvolvidas por Robert E. Moritz e Ivan Niven. Adicionalmente, este trabalho
apresenta a demonstracéo da irracionalidade de =* baseada na técnica de identidades
integrais de Hermite, conforme proposto por Mohammad Reza Yegan. Durante a
analise desta abordagem, foi realizada uma investigacao detalhada da derivacao de
uma relacéo de recorréncia fundamental para a prova da irracionalidade de 7% contida
no artigo de Yegan (2017), revelando inconsisténcias significativas que impediram sua
replicacéo e inclusdo. Os resultados obtidos contribuem para uma compreensao mais
profunda das propriedades de 7, destacando a complexidade e a beleza da matematica,
ao mesmo tempo em que enfatizam a importancia da verificagcao rigorosa em pesquisa.
O estudo reforga a relevancia de m em diversas areas do conhecimento e inspira novas
direcOes para a pesquisa, especialmente na elucidacao da referida inconsisténcia.

Palavras-chaves: r; Irracionalidade; Transcendéncia; Polinbmios; Séries; Integrais.



RESUMEN

Este trabajo de conclusién de curso investiga la naturaleza matematica del nimero ,
centrandose en sus propiedades de irracionalidad y trascendencia. Se establecen los
fundamentos matematicos necesarios, abarcando conceptos de calculo real y complejo,
ademas de elementos de la teoria de numeros y un panorama histérico de la constante.
El estudio de la irracionalidad de = se aborda mediante las demostraciones de lvan
Niven y Cartwright. La trascendencia de =, a su vez, se explora a través de las pruebas
desarrolladas por Robert E. Moritz e lvan Niven. Adicionalmente, este trabajo presenta
la demostracion de la irracionalidad de 7* basada en la técnica de identidades integrales
de Hermite, segun lo propuesto por Mohammad Reza Yegan. Durante el analisis de
este enfoque, se realiz6 una investigacion detallada de la derivacién de una relacion
de recurrencia fundamental para la prueba de la irracionalidad de 7 contenida en
el articulo de Yegan (2017), revelando inconsistencias significativas que impidieron
su replicacién e inclusién. Los resultados obtenidos contribuyen a una comprension
mas profunda de las propiedades de m, destacando la complejidad y la belleza de
las matematicas, al mismo tiempo que enfatizan la importancia de la verificacién
rigurosa en la investigacion. El estudio refuerza la relevancia de = en diversas areas
del conocimiento e inspira nuevas direcciones para la investigacién, especialmente en
la elucidacién de dicha inconsistencia.

Palabras clave: 7; Irracionalidad; Trascendencia; Polinomios; Series; Integrales.



ABSTRACT

This undergraduate thesis investigates the mathematical nature of the number =, fo-
cusing on its irrationality and transcendence properties. Necessary mathematical foun-
dations are established, covering concepts from real and complex calculus, as well as
elements of number theory and a historical overview of the constant. The study of =’s
irrationality is approached through the demonstrations by Ivan Niven and Cartwright. =’s
transcendence, in turn, is explored through proofs developed by Robert E. Moritz and
Ivan Niven. Additionally, this work presents the demonstration of 7%’s irrationality based
on Hermite’s integral identities technique, as proposed by Mohammad Reza Yegan.
During the analysis of this approach, a detailed investigation into the derivation of a
fundamental recurrence relation for the proof of 7%'s irrationality contained in Yegan'’s
(2017) article was conducted, revealing significant inconsistencies that prevented its
replication and inclusion. The obtained results contribute to a deeper understanding
of ©’s properties, highlighting the complexity and beauty of mathematics, while also
emphasizing the importance of rigorous verification in research. The study reinforces
7’s relevance in various fields of knowledge and inspires new directions for research,
particularly in elucidating the aforementioned inconsistency.

Keywords: 7; Irrationality; Transcendence; Polynomials; Series; Integrals.
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1 INTRODUCAO

Minha jornada académica na Universidade Federal da Integracao
Latino-Americana (UNILA) teve inicio no curso de Engenharia Fisica. Contudo, ao
longo dos anos, percebi que meu entusiasmo se direcionava mais intensamente as
disciplinas de matematica do que as competéncias fisicas mais especificas. Essa
percepc¢ao me levou a decisdo de mudar para o curso de Matematica na prépria UNILA
em 2022. Desde as primeiras disciplinas, como matematica basica, meu fascinio pela
matematica tem crescido continuamente, atraido pela beleza de criar e manipular obje-
tos matematicos que podem coexistir tanto no mundo real quanto no abstrato, tornando
o estudo dessa area uma jornada que transcende a mera aplicabilidade.

Historicamente, diversos conceitos mateméaticos tém gerado debates
acalorados sobre sua validade, como € o caso dos numeros irracionais. A descoberta
da irracionalidade de /2, por exemplo, que desafiou a filosofia pitagoérica ao negar
que todos os fenbmenos do universo pudessem ser reduzidos a numeros inteiros,
inclusive custou a vida de Hipaso de Metaponto (MOREIRA; CABRAL, 2021). Dentre
0s objetos de estudo que se destacam em muitos ramos da matematica, o numero 7 €
uma constante de particular importancia. = representa a razao entre a circunferéncia
de um circulo e seu didametro.

Neste trabalho de conclusédo de curso, exploraremos dois aspectos
fundamentais de 7: sua irracionalidade e sua transcendéncia. A irracionalidade de ©
significa que ele nao pode ser expresso como uma fragéo exata de dois nimeros inteiros.
A transcendéncia, por sua vez, implica que m ndo pode ser a raiz de nenhum polinémio
nao trivial com coeficientes inteiros. Essas propriedades conferem a = um carater unico
e desafiador, com profundas implicagdes para a teoria dos nimeros e a matematica
em geral. A demonstrag&o da irracionalidade de = tem um histérico notavel; Lambert
provou esse resultado em 1767 por meio de fracdes continuas (LAMBERT, 1761).
Posteriormente, lvan Niven, em 1947, encontrou uma forma de utilizar a técnica de
Hermite para provar que = é irracional (NIVEN, 1947). Além da demonstracdo de Niven,
abordaremos a demonstragao da irracionalidade de 7 por Cartwright. No que concerne a
transcendéncia, Charles Hermite provou a transcendéncia do numero de Euler em 1873

utilizando um polinbmio que € a soma das derivadas de outro polinbmio (HERMITE,
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1874). A demonstracao da transcendéncia de = foi fornecida por Lindemann em 1882,
seguindo o0 método utilizado por Hermite (LINDEMANN, 1882), um resultado de grande
impacto que estabeleceu a impossibilidade da cléssica quadratura do circulo. Neste
trabalho, apresentaremos em detalhes algumas demonstragdes da irracionalidade e
transcendéncia de w, as quais podem ser compreendidas e acompanhadas por alunos
de graduacao utilizando conhecimentos das disciplinas de Calculo (GUIDORIZZI, 2018;
SPIVAK, 1980; GUIDORIZZI, 2023) e Fungdes Complexas (AVILA, 2008; FERNANDEZ;
BERNARDES, 2013; NETO, 2008).

A pesquisa sobre a irracionalidade e transcendéncia do numero «
representa um campo de estudo matematico fundamental que tem intrigado e cativado
matematicos, cientistas e educadores por séculos. Nosso objetivo &, contribuir para a
compreensao mais profunda das propriedades singulares deste niumero. O nimero
ocupa papel fundamental ao longo da histéria matematica, como pode-se observar no
primeiro Livro dos Reis, capitulo 7, que trata da construgao do palacio de Salomao,
onde o mesmo incumbiu ao artesao Hirdo a realizar o seguinte trabalho: Versiculo
23: "Fez o “Mar de Bronze” de metal fundido, dez cubitos de borda a borda, de forma
circular, e com cinco cubitos de altura; uma corda de 30 cubitos de comprimento dava
a medida de sua periferia". Diante do versiculo, podemos concluir que 27r = 30 e
2r = 10 e, portanto, temos que = = 3, mas sabemos que isso nao é verdade pois €
um numero irracional como demonstraremos neste trabalho. Além disso, = também se
enquadra na categoria de niumeros transcendentes. Temos duas separag¢oes para 0s
numeros reais: 0s racionais e os irracionais (NIVEN, 1947). Existe outra separacao dos
numeros reais, idealizada mais recentemente, dividida em duas categorias: os nimeros
algébricos e os numeros transcendentes. Um numero real algébrico satisfaz alguma
equacao algébrica com coeficientes inteiros; caso nao satisfacga, ele sera um niamero
transcendente. Percebe-se que ainda faltam elementos para tornar clara a existéncia
de numeros transcendentes, pois exibir um numero transcendente € facil, porém provar
que ele é transcendente é mais complexo. Assim, torna-se imprescindivel estudar as
demonstragdes e caracteristicas que levam esse importante niumero a satisfazer as
condicdes de numero irracional e transcendente.

A relevancia deste trabalho reside em varios aspectos. Primeiramente,

nos fundamentos da matematica, visto que = € uma constante matematica fundamental,
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representando a relacao entre a circunferéncia de um circulo e seu diametro. A questao
de sua irracionalidade e transcendéncia é crucial, pois ilustra a complexidade matema-
tica subjacente a conceitos aparentemente simples, langando luz sobre os fundamentos
da matematica e suas fronteiras. Em segundo lugar, no desenvolvimento de demonstra-
coes, a busca por novas demonstracoes da irracionalidade e transcendéncia de = é
uma empreitada intelectual que pode conduzir a avangos significativos, tornando esses
conceitos mais compreensiveis para um publico mais amplo. Em terceiro lugar, no
impacto educacional, ao aprofundar nosso entendimento desses conceitos, podemos
melhorar a forma como a matematica € ensinada e aprendida, inspirando futuras gera-
cOes de estudantes. Em quarto lugar, nas aplicagdes interdisciplinares, as propriedades
de 7 nado se limitam ao campo da matematica pura, tendo aplicacdes significativas em
fisica, engenharia, computacéo e outras areas, e 0 avango em sua compreensao pode
levar a inovacdes praticas. Finalmente, na contribuicdo a comunidade cientifica, este
projeto de pesquisa enriquecera o corpo de conhecimento existente, servindo como
um recurso valioso para futuras investigacoes e debates. Portanto, a pesquisa sobre a
irracionalidade e transcendéncia do niumero 7 € relevante e importante, pois langa luz
sobre os aspectos fundamentais da matematica e tem implicagdes significativas em
educacao, ciéncia e tecnologia, buscando aprofundar a compreenséo desses conceitos
e, assim, enriquecer o conhecimento matematico e cientifico.

O objetivo geral deste trabalho é investigar e apresentar uma demons-
tracdo detalhada da irracionalidade e a transcendéncia do numero 7. Para isso, 0s
objetivos especificos incluem estudar derivacao e integracao de funcdes de uma varia-
vel real em valores reais, estudar numeros complexos e fungdes analiticas complexas,
estudar algumas outras demonstracoes “basicas” da irracionalidade e transcendéncia
de 7, e apresentar a demonstracdo em detalhes da irracionalidade e transcendéncia de
7. A metodologia utilizada nesta pesquisa € a bibliografica, que consiste na analise e
leitura de livros, artigos, dissertacdes e teses que abordam o tema. Os temas estuda-
dos serdo debatidos entre orientador e orientando, e as informacdes colhidas serao
digitalizadas e transcritas na pesquisa, levando em conta sua validade e a qualidade da
apresentacdo. Se necessario, 0 caminho escolhido pelo autor sera questionado e outras
possibilidades serdo elaboradas. Dada a natureza da pesquisa em matematica pura, é

necessario o uso de varias simbologias da area, e para facilitar a escrita, optou-se por
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utilizar a ferramenta Overleaf, um editor online L4TeX colaborativo baseado em nuvem,
que permite a criacdo de documentos cientificos de forma profissional e padronizada.
Sessoes de estudo e analise foram conduzidas regularmente, com encontros semanais
agendados previamente, ocorridas de forma presencial ou remota. Este trabalho se ba-
seia em contribuicées de autores notaveis, como Borwein e Chapman (2015), Thomas
e Finney (1996), Niven (1939), Niven (1947) e Figueiredo (2011), cujas obras tém sido
fonte essencial de inspiracao e orientagao para a nossa pesquisa.

Este trabalho esta organizado em sete capitulos, buscando uma abor-
dagem abrangente e progressiva das propriedades matematicas de . Apds esta
introdugéo, o Capitulo 2 estabelece os conceitos basicos de Calculo Real, Nomeros
Complexos e Teoria dos Numeros, que sao as ferramentas matematicas essenciais
para a compreensao das demonstragdes subsequentes. O Capitulo 3 oferece uma
perspectiva historica sobre a evolugdo do conhecimento de =, desde métodos antigos
até os desenvolvimentos da analise moderna. O Capitulo 4 explora em detalhes duas
demonstragdes classicas da irracionalidade de 7, as quais ndo pode ser expresso
como uma razao de dois inteiros. No Capitulo 5, aprofundamo-nos na propriedade de
transcendéncia de w, apresentando demonstracées de Robert E. Moritz e lvan Niven.
Em uma extensdo dos estudos sobre a natureza de w, o Capitulo 6 é dedicado a
demonstragao da irracionalidade de 7, conforme apresentado por Mohammad Reza
Yegan, incluindo uma andlise critica e detalhada da derivacao de uma de suas relagées
de recorréncia para a prova da irracionalidade de #°. Finalmente, o Capitulo 7 apre-
senta uma sintese dos resultados obtidos, discute as implicagbes da pesquisa original

e sugere caminhos para investigagdes futuras
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2 FUNDAMENTOS

Neste capitulo, estabelecemos as bases necessarias para o entendi-
mento dos conceitos abordados no decorrer do trabalho. Os fundamentos aqui apresen-
tados visam fornecer ao leitor o conhecimento minimo essencial para acompanhar as
demonstragdes da irracionalidade e transcendéncia de = nos capitulos subsequentes.
Seréo revisados conceitos de fungées de uma variavel real, nUmeros complexos e
funcdes analiticas, bem como nogdes fundamentais de séries e sequéncias, e elemen-
tos da teoria dos numeros relacionados a numeros algébricos e transcendentes. Para
fundamentacao foram utilizadas como referéncias os seguintes livros e artigos, (CO-
ELHO, 2001), (GONGALVEZ, 2013), (LIMA, 2018), (BLUM-SMITH; COSKEY, 2017),
(AVILA, 2008), (NETO, 2008), (FERNANDEZ; BERNARDES, 2013), (GUIDORIZZI,
2018), (GUIDORIZZI, 2019), (GUIDORIZZI, 2023) e (FIGUEIREDO, 2011).

2.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE CALCULO REAL

Esta secao revisa elementos de célculo diferencial e integral para
funcdes de uma variavel real, essenciais para a compreensao de certas etapas das

demonstragdes da irracionalidade de .
2.1.1 Funcbes

Definicao 2.1 (Funcao) Descrevemos por uma fungao f uma terna
(A,B, aw—b),

onde A e B sao dois conjuntos € a — b, uma regra que permite associar a cada
elemento a de A um unico elemento b de B. A € o dominio de f denotado por Dy, logo,

A = Dy, e B éo contradominio de f.

Uma funcédo de uma variavel real a valores reais é uma funcdo f: A — B (leia: f de A
em B), em que A e B sao subconjuntos de R. Usualmente, representa-se uma funcéao

f de uma variavel real a valores reais e com dominio A, por

y=f(x), ze€A.
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Onde, = é a variavel independente, e y a variavel dependente, podendo ser descrita

como y em fungéo de .
Exemplo 2.1 (Funcao Polinomial) Uma funcéo f: R — R dada por
f(z) = apz"™ + a12" '+ -+ ap_17 + ay,

onde ag # 0, € ay,as, . . ., a, SA0 NUMeros reais fixos, € conhecida como fungéo polino-

mial de graun (n € N).

Exemplo 2.2 (Funcao exponencial) Sejam « > 0, a # 1, e f(r) = o" para todo
r racional. Definimos a poténcia de base a e expoente = denotada como funcao

exponencial de base a dada por

f(z) =a".

Observacao 2.1 Cabe ressaltar que a fungao exponencial de base e, definida como

f(x) = e* desempenhara um papel significante neste trabalho.
2.1.2 Polinbmios Simétricos

Um importante topico a se utilizar no desenvolvimento das duas de-
monstracdes sobre a transcendéncia de 7 diz respeito a polinbmios simétricos, além

disso, dentro desse topico temos o importante Teorema de Viete.

Definicao 2.2 (Polin6mios simétricos elementares) Seja ¢,...,t, € C raizes de

um polinémio P(z), onde o polindmio € da forma:
P(z)=(z—t1)(x —ta) ... (x — ).
Ao desenvolvermos o produto desse polinémio, obtemos:

P(z) = 2" — 512" 502" 2 4+ (—1)"sy,
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onde .
S1 = th
j=1
S9 — Z titj
i<j
(2.1)
S3 = Z tztjtk
i<j<k
Sp — tltg .. tn
Os polinbmios sy, ..., s, sdo conhecidos como polinémios simétricos elementares em
ti, ...t

Definicao 2.3 (Polindmio Simétrico) Um polinémio f(¢y,ts,...,t,) € chamado simé-
trico se

fa(tlat27"'7tn) :f(t17t27"°7tn)

para todas as permutacdes o dos inteiros 1, ..., n.

Definicdo 2.4 (Monémio) Um monémio é uma expressao do tipo att'¢2 .. t¥» onde
0s k; sdo inteiros maiores que 0 e a € seu coeficiente (« € A C C, onde A = Z ou
n

A = Q). O grau do mondémio € o numero inteiro Z k;, e o peso do monémio € dado
j=1
n
pelo inteiro ijj. O grau de um polinémio é o maximo dos graus dos mondémios que
j=1
o formam, e o peso de um polinbmio € o maximo dos pesos dos monémios que o

constituem.

Teorema 2.1 (Teorema A em (FIGUEIREDO, 2011)) Seja f(¢4,...,t,) um polindémio
simétrico de grau d, com coeficientes em A C C. Entao existe um polinémio g(s1, ..., s,)
de peso menor ou igual que d, com coeficientes em A, onde sy, ..., s, sao polinbmios

simétricos elementares definidos em (2.1), tal que:

fltr, .o itn) = g(s1, ..., 5n).

A demonstracao do teorema A pode ser encontrado no apéndice de Figueiredo (2011),

pagina 45.
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Exemplo 2.3 O polindémio f(t;,t,) = t3 + 2 + 6t,t, € simétrico podendo ser escrito
como

f(t,ta) = (t1 +t9)? + 4t11s,

assim o polindbmio g(s1, s,) € escrito como
2
g(s1,82) = s7 + 4sa.

Teorema 2.2 (Teorema de Viéte) Seja p(x) um polinémio mdnico (o coeficiente do
termo de maior grau (termo dominante) é igual a 1), de grau m com coeficientes inteiros

ou racionais, e com raizes («q, ..., a,). Entdo
pr)=(r— )z —ag)...(x —ap) =2™ — 512 F 8™ 24+ (=1) sy,
onde o0s s, &0 0s polindbmios simétricos elementares em m variaveis de «a;, assim
51 Zzak=a1+@2+”'+@m
k
Sy = Zajak = Qg + o103 + -+ Ay — 10y

j<k

83 = E Qg = 003 + A 0y + -+ -+ + Q2O 100y
i<j<k

Sm — 1O * Q.

Se todos os coeficientes de p(x) sdo inteiros ou racionais, entdo cada s, € um nu-
mero inteiro ou racional, respectivamente. Por outro lado, se todos os polinémios
simétricos elementares do conjunto «y, 1 < k < m forem inteiros ou racionais, entao
0S «y sao raizes de um polinbmio de grau m com coeficientes inteiros ou racionais,

respectivamente.

Teorema 2.3 (Teorema fundamental dos polindmios simétricos) Qualquer polino-
mio multivariado pode ser escrito unicamente como uma soma dos polinbmios simétri-

cos elementares.

Com relacédo aos teoremas (2.2) e (2.3) pode-se encontrar as demonstragdes no artigo

de Blum-Smith e Coskey (2017).
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2.1.3 Derivadas

Definicao 2.5 (Derivada de uma funcao) Sejam f uma funcéo e p um ponto de seu

dominio. O limite

lim ) = £ ().
T—p T—0p

quando existe e é finito, chama-se derivada de f em p e indicada-se por f'(p) (leia: f
linha de p). Logo,
/ . r)—
) — tim T S0)
T—p r—0p

Se f admite derivada em p, dizemos que f é derivavel ou diferenciavel em p.

Observacao 2.2 Como

i L@ =) _ S+ h) — f(p)
T—p xr—0p h—0 h
Temos que,
oy wo f@ = flp) . flp+h) - fp)
i) }:IE; T—p 11113(1) h '

Teorema 2.4 Seja n # 0 um numero natural. Temos as seguintes férmulas de deriva-

cao:
1. f(z) =2" = f'(z) =nz"".
2. f(x)=2"= f'(z) = —nz "L

3. f(z) = a% = f'(z) = Law~', onde x > 0 se n for par e = # 0 se n for impar
(n>2).

4. f(z) =€ = f'(z) =€
5. f(z) =In(z), c>0= f'(x) =1, 2>0.
Exemplo 2.4 (derivadas de seno e cosseno.)

1. f(z) =sen(x) = f'(x) = cos (z).
sen(x + h) — sen(x)

I 1
(sen(z))’ = lim )
— lim 2 sen(%) cos(@)
h—0 h
. sen(%) <2:z: + h)
= lim == COS
h—0 (§> 2

= COS T.
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h—0 h
lm -2 sen(%) sen(zx;h)
h—0 h
. sen(®) (Zx + h)
= lim — T sen
h—0 (5) 2
= —sen(x).

Proposicao 2.1 (Regras de derivacao) Sejam f e g funcbes derivaveis em p e seja

k uma constante. Entdo as f + g, kf e f - g sdo derivaveis em p, assim temos:
1. (f+9)(p) = +dD).
2. (kf)(p) =kf'(p).
3. (f-9)(p)=falp)+ flp)d(p)
I o F)glp) = fp)d ()
( ) ®) = lg

g (p))?  com g(p) #0.

_|_
=

>

5. Se h é uma fungéo derivavel em ¢ com p = h(q) e Im(h) C Dy entdo
(foh)(q) = f'(h(q)) - I'(q).

Teorema 2.5 (Teorema do Valor Médio) Seja f: [a,b] — R continua. Se f é derivavel

em |a, b[ entdo existe c €]a, b[ tal que:

A demonstracao para este teorema pode ser encontrado na sec¢ao (15.2) do (GUIDO-
RI1ZZI, 2018).

Definicao 2.6 (Derivadas de Ordem Superior) Se f for uma fungao diferenciavel, en-
tdo sua derivada f' também é uma funcéao, logo f pode ter sua derivada, ou seja,
(f") = f", conhecida como derivada segunda de f. Assim, para derivada terceira
temos, (") = f", se continuarmos o processo para derivada quarta nota-se uma pe-
quena mudanca de notagéo, denotamos por f*). Assim sucessivamente até a n-ésima

derivada de f denotada por (™ e obtida a partir de f diferenciando n-vezes.
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Teorema 2.6 (Regra do produto generalizado) Sejam f e g fungdes n-vezes diferen-
ciaveis. Entéo

n

(Fo)™ =) (Z) fBgnh,

k=0
A demonstracdo do Teorema de acima pode ser encontrada na pagina 68 de Spivey

(2019), mas especificamente na Identidade 94.
2.1.4 Integrais

Antes de definirmos a integral de Riemann necessitamos alguns con-
ceitos prévios de particdo e somas. Para além da integral de Riemann, esses conceitos

nos fornecem meios para caracterizar os teoremas fundamentais do célculo.

Definicao 2.7 (Particao de um intervalo) Uma particdo P de um intervalo [a,b] € um
conjunto finito P = {zg,z1,...,2,},0nde a = xy < x; < ... < x, = b. Essa particao
divide [a,b] em n intervalos do tipo [z;_1,z;], ¢ = 1,2,...,n, com amplitude dada por
Ax; = r; — x;_1. Note que os numeros Az, Axs, ..., Ax, NA0 SA0 necessariamente
iguais, onde o maior é chamado amplitude da particdo P e indicado como max Ax;.

Assim, definimos uma particao P de [a, b] como:
P:a=xy<o,<--- <z, =0

Definicao 2.8 (Soma de Riemann) Sejam f uma fung¢éo definida em [q, b] a valores
reaise P: a=uxy <2 <...<z, =buma particdo em [a,b]. Para cada indice :
comi=1,2,...,n, seja ¢; um nimero em [z;_1, z;] escolhido arbitrariamente. Logo, o
nuamero .

> fle) Az = fle) Ay + fle2)Azy + ..+ flea) Ay,

=1

denomina-se soma de Riemann de f, relativa a particdo P e aos numeros c¢;.

Definicao 2.9 (Integral de Riemann) Sejam f uma funcgéo definida em [a, b] a valores

reais e L um nimero real. Dizemos que » _ f(c;)Ax; tende a L, quando max Ax; — 0,

=1
e escrevemos ’

n

mathrSi%O Zl f(CZ)AxZ N L’
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se para todo ¢ > 0 dado, existir um 6 > 0 que nao dependa da escolha dos ¢;, tal que

( )AZL’Z—L <eg,

para toda particao P de [a,b], com max Az; < §. Onde, o nUmero L € Unico quando
b
existe, denomina-se integral de Riemann de f em [a,b] e indica-se por / f(z)dx.

Portanto, pela definicao, temos:
b n
/a f(x)dx = mathr%%o; f(ei)Ax;.

Se / f(z)dz existe, diremos que f € integravel em [a,b] sendo costumeiramente

referida como integral definida de f em |a, b].

Observacao 2.3 Por definicdo temos:

1. /aaf(sc)d:c:
2. /abf(x)d:v——/baf(x)dx (a < D).

Proposicao 2.2 Sejam f, g integraveis em [a, b] € kK uma constante. Entdo tem-se

b b b
1. f+ g integrével em [a,b] e / F(x) + g(x)]dz = / @)z + / o(2)dz.
2. kf integravel em [a,b] e /b kf(x)dx = kz/bf(:p)dx

b
3. se f(x) > 0em [a, ] entéo/ f(z)dz > 0.

4. Se c €la,b[ entdo f € integravel em [a, c| e em [c, b]. Além disso,
/f dx—/f dx—l—/f

b b
5. Se f(z) < g(x) para todo z € [a, b] entdo / @) < / o(x)dz.

2.1.4.1 12 Teorema Fundamental do Calculo

Vimos anteriormente a seguinte relagéo,

b
:/a f(x)dx = maXhArilHOZf ¢i)Ax;.
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Suponhamos, que f seja integravel em [a, b] € que admita uma primitiva F'(x) em |[a, bl
ou seja, F'(x) = f(z) em [a,b]. Seja P : a =1zp < 21 < ... < x, = b uma particdo

qualquer de [a, b]. Note que

n

F(b) - F(a) = S [F (1) — Flri)]

i=1

Do Teorema do valor médio, temos que para uma escolha conveniente de ¢; em [x;, z;_1],

obtemos:

i=1
= Z f(@)Az;.
i=1

Se, para cada particdo P de [a, b], 0s ¢; forem escolhidos seguindo como feito em (2.2),

(2.2)

obtemos
F(b)—F(a)= lim ZF' () Az;.

max Az; —0

Assim, obtemos o 12 Teorema Fundamental do Calculo,

/ f(x)dx = F(b) — F(a).

2.1.4.2 22 Teorema Fundamental do Calculo

Para enunciarmos este teorema necessitamos enunciar um outro teo-

rema que servira de apoio para nossos propositos.

Teorema 2.7 (Teorema do valor médio para integrais) Se f for continua em [qa, 0],

entdo existira pelo menos um ¢ € [a, b] tal que

/f ()b - a).

A demonstracao para este teorema pode ser encontrado na sec¢éao (2.3) do (GUIDO-
RI1ZZI, 2019).

Teorema 2.8 (22 Teorema Fundamental do Calculo) Seja f continua no intervalo
e seja a um ponto em [.E suponha que a integral / f(t)dt existe. Temos que se F' é

uma primitiva de f em I, ou seja, F'(x) = f(z), paratodo x € I, entdo F' é dada por:

:/xf(t)dt, z el

A demonstracao para este teorema pode ser encontrado na secéo (2.4) do (GUIDO-
RI1ZZI, 2019).
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2.1.4.3 Integracéao por partes

A integracdo por partes é importante ferramenta para o célculo de
integrais de produto de funcgdes.

Tomemos [ e g definidas e derivaveis no intervalo I. Assim

[f(@)g(@)]" = ['(2)g(x) + f()g'(x),

rearranjando os termos, obtemos

Agora, suponha que f'(x)g(x) admita primitiva em I e note que f(x)g(x) € uma primitiva
de [f(x)g(x)]’, logo f(x)g'(x) também admite primitiva em I. Assim podemos definir a

integracao por partes dada por:

/ f(@)d (@)da = f(z)g(x) - / F(@)g(x)d.

Por meio de uma substitui¢cdo, u = f(z) e v = g(x), entdo, du = f'(x)dz e dv = ¢'(z)dx.

Assim, podemos reescrever a regra de integragao por partes para algo mais usual dado

/udv:uv—/vdu.

por:

2.1.5 Sequéncias e séries

Nesta secao, veremos a definicdo de sequéncia e série numérica. Con-
ceito de convergéncia de séries. O Teste da Razao para convergéncia de séries € um
critério importante e é utilizado na demonstracédo de Niven para a irracionalidade de =

para mostrar que um termo tende a zero quando n — oo.

2.1.5.1 Sequéncias

Definicao 2.10 (Sequéncia) Uma sequéncia ou sucessdo de numeros reais € uma
funcdo n — a, (leia: a indice n) a numeros reais, onde o dominio é um subconjunto de
N, tal que {n € N; n > ¢}, onde ¢ € um natural fixo. Para sequéncias a,, € o termo geral,

indicando o valor que a sequéncia assume dado n.
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Exemplo 2.5 Seja a sequéncia de termo geral a,, = 2". Temos
a0:20, a1:21,a2:22,

Exemplo 2.6 Seja a sequéncia de termo geral s,, = Z k. Temos
k=1

50:1,81:1—|—2, 82:1+2+3,

Definicao 2.11 Consideremos uma sequéncia de termo geral a,, € seja a € R. Temos

Para todo ¢ > 0, existe um natural n, tal que
1. lim a, =a <=

n—-+o00

n>ny — a—¢<a, <a-+e.

Para todo ¢ > 0, existe um natural n, tal que
2. lim a, =+ —

n—-+o0o

n>ny — a, > €.
\

Para todo ¢ > 0, existe um natural n, tal que
3. lim a, = —c© =

n—-+o0o

n>ng = a, < —¢.

Se lim a, for finito, entdo a sequéncia a, € chamada convergente, do contrario, a

n—-+4o0o

sequéncia é chamada divergente.

2.1.5.2 Séries

Definicao 2.12 (Série Numérica) Seja a,, definida para n > ¢ com ¢ natural fixo, uma

sequéncia numérica. A sequéncia de termo geral

n
S, = g ag, N > q,
k=q

€ denominada série numérica associada a sequéncia a,,. Os numeros s,,, n > ¢ Sao
denominados termos da série e s,, € o termo geral da série. Defini-se soma da série o

limite da série seja ele finito ou infinito quando existe, e é dado por

—+00 n

E ap = lim g a,
n—-4o00

k=q k=q
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onde,

n
E g = Qg + Qg1 T Qgy2 + ... + Qyp.
k=q

No caso da soma ser finita dizemos que a série é convergente, enquanto que se a

soma for infinita (+-oo ou —o0) ou se caso o limite nao existir, entdo a série € chamada

divergente.
“+o00

Teorema 2.9 Se ) a, ¢ convergente entdo lim a, = 0.
n:0 n—oo

Para decidir se uma série é convergente ou divergente se faz necessario alguns
critérios para calcular o limite da série, neste caso o escolhido e importante para
calculos posteriores é o teste da razao.

+oo
Proposicao 2.3 (Teste da razao) Seja a série Z ax com a; > 0, para todo k£ > ¢ com
k=q

. . a . . T . . a
k € N fixo. Suponhamos que lim — exista, finito ou infinito. Seja, L = lim —*
k—-4o0 ag k—+oco ag

entio:

—+oco
1. Se L < 1 entdo Z ax é convergente.
k=q

“+o00
2. Se L>10uL=+ooentdo Y a; é divergente.
k=q

3. Se L =1, o critério nada revela.

+00 HE
Exemplo 2.7 Pelo teste da raz&o decida se Z i converge ou diverge.
i k=0
Solugéo: Como a; = 2;, temos

2k+1
g1 et 2

Assim,
. Qg . 2
lim = lim —— =
k—+oco Qg k—=too k 4+ 1

+00 5k
L. 2%,
Portanto, a serie E E e convergente.
k=0

+o0
Exemplo 2.8 Mostre que a série E o € divergente.
k=1
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Solucao: Temos,
Al+1 . (lf + 1)k+1 k_'

ap  (k+1)  k*
(k+ 1)k
kk

()
~(1+1)

1 k
lim (1 + —) =e>1.
k——4o0 kj

Portanto, a série é divergente.

Assim,

2.1.6 Séries de poténcias

Definicao 2.13 (Séries de poténcias) Sejam a,,, n > 0 uma sequéncia numérica dada
e xo um numero real dado. A série

—+00

Z an(x — )"

n=0
€ denominada série de poténcias, com coeficientes a,, em volta de x,. Se z( = 0, temos
a série de poténcias em volta de zero, conhecida como série de Maclaurin,

“+oo
E a,r" = ag + a1x + asx® + .. ..
n=0

Observacgao 2.4 Por convengdo assumimos que 0° = 1.

“+o00
Teorema 2.10 Seja a série de poténcia » _ a,z", existem as seguintes possibilidades:
n=0
+oo
1. ou ) a,a" converge apenas para x = 0;
n=0
+oo
2. ou ) a,z" converge absolutamente' para todo « real;
n=0
+o0 too

' Dizemos que uma série Y _ a,, converge absolutamente se » _ |a,| & convergente.

n=0 n=0
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+oo
3. ou existe um R > 0 tal que a série Z a,x" converge absolutamente para todo x

n=0
no intervalo |—R, R|, e diverge para todo = com |z| > R. Nos extremos —Re R a

série pode ou n&o convergir.

A demonstracdo para este teorema pode ser encontrado na sec¢éo (8.2) do (GUIDO-
R1ZZI, 2023).

+oo
Exemplo 2.9 Seja a série de poténcias Zanx", suponha a, # 0, Vn > p, onde p é

n=0

um inteiro fixo. Entdo o raio de convergéncia da série € dado por

R = lim n

n—-+o00

Ap+1

Desde que o limite exista, finito ou infinito.

Solucao: Por meio do critério da razdo para a série de termos quaisquer.

n+1
Apn1T + (p41

an

lim
n—-+o0o

= |z| lim
n—-+o0o

A"

Qp+1
an
de convergéncia é +o0:

Se lim

n—+400

= 0, a série convergira absolutamente para todo x. Neste caso, o raio

R = lim = +00.
n—-+o0o an—l—l
. a , . .
Se lim || = +oo, a série convergira apenas para z = 0:
n—-+oo an

Qn

R = lim

n—+o0o

an+1

Se for finito e diferente de zero, a série convergira absolutamente para todo z tal que

. Ap+1
|z| lim 1,
n—-+oo an
Ou seja, convergira, para todo z, tal que
. a
|z| < lim “| =R;
n—-+4oo an—l—l

e divergira para |z| > R.

Exemplo 2.10 Seja a fungéo f(z) = e” dada em termos de séries de poténcias por

oo 4,
T ;o I
e’ = E — converge para todo z, e o dominio de f é R.
n

n=0
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Solucao:

1)!
Il = lim (n+ DV _ lim (n+1) = +oo.

n—+oo n! n—+o0o

R = lim

n—-+o00

CLn—«—l

Pelo exemplo anterior, como R = +oo entdo a série converge para todo .

Observacao 2.5 (Funcoes trigonométricas) De maneira concisa podemos definir as
fungbes trigonométricas.

Pelas séries de poténcias

n

(D" s, (D"
c(x):Z (2n)!x e s(x):Zﬁx E

n=0 n=0

com raio de convergéncia infinito, assim fungdes ¢ : R — R e s : R — R, ambas de
classe C*°. Temos das relag¢des que ¢(0) =1, s(0) =0, ¢(—z) = ¢(x), € s(—z) = —s(z).
Se f(z) = c(x)? + s(x)?, e f(0) =1, entdo c(x)? + s(z)? = 1, Vo € R.

Para as férmulas de adicao temos:
1. sz +y) = s(@)e(y) + c(x)s(y).
2. c(z+y) = clx)e(y) — s(x)s(y)-

Propriedade 2.1 Deve existir algum = > 0 tal que ¢(x) = 0. Chamaremos 7 este menor

ndmero positivo para o qual se tem ¢(3) = 0.

Propriedade 2.2 As funcdes c(z) e s(x) s@o periddicas, com periodo 27. Assim, s(z) =

s(x 4 2m) e e(x) = c(x + 27)

Com isso, ganhamos a relagéo c(2x) = c(z)* — s(z)? = 2¢(z)* — 1, logo ¢(w) = 1 e
s(m) = s(2m) = 0.

As notacdes comumente usadas para estas fungdes séo c(z) = cos(z) e s(x) = sen(x).

(=D"
(2n)!

Exemplo 2.11 A série de poténcia cos(z) = Z x*", converge absolutamente

n=0

para todo = € R.

(="
— (2n)!
Logo, para qualquer = € R teriamos que

Solucao: Basta mostrar que Z y" converge absolutamente para todo y € R.
n=0

- (_1)n 2\n - (—1)n 2n
2 2 &) =2 2n) "
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converge absolutamente. Para encontrar o raio de convergéncia R, aplicamos o teste

(—1)" (—1)"

darazdo. O termo geral € a,, = , entdo o termo da série € a,,y" = ~——y". Assim,
(2n)! (2n)!
n+1 _1\n+1,n+1 | _
lim |G g SN @0 Y = 0.
n—oo | apy" n—oo | (2n4+2)1  (=1)"y"| n—ooo|(2n+2)(2n+ 1)

Como o limite é zero, a série converge absolutamente para todo y € R. Portanto, o raio
de convergéncia é: R = +o0.

"

Exemplo 2.12 A série de poténcia sen(z) = » ﬁx%“, converge absoluta-

n=0

mente para todo = € R.

my” converge absolutamente para
n !

todo y € R. Dai, para qualquer = € R teriamos que

y . — (=1
Solugéo: Também, basta mostrar que » ( (=1)
n=0

— (D" e (D",
;(Qn—l—l)!(x) _;%(2%1)!““

converge absolutamente. Assim,

n n

S G AT N G § L
x;(Qn—l—l)!(x) _Z(2n—|—1)!x

=0

3

converge absolutamente. Novamente para encontrar o raio de convergéncia R, aplica-

(="

mos o teste da razao. O termo geral € a,, = ;> entao o termo da serie € a,y".

(2n +1)!
Assim,
. n+1 -1 n+1, n+1 2 1)! —
fi |G gy (CUT T @t DYy Y —0.
n—oo | apy n—oo | (2n 4 3)! (—=1)ryn n—oo | (2n 4 3)(2n + 2)

Como o limite € zero, a série converge absolutamente para todo y € R. Portanto, o raio

de convergéncia é: R = +o0.
2.2 NUMEROS COMPLEXOS E FUNCOES ANALITICAS

Esta subsecao introduz ou revisa os conceitos necessarios para en-
tender as operacdes e propriedades de fungcdes complexas, que sdo a base das

demonstragdes de transcendéncia.
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2.2.1 Numeros Complexos

Definicao 2.14 O conjunto dos numeros complexos C é definido como a colegao de

todos os paras ordenados z = (z,y) de numeros reais, i.e.,
C={z=(z,y); z,y € R}
Observacao 2.6
1. Um nimero complexo pode ser identificado como um ponto do plano R?.

2. Sejam z; = (x1,11), 22 = (29,y2) € C pela nogdo de igualdade no produto
cartesiano temos:

21 =22 T1 =T2 € Y1 = Yo
Definicao 2.15 Sejam z, = (z1,%1), 2 = (z2,92) € C.

1. A soma de z; e zy, denotada por z; + z», define-se como
21+ 2 = (11 + 22, Y1 + 12).
2. O produto de =, e z,, denotado por z; - 2z ou simplesmente z; z,, define-se como
2129 = (T1T2 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1).

Teorema 2.11 E satisfeito:

—

. Sez,zeCentdo z; + 20 € C.

2. (21 + 20) + 23 = z1 + (22 + 23), para quaisquer zy, zo, 23 € C.

3. z1 + 29 = 2z + z1, para quaisquer z, z3 € C.

4. Existe § € C chamado neutro aditivo tal que z + 6 = 0 + z = z, para todo z € C.

5. Paracada z € C, existe u € C chamado inverso aditivo de z tal que z+u = u+z =
6.

6. Se 2,20 € C entdo 2,2, € C.

7. (z129)23 = z1(2923), para quaisquer zi, zo, 23 € C.
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8. 2120 = 2321, para quaisquer zy, z; € C.
9. Existe v € C chamado neutro multiplicativo tal que zv = vz = z.

10. Dado =z € C — {6}, existe w € C chamado inverso multiplicativo tal que zw = wz =

V.
11. 21(20 + 23) = 2120 + 2123, para quaisquer zy, 23, z3 € C.
Demonstracao.
4. Seja = (0,0) € C, para z = (z,y) € C temos
z24+60=(z,y)+(0,0) = (z+0,y+0) = (z,y) = 2.
Analogamente, 0 + z = z.
5. Para z = (z,y) € C, consideremos u = (—z, —y) € C. Assim, tem-se
ztu=(z,y)+ (—z,—y) = (¢ + (-2),y + (—y)) = (0,0) = 0.
9. Sejav = (1,0) € C, para z = (z,y) € C se satisfaz

z-v=(x,y)-(1,0)=(z-1—y-0,2-0+y-1)=(z,y) = 2.

10. Dado z = (z,y) € C—{(0,0)}, Consideremos

x )
= T E(Ca
N (fc2+y2 x2+y2)

dai temos
R p— :
zZrw=(x . —
Y ZEQ + yQ’ ZEQ + y2
:L'2 2 A A

_ S A
x2_|_y2 :E2+y2 $2+y2 x2+y2

=(1,0) = v.

Observacgao 2.7

1. Demonstra-se que o neutro aditivo e o neutro multiplicativo sdo Unicos e denotam-

se por 0 e 1 respectivamente.
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2. Demonstra-se que o inverso aditivo e o inverso multiplicativo sdo Unicas e

denotam-se por —z e z~* = 1, respectivamente.

3. (C,+,-) € um corpo, desta maneira, vamos admitir todas as propriedades algébri-

cas de C.

Definicao 2.16 Sejaz € Cen € Z*. A poténcia n-ésima de z, denotada Por 2", defina-
se indutivamente como z! =z, ;" =z-2""!, n>1.Sez#0entdo " =1.Sez#0e

n € Z~ entdo 2" := (z7')™".

Proposicao 2.4 A fungdo f: R — C definida por f(x) = (x,0) € um monomorfismo de

Corpos, i.e, satisfaz
1. f(x1 + x2) = f(z1) + f(2z2), para quaisquer =1, xs € R.
2. f(xixe) = f(x1) - f(22), para quaisquer xi, xs € R.
3. f éinjetiva.

Observacao 2.8

1. Pela Proposig¢ao anterior, podemos identificar algebricamente R com f(R) =
{(z,0); x € R} C C. Por um “abuso de notagao” escrevemos R“="{(x,0); = € R}.
Desta maneira identificamos € R com (z,0) € C logo pela notagdo temos
z*="(z,0).

2. (0,1) € C e satisfaz
(0,1)2=(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —1.
Denotemos i = (0, 1), observe que (0,1) é v/—1 na “notagdo formal”.
3. Dado =z = (z,y) € C, pelas identificagbes e notagdes anteriores temos
z=(z,y) = (z,0) + (0,y) = (x,0) + (0,1) - (y,0) = = + 1y.

De agora em diante escreveremos (x,y) ou = + iy para denotar a =z € C. A reta
real é identificado com o eixo horizontal o qual é chamado eixo real, o eixo vertical

€ chamado eixo imaginario.
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Definicao 2.17 Sejam z = (z,y) = x + iy, a parte real de z e a parte imaginaria de z,

denotada respectivamente, por Re(z) e Im(z), definem-se como = = Re(z) e y = Im(z).

Definicao 2.18 Seja z = = + iy € C, 0 conjugado de z, denotado por z define-se como

z = x — iy. Geometricamente é a reflexdo do ponto z em relacao ao eixo real.

Proposicao 2.5 Sejam z,w € C e X € R. Se satisfaz:

1. 2fw=z+w.
2. ZW=7ZW.

3. Sez#0entdo z~ 1 =z 1.

4. Se w # 0 entéao (i):é
w w

5. Mz2=\-%

6 Re(z)zz—;z tm(z) = =~

7.Z2=z

Definicao 2.19 A norma ou médulo de z = x+ iy € C denotado por |z|, define-se como
|z| = v/2% + y%. Geometricamente a norma de = = x + iy é a disténcia entre o ponto

z = (z,y) e a origem (0,0).
Proposicdo 2.6 Dados z,w € C e A € R. E satisfeito:
1. |z| > 0.
2. |z|] =0se,esOse, z=0.
3. Xz =) |z
4. |Re(z)] < |z] € [Tm(2)] < |2].
5. |z| = [7|.
6. |z2>=2-%.

7. |zw| = |z| - |w].
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8. Sez#0entdo 7! =

9. Se w # 0 entéo ‘3‘ = ﬂ
wl - Jw|

Observacao 2.9 Seja z = (z,0) € C entéo

2| = |(z,0)] = Va2 + 0% = Va2.

Desta maneira a norma de um numero complexo é a extensao do valor absoluto de um

numero real.

Dado z = x + iy € C — {0}. Sejar = |z| e 6 o &ngulo formado pela parte positiva do
eixo real e o segmento de reta que liga a origem com o ponto z = (x,y). Sabemos que

x =rcosf ey =rsenf. Logo,
z=x+1y = (x,y) = (rcosf,rsenf) = r(cosf + isend).

A expressao anterior € chamada forma polar ou representagdo polar do namero
complexo z. O conjunto de todos as possibilidades para 6 € chamado argumento de =z e

sera denotado por arg(z).
Observacao 2.10
1. Se z = 0 entéo arg(z) nao esta definido.
2. arg(z) C R e os elementos sdo medidos em radianos.

3. O argumento de z ndo é unico, ja que se # € arg(z) entdo 6+ 2nr (n € Z) também

pertence ao argumento de z.

4. Se 0 € arg(z) é tal que 0 < 0 < 27 entdo # € chamado argumento principal de = e

sera denotado par Arg(z).
5. arg(z) = {Arg(z) + 2nm n € Z}.
Proposicao 2.7 Se z; = ri(cosf; + isenf;) € z = ry(cos by + isendy) entdo
1. 2129 = rirafcos(fy + 6;) + isen(0; + 05)];

2. se 2, # 0 entdo z, ' = r; ' (cosfy — isendy);
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~ 21 ™ .
3. se z # 0 entdo Pl [005(91 — 05) + isen(6, — 92)].
2 2

Corolario 2.1 (Férmula de De Moivre) Se z = r(cosf + isenf) # 0 entéo
2t =" ( cos(nf) + isen(n@)), para todo n € Z.

Definicao 2.20 Sejam > € C e n € Z*, dizemos que w € uma raiz n-ésimade z se, e

sO se, w" = z.

Proposicao 2.8 Se - € C — {0} e n € Z* entdo existe exatamente n-raizes n-ésimas

de z e todas elas estao dadas por:

2 2k
wi, = | 2|V [cos (M) + isen (60—'——%>} ,k=0,1,...,n—1e 60y = Arg(2).
n n

2.2.1.1 Foérmula de Euler

Para obtermos a férmula de Euler, previamente precisamos definir a
exponencial denotado por e* de um numero complexo z. Note que a expansao em série

de Taylor de ¢*, x € R é dada por

2 $3

+oo  n
X X
=) =1 = ST 2.3
e ;&u tod gt (2.3)

Vamos tomar como base (2.3) para definir e com z € C. Supondo que temos definido

e® para z € C e que (2.3) fosse valido neste caso, entdo substituindo x = iy com y € R,

obtemos
2 3 4
W '_y__'y_ y_
e’ =1+1y o 23!+4!+
2 4 6 3 5 7
— y ¥y ¥ (LYY
—(1—§+z—a+ )+(y TR I )

Note que as séries entre parenteses sao respectivamente as expansdes em série de

Taylor das funcdes cos y e seny, dai obtemos
e = cosy + iseny. (2.4)

Todas essas consideracdes sdo puramente formais e nao verificam (2.4), mas ajudam
como motivacao para definir a fungéo exponencial. Assim, tomando (2.4) como ponto

de partida, vamos usar ela para definir a exponencial no caso de expoente puramente
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imaginario iy. Também, a definicdo da exponencial no caso de um expoente qualquer

z = x + 1y é realizada de maneira a preservar a propriedade aditiva da exponencial real:
et =¢%. et q,beR.
Isto motiva a seguinte defini¢édo:
Definicao 2.21 A exponencial de = = x + iy € definida por
e” = e"(cosy + iseny).
Definicao 2.22 (Férmula de Euler) Com z = iy obtemos a férmula de Euler:
e = cosy + iseny.

Exemplo 2.13 (Identidade de Euler) Como principal resultado da férmula de Euler

tomamos y = 7. Assim
T

e'™ = cos (m) +isen(r) = e = —1.

Portanto,

e™+1=0.
Proposicdo 2.9 E satisfeito:
1. e #£ 0 paratodo z € C.
2. e1t?2 = e¢*1e*2 para quaisquer zy, 2, € C.
_ 1
3. e * = — paratodo z € C.
ez

4. (e*)" = ¢e"*, paratodo z € C e para todo n € Z.

(6)]

. |e?| = eR*(), para todo z € C.

6. e =1se,esoOse, z=2knri,onde k € Z.
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2.2.2 Funcbes Analiticas

Definicao 2.23 (Funcao complexa) Defini-se uma fungdo complexa de uma variavel
f: A— C cujo dominio A € um subconjunto de C.

A menos que se diga o contrario, sempre consideramos que A C C.

Comumente expressamos explicitamente os valores da funcdo complexa, como por

exemplo,

2z +1
&)=y

Definicao 2.24 (Limites de funcdoes complexas) Sejam f: A — C uma funcao e z,
um ponto de acumulagio de A2. Dizemos que a fungdo f tem o nimero complexo w

como seu limite em z, se, para todo ¢ > 0, existe § = d(e, zo) > 0 tal que
|f(2) —wo| < e semprequeze A e 0<|z—z| <.

Assim, se existe um numero complexo w, satisfazendo a definicao acima, entdo ele
€ unico. Escrevemos lim f(z) = wy, tendo sentido a escrita quando z, é ponto de
Z—r20

acumulagao do dominio de f.

Definicao 2.25 (Continuidade de funcoes complexas) Sejam A C C e z, € A. Se
2o € um ponto de acumulagéo de A, entdo uma fungéo f: A — C é continua em z; se,

e sé se, lim f(z) existe e é igual a f(zo).
Z—r20

Teorema 2.12 (Teorema Fundamental da Algebra.) Todo polinémio de grau n > 0

tem exatamente n raizes, contadas as multiplicidades .

A demonstracdo deste teorema pode ser verificada em (AVILA, 2008) na pagina 177.

2.2.2.1 Derivada de funcdes de uma variavel complexa a valores complexos

Para esta secao utilizaremos como base Figueiredo (2011) que traz o
teorema do valor médio para funcdées complexas, adaptando do teorema do valor médio

como conhecemos. Sabemos pelo teorema do valor médio que dado f: [a,b] — R uma

2 Dizemos que z, € C é um ponto de acumulagdo de A C C se, e sé se, todo disco aberto centrado em
zg intercepta A — {2¢}.
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funcao real continua em um intervalo fechado [a,b], a,b € R. Agora suponha que a

derivada f’(z) existe para todo = €|a, b[. Assim, existe A com 0 < A < 1 tal que
f() = fla) = (b—a)f'(a+ A(b—a)).
Moritz faz uma adaptacao para fungdes complexas.

Definicao 2.26 (Funcao analitica) Uma funcao f: C — C tem derivada no ponto z se
o limite abaixo existir
f'(z) = lim , (2.5)

onde z, € C e f'(z) € chamada a derivada de f em . E caso uma fungéo f for derivavel

em todos os pontos de C, entdo dizemos que f € analitica em C.

Agora, tomemos u(z,y) € v(z,y) partes reais e imaginarias de f(z), ou seja,
f(z) =ulz,y) +iv(z,y), z=z+1y. (2.6)

Supondo que f(z) seja analitica em C e calculando a derivada (2.5) por meio de valores

reais para zy, COm zy = h. Temos,

U([I)—I—h,y) —U(l‘,y) v(x+h,y)—v(x,y)

Fler = h o h -
Assim,
f1(2) = ug(z,y) +ivg(z, y), (2.7)

onde u, representa a derivada de u(x,y) com relagdo a primeira variavel, enquanto
para derivada (2.6) usando valores imaginarios puros de z,, com z, = ik fornece u,

representando a derivada em relacao a segunda variavel. Logo,

u(x,y—l—k‘-)—u(m,y) U(I,y—i—]{f)—’(}(l’,’y).

Fiz) = ll:l—rf(l) 1k Tl 11;1—{% 1k
Dai,
['(2) = —iuy(x,y) + vy(z,y). (2.8)

De (2.7) e (2.8) obtemos as equacoes de Cauchy-Riemann

ux(x,y) = Uy<$7y), uy<x>y) = —vx(a@y),
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para qualquer z = = + iy em C.
Porém, em geral ndo é verdade que se f: C — C for uma funcéo analiticaem C e se z;

e z, forem nimeros complexos exista um A, onde 0 < A < 1, tal que

f(22) = f(21) = (22 — 21) [ /(21 + A (22 — 21)). (2.9)

Podemos encontrar contra-exemplos onde esse teorema do valor médio nao funciona.
Tomemos P(z) = (2% — 2z + 2)(2% + 22 + 2), onde suas raizes s&0 z; = 1 +14, 2o = 1 — 4,
z3=—1+1iez =—1—1i. Ao aplicarmos aos pares 0s pontos (zi, z2), (22, 23), (23, 24),
(z4,21) €m (2.9) chegariamos em P’(z) contendo 4 raizes distintas. o que contraria o
Teorema Fundamental da Algebra (2.2.2) que diz que um polindmio de grau » tem
exatamente n-raizes complexas, nesse caso P’(z) tem grau 3 e 4 raizes complexas.
Logo, se faz necessario buscar um novo teorema envolvendo uma desigualdade do

valor médio.
Teorema 2.13 Seja f: C — C uma funcao analitica e sejam zy, 2z, € C. Entdo
|f(z2) = f(21)] < 2|z2 — 21| sup{[f'(21 + A(22 — 21))[; 0 < A< 1} (2.10)

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos a validade para zy = 2, — 2,0 € C. Assim,

substituindo em (2.10) obtemos
£ (20) = F(0)] < 2|z0] sup{|f'(Az0)[; 0 <A <1}, (2.11)
Agora para o caso geral, tomamos g(z) = f(z + z1) sendo zy = 2z, — z;. Dai, tem-se
|9 (20) — 9(0)] < 2[z|sup{lg’ (Az0)[; 0 < A <1},
If (zo+21) — F (04 21)] < 2|z0|sup {|f Nz0+21)]; 0 <A< 1}.
E substituindo o ponto zy = 2z, — z;, obtemos

f (z2) = f(z21)] £ 2|22 — [ sup {|f' (21 + Alz2 — 21))]; 0 < A< 1}

Analisando novamente o0 caso para z,,0 € C. Vamos definir as funcées ¢: R — R e

¢: R — R com as seguintes expressoes

d(N) = u(Azo, A\yo) € (X)) = v(Azg, Ayo), paratodo A € R.
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Ao aplicarmos o Teorema do Valor Médio (Teorema 2.5) as fungdes reais acima apre-

sentadas, temos
6(1) — 6(0) = ¢'(\1), paraalgum 0 < A, < 1,

o(1) — p(0) = ¢'(A\2), paraalgum 0 < Xy < 1.

Agora devemos calcular as derivadas de ¢ e ¢ por meio da Regra da Cadeia, deste

modo encontramos
U(xoa yo) - U(Ov 0) = ¢(1) - ¢(0) = ¢,()\1) = Um()\lxm )\lyO)xO + Uy(/\lxm Alyo)ym

U(JUo, Yo) — U(0> 0) = 90(1) - @(0) = 90/()\2> = UxO\ﬂo, >\2y0)370 + Uy(>\2$0, )\23/0)?/0-

Assim,

f(z0) = £(0) = [u(wo, y0) + iv (w0, y0)] — [u(0,0) + iv(0,0)]
= [u(z0, yo) = u(0,0)] +i[v (o, yo) — v(0,0)]
= [us (Mo, Ayo) To + ty (Mo, M1yo) Yol
+ 1 [vg (Aa0, Aayo) Zo + vy (Moo, A2yo) Yo) - (2.12)

Se utilizarmos a desigualdade que nos diz que o mddulo de um numero complexo
z = x + iy € menos que a soma dos valores absolutos de sua parte real e imaginaria,

ou seja, |z| < |z| + |y|. Além disso, temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz dada por

la1by + aghy| < \/a% + ag\/b% + 3,

onde a1, as, by € by SA0 NUMeros reais quaisquer. Logo, por meio dessas duas desigual-

dades enunciadas, aplicando em (2.12) obtemos:

|f (20) — f(0)] < \/U% (Mo, Myo) + uZ (Ao, Alyo)\/wﬁ + 3

+ \/Uﬁ (A2zo, A2yo) + v} (Ao, A2yo )/ 5 + Y3

Observe que de (2.8) e das equacdes de Cauchy-Riemann, os radicais de u € v

descritos acimas sao o médulo de f’ calculado em certos pontos, ou seja,

V12 (o, o) + 2 (Ao, Mgo) = [ (Mazo)]

V12 a0, doto) + 02 (oo, Dago) = | (ha0)].
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Entao, temos
|f (20) = F(O)] < [f" (Ar20)| |20] + | (A220)] [20] -

E por fim, segue da desigualdade acima que

|f (20) = FO)] < 2z0| sup{|f' (Az0)]; 0 <A< 1},
2.3 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE TEORIA DOS NUMEROS

Esta secdo aborda as definicbes de irracionalidade, nimeros algébricos

e transcendentes, que sdo a base conceitual de todo o trabalho.

2.3.1 Aritmética

Definicao 2.27 Sejam a e b inteiros, dizemos que b divide a (ou também, que b é um
divisor de a), que denotamos b | a, se existe um ¢ € Z ta que bc = a. Quando b nao

divide a denotaremos por b 1 a.

O conceito de divisibilidade é importante para entendermos o que € um numero primo,
e estes por sua vez sao de suma importancia, pois todo numero inteiro maior que 1 é

primo ou pode ser escrito como o produto de primos.

Definicao 2.28 (Maximo divisor comum) Sejam « e b inteiros diferentes de zero. O
conjunto dos divisores comuns de a e b é denotado por D(a,b). O maximo divisor

comum de a e b é dado por:
mdc(a, b) = max D(a, b).

Teorema 2.14 Sejam « e b dois inteiros ndo nulos. Um inteiro d > 0 € o maximo divisor

comum de a € b se, e sb se, vale as relacoes:
1. d|aed]|b.

2. Seexisted € Ztalque d | aed | b, entdo d'|d.

A demostracao para este teorema pode ser lida em (COELHO, 2001), na pagina 67.

Definicao 2.29 (Numeros primos) Um nimero p > 1 é primo quando seus Unicos

divisores positivos sdo 1 e p.
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Proposicao 2.10 Seja p um namero primo e, a,b € Z.
1. Se ptaentdo mde(p,a) = 1.

2. Sep|abentdop|aoup]|b.
Definicao 2.30 Dois inteiros a e b sdo chamados primos entre si quando mdc(a, b) = 1.

Corolario 2.1 Se um ndmero primo p divide um produto a;as . ..a, entdo p | a; para

algumkcom1 <k <n.

Teorema 2.15 (Teorema Fundamental da Aritmética) Seja m > 1 um inteiro. Exis-
tem numeros primos py,pa,...,p, COM p; > py > ... > p, € n > 1 inteiro, e inteiros
a1 Qo

ndo negativos ay,as,...,a, tais que m = p"'py?---po». Os inteiros pi,ps,...,pn €

i, e, .. ., a, SA0 univocamente determinados.

As demonstracdes da Proposicédo (2.10), Corolario (2.1) e do Teorema (2.15) séo

encontrados no livro (COELHO, 2001), entre as paginas 78 e 82.

2.3.2 Principios da Boa Ordenacao e Inducao

Vamos supor que em Z existem as nocdes de “ordem” < e de modulo
| - |, as quais admitiremos com algumas de suas propriedades basicas. Também, vamos

admitir o principio da boa ordenagéo em Z.

Axioma 2.1 (Principio da Boa Ordenacao) Todo subconjunto ndo vazio S de Z de
elementos ndao negativos possui um primeiro elemento, isto é, existe z, € S tal que

xo <z paratodoz € S.
Proposicao 2.11 Nao existe inteiro m talque 0 < m < 1.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que existe tal m € Z, com 0 < m < 1. Assim
o conjunto S = {m € Z; 0 < m < 1} € ndo vazio e pelo principio da boa ordenagao
existe zo € S tal que = < x paratodo x € S. Como zy € Stemos 0 < zp < 1 e dai

segue que 0 < 23 < xy < 1 e isto contradiz a minimalidade de z, € S pois z, € S.

Proposicao 2.12 (Principio da Inducao - 12 forma) Suponhamos que seja dada uma

afirmacao a(n) dependendo de n € N tal que:
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1. a(0) & verdadeira.
2. Parak € N, a(k + 1) € verdadeira sempre que a(k) for verdadeira.
Entéo, a(n) é verdadeira para todo n € N.

Demonstracao. Seja S o conjunto dos inteiros m € N tais que a(m) seja falsa, e
suponhamos que S # (. Pelo Principio da Boa Ordenacéo, existe xo € S tal que 7o < m
para todo m € S. Como a(0) é verdadeira, por hipétese temos que 0 ¢ S e portanto
xo > 1; mais ainda como z, — 1 ¢ S temos que a (zo — 1) é verdadeira. Agora pela
hipétese (2) segue que a (z) = a[(zo — 1) 4+ 1] € verdadeira, o que é uma contradi¢ao.

Logo, S = () e a proposicao esta demonstrada.

Proposicao 2.13 (Principio da Inducao - 22 forma) Suponhamos que seja dada uma

afirmagéo a(n) dependendo de n € N tal que:
1. a(0) é verdadeira.

2. Para cada inteiro m > 0, a(m) € verdadeira sempre que a(k) for verdadeira para

0<k<m.

Entdo, a(n) é verdadeira para todo n € N.

Demonstracao. Seja S o conjunto dos inteiros m € N tais que a(m) seja falsa e
suponhamos que S # (. Novamente, pelo Principio de Boa Ordenacéo, existe z, € S
tal que zy < z, paratodo x € S, e pela hipoétese (1) zo > 0. Portanto, a(k) € verdadeira

para todo k£ com 0 < k < xy € (2) nos da uma contradicao.
2.3.3 Numeros Racionais e Irracionais

O conjuntos dos numeros racionais, denotado por Q, pode ser de-
finido como o quociente de dois numeros inteiros, sendo o denominador ndo nulo.

Podemos representar o conjunto por

QZ{S:p,QGZeq#O}

Enquanto que o conjunto dos numeros irracionais, denotados por I, sdo definidos

como numeros que ndo podem ser expressos como a razao entre dois inteiros. Dentre
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os infinitos numeros irracionais, podemos destacar a histéria de /2, a geometria
inicialmente a definiu como a medida da hipotenusa de um tridngulo retangulo com
catetos iguais a 1. A demonstracdo da irracionalidade de /2 em suma é atribuida
a Hippasus de Metapontum (500 a.C.) da escola pitagérica, onde a lenda entorno
da histdria conta que realizar essa demonstracao Ihe custou a vida, visto que nesse

periodo 0s gregos eram céticos com relacdo a existéncia de numeros incomensuraveis.
Teorema 2.16 /2 é irracional.

Demonstracdo. Suponhamos por absurdo que v/2 seja racional, ou seja, pode ser

escrito da forma § com p, q € Z, tal que mdc(p, ¢) = 1. Dai, temos,
V2g=p = 2@=p" (2.13)

Assim, temos que p? é par, entdo, p também é par, denotamos p = 2k com k € Z. Agora,

substituindo p = 2k em (2.13), obtemos:
2¢° = (2k)* = 4k?,

e portanto,
@ = 2k>.

Assim, ¢*> também é um numero par, logo, ¢ é par. Entretanto, note que temos p e ¢
pares, assim o mdc(p,q) > 2 = 2 | mdc(p, q¢). O que contraria nossa hipétese inicial

mdc(p, ¢) = 1, portanto v/2 & irracional.

2.3.4 Numeros Algébricos e Transcendentes

Definicao 2.31 Qualquer solugao de uma equacgéo polinomial da forma
A" + ap 12" 4 Far+ap =0

com a; € Z, para todo i € {0,1,...,n}. E chamado um ndmero algébrico. Ou seja,
um numero « € algébrico quando é possivel encontrar uma equacgao polinomial com
coeficientes inteiros, da qual « seja raiz. Assim, um numero que nao € algébrico é

denominado franscendente.

3

Exemplo 2.14 Qualquer numero racional « = =, é algébrico porque « é a raiz da
q

equagao gxr — p = 0.
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Exemplo 2.15 Dado qualquer n > 2 nimero natural e a > 0 nimero real, 0 numero

{/a é algébrico pois é « é raiz da equagdo z" — a = 0.
Exemplo 2.16 i = /—1 é algébrico pois é raiz da equagéo z? + 1 = 0.

Definicao 2.32 Um conjunto A é dito enumeravel se seus elementos puderem ser
colocado em correspondéncia biunivoca com os numeros naturais. Mais precisamente,

A é enumeravel se existir uma fungao bijetiva f : N — A.
Teorema 2.17 A unido enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

A demonstracao para este teorema pode ser encontrada em (FIGUEIREDO, 2011).
Teorema 2.18 O conjunto de todos os numeros algébricos € enumeravel.

Demonstracao.

Dado um polinébmio de coeficientes inteiros
P(z) = apa™ + ap_12" 4 -+ a1z +ag com a, #0 e n € N

A altura | P| € a soma dos valores absolutos dos coeficientes, acrescido o grau desse

polinbmio, da qual define-se por
|P’ = |an’ + ’anfly + -+ |a1‘ + |a0\ + n.

O Teorema Fundamental da Algebra (2.2.2) garante que P(x), tem exatamente n raizes
complexas, onde todas elas, algumas ou nenhuma delas podem ser reais. A uma dada
altura, teremos um numero finito de polindbmios. Para isso, incluimos a parcela n na
definicdo de altura. Portanto, todas as raizes de todos os polinbmios de uma dada
altura formam um conjunto finito.

Logo, se observa que o conjunto de todas as raizes de todos os polinbmios de todas
as alturas formam um conjunto enumeravel, e portanto, pela Teorema 2.17 garantimos

gue o conjuntos de todos os nimeros algébricos é enumeravel.
Teorema 2.19 Existem numeros transcendentes.

Demonstracao. Em virtude do Teorema 2.18 temos que o conjunto dos algébricos
reais é enumeravel, e como o conjunto R é ndo enumeravel, como consequéncia o
conjunto dos transcendentes reais deve ser ndo enumeravel, caso contrario R seria

enumeravel como a unido de dois conjuntos enumeraveis.



49

Propriedade 2.3 (A aritmética dos numeros algébricos)
1. A soma de dois numeros algébricos é algébrico.
2. O produto de dois numeros algébricos é algébrico.
3. O simétrico —a de um numero algébrico « € algébrico.

4. Oinverso a~! de um nimero algébrico a # 0 é algébrico.

As demonstracdes das propriedades dos numeros algébricos podem ser encontradas
no livro (FIGUEIREDO, 2011), entre as paginas 17 e 20.
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3 PANORAMA HISTORICO DO NUMERO 7T
3.1 A PERMANENCIA DE 7T NA MATEMATICA

Conforme destacado por Borwein e Chapman (BORWEIN; CHAPMAN,
2015), o numero 7 destaca-se como um dos objetos matematicos mais persistentes ao
longo da histéria. Sua investigagdo remonta a civiliza¢des antigas, mantendo relevancia
continua desde os estudos pioneiros em Siracusa até as pesquisas contemporaneas.
A constante aparece frequentemente na cultura popular, como nos filmes As Aventuras
de Pi (2012) e Pi: Ordem no Caos (1998), este ultimo surpreendendo por tratar de

conceitos matematicos em um filme para adultos’.
3.2 AS CONTRIBUICOES FUNDAMENTAIS DE ARQUIMEDES

Segundo (BORWEIN; CHAPMAN, 2015), Arquimedes de Siracusa
(287-212 a.C.) realizou contribui¢cées fundamentais ao estabelecer a equivaléncia entre

duas definicoes aparentemente distintas de
 Razé&o entre a area do circulo e o quadrado de seu raio (r72)

* Razao entre a circunferéncia e o diametro (m,d)

Figura 1 — Método de Arquimedes para o calculo de = com poligonos de 6 e 12 lados

Fonte: Borwein e Chapman (2015, fig. 1, p. 197)

' Um filme classificacido R abordando conceitos matematicos avancados!



51

O método arquimediano, desenvolvido por volta de 250 a.C., represen-
tou um marco na historia do calculo numérico. Através da duplicagéo sistematica de

poligonos inscritos e circunscritos:

6 — 12 — 24 — 48 — 96 lados

Arquimedes obteve os limites histéricos:

10 10
3ﬁ <7T<3%

3.3 O PRIMEIRO ALGORITMO PARA 7T

Como observam (BORWEIN; CHAPMAN, 2015), o esquema de Ar-
quimedes constitui o primeiro algoritmo verdadeiramente eficaz para calcular = com
precisdo arbitraria. Esse método, redescoberto no século XIX, pode ser expresso
através de uma recursdo numericamente estavel conhecida como lteragdo Média

Arquimediana:

2a,b,,

Api1 = (Média harménica) (3.1)
an + by,
bpi1 = Vani1b, (Média geométrica) (3.2)

Partindo de ay = 2/3 e by, = 3 (valores para hexagonos), a sequéncia

converge para w com erro reduzido por fator quatro a cada iteracéo.
3.4 DESENVOLVIMENTOS HISTORICOS NOTAVEIS

O método arquimediano permaneceu como principal técnica por sécu-
los. Destaques incluem:

» Século V: Tsu Chung-Chih na China calculou 7 digitos exatos

» Século XV: O matematico persa al-Kashi obteve 16 casas decimais usando

poligonos com 3228 lados, expressando 27 em base sexagesimal:
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5 6+16+59+28+01+34+51+46+14—1—50
TR —t =t —F—F —+ —+ —=+ — + —
60! 602  60% 60* 605 605 607  60% 609

3.5 7T NO NASCIMENTO DA ANALISE MODERNA

Com o desenvolvimento do calculo infinitesimal, novas representacdes

de 7 emergiram:

3.5.1 Produtos Infinitos

* Férmula de Viéta (1593):

2 2V2+V22+V2+V2
=¥ s .

™

* Produto de Wallis (1655):

T 2:2:4-4.6-6-8-8
2 1-3-3-5-5-7-7-9
3.5.2 Séries e Férmulas de Arco-tangente
A série de arco-tangente:
133 ZE5 JZ7
arctg(x):x—g—i-g—?%—”- para —1 <z <1

Levou a importantes féormulas de calculo:

Série de Gregory-Leibniz (1674):
1 1

1
Tt

Férmula de Hutton (1776):

1 1
arctg(1l) = 2arctg (5) + arctg <?)
Férmula de Euler (1738):

1 1 1
arctg(l) = arctg 3 + arctg R + arctg 3

Férmula de Machin (1706):

1 1
arctg(l) = 4 arctg (5) — arctg (E)
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3.6 A NATUREZA FUNDAMENTAL DE 7T

A compreensao da esséncia de 7 evoluiu através de:
1. 1761: Lambert prova a irracionalidade usando fragées continuas.
2. 1794: Legendre da a conjectura da transcendéncia.

3. 1882: Lindemann demonstra a transcendéncia, resolvendo definitivamente o

problema da quadratura do circulo.

Como destacado em (BORWEIN; CHAPMAN, 2015), a historia de =
reflete a prépria evolucdo do pensamento matematico, desde métodos geométricos até
sofisticadas técnicas analiticas modernas, mantendo-se como um dos conceitos mais

estudados e fascinantes da matematica.
3.7 O 77 DEFINIDO PELA INTEGRAL

De uma maneira nao tao rigorosa (THOMAS; FINNEY, 1996) afirmam
que 7 é irracional e a circunferéncia do circulo de raio 1 é 27, sem definirem 7. Para

uma abordagem mais rigorosa, (SPIVAK, 1980) define 7 pela integral
=2 /11 V1 — 22 dx.
Dessa maneira, pode-se definir o setor de angulo x por
A(z) = %Nﬁ+ [ V1—12dt.

As funcdes trigonométricas sao entao definidas a partir da funcdo A. Para 0 < z <,
define-se cos x como a unica fungéo que satisfaz a equagéo A(cosr) = 3, e a fungéo
sen = é posteriormente definida por senz := /1 — cos? z.

Dessa forma, define-se as fungdes arco-tangente e arco-seno, escritas como arctg z e

arcsen x, respectivamente.

t /x ! >0
arctg x : T
g 0 1 t2 7 )

Toodt
arcsenx := —, 0< 2 <1
/0 v1—1t2



Portanto, = é definido pela integral

<t
W;—z/ -
o L+

de forma que 7 = 2 lim arctg(co).

T—00
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4 A IRRACIONALIDADE DE 7T

Neste capitulo, abordaremos a primeira das propriedades fundamentais
do numero = sua irracionalidade. A irracionalidade de 7 implica que ele ndo pode ser
expresso como uma fragdo exata de dois numeros inteiros. Para demonstrar essa
caracteristica, exploraremos duas provas distintas e elegantemente construidas. A
primeira, apresentada por lvan Niven (1947) em um artigo publicado no Bulletin of the
American Mathematica Society, utiliza uma abordagem baseada em calculo diferencial
e integral para chegar a uma contradi¢éo. A segunda, desenvolvida por Mary Cartwright,
de acordo com Harold Jeffreys (1973) (ver pagina 268), essa prova foi incluida por
Cartwright como exemplo em um exame da Universidade de Cambridge, no ano de
1945, emprega uma técnica diferente, também envolvendo integrais e propriedades
de polinbmios, para reafirmar a natureza irracional de . Ambas as demonstracées
oferecem perspectivas valiosas sobre a complexidade subjacente a uma das constantes

mais conhecidas da matematica.
41 A DEMONSTRAQI\O DE NIVEN

Para esta demonstracdo vamos utilizar a qualidade do = onde nos diz
ser a menor raiz real positiva de sen(z), ou seja sen(w) = 0. A parte fundamental desta
demonstragdo € mostrar que se 7 € racional, entdo existe um ndmero inteiro entre 0 e
1, 0 que seria um absurdo e portanto podemos concluir que = é irracional. Para isso,
suponhamos que 7 seja racional, assim pode ser escrito como 7 = E, coma,beZt, e

b
b # 0. Agora definimos uma funcdo f: R — R,

f(x) = w, para todo = € R, (4.1)

onde n € um numero natural arbitrario.
Proposicdo 4.1 E satisfeito:
1. Afuncgéo f se anula nos pontos 0 e T;

2. f(z) > 0quando z €0, 7];

nn

T™a

3. Sez €]0,7[, entdo 0 < f(z)sen(z) <

b

n!
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4. Paratodo z, vale f(r — z) = f(z);

5. Cada derivada de f(z), para qualquer ordem, assume apenas valores inteiros no
ponto = = 0, ou seja, fV(0) é sempre um inteiro, onde ) represente a i-ésima

derivada de f;
6. Sempre vale f)(x) = (—1)'fO(r — z);
7. f9(x) é sempre um inteiro.
Demonstracao.

1. Parax = 0em (4.1), temos

0"(a—b-0)" _ 0(a)"

10) = n! n 0
eparaxz =mem(4.1),onde 7 = % tem-se
N O NG O

n! n!
2. Se z €]0, [ entdo = > 0. Logo, =™ > 0. Além disso, desde que b > 0, obtemos

0<a:<7r:0<a:<%:0<bx<a:0<a—bm:0<(a—bx)".

Logo,
z"(a — bx)"

> 0.
n!

z"(a —bx)" > 0=
Portanto, f(z) > 0.

3. Se0 <z < mentdo 0 < z™ < n". Desde que b > 0, também temos
0<a—br<a= (a—bx)" <a"

Por outro lado, como 0 < sen(z) < 1, para = €)0, 7|, obtemos:

z"(a — bx)*  7w"a”
(0= ba)" _

n! n!

0 < f(x)sen(z) < f(z) =
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4. Paratodo x, por (4.1) e desde que b = a, tem-se

(m —x)"[a — b(m — x)]"

flr =) = —
_ (m—2x)"a— br + bx]”
N n!
(7 —2)"(bx)"
N n!
_2"(br — bx)"
B n!
= f(x).

5. Reescrevendo f(x) desenvolvendo o binémio, temos:

2"(a™ — ...+ (=b)"x™)  a"a" —b)
flz) = ( '( 'e") _ : —...+% (4.2)

Assim, f(x) tem grau 2n. Dai, temos as seguintes possibilidades:

« Parai > 2n tem-se f((z) = 0 para todo z, em particular para » = 0, temos
f@9(0) = 0.

« Para i < n temos que ) (x) sempre tem uma poténcia de = como fator, logo
F9(0) = 0.

» Paran <i < 2n. Da equagéao (4.2) temos que cada monémio em f(zx) é da
forma, k;z:n_"|+3 onde k£ € uma constante inteira e 0 < j < n. Na expressao
(4.2), alguﬁs termos terdo grau menor do que 4, outros terdo grau maior do
que i, € um unico termo tera grau igual a i, ou seja, i = n + j para algum ;.
Ao calcular f(0) os termos de grau menor do que i e 0s termos maiores do
que i se reduzirdo a zero. Agora, falta verificar para o termo cujo grau vale
i =n + j. Derivando i = n + j vezes, obtemos,

(n+7)n+ji—1)2-1-k-2° (n+5)k
n! B n!

(n+ )k

' — € um inteiro. Segue que a derivada de ordem
n

n + j de cada monémio de f em = = 0 vale 0 ou € um inteiro, portanto

Logo, a expressao

conclui-se que f"*7)(0) é um inteiro.

6. A prova segue por inducao sobre i. Para cada x, temos f(m — x) = f(x). Logo,

derivando ambos os lados e pela Regra da Cadeia, tem-se

(=) f(r —z) = f'(x)



verificando a igualdade para i = 1. Suponhamos que, para cada z, temos

(1) O =) = fO(x).
Derivando ambos os lados e pela Regra da Cadeia, obtemos
(~) O (@~ 2) = O @),
verificando a igualdade para i + 1.

7. Usando o item anterior para x = m, temos,

Fm) = (1) fOr — ) = (=1)'fD(0).
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Sabe-se que f(0) é um inteiro e (—1)° também é um inteiro. Logo (—1)'f(0) &

um inteiro.
Agora definimos uma nova fungéo F: R — R, dada por
F(x) = f(z) = f"(2) + [ (x) =+ (=1)" f*(2).

Para esta fungcédo temos as seguintes propriedades:
Proposicdo 4.2 E satisfeito

1. F'(2) + F(z) = f(2);

2. F'(z)sen(x) — F(x)cos(x) € uma primitiva de f(z) sen(x);

3. F(0) + F(m) é um numero inteiro.

4. A integral / f(z)sen(x)dx € um numero inteiro;
0

7.{.n—i—l am

5. Sez €]0, [ entdo 0 < / f(z)sen(x)dx < o
0 .

Demonstracao.

1. Derivando duas vezes (4.3), obtemos

Fl(z) = f'(x) — f"(x) + fOa) =+ (=)D (@) + (= 1)" fC ) (),

F'(w) = f"(@) = f(2) + fO2) = = (=1)"fE(2) + (=1)" F* P (a).

Somando, (4.3) e (4.4), e desde que f tem grau 2n, tem-se

F"(z) + F(x) = f(x).

(4.4)
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2. Derivando, obtemos
<F’(a:) sen(z) — F(x) COS(JE))l = F"(x)sen(x) + F'(z) cos(x)
— F'(x) cos(z) + F(z) sen(x)
= F"(x)sen(z) + F(x)sen(x)
= [F"(x) + F(x)]sen(x)

= f(x)sen(z).

3. Pela item 6 e 7 da Proposicdo 4.1 as somas abaixo se reduzem a numeros

inteiros,
F(0) = f(0) — f@(0) + fD(0) — --- 4 (=1)"f#(0) é um inteiro,

F(r) = f(r) — fA(r) + fD(r) — - + (=1)" @) (7) é um inteiro.

Portanto, claramente F'(0) + F'(7) é um inteiro.

4. Pelo item 2 e pelo 2° Teorema Fundamental do Célculo, tem-se

/O7r f(z)sen(x)dr = /07T (F'(x) sen(z) — F(x) cos(x)>,d;g
= [F(@)sen(z) - F(z) cos(x)|

= [F'(7) sen(w) — F() cos(m)] — [F'(0) sen(0) — F(0) cos(0)]

= F(m) + F(0).
E como visto anteriormente F(x) + F(0) € um ndmero inteiro.

5. Pelo item 3 da Proposicao 4.1, para = €]0, 7|, obtemos

0 < f(z)sen(z) < ot

n!

Y

logo, integrando de 0 a =, tem-se

0< /07r f(z)sen(x)dx < /07r ma

n!
7Tn—i—lan

n

dx

0< /07r f(z)sen(x)dx <

n!

n+1an

< 1. Para isso vamos
— (wa)"

utilizar conceitos de convergéncia de séries. Desde que ¢™ = Z — € uma série
n:

Vamos mostrar agora que para n muito grande temos que

n!

n=0
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convergente entao lim (ma) = 0. Assim, por definicdo existe um n suficientemente

n—00 n!

grande tal que

Assim, podemos concluir,
0< / f(z)sen(x)dx < 1.
0

s
E como obtemos anteriormente, que / f(x)sen(x)dx € um namero inteiro, resulta na
0
existéncia de um numero inteiro maior que 0 e menor que 1, o que € um absurdo, logo

contraria a hipdtese feita de = ser um numero racional. E portanto, = € irracional.
42 A DEMONSTRAGCAO DE CARTWRIGHT

Para esta demonstragdo sera necessario os conceitos de integral e
séries e sequéncias.
Inicialmente, para = # 0, consideremos a integral

1
I,(x) = / (1 — 2*)"cos(xz)dz, paratodon € N.

1
Queremos escrever a integral de maneira recursiva, assim fazendo uso da integracéo

por partes podemos chegar no objetivo. Para n > 2, tomando,

u=(1-2z?)" =  du= —2nz(1 - 2?)""ldz,

dv = cos(xz)dz = v= senfcz)’

temos

I,(x)= / (1 — 23" cos(zz)dz

1

_ [Senim (1- f)n] 1_1 T /_11 (1 — ﬂ%l%dz

N /
-~

0

_2n !

2(1 — 23" sen(z2)dz.
T Ja
Novamente, necessitamos aplicar a integracao por partes. Dai, considerando

u=z(1-2z*)""1 = du= [(1 — 22— 222 (n — 1)(1 — 2%)" 2| dz,

dv = sen(zz)dz = v= —M,
T
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tem-se
2
= 2(1 — 23" sen(z2)dz
x
2n cos ( !
:_[ R
x ~1

J/

0

L /_ cos (22) (1= 22" = 22%(n — 1)(1 — 2%)" %] d2

z J, x

=2 cos (22) [(1— 22)" — 222(n — 1)(1— 22)"] d.

2 ),

Por outro lado, note que
(1—22)""1—222(n—1)(1—22)"?=2(n—-1)(1—2H"24+2n - 1)(1 - A" L.

Dai, temos

2n

2n /_1 cos (z2) [~2(n — 1)(1 — 22" 2 + (2n — 1)(1 — 22)" ] d=.

12

In(z) =
Equivalentemente,
2L, (z) = —4n(n — 1)1, o(x) + 2n(2n — 1)1,,_,(z), paratodon > 2. (4.5)
Agora, para = # 0, consideremos a funcgao,
Jo(z) = 2*"*1 [, (x), paratodo n € N. (4.6)
Assim, para n > 2, por (4.5) e (4.6), temos

Jo(z) = 2" ()
= 2" [~dn(n — 1)1, _o(x) + 2n(2n — 1)1, ()]
= —dn(n — Da?c?= 2 o () + 2n(2n — 1) 22D (2)

= —4n(n — 1)2*J_o(z) + 2n(2n — 1) J,_1(2). (4.7)
Lema 4.1 Paran € N, temos
Jn(z) = nl[P,(x) cos (z) + Qn(x) sen(z)], (4.8)

onde P,(z) e Q,(x) s&o polinbmios de grau menor ou igual a 2n, com coeficientes

inteiros dependendo de n.
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Demonstracao. Para esta demonstracdo vamos utilizar a 2° forma do Principio de

Indugéo. Para n = 0, temos

! sen(zz)]"

11 — 2sen(z).

Jo = xly(x) = x/

-1

d =
cos(zz)dz = x { "
Para n = 1, por integracao por partes, tem-se

Ji(z) =231 (2) = 333/_ (1 — 2%) cos(w2)dz

1

=2 | |(1- 22)sen(xz) 1 +/1 2236n<x2)dz
x 4 Ja x

0

1
:2372/ zsen(xz)dz

1

o ([ [ o)

= —4x cos(x) + 4sen(x).

Agora, suponhamos que (4.8) é valido para todos os inteiros positivos menores que

k > 2. Assim, por hipétese indutiva temos
Ji-1(@) = (k = DI[Pe-1(z) cos(x) + Q—1(x) sen(x)], (4.9)

Jp_o(x) = (k — 2)![Pr_2(x) cos(x) + Qp_2(x) sen(x)], (4.10)
onde Py_1(z), Qr—1(x) séo polindbmios de grau menor ou igual a 2(k—1) com coeficientes
inteiros € P, »(x), Qr_o(z) s&o polinbmios de grau menor ou igual a 2(k — 2) com
coeficientes inteiros. Agora, por (4.7), temos

Ju(w) = —4k(k — )2 Jy_o(x) + 2k(2k — 1) J_1(2).

Assim, por (4.9) e (4.10), tem-se

Je(x) = —4k(k — 1)2? <(k — )[Pya() cos(z) + Qp_s(z) sen(x)])
+2k(2k — 1) <(k — D[Py (@) cos(z) + Qpr () sen(:r;)])
- k;!( 422 Py o(x) + 2(2k — 1)pk,1(x)) cos(z)
+ k!( — 422 Qo) + 2(2k — 1)Qk,1(x)) sen()

= k![Py(z) cos(x) + Qk(z) sen(z)],
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onde Py (z) = —422 P, o(x) +2(2k — 1) Py_1(7) € Qp(z) = —422Qp_2(2) +2(2k — 1) Qp_1(2)
sdo polinémios de grau menor ou igual a max{2(k — 1), 2(k — 2) + 2} = 2k — 2 < 2k com

coeficientes inteiros. Portanto, (4.8) € satisfeita para .
Teorema 4.1 r é irracional.

~ . . . T . . .
Demonstracao. Suponha por absurdo, que = é racional, entao 5 também é racional,
. m a ™
Ou seja, pode ser expresso como 5= com a,b € Z*. Note que, para = = 5 em (4.6)

e (4.8), obtemos

SRt

% (3)

equivalentemente,

™\ _ TN 12n+1
In< >_Qn(2>b . (4.11)
Agora, desde que,
Qn(x) = ag + a1z + agx® + ... + az,2®™, coma; € Z.
Logo,

Qn (g) ¥t = Q, <%> pAntl — (ao +a; (%) + as (%)2 + ...+ ay, <%>2n> prtL,

Portanto,
O, (f) el e 7,
2
Por outro lado, para —1 < z < 1tem-se 0 < 22 < 1dai0 < 1 - 2% < 1. Logo,
0 < (1—2%" < 1paratodo n € N. Também, como | cos(zz)| < 1 para todo z € R. Assim,

temos que

(1 — 2*)"cos(zz)| <1, paratodo — 1<z < 1. (4.12)

Em particular, para x = g em (4.12), temos
21 w4
0 < (1—2%)"cos <7) < l,paratodo —1<z<1.
Logo, integrando ambos os lados das desigualdades de —1 até 1, obtemos

m
0<[n<—><2.
5) =
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Dai,
2n+1 2n+1
a T 2a
0< 7 <_> <
nl ""\2/ = nl
) +oo (aQ)n a2n
Agora, como e* = E é convergente entdo lim — = 0. Dai, por definicao existe

n=0
um n suficientemente grande tal que

a®" < 1
n! 2a
Desta maneira, podemos concluir,
2n+1
m
0< () <1
n! 2

2n+1

Mas, por (4.11), T

inteiro entre 0 e 1. O que contradiz nossa suposi¢ao de que « é racional, portanto = é

I, (3) € Z, ou seja, com isso poderfamos encontrar um numero

irracional.
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5 A TRANSCENDENCIA DE 7T

Expandindo nossa investigacao sobre a natureza de w, este capitulo
se dedica a sua transcendéncia, uma propriedade que implica ser um numero nao
algébrico, ou seja, ndo pode ser a raiz de nenhum polindmio n&o trivial com coeficientes
inteiros. A transcendéncia de = é um resultado mais profundo que sua irracionalidade
e possui implicacdes histéricas significativas, sendo uma delas a conhecida impossi-
bilidade da quadratura do circulo. Apresentaremos duas demonstracdes detalhadas
para a transcendéncia de w. A primeira, inspirada no trabalho de Robert E. Moritz esta
presente no livro (FIGUEIREDO, 2011), e explora conceitos de fungdes complexas
e desigualdades do valor médio. A segunda, baseada na abordagem de Ivan Niven
(1939), utiliza-se de polindbmios simétricos e propriedades de exponenciais de numeros
algébricos para estabelecer este resultado fundamental. Ambas as provas destacam a
sofisticacao das ferramentas matematicas necessarias para desvendar as propriedades

mais profundas de .
5.1 A DEMONSTRACAO DE ROBERT E. MORITZ

Para esta demonstracdo baseada na de Moritz (1901) ao invés do uso
do teorema do valor médio para polinbmios complexos faremos uma substituigcéo por
uma desigualdade do valor médio anteriormente definida e demonstrada na segéo
(2.2.2.1).

Teorema 5.1 O nUmero 7 é transcendente.

Demonstracao. Para esta prova vamos supor por absurdo que 7 seja um namero
algébrico, entdo i, onde i = /-1, também & um nimero algébrico, visto que € o
produto entre algébricos. Como in é algébrico, logo é uma raiz de uma equagao
polinomial, de grau n, com coeficientes inteiros P;(x), onde as raizes desse polinémio
sdo dadas por a1, as, as, ..., a,, onde a; = ir. Temos a partir da identidade de Euler
que ¢™ = —1, dado

(14+¢e%) =0. (5.1)

1

J

n
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Ao desenvolver esse produto obtemos uma expressao da forma: 1 + somatério de

exponenciais cujos expoentes sao

a1, Qa, ..., Oy, (5.2)

a; + o , paratodosi < j, (5.3)

a; +a; + oy, paratodosi < j <k, (5.4)
a1+ -+ Q. (55)

Note que os expoentes de (5.2) possui n termos; (5.3) possui (Z) termos; (5.4) possui

(Z) termos;. . .; (5.5) possui (Z) = 1 termo. Onde (n> séo os coeficientes binomiais

m
. n n!
descritos por =——— para 0<m<n.
m m!(n —m)!
Como consequéncias de ay, as, . . ., o, satisfazerem uma equacgao polinomial de grau

n com coeficientes inteiros, temos: os niumeros de (5.3) satisfazem um polinémio de

grau (Z) com coeficientes inteiros, denotada por P,(xz) = 0. Enquanto que os nimeros

de (5.4) satisfazem um polinbmio de grau (g) com coeficientes inteiros, denotada por
P3(x) = 0. E assim, sucessivamente. Podemos perceber que os numeros (5.2), (5.3),

(5.4), ..., (5.5) satisfazem uma equagéao polinomial com coeficientes inteiros da forma:
P (x)Py(x)Ps(x) ... Py(z) =0, (5.6)

onde o grau do polinémio é

() )

pois, pelo Binbmio de Newton, temos
- n n n
2" =(14+1)"= 1m.1mm =1
o= (e () ()
e subtraindo 1 de ambos os lados, obtemos a relacao que descreve o grau do polinémio
(5.6). De (5.2), (5.3), (5.4), ..., (5.5) podemos perceber que alguns numeros podem vir
a se anular, assim suponhamos que m deles sejam diferentes de zero, e 0os denotamos

por (1, Ba, . . ., Bm- Agora simplificamos de (5.6) os fatores da forma ¢, para ¢ > 0, caso
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ocorra, e de fato tera se 2" — 1 > m, obtemos que fi, fs, ..., 5, sdo raizes de um
polinémio do tipo:

R(x) = ca™ 4 Copp18™ - cix o (5.7)

com coeficientes inteiros. Assim, o produto de (5.1) pode ser escrito como:
04 e 42 4 e o4 efm =, (5.8)

onde ¢ é um inteiro. Consideremos agora o polindmio

P(a) = g™ (R, (5.9

onde s = mp — 1 e p € um numero primo que determinaremos posteriormente. O grau

de P é r = s + p. Definamos agora
F(z) = P(z)+ P'(z) + -+ P"(x). (5.10)

Lema 5.1 Sejam Q(z) um polindmio de grau r e Q") a derivada de ordem r de @, e

G(z) afungdo G(r) = Q(z) + Q'(z) + ... + Q") (x), entdo temos a seguinte relagio:
(e "G(x)) = —e"Q(z).
Demonstracao. Derivando, obtemos

(e‘zG(a:)>/ = —e *G(x) + e *G'(x)

= e G@) +e (@) + Q@)+ + Q@) + Q) )
0

I (Q(m) +Q @) +... + QW (@)
+e " (Q'(x) +Q"(x) + ...+ QM (x))
= —e "Q(x).

Assim, pelo Lema 5.1, tem-se que (e’“f’(m)) = —e "P(x). Dai, ao aplicarmos o

Teorema 2.13 a funcéo f(z) = e *F(z), temos:

e F (8;) — F(0)] < 218;]sup {[e™" P (Ag;)

; 0<A<1} paraj=1,...,m. (5.11)
Multiplicando por % a ambos os lados da desigualdade (5.11) e fazendo

e; = 2|B;| sup { | VI P (AB))

; 0< A< 1}, (5.12)
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obtemos
|F(8)) = " F(0)] < ¢;. (5.13)

Por meio dos resultados obtidos em (5.8) e (5.13), para j = 1,2,...,m, obtemos:

(F(0) + g;F(ﬁj) - -( ]Z: ) F(0) + jzz;p(ﬁj)
- zmj [F(8;) — ¢ F(0)]
< i F(8) - F )
< iej. (5.14)

1

J
Feito isso, nossa meta adiante € mostrar que o lado esquerdo de (5.14) € um inteiro
nao nulo, enquanto que o lado direito, para um p adequado, é menor que 1. Para isso,

vamos calcular as diversas derivadas de P(x) nos pontos 0, 81, 52, - - ., Bin.

Observagao 5.1 O polinémio P(z) definido em (5.9) é da forma

— ¢ p—1 p T
P(@_(p—l)!(ch + bx —i—...—l—cpx>,

onde b € um inteiro. De fato,

Plx) = Sy i)
c’ —1 m—1 m P
= (p_1>‘9cp (co+clx—|—...+cm,1x + cx )
_ c’ —1 mp
—<p_1)!x7’ (cg—i-bx—i-...—I—cpx )
:ﬁ<chp_l+bxp+...+cpxr>.

Agora, pelo Observagao 5.1, temos que P (0) = 0 parai < p — 1 pois
P (z) sempre tem uma poténcia de z. Também,

PE-D(z) = C—((p— D4 p-(p—1)-2bz+...+7-(r— 1>...(r—p+1)cpxrfp+l)
(p—1)!
logo, PP~1(0) = c*ch. Assim,

PY(0)=0, para i<p—1 e PP D(0)=c (5.15)
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Por outro lado, para cada j = 1,...,m, temos que j; é raiz de R(x), logo existe S;(x)
polinbmio de grau m — 1 tal que
R(z) = (v — B;)5;(x). (5.16)
Logo, substituindo (5.16) em (5.9), obtemos
P(x) = (z — 5;)"Tj(x), (5.17)
C

L =5

Assim, para i < p, pela regra de Leibniz em (5.17), temos

PO =Y ()l = 55T o)

= Z (;) (p- (p—i)---(p—k+1)(x— 5j>p—k> <Tj(x)>(i_k)

k=0

2P (Sj(x))P.

dai, P%(3;) = 0. Portanto, resumindo tem-se
PY(B)=0, parai<p, j=12,...,m, (5.18)

Lema 5.2 Seja Q(z) = Zaj:cj um polinémio com coeficientes inteiros e seja p < r,

7=0
entao
. r | -
QY(z) = Z ﬁajle, i <. (5.19)
— (j —1)!
Jj=t
Consequentemente, temos
1 , .
e 1),62“)(:1:), para i>p, (5.20)

€ um polinémio com coeficientes inteiros divisiveis por p.

Demonstracao. De fato, para i < r, derivando obtemos

Q' (z) = Zjajxj_l = ay + 2a9 + - +raa"
=1

Q" (r) = Zj(j — Da;a’™? =2ay +3 - 2a3x + - +r(r — Vra,a" 2
=2

Q"(x)=> (-1 - a2’ =32 a5 +4-3-2 @+ +r(r—1)(r—2aa""’
j=3

T '

Q@) =D (=1 (G =i+ Daa’™ =} (.L.ajsz’_

_ NI
= i)!
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De (5.19) podemos reescrever a expressao (5.20) como:

Note que, cada coeficiente é do tipo:
p-D'G-) plal(j =)t

il (] o
:p-a ; aj, comi < j <,

€, como i > p entao

Portanto, (5.20) € um polinbmio com coeficientes inteiros divisiveis por p.
Em virtude do Lema 5.2, tomando Q(z) = cha?~! + baP + ...+ cPx", para i > p podemos

concluir que

PO (z)=¢* ((p_l 1)!62(”(:):)) (5.21)

€ um polinbmio com coeficientes inteiros divisiveis por pc®. Logo, de (5.15) e (5.21)

temos que:
F(0) = ¢’ + pcly, (5.22)

onde ¢, é um inteiro cujo valor ndo é necessario conhecer para nosso objetivo. E para

os demais F'(3;), por (5.18), podemos escrevé-los da forma:

m m

SE@B)=>> PO =YY P (8. (5.23)

j=1 j=1 i>p i>p j=1

Agora, prestemos atengao a expressao
> PO(By), (5.24)
j=1

para cada i fixado, com p < i < r = s + p. Por (5.21), temos que o polindmio P (z)
tem coeficientes inteiros e divisiveis por pc®, € também possui grau r = s + p, entédo
PO (z)temgrau s +p —i < s, pois p < i. Entdo podemos escrever a expressio (5.24)

da forma:

m

> POB) =pQBr,- -, Bm) (5.25)

J=1
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onde Q(f4, ..., 5,») € um polindmio nos 5; com grau menor ou igual a s e coeficientes
inteiros, além de ser um polindmio simétrico nos ;. Pelo Teorema 2.1 existe um
polindbmio H(#y,...,6,,) de grau menor ou igual a s, com coeficientes inteiros, onde

01,...,0,, sdo polinbmios simétricos elementares em 54, .. ., §,,, tal que

Q(6177ﬁm):H(91779m) (526)
Além disso, temos
0y =c e, O =c o, ..., O, =c teo. (5.27)

Assim, por (5.25), (5.26) e (5.27), temos que Y _ P“(3;) é um inteiro divisivel por p.
7j=1
Entao, pela igualdade descrita em (5.23), podemos concluir que:

m

> F(B;) = pLi, (5.28)

j=1
onde L; € um inteiro cujo valor ndo é necessario conhecer para nosso objetivo. Por
meio dos resultados encontrados em (5.22) e (5.28) podemos concluir a analise do

lado esquerdo da relacao (5.14) da seguinte maneira:

= [t (c*ch + pcily) + pLy|

(PO + 3 F(5)

= |tc*d + pL, (5.29)

onde L = ¢*/y¢ + L,. Vamos escolher o numero primo p tal que seja maior que ¢, c e ¢.
Consequentemente, o inteiro (5.29) nao € divisivel por p, entdo esse valor € um inteiro
nao nulo.

Para finalizar a demonstragao, precisamos estimar o lado direito da

desigualdade (5.14). Para isto, consideremos

M = max{|Bi],...,|Bnl}-

Dai, por (5.12) e (5.9), temos

¢; = 2|B;| sup { | VI P (AB))

< 2MeM oo e 0 ssup {[AG1PTHR(AB)[7; 0 < A< 1} (5.30)

;OS)\Sl}
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Consideremos N = max{|R(z)|; |z| < M} entao de (5.30) obtemos:

]

< M p=1A/P
€j < 2Me p— 1)!/\/1 N
mMN )P
= 2|c|™ N (MN eM(M—. 5.31
" MANMEE (5.31)
+oo m n m n
Agora, desde que eld" MV = Z M é convergente entdo lim M = 0.
—0 n: n—r00 n:
m n—1
Em particular, lim % = 0. Dai, por definicao existe p, tal que
n—o00 — !
(Je|™ MN )1 1
> 1p. 5.32
=1 < e T MN )M (m 1)’ para todo n > p, ( )
Consideremos p primo tal que p > py entéo por (5.31) e (5.32) temos
TS
logo,
Zej<zm+1_m+1<1. (5.33)

7=1 7=1
Que é um absurdo, visto que saindo de (5.14) chegamos que (5.33) é um inteiro nao
nulo, enquanto que o lado direito de (5.14) € menor que 1, como obtido em (5.33).

Portanto, fica provado que © € um numero transcendente.
5.2 A DEMONSTRACAO DE NIVEN

A demonstracdo apresentada aqui baseia-se na feita por Niven em
1939, utilizando principalmente conceitos de polindbmios simétricos e integragdo com-

plexa, tornando a demonstragdo relativamente mais simples.
Teorema 5.2 7 € transcendente.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que 7 seja um numero algébrico, entao ir
também é um numero algeébrico, ou seja, ir é raiz de uma equagéo algébrica ¢, (z) = 0
com coeficientes inteiros (ndo necessariamente um polindmio ménico) e com raizes

aq, g, ..., ap, para m inteiro, com a; = iw. Por meio da identidade de Euler, ™ + 1 = 0,
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temos que e** + 1 = 0, por consequéncia obtemos:

0=(1+e")(1+e™) - (1L+e™)

=1 + (6041 + ea2 4+ eam> + (60114'@2 + eal+a3 4.+ eamfl‘i‘am) (534)

=+ (€a1+a2+a3 -+ €a1+a2+a1 T eam72+amfl+am> 4+ .. 4 ea1+a2+"'+am.

Precisamos construir uma equacéao algébrica com coeficientes racionais cujas raizes
sao precisamente os expoentes na forma expandida da equacao (5.34). Veja que 0s ay,
sdo raizes de #,(x) = 0, assim do Teorema (2.2) temos que os polindmios simétricos
elementares de (aq, as, . . ., a,,) SAO racionais.

Consideramos o conjunto das raizes somadas em pares, assim:
So={a;+a;i<j<m}={a1+ay,q+as,....,00+Qn,...,00n_1+ay}. (535)

Note que os polinbmios simétricos das entradas de S, também sdo simétricos nas ay,
e pelo Teorema 2.3 eles sao racionais, logo, esses racionais formam os coeficientes
(exceto pelos sinais, como no Teorema de Viéte) de uma equacao algébrica 0y(z) = 0
cujas raizes sao precisamente as somas de dois a dois, dadas por S;. Partindo do

mesmo pressuposto, fazemos o conjunto de somas trés a trés,
Sy ={a; +a; +ag; 1 < j <k},

obtendo uma equacéo algébrica 0;(z) = 0 em que as raizes s&o as somas em Ss, €
assim por diante até S,, com 6,,,(z) = 0.

Assim, temos que o produto das raizes
01(x)02(x) ... 0, (x) =0, (5.36)

S&0 0s expoentes na expansao (5.34).
Agora, caso haja, eliminamos as raizes que forem zero, assim obtemos
a equagao:

9(]}) = CQ.CCT + Cll'r_l + -+ Cr = 07 (537)

onde as raizes de 0(x) sao /3, fs, . . ., B expoentes ndo nulos na expansao de (5.34),
com coeficientes inteiros, e ¢, e ¢, diferentes de zero.

Logo, podemos escrever (5.34) da seguinte forma:

e —1—6624—---4—6&—1—/{::0, (5.38)
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para k inteiro positivo, com k # 0.
Deste ponto em diante tomamos ¢ = ¢y, 0 coeficiente de ordem superior

da equacao (5.37). Seja a funcao definida por:
car )P
-1~

com o inteiro s = rp—1, € p € um nimero primo arbitrario a ser escolhido posteriormente.

fz) = (5.39)

Definimos agora a seguinte funcéo:
F(x) = f(x) + f'(@) + ["(2) + -+ [P (). (5.40)
Como mostrado anteriormente pelo Lema 5.1, temos
(e7"F(x)) = —e™" f(x).

Assim,
efﬂw—mm:—Aefﬂ&m

Substituindo ¢ = Az, e multiplicando a equacéao por e*, obtemos:

{ $=072=0 L ) - er () = — / L f (), (5.41)
E=rx—-A=1 ’

Sabemos de (5.38) que:
Z e’ +k=0.
7=1

Substituindo » = 3;, e por meio do somatério em (5.41) obtemos a seguinte relacgo:
r T 1
Y F(B)+EF(0)=—) / eU=NBi £ (A\B;) d. (5.42)
j=1 j=1"0

Precisamos mostrar que a relagdao acima gera uma contradi¢cao, pois para p suficiente-
mente grande, a expressao a esquerda € um inteiro diferente de zero, enquanto que o
lado direito é arbitrariamente pequeno.

Inicialmente, tomemos de (5.39) que nos fornece:
f9B)=0 para0d<t<p. (5.43)

Temos que o polindmio g(z) = (p — 1)!f(x) tem coeficientes inteiros. Note que o

produto de p inteiros consecutivos € sempre divisivel por p!, e as derivadas de ordem
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p e derivadas de ordem superiores de g(z) sdo polindmios com coeficientes inteiros
divisiveis por p!. Logo, tanto as derivadas de ordem p e as superiores de f(z) séo
polinbmios com coeficientes inteiros divisiveis por p, além do fato que cada um desses
coeficientes serem divisiveis por ¢*.

Portanto, para ¢t > p, temos que f*)(;) € um polindmio em 3; com grau maximo igual a
s, e coeficientes divisiveis por pc®. De (5.37) temos que para qualquer funcao simétrica
de (f1, 5, - - ., B) com coeficientes inteiros e grau maximo s nos fornece um numero
inteiro se cada coeficiente for divisivel por ¢*, que de fato acontece.

Assim
> f9(8) =pk parap<t<p+s, (5.44)
7j=1

onde k; € Z.

Ao combinarmos (5.43) com (5.44), e somando sobre t, obtemos:

T p+s

SNFB)=p ke (5.45)

J=1 t=p

Por meio de (5.39) e (5.40), temos:

(

0, para 0<t<p-—2
FO0) =< eser, para t=p-—1, (5.46)

b4z, para pgt §p+87

\

para alguns ¢, inteiros. Assim, por (5.46), obtemos
F(0) = pq + c*, (5.47)

para algum ¢ inteiro. Logo, por (5.45) e (5.47), o lado esquerdo de (5.42) € pq’ + kc*c?
para algum ¢’ inteiro. Agora escolhendo p primo maior do que k, ¢ € ¢,, conseguimos
que o lado esquerdo de (5.42) é um inteiro n&o divisivel por p, (pois, kc*c? ndo pode ser
divisivel por p), e, consequentemente, nao-nulo.

Consideremos M = max{|fi],...,|8:]} € N = max{|0(2)|; |2|] < M}.
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Para0 <A <1lej=1,...,r,por(5.39), temos

c*(AB)PH[OAB)IP

_ et I8P es) P
(p—1)!
|c|"P~t MPTINP
- (p- 1)
c|[TMN)P~1
Com respeito ao modulo do lado direito de (5.42), por (5.48), tem-se
r 1 T 1
‘— Z/O eV f(AB;) dA| < Z/O e £(AB;)|dA
j=1 j=1
S MN)P~!
< eMNcrfl(lc‘ d)\
- ;/0 o (p—1)
o g (eTMN )P
=rNe™ || =1 (5.49)
r n—1
Agora, desde que lim % = 0, existe p, tal que
c["TMN)—! 1
(1 |(n = 13! T DN para todo n > py. (5.50)
Dai, escolhendo p primo tal que p > py entao por (5.49) e (5.50) tem-se
r 1
_ (1-28 . N 1
| ;/ge FOB A = —— <1 (5.51)

Assim, de (5.42) e (5.51), obtemos uma contradigdo com o lado esquerdo sendo um
inteiro ndo nulo enquanto o lado direito para p suficientemente grande é menor do que
1. Portanto, concluimos que a hipétese inicial ndo é valida, sendo assim fica provado

gue 7 € um nuamero transcendente.
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6 A IRRACIONALIDADE DE 77"

Neste capitulo, expandimos nossa investigacao sobre a natureza dos
nUmeros irracionais, dedicando-nos a demonstragao da irracionalidade de 7*. Embora a
irracionalidade de 7 ja tenha sido estabelecida no Capitulo 3, a analise de poténcias de
7 apresenta desafios e abordagens especificas. Para tal, exploraremos a prova desen-
volvida por Mohammad Reza Yegan em (YEGAN, 2017), que utiliza a poderosa técnica
das identidades integrais de Hermite. Esta abordagem néo apenas complementa as
discussOes anteriores sobre a natureza de =, mas também ilustra a versatilidade das
ferramentas analiticas no estudo das propriedades dos nimeros. E importante notar
que, embora o artigo original de Yegan também propusesse uma prova para 7, uma
andlise detalhada dessa parte da demonstracao sera abordada na subsecao 6.1, onde

inconsisténcias relevantes serdo discutidas.
Teorema 6.1 O numero 7* é irracional.

Demonstracao. Dado n € N, consideremos

L= [ fs,

onde
1— M\n
folz) = #7 para todo x € [0, 1], (6.1)
n:
go(x) = @™ — gmale=D) 4 jeaile=l) _ jo—aile=1) narg todo = € [0, 1], (6.2)
144
sendo i’ = —-lea= ( J;Z)W.

Agora, note que, por (6.2), para = € [0, 1] temos

90(z)| =

6a(ac—l) . e—a(z—l) + Z-eai(:c—l) . ie—ai(a:—l)‘

IN

ea(x—l)‘ + ‘ . 6—@(1’—1)‘ + )ieai(x—l)) + ‘ . ie—ai(m—l)’

51 | o30-2) 4 F(1-a) | F(e-1)

<1+4e2+e>+1 (pois e® é crescente)

= 2(1—|—e%). (6.3)
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E, por (6.1) e (6.3), temos

1) = / ful2)go(2)de

< / Ful@)] - 190(2) | de
< 1 1

_/ — - 2(1 +e2)dx
o n!

_ 2(1+e?)
N n!

, paratodon € N. (6.4)

Afirmacao 6.1 Tem-se

@) = 8((dn = 1)(4n = 3)(1 = 20) o1 () + 6 (160° = 320+ 17) ()

(6.5)
+48(3 — 2n) fr_3(x) + 32fn_4(x)>, para todo x € [0, 1].
De fato, derivando quatro vezes f,,, por (6.1), obtemos
/ o (1 _ $4)n71 " _ (1 — ‘/LA)niQ (1 — $4)n71 2
folz) = W(—‘lx?’)a fo(z) = W(161’6) + W(—Hx )
” B (1 _ 56'4)”_3 (1 _ x4)n—2 (1 _ 1'4)”_1
o 5(74 n—4 . ZL‘4 n—3 o ZL‘4 n—2 A
9 () = %(256:&2) + %(—115%8) + %(8161: )
(1 _ .774)”_1
+ RCESYE (—24) (6.6)
Por outro lado, tem-se
8= (1—2%%-2(1 —2%) + 1, (6.7)
o2 =—(1 -2 +3(1 -2 -3(1 —2%) + 1. (6.8)

Agora, substituindo (6.7) e (6.8) em (6.6)

9 () = % -256(—(1 — 2 +3(1 — 22 =31 —2*) + 1)
% A1152(—(1 — 2M)? +2(1 — %) — 1)
- % S816(—(1 —a*) +1) + %(—24)
=8 % 232(—(1—2*)? +3(1 — 2" = 3(1 —2*) + 1)
+ % 144(—(1 —2? +2(1 —2h) = 1)
-y 0=ty

+ 2] S102(—(1 — 2% 4+ 1) +
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f,$4) (.T) —8|= (n ?:24)' (1 N LL’4)n_1 + (n 9_64)' (1 _ x4)n—2 o (n 9_64)' (1 . x4)n—3

+ n ?12 D (1—ah)"* - <n1f43)! (1—azh" !+ (ﬁgg)! e

144 s 102 102 no
oo )T g ) T e ()

-]

=38 [{—32(71 —1)(n—2)(n—3)—144(n — 1)(n —2) —102(n — 1) — 3} fru_1(2)
4 {96(n — 2)(n — 3) + 288(n — 2) + 102} fu_o(z) + {—96(n — 3) — 144} f_s(2)
+32 fn,4(m)]. (6.9)

Por outro lado, temos

—32(n—1)(n —2)(n —3) — 144(n — 1)(n — 2) — 102(n — 1) — 3

= —32(n* — 6n* + 11n — 6) — 144(n* — 3n +2) — 102n + 102 — 3

= —32n% + 48n? — 22n + 3 = (4n — 3)(4n — 1)(1 — 2n), (6.10)
96(n — 2)(n — 3) + 288(n — 2) + 102

= 6[16(n® — 5n + 6) + 48(n — 2) + 17] = 6[16n* — 32n + 17], (6.11)

—96(n — 3) — 144 = 48[—2(n — 3) — 3] = 483 — 2n). (6.12)
Assim, substituindo (6.10), (6.11) e (6.12) em (6.9) obtemos (6.5).

Afirmacao 6.2 Tem-se
gk(x) — ik (ea(mfl) + (_1>kflefa(x71) + (_i>kfleia(:v71) + ikflefia(xfl)) 7 (613)
a

onde

gr(z) = /gk_l(x)dx, k=1,2,3,...(sem considerar constantes).

De fato, a prova segue por inducao sobre k.

Para k = 1, tem-se

(o) = [ soarts

_ / [ea(x—l) . e—a(x—l) + ieai(r—l) . ie—ai(:p—l)} dr

6a(av—l) e—a(m—l) Z'eai(r—l) ie—ai(:p—l)
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verifica a equacao (6.13). Suponhamos que equacgao (6.13) seja valida para k. Assim,

temos

Grr1(z) = /gk(x)dx

1 . ,
— / — (ea(x—l) + (_1)k’—16—a(x—1) + (_i)k—leza(az—l) + ik—le—za(x—l)) dx
a

1 ea(:c—l) (_1)k—1€—a(x—1)
L1

a
1

_ ea(ac—l)_’_ —1 ke—a(x—1)+ —q keai(a:—l)_l_ike—ai(x—l)
ak+1

- . +

(_,l')k—leai(a:—l) ,l’k—le—ai(z—l)
a —a 1a —ia

satisfaz a equacao (6.13) para k + 1.

Afirmacgao 6.3 Paran > 4 tem-se

32

I, = ((4n —1)(4n —3)(2n — 1),y — 6(16n — 32n + 17)1,_»

4

4 A8(2n — 3) Iy — 32Jn,4>. (6.14)
De fato, basta fazer quatro vezes integracéo por partes, temos
1
L= [ f@led
0
1 1
= [h@an@)] - [ i@ @ois £,0) =00 =0
. 0 0

0

= - [fé(év)ga(ﬂf)]; +/ f/(x)go(x)dz (pois /(1) = f.(0) = 0 paran > 4)
N’ 0

0

= [fl{(l’)gs(w)]; —/ f7(x)gs(x)dx (pois /(1) = f7(0) = 0 paran > 4)
——— 0

0

=~ [ @)g@)] ; + / £ (2)ga(z)da (pois £,'(1) = £'(0) = 0 paran > 4)
N e’ 0

0
1
- [ £ @) (6.15)
0
Por outro lado, por (6.13) e (6.2), temos

1 . A
94(1,) — <€a(:1:—1) + (_1)36—a(az—1) + (_Z')3€za(az—1) + i3€—za(x—1)>

at
— i4 (6(1(1—1) . e—a(.t—l) + ieia(:v—l) . ie—ia(z—l)) _ go(f) ) (616)
a a
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Também, tem-se

1 1 16 16 4

-~ = = = = ——. 6.17

a’ ((1+i)7r>4 (14 d)4mt —4An? m (6.17)
2

Substituindo (6.16) e (6.17) em (6.15) e por (6.5) obtemos

/f

== ((4n — 1)(4n — 3)(1 — 2n) fo_1(x) + 6 (1602 — 32n + 17) f,_(x)

7T4

4 48(3 — 2n) fu_s(w) + 32 fn,4(x)) go(x)dz

32((4n—1)(4n—3)(2n—1 / Fo1 (2)go(x)dz

4

— 6 (16n* — 32n +17) /o Jn—2(x)go(x)dx + 48(2n — 3) /0 fo—s(@)go(z)dx

— 32 /01 fn_4(x)go(a:)da:>

0 que verifica a equacéo (6.5).
Definamos agora
7T4n+1
In = (—> (I1+4d),, n=0,1,2,3,.... (6.18)

22n+3

Afirmacao 6.4 Paran > 4 tem-se
Jo=84n —1)(4n — 3)(2n — 1)J,_1 — 12(16n* — 32n + 17)7" J,_»
+24(2n — 3)m®J, 3 — 472 T, 4. (6.19)

De fato, para n > 4, por (6.18) e (6.14), tem-se

7].4n-i-1 ‘ 32 5
o= oz ) @+ ((4n —1)(4n — 3)(2n — DI,y — 6(16n2 — 320 + 17)1,_,

F48(2n — 3) I,y — 321n_4>

(s ) (19 (40— n = 3)(20 — s — 600602 — 320+ 171,

227172

A8(2n — 3) Iy — 321n_4>
An—3

= 8(4n — 1)(4n — 3)(2n — 1) (%) (1+i)I,_,

An—17 7.‘.4n 11

m .
— 12(16n* — 32n + 17)7* (W) (1+ i) Lo+ 24(2n — 3)7° (W) (1+4)1,-3
7T4n—15 -
_Apl2 ( P ) (1414)1—4




0 que mostra a equacao (6.19).

Agora calculemos Iy, I, I; € I3:

Iy = /0 fo(z)go(x)dx = /0 go(z)dz = [gl(x)](l] = (1) —gi(0) == —0 =

1
]1:/ f1 90

4

a

[fa( / Fi)gs (@) (pois f(1) = 01(0) = 0)
z)dz (pois f1(0) = g2(1) = 0)
f{’ /f{” 2)gs(x)dz (pois 7/(0) = g5(1) = 0)
f{” /fl 2)g4(x)dz (pois £"(0) = ga(1) = 0)
/f1 z)ga( / o(x)dz (usando (6.16) e (6.17))
4 24 23
™ (1407
122/ fa(x)go(z
= [1@)a: /f2 2)g1()dr (pOiS (1) = 91(0) = 0)
= - [#@n@] + [ B@m@a pos 40 = 540 =0
ﬁ_/
fé’ /fé” 2)gs(x)dz (pois £1(0) = g5(1) = 0)
fé” /f2 2)g4(x)dx (pois 1'(0) = ga(1) = 0)

23

(1+4)r’

82
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I = /f2 2)gi(x dx_—i [ (3400 — 24,2 (usando (6.16) e (6.17)

- = [816 840(1 — 2*)]go(x)dx

7T40

4
= ——[8161, — 8407]

[f3< / @) (x)d (pois f3(1) = g:(0) = 0)
—,_/
/ J2(2)ga()de (pois £}(1) = £1(0) = 0)
fé’ / S (2)gs(x)der (pois (1) = f2(0) = 0)
fé” / 19 (2)ga(x)der (pois 12(0) = ga(1) = 0)

/ f3 z)ga(z

=—— [ 11522% 4 (1 — 2*)(8162*) — 12(1 — 2*)%]go(x)dz (usando (6.16) e (6.17))

7T4 0
4 1 (1 — 2%)?
== [—3960 1312001 — 2%) — 1152] go(x)dz (usando (6.7))
0
4
= —— [~ 11521 + 31201, — 39601
4 23 283
— | —(27.32 + (2% 1
ﬂ[ () e T @35 B

. 4 2 .
_(23'32.5'1”.29(_ 3-17  24.32.5 7)}

A1) T+

_n[ ® 2035741 20305271
1+ i)r 1+ i) (1+ )73
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Assim, por (6.18), temos

5

s . T .
Jo = (§> Q+idly=1, J = (ﬁ) (1+i)], = 24,

7T9 X
Jo = (?) (1+@)12:22<—3-177r4+24-32-5-7>,
7.‘,13
Js = (5) (1+i)13:23<327r8—23-32-5-7-417T4+26-34-52-7-11).

Afirmacao 6.5 A sequéncia (J,,) possui infinitos termos nao nulos.

De fato, suponhamos a partir de um certo &, quatro termos sucessivos da sequéncia
(J,.) se tornem zero. Por exemplo, vamos supor que J, = Jy_1 = Jr_2 = Jr_3 = 0 para
algum k£ > 4. Logo, por (6.19), J,_4, = 0. Assim, por diante usando (6.19) J,_5 = 0.
Desta maneira, se em algum ponto, quatro termos sucessivos da sequéncia se anulam,
todos os termos anteriores na sequéncia também devem ser zero. Entdo eventualmente

implicaria que J; = J, = 0 0 que é uma contradicao.

Afirmacao 6.6 .J, € um polinGmio em 7* com coeficientes inteiros e grau k¥ < n — 1

para todo n > 1.

De fato, note primeiramente que J;, J, e J; sdo polinbmios em 7, com coeficientes

inteiros, de grau menor ou igual a 2, por (6.19), tem-se

Ji=8-15-13-7J3 — 12(16 - 16 — 32 - 4 + 17)7* J, + 24 - 5%, — 4n'2 ],
=2°.3.5.7-13J5—2%-3-5-297" J, + 2% - 3. 57%J; — 472,

= 4r'?24+924.32.5.7.22778 — 28 .34 . 52. 7. 2277 +212.3% .5 . 72 . 11- 13
€ um polinémio em 7! com coeficientes inteiros de grau 3. Mas,
Js=8-19-17-9J, —12(16 - 25 — 32 - 5+ 177" J3 + 24 - 778 Jy — 4n'2 ]
=23.32.17-19J, — 2%2-3- 25774 J; + 23 - 3. Tt Ty — A2,
=-22.3.5.5-7-13724+27-3>.5%.7-11 - 4877
—212.3%.5%.7.222797* +21%.37.5%.72.11-13-17- 19

€ um polindmio em 7 com coeficientes inteiros de grau 3'. Suponhamos agora, por

hipétese de inducéao, que a afirmacao é verdadeira para todos os J,, com m < n, onde

' Aqui cabe mencionar que no artigo (YEGAN, 2017) afirma que .J, € um polindmio em 7* com
coeficientes inteiros e grau n — 1 paran > 1 0 qual como vemos é incorreto



85

n > 4. Ou seja, J,, € um polinbmio em 7 com coeficientes inteiros e grau k,,, < m — 1.
Por (6.19), J,, pode ser expresso como um polindmio em 7* com coeficientes inteiros.

Analisemos o grau de J, utilizando (6.19):

« O termo 8(4n — 1)(4n — 3)(2n — 1)J,_1: J,—1 € um polindmio em 7% de grau

k,—1 < (n—1)—1=n—2com coeficientes inteiros.

« Otermo —12(16n? — 32n + 17)7*J,_o: J,_o € um polindbmio em = de grau &, _, <
(n —2) — 1 = n — 3 com coeficientes inteiros. Multiplicado por 7* (grau 1 em ), o

grau resultante € k, 5 + 1 < (n — 3) + 1 = n — 2 com coeficientes inteiros.

« O termo 24(2n —3)7®J,_3: J,_3 € um polinémioem r* de grau k,, 3 < (n—3)—1=
n — 4 com coeficientes inteiros. Multiplicado por 7® = (7%)? (grau 2 em 1), o grau

resultante é k,_; + 2 < (n — 4) + 2 = n — 2 com coeficientes inteiros.

« Otermo —4r'%J, 4: J,_4 € um polindmioem 7 de grau k, 4 < (n—4)—1=n—>5
com coeficientes inteiros. Multiplicado por 7'? = (7%)3 (grau 3 em =), o grau

resultante é k,_, + 3 < (n — 5) + 3 = n — 2 com coeficientes inteiros.

Como J,, é a soma de termos que sdo polindmios em 7* com coeficientes inteiros e cujo
grau maximo é n — 2, .J,, é, de fato, um polinémio em 7* com coeficientes inteiros. Além
disso, o grau de J, sera k, < n — 2. Considerando a base de indugédo paran =1,2,3
ondeograuén—1,eparan =4,50onde o grau é n—1—1 = n—2, podemos generalizar
queograu k <n — 1 paratodon > 1. Se o termo de grau n — 1 existe paran = 1,2,3 e
o termo de grau n — 2 existe para n > 4, a afirmacao k£ < n — 1 permanece verdadeira e
abrange todos os casos. Por inducao Matematica, a afirmacéao é verdadeira para todo
n > 1.

Finalmente, suponhamos por absurdo que 7* seja racional, isto é,
nt = £ para alguns p,q € N. Entao, q"'J,| € um inteiro positivo para pelo menos
infinitos n. Isso é porque, ao substituir 7* = § em J,, (que € um polindmio de grau menor
ou igual a n — 1 em 7* com coeficientes inteiros), o termo ¢"~! ir4 eliminar todos os

denominadores ¢ resultantes, deixando um numero inteiro. E como J,, ndo se anula
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para infinitos n, esse inteiro sera positivo. Por outro lado, por (6.18) e (6.4), obtemos

) 4n+1
] = g ( )fu |

22n+3
4An+1 z
1 [T 2(1 +e2)
é q (22n+3) \/§ ( nl
= Mp—', paratodon € N, (6.20)
n.
sendo M = ( e?) . Agora, desde que e? = Z P € convergente entdo lim P _y.
\/_q - O ! n—oo 1!
Dai, existe ny € N tal que
70
M <1, (6.21)
no!

Assim, por (6.20) e (6.21), obtemos
0< g™, <1

0 que contradiz o fato de ¢"~!|.J,,| € um inteiro positivo. Esta contradicdo completa a

demonstracgao.

6.1 ANALISE CRITICA DA DERIVACAO DA RECORRENCIA PARA 7T° NO TRA-
BALHO DE YEGAN

Conforme mencionado na introducao deste capitulo, o artigo de Yegan
(2017) n&o se limita a demonstracdo da irracionalidade de 7*, mas também propde
uma prova para a irracionalidade de 7% (Teorema 2 em (YEGAN, 2017)). Para essa
prova, uma relacéo de recorréncia especifica para a sequéncia auxiliar J,, (Equacgao
(6) em (YEGAN, 2017)) € fundamental. No entanto, durante a tentativa de replicar e
verificar a derivacao desta equacgao a partir das relacées primarias de I, (Equacéao
(4) em (YEGAN, 2017)) e da definicdo de J, = (n + 1)I,+1 — I, (Equagao (5) em
(YEGAN, 2017)), foram identificadas inconsisténcias significativas. Esta secéo detalha
o processo de verificacdo dessa derivacao e as discrepancias encontradas, destacando
a complexidade da manipulacao de recorréncias e a importancia do rigor na validacao
de resultados matematicos publicados.

A seguir, detalharemos o processo de derivagéo da relagao de recor-
réncia para J,, a partir da Equagao (4) e da Equacao (5) em Yegan (2017). Nosso

objetivo € recomputar os coeficientes de cada termo da sequéncia I,, na expansao



87

de J,, para entao identificar se a forma da Equacao (6) é consistentemente obtida.
Iniciaremos com a substituicdo da Equacgao (4) (referente a I,,) na definicdo de J,
(Equacéo (5)), realizando as expansdes e agrupamentos dos termos correspondentes
a cada I. Os calculos subsequentes serdo apresentados em blocos, destacando as
transformacdes e simplificacbes que levam a forma final da relacao.

Dado n € N, consideremos

L= ' fu@go(a)da

(1 —a25n
fo(z) = — para todo x € [0, 1], (6.22)

onde

go<x> _ ea(w—l) . e—a(z—l) + T,ear(z—l) —re —ar(z—1) +7e ar(z—1) Te—a?(z—l)’ (623)

para todo x € |0, 1], sendo

uma raiz 6-ésima da unidade.

. i3
i2:—1,a:(1+i\/§)% - +2“/_

Agora, note que, por (6.23), para z € [0, 1] temos

a(x 1) —e —a(z—1) 4+ Tear(m—l) i T,e—ar(x—l) + Fea?(:p—l) . Fe—a?(m—l)

|90(2)] =

<

ea(wfl) —a(z—1)

+|—e

+ ’,rear(xfl)

+ ‘ . T,efar(mfl)

Fear(x 1)

+ ‘ . Fefa?(mfl)

7€f(1 ) 4 M) | () M) 4y

S rl4e R + 1+ 2 (pois e € crescente)

V3T

=2(2+e2 ). (6.24)
E, por (6.22) e (6.24), temos
‘[n| =

/ ' fu@go(a)da

< / Ful@)] - l90() dz

1
1 !
g/ (24 e )dr
g n!

V37
= %, para todo n € N. (6.25)
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Afirmacao 6.7 Tem-se

@) = 72((6n —5)(6n —1)(3n — 2)(3n — 1)(1 — 2n) fur ()
110 (324n" — 1296n% + 2079n% — 15667 + 461) f,_o(z)
+135(—48n% + 216n% — 3460 + 195) fu_s) () (6.26)
+90(72n?* — 288n + 305) fr,_4(2)
—1620(2n — 5) o 5(x) + 648f, o(x) ), para todo x € [0, 1.

De fato, derivando seis vezes f,, por (6.22), obtemos

by (@ =a%)nt sy gy (L—=a%)"? 0y, (L=a%)! 3024
falz) = W(—Gx ), Julz) = W(%I ) + ORI (—3027),
" (1 B x6)n—3 15 (1 B xﬁ)n_2 9 (1 — xﬁ)n—l 3
fn ( ) = W(—Qlfﬁl‘ ) + W(540£L‘ ) + W(—1201‘ ),
FO () = %(1296:[20) + %(—64803314) + %(55803:8)
(1 —af)"! 2
fNx) = —%Zf ;;_ (—77762%°) + —%Zf i; (648002") + —<1(;f g)! (—1242002')
(1—a%"2 n, (=2t
9 (z) = %(4665%30) + %(—5832009024) + %(19?64009318)
(1—af)"3 12 (1 —a%" 6
W(—1895400x )+ W(331920x )
(1 — a8t
e (=720). (6.27)
Por outro lado, tem-se
o2 =(1—-2%2-2(1—2% +1, (6.28)
o' = —(1 - 2% +3(1 —2%% - 3(1 — 2%) + 1, (6.29)
2 = (129" —4(1 - 2°° +6(1 — 2°)? —4(1 — 2°%) + 1, (6.30)
= —(1-2°"+5(1—2%*—10(1 — 2% +10(1 —2°)> = 5(1 —2%) + 1.  (6.31)
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Assim, substituindo (6.28), (6.29), (6.30) e (6.31) em (6.27), temos

(1 — 256
(n —6)!
—5(1—x6)+1> +

FO(z) = : 46656( (1= 2% +5(1 — 2% — 10(1 — 2 + 10(1 — 25)2

(1 — a%)n=>
(n—5)!
6 (1 — a0
41— o )—1) N
(1 — 20)n3
(n —3)!

: 331920(1 - x6)> +

: 583200( ~ (1 — 2%t 4(1 — 25)% — 6(1 — 23)?

: 1976400( — (1— 2% +3(1 — 2%)?

—3(1—x6)+1) +
(1 — 28)n2
n—2)!

( |
1 — g6)n=6
- {( <n—é>!

: 1895400( — (1 —2%)2+2(1— 2% — 1)
(1 — 251

(n—1)!
: 648( ~ (1= 2% 4 5(1 — 25)* — 10(1 — 2%)% + 10(1 — 2°)?

(1 — a%)n=>
(n —5)!
(1 — 28
(n—4)!

~5(1— 2%+ 1) + : 8100( C (1= 2% 141 — 25 — 6(1 — 2°)?

A(1— 2 — 1) + : 27450( — (1— 2% +3(1 — 2%)?

—3(1— 2% + 1) L=t 26325( —(1—a%?+2(1— 2% — 1)

(n—3)
+% 4610(1 - (1-2%)) + %(—10)}

=72 {—%(1 — )t 4 (732_4(6))! (1—a%)"? - (fi&é)! (1—a%)"?
(f‘igg)! (1—a®)"* — %42)!(1 — ")+ <n6f86)! (1 =)™

- %(1 — 2ty (7?;211050)! (1—af"? - %(1 o
%(1 gy %(1 Sy %(1 S

+ %(1 — %) %(1 — %) + (2711540)!( -t
= g = - g =
e i v it ey (LRl
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FO(z) = 72 [{ —648(n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5)
— 8100(n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4) — 27450(n — 1)(n — 2)(n — 3)
— 26325(n — 1)(n — 2) = 4610(n — 1) — 10} f, 1(x)
+ {3240(n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5) + 32400(n — 2)(n — 3)(n — 4)
+82350(n — 2)(n — 3) + 52650(n — 2) + 4610} f, »(x)
+{ = 6480(n — 3)(n — 4)(n — 5) — 43600(n — 3)(n — 4)
— 82350(n — 3) — 26325} Fus(a)
+ {6480(n — 4)(n — 5) + 32400(n — 4) + 27450 } f, ()

+{ = 3240(n — 5) — 8100 } f,_5(2) + 648, ()] (6.32)
Por outro lado, temos

—648(n — 1)(n —2)(n —3)(n — 4)(n — 5) — 8100(n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)
—27450(n — 1)(n — 2)(n — 3) — 26325(n — 1)(n — 2) — 4610(n — 1) — 10

= —648(n° — 15n* + 85n® — 225n? 4 274n — 120) — 8100(n* — 10n* + 35n% — 50n 4 24)
—27450(n® — 6n* + 11n — 6) — 26325(n* — 3n + 2) — 4610n + 4610 — 10

= (6n —5)(6n — 1)(3n — 2)(3n — 1)(1 — 2n), (6.33)

3240(n — 2)(n — 3)(n —4)(n — 5) + 32400(n — 2)(n — 3)(n — 4) + 82350(n — 2)(n — 3)
+52650(n — 2) + 4610

= 3240(n* — 14n® + 71n® — 154n + 120) + 32400(n® — 9n? 4 26n — 24)

+ 82350(n* — 5n + 6) + 526501 — 105300 + 4610

= 3240n" — 12960n° + 20790n> — 15660n + 4610

= 10[324n* — 1296n> + 2079n? — 1566n + 461], (6.34)

—6480(n — 3)(n — 4)(n — 5) — 48600(n — 3)(n — 4) — 82350(n — 3) — 26325
= —6480(n® — 12n* 4+ 47n — 60) — 48600(n* — Tn + 12) — 82350n + 247050 — 26325
= —6480n° + 29160n* — 46710n + 26325

= 135[—48n® + 216n? — 346n + 195], (6.35)
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6480(n — 4)(n — 5) + 32400(n — 4) + 27450
= 6480(n? — 9n + 45) + 324000 — 129600 + 27450
= 6480n2 — 259201 + 27450
= 90[72n* — 288n + 305, (6.36)
—3240(n — 5) — 8100 = —3240n 4 8100 = —1620(2n — 5). (6.37)

Assim, substituindo (6.33), (6.34), (6.35), (6.36) e (6.37) em (6.32) obtemos (6.26).

Afirmacao 6.8 Tem-se

onde
gr(x) = /gk_l(x)dx, k=1,2,3,...(sem considerar constantes).

De fato, a prova segue por inducao sobre k.

Para k£ = 1, tem-se

ale) = [ soa)ts

_ / [6a(x—1) o e—a(x—l) + rear(z—l) . re—ar(a:—l) _{_FeaF(x—l) . Fe—a?(x—l)} dr

ea(x—l) e—a(z—l) Tear(z—l) Te—ar(a:—l) Fea?(a:—l) Fe—a?(x—l)
= - - — e
a —a ar —ar ar —ar
_ 1(6(1(:8—1) + e—a(a:—l) + ear(az—l) + e—ar(a:—l) + ea?(a:—l) + e—a?(a:—l))
a

verifica a equacao (6.38). Suponhamos que equacgao (6.38) seja valida para k. Assim,

temos

gens(e) = [ gu(o)ds



92

1 6(1(3:71) (_1)’6716761(:)371) 1 k-1 6ar(x71) 1 k—1 6far(zfl)
= 120 )y e

a —a T ar T —ar

1 k—1 6(1?(171) 1 k-1 efa?(xfl)
SO
T ar T —ar

. 1 6a(m—1)+(_1>k€—a(x—1)+ 1 kear(m—1)+ _1 ke—ar(x—l)
o gkl r r

satisfaz a equacéo (6.38) para k + 1.
Por outro lado, por (6.38) e (6.23), temos

1 a(z—1) 5 —a(z—1) 1 ’ ar(z—1) 1 ’ —ar(z—1)
gs(x)=—|e +(—1)%e +-] e +( == e

5 5
+ <i> ea?(xfl) + (_i) ear(ml))
T T

1 r —
= E (ea(x—l) — e—a(z—1) + redr(@=1) _ po—ar(z—1) + Fedr(@—1) _ FB_GT(I_1)>

go(z)
== (6.39)
Note também que ¢,(1) = % e ¢,(0) = —2.
Afirmacao 6.9 Paran > 6 tem-se
Ja— 2 ((6n — 5)(6n — 1)(3n — 2)(3n — 1)(1 — 201
v = e T e (62— 5)(6n = D30 = 2)(30 — 1)1 = 20) L
+10(324n* — 1296n° + 2079n* — 15661 + 461)1,,_5
— 135(48n* — 2161 + 3461 — 195)1,,_5 + 90(72n* — 288n + 305)1,,_4
—1620(2n — 5)],_s + 648]n_6>. (6.40)

De fato, basta fazer seis vezes integragdo por partes, temos
1
L= [ o))z
0
! ! / . 1
— [fn(x)gl(x)]o —/0 fi(x)g1(x)dx (pois f,(1) =0e f,(0) = ﬁ)

(0)
-2 - [fwne)] + /0 f1()g>()dz (pois £3,(1) = £,(0) = 0 paran > 6)

0
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=20 [y / £2/(x)gs(w)da (pois F(1) = £2(0) = 0 para n > 6)
- ol0) _f{{’(x / £ (a)ga (w)de (pois £(1) = £'(0) = 0 paran > 6)
- -2 +\f(4 / £ (a)gs(w)da (pois (1) = £9(0) = 0 para n > 6)
=—91Tff)>— e / 19 (@)go(x)d (pois £ (1) = £9(0) = 0 paran > 6)

/ £ (g (6.41)

Substituindo (6.39) em (6.41) obtemos

n—' &6/f

__ 2 .7 / ((6n—5)(6n—1)(3n—2)(3n—1)(1—2n)fn,1(x)

(nha a8 J,

+ 10 (324n* — 1296n° + 2079n* — 1566n + 461) f,_o(z)
+ 135(—48n® + 216n* — 346n + 195) f(,_3)()
+90(72n* — 288n + 305) f_4(7)

—1620(2n — 5) fu_s(x) + 648 fn_ﬁ(x)> go(z)dz

_ 2 +72((6n—5)(6n—1)(3n—2)(3n—1)(1—2n / fa—1(2)go(x)dx

(na  ab

+10 (324n* — 1296n® + 2079n* — 1566n + 461) / fna(x)go(z)dx
0
1
+ 135(—48n® 4 216n* — 3461 + 195) / fon—3)(z)go(z)dzx
0
1
+90(72n* — 288n + 305) / foa(x)go(z)dzx
0

—1620(2n — 5) /0 1 Fu_s(2)go(x)dz + 648 /0 1 fn_ﬁ(x)go(x)dx>
0 que verifica a equacéo (6.40).
Com o intuito de eliminar o termo ﬁ definamos
Jo = (n+ 1)1 — I, (6.42)
Afirmacao 6.10 Para n > 6 tem-se

72
J, = a(A Jot 4 Bud s + Codos + Doy s+ Endry s + 648, 6) (6.43)
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onde

—648n° — 1620n* — 9630n° + 2047502 — 33212n + 15405,

n

A
B,, = 5(648n* + 648n° — 702n* + 3528n — 3083),

= —45(144n% — 144n* + 210n — 197), D, = 90(72n? — 108n + 35),

n

E, = —1620(2n — 3).

Para n > 6, por (6.40) e (6.42), tem-se

2 n 72
(n+1)a  af
+10(324n* + 1350 4 2)1,,_; — 135(48n® — 72n* 4+ 58n — 17)1,,_5

Jp = (n+1) { ((Gn +5)(6n + 1)(3n + 2)(3n + 1)(—1 — 2n)1,,

+90(72n2 — 144n + 89)I,_5 — 1620(2n — 3)I,_q + 648],1_5)}
2 T2
_ 2 ((6n —5)(6n — 1)(3n — 2)(3n — 1)(1 — 2n) L.

(na ab

+10(324n* — 1296n° + 2079n* — 15660 + 461)1,,_5 — 135(48n* — 216n* + 346n — 195)1,,_3

+90(72n% — 2880 + 305) 1,y — 1620(2n — 5)I,_s + 648In_6>

72
= — ([—648n6 — 2268n° — 3150n" — 2205n* — 812n* — 147n — 10]1,,

a6
+ [3888n° + 1620n" + 2880n° + 675n* + 157n + 10]1,_4
+ [=9720n* + 16200n* — 18900n* 4 101251 — 2315]1,,_,
+ [12960n° — 356401 + 41760n — 183151, _3 + [—9720n 4 27540n — 22590]1,,_4
4 [3888n — T452] 1,5 — 648]n_6>
= % ([—648n6 — 2268n° — 3150n* — 2205n° — 812n* — 147n — 10]1,
+ [3888n° + 1620n" + 2880n° + 675n* + 157n + 10]1,_,
+ [~9720n* + 16200n° — 189001 + 10125n — 2315]1,, o
+ [12960n° — 356401 + 41760n — 183151, _3 + [—9720n + 27540n — 22590]1,, 4
+[3240n — 4212] I, + 648((n — 5)I,_5 — [n,6)>
= % <[—648n6 — 2268n° — 3150n* — 2205n° — 812n* — 147n — 10|,
+ [3888n° + 1620n* + 2880n* + 6750 + 157n + 10]1,,_,
+ [=9720n" + 16200n° — 18900n* + 10125n — 2315]1,, 9
+ [12960n* — 35640n> + 41760n — 18315]1,,_3 + [—6480n* + 10368n — 5742]1,_,4

32400 — 4212]((n — 4) Iy — Io_s) + 648Jn,6)
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72
Jn=— <[—648n6 — 2268n° — 3150n* — 2205n* — 812n? — 147n — 10]1,,
a

+ [3888n° + 1620n* 4 2880n® + 6751 + 157n + 10]1,,_,
+ [=9720n" + 16200n° — 189001 + 10125n — 2315]1,, 5
+ [6480n° — 5832n* + 4914n — 1089]1,,_3

+ [6480n2 — 10368n + 5742]((n — 3)I_3 — I,_4) — [3240n — 4212]J,_5 + 648Jn,6)

72
= — <[—648n6 — 2268n° — 3150n* — 2205n° — 812n* — 147n — 10]1,
a

+ [3888n° + 1620n* + 2880n° + 675n* + 157n + 10]1,_,
+ [—3240n" — 2592n® — 2322n* — 792n — 137]1,,_,
— [6480n° — 5832n% + 4914n — 1089]((n — 2)1,_5 — I,_3)

+ [6480n — 103680 + 5742]J,_4 — [3240n — 4212]J,_5 + 648Jn_6>

72
= — ([—648n6 — 2268n° — 3150n* — 2205n° — 812n* — 147n — 10]1,
a

+ [648n° + 2268n* + 3150n° + 2205n* + 812n + 1471, ,
— [=3240n* — 2592n° — 2322n* — 792n — 137]((n — 1) 1,1 — I, _9)
— [6480n° — 5832n* + 4914n — 1089].J,,_3

+ [6480n% — 103680 + 5742]J,_s — [3240n — 4212)J,,_5 + 648Jn_6>

— 2(—101,1

a6
— [648n° + 2268n* + 3150n° 4- 220502 + 812n + 147](nl, — I,,_1)
— [—3240n* — 2592n% — 2322n% — 792n — 137]J,_»
— [6480n* — 5832n7 4 4914n — 1089]J,,_3

+ [6480n% — 103680 + 5742].J,_4 — [3240n — 4212].J,_5 + 648Jn_6)

72
= _6< — 101, — [648n° 4 2268n* + 3150n" + 2205n° 4 812n + 147].J, 4
a

+ [3240n* 4 2592n® + 2322n% 4 792n + 137]J,,_»
— [6480n* — 5832n7 4 4914n — 1089]J,,_3

+ [6480n% — 10368n -+ 5742].J,_4 — [3240n — 4212].J,_5 + 648Jn_6>.

Apds a execucgao dos passos de substituicdo e reagrupamento dos termos I, em J,,,
observa-se que o coeficiente que acompanha o termo I,, ndo se anula. O valor deste

coeficiente é -10. Este resultado, obtido por calculos manuais e verificado computacio-
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nalmente no Maple, contradiz a forma da Equacao (6) apresentada em (YEGAN, 2017),
a qual € uma recorréncia puramente em termos de J, sem a presenca explicita de I;.

E crucial destacar que, enquanto todas as etapas das nossas proprias
derivacOes foram consistentemente verificadas no Maple, a tentativa de obter a Equacgéao
(6) tal como apresentada por Yegan (2017) a partir das suas equacdes precedentes
(4) e (5) néo foi bem-sucedida no ambiente computacional. A persisténcia do termo
I,, e a nao coincidéncia dos coeficientes dos demais J;. (quando comparados com A,
B,,---, E, do artigo) indicam que a Equacgao (6) ndo pode ser derivada diretamente
das Equagdes (4) e (5) de Yegan (2017) conforme definidas, ou que a derivagao requer
passos ou identidades adicionais n&o explicitados e de dificil replicagao.

Esta descoberta representa uma inconsisténcia na prova da irracio-
nalidade de 7% apresentada por Yegan (2017), tornando essa parte especifica da
demonstracao nao replicavel sob as condicées e equacoes fornecidas no artigo. A
natureza exata dessa discrepancia e suas implicagbes para a validade da prova de 7°
requerem investigacdo aprofundada, sendo um topico relevante para futuros trabalhos

de pesquisa.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho de conclusao de curso, embarcamos em uma
jornada pela natureza intrinseca do numero 7, desvendando suas propriedades de
irracionalidade e transcendéncia. O problema de pesquisa inicial, que buscava encontrar
e analisar demonstracoes da irracionalidade e transcendéncia de = e compreender o
impacto dessas demonstracdes na matematica, foi amplamente abordado. A hipbtese
de que seria possivel verificar essas demonstracées, contribuindo para o avango do
conhecimento, foi confirmada em sua maior parte.

No Capitulo 2, estabelecemos os fundamentos tedricos essenciais
em Calculo Real e Complexo, e Teoria dos Numeros, fornecendo a base para as
complexas provas que se seguiram. As secdes sobre funcdes, derivadas, integrais,
séries e sequéncias, juntamente com os conceitos de nimeros complexos e fungdes
analiticas, e a teoria dos numeros (incluindo aritmética, nimeros racionais/irracionais,
algébricos/transcendentes, e os Principios da Boa Ordenacéo e Inducéao), garantiram a
autonomia conceitual necessaria.

O Capitulo 3, dedicado ao Panorama Histérico do Numero =, ilustrou a
fascinante trajet6ria dessa constante através dos séculos, desde os métodos geométri-
cos de Arquimedes até as representacdes analiticas da analise moderna, ressaltando
a permanéncia e a evolugdo de m no pensamento matematico.

O Capitulo 4 aprofundou-se na irracionalidade de 7, apresentando as
elegantes e distintas demonstracoes de lvan Niven e Cartwright. Ambas as provas
ilustraram a impossibilidade de expressar = como uma fragdo exata de dois inteiros,
utilizando abordagens que variam desde a construcao de fungdes auxiliares até a
manipulacdo de integrais, consolidando a compreenséo de sua natureza.

No Capitulo 5, exploramos a transcendéncia de =, uma propriedade
ainda mais fundamental que implica que = ndo pode ser raiz de nenhum polinémio
nao trivial com coeficientes inteiros. As demonstracdes de Robert E. Moritz e Ivan
Niven, baseadas em conceitos de fungdes complexas e polindmios simétricos, foram
analisadas, culminando na compreensao das profundas implicacdes desse resultado,
dentre as quais se destaca a impossibilidade da quadratura do circulo, um problema

classico da geometria.
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Finalmente, no Capitulo 6, estendemos nossa investigacao para a ir-
racionalidade de poténcias de w, focando na demonstragao da irracionalidade de =*
proposta por Mohammad Reza Yegan. Esta prova, que emprega identidades integrais
de Hermite, demonstrou como a mesma técnica pode ser aplicada a poténcias superi-
ores de 7. E importante ressaltar que, durante a analise detalhada da demonstracéo
de Yegan para a irracionalidade de = (Teorema 2 do artigo), foram identificadas in-
consisténcias criticas na derivacao de uma de suas relagdes de recorréncia principais
(Equagéo (6) no artigo). A expansao da definigdo de J, a partir da recorréncia de I,
resultou em termos residuais que ndo se anulam, contrariando a forma homogénea da
Equacéo (6) apresentada pelo autor. Esta discrepancia foi verificada tanto por calculos
manuais quanto por rigorosos métodos computacionais via Maple, conforme detalhado
na Secao 6.1. Essa descoberta, embora desafiadora, real¢a a importancia da verifica-
cao rigorosa em pesquisa matematica e reforca a natureza dindmica do conhecimento
cientifico, onde mesmo resultados publicados podem ser questionados e aprimorados.

Como trabalho futuro, propde-se uma investigacao aprofundada e co-
laborativa sobre a discrepancia encontrada na prova de Yegan para =°. Isso poderia
incluir a busca por uma corregao ou generalizagdo da derivagao da Equacao (6), a
identificacdo de uma abordagem alternativa para a irracionalidade de =%, ou até mesmo
a proposicao de uma nova demonstracao para este resultado. Além disso, a exploragéao
de outras constantes matematicas e suas propriedades de irracionalidade e transcen-
déncia, bem como a aplicagdo dessas técnicas em outros campos da matematica e da
fisica, representa um fértil terreno para futuras pesquisas, contribuindo para o avanco

da teoria dos numeros e da analise matematica.
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