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RESUMO

Este trabalho estuda a equivaléncia entre sistemas lineares hiperbdlicos e sistemas line-
ares estruturalmente estaveis, explorando a teoria qualitativa de equacgdes diferenciais
ordinarias. Partindo das bases histdricas estabelecidas por Newton e Leibniz, investiga-
mos como pequenas perturbagdes afetam o comportamento das solu¢des de sistemas
lineares, com foco na estabilidade estrutural. Revisamos conceitos fundamentais de
algebra linear e equacgées diferenciais ordinarias, examinando a Forma Canénica de
Jordan e técnicas de resolucao de sistemas lineares com coeficientes constantes. Em
seguida, introduzimos a teoria qualitativa de sistemas lineares, destacando a importan-
cia da matriz hiperbdlica e sua relagdo com a estabilidade estrutural. Demonstramos
em detalhe a equivaléncia entre sistemas lineares hiperbolicos e sistemas lineares
estruturalmente estaveis.

Palavras-chaves: Equagobes diferenciais ordinarias; sistemas lineares; estabilidade
estrutural; matriz hiperbdlica; Forma Canénica de Jordan.
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RESUMEN

Este trabajo estuda la equivalencia entre sistemas lineales hiperbdlicos y sistemas
lineales estructuralmente estables, explorando la teoria cualitativa de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias. Partiendo de las bases historicas establecidas por Newton y
Leibniz, investigamos como pequefas perturbaciones afectan el comportamiento de las
soluciones de sistemas lineales, con enfoque en la estabilidad estructural. Revisamos
conceptos fundamentales de algebra lineal y ecuaciones diferenciales ordinarias, exa-
minando la Forma Candnica de Jordan y técnicas de resolucién de sistemas lineales
con coeficientes constantes. Luego, introducimos la teoria cualitativa de sistemas linea-
les, destacando la importancia de la matriz hiperbélica y su relacién con la estabilidad
estructural. Demostramos en detalle la equivalencia entre sistemas lineales hiperbdlicos
y sistemas lineales estructuralmente estables.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales ordinarias; sistemas lineales; estabilidad
estructural; matriz hiperbélica; Forma Candnica de Jordan.
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ABSTRACT

This work studies the equivalence between hyperbolic linear systems and structurally
stable linear systems, exploring the qualitative theory of ordinary differential equations.
Building on the historical foundations established by Newton and Leibniz, we investigate
how small perturbations affect the behavior of solutions of linear systems, focusing
on structural stability. We review fundamental concepts of linear algebra and ordinary
differential equations, examining the Jordan Canonical Form and techniques for solving
linear systems with constant coefficients. Next, we introduce the qualitative theory of
linear systems, highlighting the importance of the hyperbolic matrix and its relationship
with structural stability. We demonstrate in detail the equivalence between hyperbolic
linear systems and structurally stable linear systems.

Keywords: Ordinary differential equations; linear systems; structural stability; hyperbolic
matrix; Jordan Canonical Form.
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1 INTRODUCAO

As equacoées diferenciais ordinarias (EDQO’s) entrelagcam-se com os
primérdios do Calculo, nascido das mentes brilhantes de Newton e Leibniz no final do
século XVII. Impulsionadas por desafios fisicos, as EDO’s expandiram seu dominio
para além da fisica, permeando areas como biologia, economia, ecologia, quimica
entre outras.

No inicio, a busca por solug¢des explicitas era a tdnica, mas logo suas li-
mitagcdes se mostraram evidentes. Teoremas de existéncia e unicidade abriram caminho
para a exploracao da existéncia de solucbes por métodos mais abrangentes.

No século XIX, a mente visionaria de Henri Poincaré deu inicio a
abordagem moderna, focada na andlise qualitativa das EDO’s. Essa perspectiva, liberta
da busca por solugcdes exatas, revelou-se crucial para desvendar o comportamento das
solugbes ao longo do tempo.

Um exemplo notavel é o sistema massa-mola, onde a analise qualitativa
permite prever com precisao seu comportamento oscilatorio, abrindo portas para uma
compreensao mais profunda de diversos sistemas fisicos.

As EDOQO’s continuam a evoluir, impulsionando avancos cientificos e
tecnoldgicos em diversas areas. A busca por solugdes cada vez mais precisas €
eficientes, aliada a andlise qualitativa e a modelagem computacional, contribui para a
construcao de um futuro mais proéspero e sustentavel.

Minha jornada no estudo da Matematica incluiu enfrentar desafios em
Fisica, notadamente com o exemplo classico de um corpo preso por uma mola. Essas
experiéncias foram os catalisadores que despertaram meu interesse em aprofundar
minhas pesquisas na area da estabilidade. Durante anos, adquiri conhecimentos e
experiéncia até o momento em que cheguei a Universidade.

Foi na Universidade, durante aulas de Algebra Linear e Equagdes
Diferenciais Ordinarias, que encontrei a oportunidade de explorar a estabilidade de
sistemas lineares. Aqui, a andlise dos autovalores e autovetores da matriz jacobiana do
sistema se tornou uma ferramenta valiosa. Em particular, aprendi que quando todos os
autovalores dessa matriz tém partes reais negativas, o sistema é considerado estavel.

Além disso, descobri o conceito de estabilidade estrutural em sistemas lineares de
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EDOQ’s, que é um conceito mais amplo do que a simples estabilidade.

A pergunta que sempre me intrigou foi: por que estudar esse assunto?
A resposta surgiu de maneira clara e profunda durante o curso da minha pesquisa. A
compreensao da estabilidade nao é apenas um exercicio académico, mas uma chave
para desvendar os segredos do mundo que nos cerca. Isso me motivou a prosseguir
nesse campo, pois vi a relevancia e o potencial impacto do estudo da estabilidade em
diversos dominios da ciéncia e da engenharia.

Este trabalho visa explorar a estabilidade estrutural de sistemas li-
neares de EDQ’s, examinando como as solu¢gdes se comportam frente a pequenas
perturbacdes no sistema. Em particular, investigaremos as condi¢gbes sob as quais
um sistema linear de EDQ’s é estruturalmente estavel, adotando como hipoétese que o
sistema seja hiperbdlico, ou seja, que a matriz associada tenha autovalores com parte
real diferente de zero.

Para embasar nossa pesquisa bibliografica, realizamos uma revisao
da literatura matematica relacionada aos contetidos de Algebra Linear, Introducéo as
Equacdes Diferenciais Ordinarias, Analise em R™ e espagos métricos. A partir dessa

revisao, exploramos os seguintes tépicos:

» Espacos vetoriais, matrizes, transformacgdes lineares, autovetores e autovalo-
res (HOFFMAN; R., 1971; HIRSCH; SMALE, 1974); Técnicas de resolucao de
equacdes diferenciais ordinarias (LEON; SCARDUA, 2022).

 Topologia, continuidade, homeomorfismos, Funcdes diferenciaveis e difeomorfis-
mos, em R™ (LIMA, 2015).

 Definicao de espago métricos, topologia e continuidades em espag¢os métricos
(LIMA, 2011).

« Sistemas lineares com coeficientes constantes (homogéneos e nao homogéneos),
enfatizando a Forma Canénica de Jordan (LEON; SCARDUA, 2022; HIRSCH;
SMALE, 1974; SOTOMAYOR, 1979; PERKO, 2001; LANG, 1987).

* Teoria qualitativa de sistemas lineares, introduzindo a nocédo de matriz hiperbdlica
e estabilidade estrutural (BENAZIC, 2007; HIRSCH; SMALE, 1974; PERKO, 2001;
SOTOMAYOR, 1979).
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» Demonstracdo da equivaléncia de sistemas lineares hiperbdlicos (BENAZIC,
2007).

Nossa pesquisa tem como foco o estudo da estabilidade estrutural de
sistemas lineares de EDO’s, buscando compreender como as solucdes se compor-
tam diante de perturbagdes minimas no sistema. Mais especificamente, almejamos
responder a seguinte questao: sob quais condicdes um sistema linear de EDQO’s é
estruturalmente estavel?

Partimos da hip6tese de que o sistema linear em questéo € hiperbdlico,
OU seja, que a matriz associada possui autovalores com partes reais diferentes de zero.
Com base nessa hipotese, pretendemos demonstrar um resultado classico da teoria de
estabilidade, que afirma a equivaléncia entre sistemas lineares hiperbdlicos e sistemas
lineares estruturalmente estaveis (Teorema 3.6.3 em (BENAZIC, 2007)).

O estudo da estabilidade estrutural de sistemas lineares de equacoes
diferenciais ordinarias é fundamental em diversos campos, incluindo matematica apli-
cada, engenharia, fisica e outras disciplinas. A andlise da estabilidade permite prever o
comportamento de sistemas dindmicos ao longo do tempo, projetar sistemas robustos,
controlar sistemas dinamicos e compreender o0 comportamento de sistemas fisicos e
naturais. Além disso, é essencial para garantir a seguranca, confiabilidade e eficiéncia
de sistemas e processos industriais. Em suma, a estabilidade estrutural desempenha
um papel crucial no avanco da ciéncia e da tecnologia em diversas areas.

O objetivo geral deste trabalho € demonstrar a equivaléncia entre siste-
mas lineares hiperbdlicos e sistemas lineares estruturalmente estaveis. Para alcancar
esse objetivo, os objetivos especificos incluem o estudo de sistemas lineares com
coeficientes constantes (homogéneos e ndo homogéneos), a introducéo do conceito de
exponencial de uma matriz e os métodos para calcula-la através da Forma Canénica
de Jordan, a investigacdo da teoria qualitativa de sistemas lineares, abordando a nogéao
de matriz hiperbdlica e estabilidade estrutural, e a apresentacdo de uma demonstracao
detalhada da equivaléncia de sistemas lineares hiperbdlicos.

Nossa abordagem metodoldgica baseia-se em uma reviséo bibliogra-
fica detalhada. As sessoes de estudo e anélise foram conduzidas regularmente, com
encontros agendados de forma remota ou presencial, e utilizamos referéncias funda-
mentais, como as obras de Leén e Scardua (LEON; SCARDUA, 2022), Jorge Sotomayor
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(SOTOMAYOR, 1979), e Renato Benazic (BENAZIC, 2007), como base teédrica para
nosso trabalho.

No Capitulo 2, introduzimos alguns conceitos preliminares fundamen-
tais para a compreensao do trabalho. Na primeira secédo, abordamos nocoes basicas
de matrizes e transformacoes lineares, fornecendo notacdes e terminologias que serao
utilizadas ao longo do trabalho. Em seguida, exploramos sistemas auténomos e néao
auténomos, seguidos por uma discussao sobre célculo matricial. Posteriormente, inves-
tigamos sistemas lineares e norma uniforme de uma matriz, seguidos por uma analise
de sequéncias e séries de matrizes. Concluimos o capitulo com uma discussao sobre
o teorema de existéncia e unicidade de EDQO’s lineares.

No Capitulo 3, adentramos no estudo das equagdes diferenciais or-
dinarias lineares. Iniciamos discutindo o fluxo associado a uma equacéo diferencial
ordinaria linear, seguido por uma exploragéo da conjugacao de sistemas lineares. Em
seguida, examinamos sistemas lineares bidimensionais e discutimos atratores e fontes.
Finalmente, abordamos sistemas lineares hiperbdlicos.

No Capitulo 4, concentramo-nos na estabilidade estrutural de cam-
pos lineares. Apresentamos alguns resultados prévios para demonstrar que sistemas
lineares hiperbdlicos s&o equivalentes a sistemas lineares estruturalmente estaveis.

No ultimo capitulo, apresentamos as conclusdes do trabalho, desta-
cando os principais resultados obtidos, suas implicacées e possiveis direcoes para

pesquisas futuras.
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2 FUNDAMENTOS

Neste capitulo, estabelecemos as bases necessarias para o entendimento dos
conceitos abordados no trabalho. Comegamos com nogdes de Algebra Linear, Calculo
matricial e sistemas lineares de equagdes diferenciais ordinarias com coeficientes
constantes. As principais referéncias desse capitulo utilizadas foram (HOFFMAN; R.,
1971; LEON; SCARDUA, 2022).

2.1 Nogdes basicas de matrizes e transformacdes lineares

Daqui em diante K denotara R ou C. Seus elementos serdo chamados escalares.

Sejam m,n € N, denotaremos
I = {(4,7) ENxN;1 <0 <m, 1<j<n}.

Uma matriz de m-linas e n-colunas com coeficientes em K ou simplesmente K-matriz

m X n € qualquer funcdo
A I,, — K
(4,7) = A(i,J) =ai;

onde ¢, ; € K é chamada a ij-entrada da matriz A. Se acostuma denotar:

aix Q2 - Qip
Q21 Q22 -+ Ay

A= = [aij]
Am1 Am2 - Omp

O conjunto de todas as K-matrizes m x n sera denotado por K™*". Neste conjunto,
temos uma nogao de igualdade: se A = [a;;], B = [b;;] € K™*", entdo A = B se, e s6
se, a;; = b;; para todo (i, j) € I, ,. Também, podemos definir uma soma e um produto
por escalar:

A+ B= [(l@j + b@j], aA = [Oé(l@j] (OZ < K)

Com estas operagdes K™*" se torna um espaco vetorial sobre K de dimensao mn.

Denotaremos por ¢ = [0] a matriz nula.
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Como K™*™ é um K-espaco vetorial de dimensao mn, ele € isomorfo a K™, pelo

isomorfismo
ayp - Q1
Q21 -+ QA2p X o
A= . ) . e K <—>(all,...,aln,...7am1,...,amn)GK .
| Am1 *°° Amn ]

Em particular, uma matriz linha A € K*" (respectivamente, matriz coluna A € K™*1)

pode ser identificado como um vetor de K" (respectivamente, K™) via o isomorfismo

[ a1 Q12 - QAip ] < ? (a117a127~--:a1n)
a1
. 21
respectlvamente, ) < (aml, .. ,aml)
L aml -

Sejam A = [a;;] € K™*" e B = [b;;] € K™*? definimos a multiplicagdo AB = [¢;,] € K™*P

onde ¢, = Z a;;b;,.. S&0 satisfeitas as seguintes propriedades:
j=1

1. A(BC) = (AB)C, para quaisquer A € K™*" B € K"*? C € KP*",
2. (A+ B)C = AC + BC, para quaisquer A, B € K™*" (' € K"*?,
3. A(B+C) = AB+ AC, para quaisquer A € K™*" B, C € K"*?,

Em K"*", definimos

10 0
01 - 0
I, = [6i5] =

onde ¢;; é a delta de Kronecker e definida por §;;, = 1sei = je d; = 0sei # j.
E satisfeito AI, = I,A = A para todo A € K"*". I, é chamada matriz identidade
multiplicativa em K™*". Nao € dificil mostrar que com as operagbes de soma e produto
de matrizes K"*™ é um anel ndo comutativo com unidade (ver item (j) do Exemplo 1.1.5

em (GARCIA; LEQUAIN, 2010)).
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Dado A e K™ e k=0,1,2,...,apoténcia k-ésima de A define-se indutivamente
por:
A=1,, Al=A e AF=AF14

Dizemos que A € K"*" é uma matriz invertivel se, e sO se, existe B € K"*" tal que
AB = BA = I,,. No caso de existir esta matriz B, se prova que ela é unica e denota-se
por A1

O conjunto de todas as matrizes invertiveis denota-se por GL(K") e € chamado
grupo linear de K™. Com a operagao de produto de matrizes GL(K™) é um grupo nao
abeliano (ver Exemplo 3 da Secéo V.1 em (GARCIA; LEQUAIN, 2010)).

Uma fungdo 7" : K" — K™ é chamada de transformacgé&o linear se, e so se,
T(ax + Py) = oT'(x) + BT (y),

para quaisquer «, § € K e z,y € K". Denotaremos por £(K™; K™) ao conjunto de todas
as transformacdes lineares de K" em K™. Com as operac¢des usuais de soma de uma
transformacéo linear e produto de um escalar por uma transformacéao linear, £(K"; K™)
torna-se um K-espago vetorial de dimensao mn. Logo, £(K"; K™) é isomorfo a K™*".

Podemos explicitar este isomorfismo? Denotemos por e; = (1,0,...,0),...
, fm = (0,0,...

y6n =

(0,0,...,1) abase canbnicade K" e f; = (1,0,...,0),... , 1) a base can6-

nicade K™. SejaT € L(K™; K™), assim temos que existe a1, ..., G1n, -, iy - -« G €
K tais que
(
T(er) =anfi+anfo+- -+ amfm
T(ey) = ainfi +asnfo+ -+ amafm
L T(en) = alnfl + a2nf2 + -+ amnfm-
Definimos: ) }
a1 Q12 Q1n
Q21  A22 Q2n
AT = = [aij] e Kmn
Am1 Am2 Amn

a qual é chamada matriz associada a'T' nas bases candnicas de K" e K™ respectiva-
mente. Reciprocamente, dada A € K™*™ definimos
TA o K”

x = Ty(zr) = Ax.

— K™
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Claramente, Ty € L(K™;K™). Tx € chamada transformacéo linear associada a A €

K™>"_ Assim, podemos definir as seguintes aplicacdes:

L: L(K“K™) — K™
T — L(T) = Ap

S K™ - L(K™K™)
A = SA)=Tx
as quais, pelo visto acima, estdo bem definidas. Nao é dificil mostrar que S = L.
Portanto, temos explicitado o isomorfismo entre £(K™; K™) e K™*". Assim, desde o
ponto de vista da &lgebra linear, £(K™; K™) e K™*" sdo indistinguiveis.

O nucleo de A € L(K™; K™), denota-se e define-se como
Nu(A) = {z € K"; Az = O}

é claro que Nu(A) é um subespaco vetorial de K".

Seja A € K™=, dizemos que A\ € K é um autovalor de A se, e s6 se, existe x € K"—{O}
tal que Ax = \x. Este vetor ndo nulo x é chamado autovetor de A associado ao
autovalor \. Da Algebra Linear, podemos ver que A € K é um autovalor de A se, e s6

se, Nu(A4 — A\I,,) # {O} se, e s6 se, A — \I,, ndo € invertivel.

Seja A = [a;;] € K™, escreveremos A=[ A, A, --- A, |onde
_ . -
A= |, 1<j<n
| Onj

O determinante é uma funcdo que a cada A € K"*" associa um escalar det(A) € Ko

qual satisfaz:

1. det € uma fungao n-linear, i.e., para todo 1 < j < n se satisfaz

det[Al, ce 7O[Aj+6A;, e ,An] = ozdet[Al, e ,Aj, e ,An]—l—ﬁdet[Al, e ,A;, e 7An]

2. Se A, =Ajparal <i#j<nentdodet[4,,...,A4,]=0.

3. det(7,) = 1.

Versdo Final Honol ogada
27/ 04/ 2024 20: 16



19

@11 a2

Por exemplo, det : R?*2 — R verifica det = 11022 — (1209

Q21 Q22
Se A, B € K™ entéo det(AB) = det(A)det(B). Como consequéncia temos, A €

GL(K") se, e s6 se, det(A) # 0. Portanto, A € K € um autovalor de A € K"*" se, e s
se, det(A — \I,,) = 0.
Note que det(A—AI,) € um polindmio de grau n com coeficientes em K e indeterminada

A, 0 qual é chamado o polinémio caracteristico de A e € denotado por P4(\).

2.2 Sistemas autbnomos e ndo autbnomos

Uma categoria significativa de sistemas de equacdes diferencias lineares consiste

naqueles com coeficientes constantes. Tais modelos frequentemente oferecem uma

primeira e bastante adequada aproximagao dos fenébmenos que buscam descrever.

Agora vamos examinar como estudar esses sistemas.

Definicao 2.1. Um sistema de n-equacgbes diferenciais ordinarias de primeira ordem é

expresso como:

wllel(t,iUl,Qfg,...,iL'n)

1o = Fy(t, o1, 29,. .., 1,

> = Falt, a2 ) (2.1)
L w%:Fn(t,xl,xQ,...,xn),

onde ¢ é uma variavel independente que geralmente representa o “tempo”, z1, zs, . .., x,

sdo variaveis dependentes de ¢ que assumem valores reais e Fi, Iy, ..., F,, sdo funcdes
reais definidas em um subconjunto D de R™**.
Em muitos casos, as fungdes Fi, Fy, ..

e ndo da variavel ¢t. Nesse caso, (2.1) toma a forma

x :F1(9€17352>--"37n)
x/2 = F2<x17132,-~~7xn) (22)
.T;z == Fn(ﬂfl,.@g,-‘-,xn)'

O sistema (2.2) é denominado sistema auténomo enquanto (2.1) é chamado de no

auténomo.
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Definicao 2.2. Uma solugcao de uma EDQ (2.1) € um conjunto de n fungées o1, vs, . ..

com valores reais e definidas no mesmo intervalo J C R que satisfazem:

1. (t,g&l(t),QOQ(t), Ce

,on(t)) € D paratodot € J.

2. Cada y; é diferenciavel em .J e para todo ¢ € J satisfaz:

@1 (t) = Fi(t, pi(t), pa(t), ... onlt))
@a(t) = Fa(t, p1(t), pa(t), ... onlt))
L 90;1(75) = Fn(t’ Sol(t)a 902(t)7 s 790n(t))'

Para sistemas autbnomos, temos:

20

» Pn

Definicao 2.3. Uma solugdo do sistema auténomo (2.2) € um conjunto de n funcbes

1, P2, - -

, on, com valores reais e definidas no mesmo intervalo J C R que

1. (p1(t), va(t),...,on(t)) € U paratodo t € J, onde U C R™ € um aberto que € o

dominio de Fi, ...

, Fon.

2. Cada ; é diferenciavel em J e para todo ¢ € J satisfaz:

P(t) = Filei(t), e2(1), -5 @u(t))
P5(t) = Fa(pr(t), 2(1), -, pn(t))
[ #n(t) = Eu(@1(t), 92(1), - - @u(t)).

2.3 Nocoes basicas de calculo matricial

Uma matriz de ordem m x n pode ser representada como uma lista ordenada

de mn numeros reais, pertencendo ao espago euclidiano real de dimenséo finita

mn, representado por R™". Denotemos por R™*" o conjunto de todas as matrizes

retangulares de ordem m x n com coeficientes reais e definimos I,,,, como o conjunto

de pares ordenados (i,j) e Nx Nondel1<i<mel<j<n.
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Uma fungéo definida em um intervalo J C R com valores em R"™*™ é chamada de

fungcdo matricial e pode ser representada como:

. J - R

a11<t> alg(t) Ce (lln(t)

o sy | @O @l @ | =l

A1 (t)  ama(t) .. amn(t)

Devido ao isomorfismo entre R™*™ e R™", qualquer fungcdo matricial pode ser vista

como uma curva em R™", ou seja:

o: J — R™

t = (ann(t),a1a(t), ..., a1n(t), ..., ami(t), ama(t), ..., ama(t)).

Assim, dada uma fun¢do matricial ®(t) = [a;;(t)] € R™", automaticamente obtemos
uma colegéo de mn fungdes reais de variavel real a,;, chamadas fungdes coordenadas
de ®. Notavelmente, a;; : J — R para todo (i,j) € I,,,. As propriedades comuns

dessas func¢des coordenadas caracterizam as propriedades da funcao matricial .

Definicao 2.4. Seja ¢ : J — R™*" uma fungéo matricial tal que ®(t) = [a;;(t)], para
todo ¢t € J. Se t, € J, dizemos que a matriz A = [a;;] € R™*™ & o limite de ®(t) quando

t tende a t,, denotado por

se, e sO se,

para todo (i,j) € Ln-

As regras usuais da algebra de limites sdo vélidas para fungdes matriciais. A
continuidade de fungdes matriciais também é definida em termos de suas fungdes

coordenadas.

Definicao 2.5. Seja ¢ : J — R™*" uma fungao matricial tal que ®(t) = [a;;(t)], para
todo t € J. Dizemos que ® é continuaem t, € J se, e sO se, cada a;; € continua em ¢,

para todo (i,j) € In.
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Definicao 2.6. Seja ¢ : J — R™*", onde J é um intervalo aberto. Dizemos que ¢ é

diferenciavel em t, € J se, e s6 se, 0 seguinte limite existe:

[D(t) — ©(t0)]-
Em caso afirmativo, denotamos por &'(¢,) o limite anterior.

Dizemos que a fungdo matricial ® : J — R™*" é de classe C' no intervalo J se, e
s6 se, ® é diferenciavel em J e a fungao derivada @’ € continua em J. Procedendo
por inducéo, dizemos que ® é de classe C* (k > 1) no intervalo J se, e s6 se, -1 ¢

diferenciavel em .J e a funcéo derivada k-ésima ®*) é continua em J.

Definicao 2.7. Seja @ : [a, b] — R™ "™ uma fun¢@o matricial tal que ®(¢) = [a;;()], para
todo ¢ € [a, b]. Dizemos que ® é integravel em [a, b] se, e s0 se, cada a;; é integravel em

[a, b]. Em caso afirmativo, temos que

/: O(t)dt = Vab aij(t)dt} .

Naturalmente, muitas das regras do calculo diferencial e integral que conhecemos

podem ser estendidas ao calculo matricial.
2.4 Sistemas lineares

Voltando a analise dos sistemas de Equacdes Diferenciais Ordinarias, agora é

evidente que se definirmos

T Fi(t,zy,29,...,2,)

T Fs(t,z1,29,.... 2
T = _2 . F(t,xy,zo,...,x,) = 2(b @12, )

_l'n_ _Fn(taxhx?v"'axn)_

entao o sistema (2.1) pode ser expresso de forma mais concisa como
v = F(t, ). (2.3)

De maneira similar, uma solugédo de (2.3) € uma fungédo ¢ = (¢1,...,¢,) : J — R =~

R"™ diferenciavel em J e satisfaz

1. (t,¢(t)) € D paratodo t € J.
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2. ¢'(t) = F(t,¢(t)) paratodo t € J.

Considere um caso particularmente significativo de sistemas de equagdes diferenciais

ordinarias quando as fungoes F1, ..., F,, assumem a forma
E(t, T1,L2y ... ,l’n) = ail(t)arl + aiQ(t)xQ 4+ ...+ am(t)a:n + bl(t),

onde a;;, b; : J = R, (1 <14, j < n)sdo fungdes predefinidas. Nesse contexto, o sistema

(2.1) pode ser expresso como

(

Z’& = &11(t).f13'1 + a12(t)x2 4+ ...+ aln(t):cn + b1 (t)
ZEIQ = agl(t)l’l -+ a/22(t).r2 + ...+ agn(t)l’n -+ bg(t)

L T, = an ()T + ana(t)2 + .+ ()T, + ba(t).
Este conjunto de equacdes diferenciais é conhecido como sistema de equacées dife-

renciais ordinarias lineares. Se introduzirmos as notagdes

T bl (t) all(t) a12(t) ... Qup (t)
. 35.2 o) = bg-(t) Al = a21_(t) agz.(t) agn.(t)
E3 b (1) | a1 (1) ana(t) .. ann() ]

entdo (2.4) pode ser compactamente representado como
' = A(t)x + b(t). (2.5)

Definicao 2.8. Para fungdes matriciais A : J — R™" e b : J — R™! uma funcédo
¢ : I — R™! é uma solucdo da EDO (2.5) se, e so se, ¢ é diferenciavelem I C J e
satisfaz:

¢'(t) = A(t)p(t) + b(t), paratodote .
Considere o seguinte exemplo:
Exemplo 2.1 (Exemplo 6.3.2 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Suponha que A(t) =

10 t
eb(t) = . Entdo uma solucao de 2’ = A(t)x + b(t) € da forma
0 ¢ 0

—t — 1 + C’let
o(t) = s , paratodot € R,
02€§t

onde C; e (), sao constantes.
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No exemplo anterior, observamos que existem infinitas solugdes para o sistema dado
(basta atribuir qualquer valor real as constantes C; e (), e cada solucao representa
uma curva diferenciavel em R?. Este é um fato geral: Dadas as fungdes matriciais A :
J — R eb: J— R™! osistema (2.5) possui infinitas solugdes, todas representando
curvas diferenciaveis em R". (Observa-se que estamos identificando geometricamente
0 espaco de matrizes R"*! com o espaco vetorial R". De agora em diante, usaremos
essa identificacdo sem mais comentarios). Nas aplicacdées, € comum buscar uma
solucado de (2.5) que satisfaca uma condicdo inicial, ou seja, que possua um valor
determinado z; € R em um instante ¢, dado. Isso & conhecido como um Problema de

Valor Inicial.

Definicao 2.9. Considerando A : J — R™™ e b : J — R™! fungdes matriciais, um
Problema de Valor Inicial (PV1) ou Problema de Cauchy associado a EDO linear (2.5) é

definido como:

= Az +bt) 26)

x(ty) = xo

onde t, € J e z, € R™*! sdo valores conhecidos.

Definicdo 2.10. Uma funcéo ¢ : I — R™*! definida em um intervalo aberto 7 C J é

uma solugdo do PVI (2.6) se, e sb se, ¢ é diferenciavel em I, ¢, € I, e satisfaz:

O'(t) = A(t)p(t) +b(t), paratodot € J
o(t)) = xo.
A interpretacdo geométrica da solucao do PVI (2.6) é que, dentre todas as solucdes

(curvas diferenciaveis em R"™) do sistema dado, escolhemos aquela que, no instante t,,

passa pelo ponto xy, no espago R”.
Exemplo 2.2 (Exemplo 6.3.4 em (LEON; SCARDUA, 2022)). A solugéo do PVI

@ = A(t)x + b(t)
x(ty) = xo

onde A: R — R**?2 e b: R — R?*! sdo as fungdes matriciais do Exemplo 2.1,t, =0 e
0] |

Ty = e
1

o(t) = (=t — 1+ ¢',e2""), paratodo t € R.
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Em relacdo ao exemplo anterior, surge uma pergunta natural: A funcdo encontrada é
a Unica solucao do PVI dado? Em outras palavras, é possivel que o PVI do Exemplo 2.2
admita mais de uma solucao? Pela interpretacdo geométrica de uma solugcéo do PVI
que demos anteriormente, poderiamos responder que nao, ja que, dentre todas as
solugdes possiveis (curvas em R?), escolnemos aquela que, no instante ¢ = 0, passa
pelo ponto (0,1). Observa-se que este raciocinio é correto se soubermos que as
solucdes de um sistema sao disjuntas (isto €, curvas que nao se intersectam). No
caso de nosso exemplo, poderiamos mostrar com um pouco de paciéncia que isso €
verdade; duas solugdes da EDO dada ou sao iguais, ou séo disjuntas. Esta propriedade
€ satisfeita para qualquer EDO? De modo mais geral: Todo PVI do tipo (2.6) admite
solugéo? Se a resposta é afirmativa, essa solugéo € unica? Caso contrério, sob que
condicdes um PVI admite solugdo? O Teorema de Existéncia e Unicidade para um
Sistema Linear de Equages Diferenciais Ordinérias responde a todas essas questoes.

A partir de agora, vamos estudar Problemas de Valores Iniciais do tipo

x = Ax +b(t) 2.7)
z(ty) = xo
onde A c R™™eb:R — R, Jéumintervalode R, t, € J e xy € R"*'. AEDO (2.7)
€ chamada de sistema linear com coeficientes constantes porque a fungdo matricial A
é constante. No caso em que b(t) = 0, para todo ¢ € J, estamos diante de um sistema
homogéneo; caso contrario, dizemos que é um sistema ndo homogéneo.

Vamos considerar sistemas do tipo:

x = Ax
(2.8)
CC(tQ) = X
onde A € R™", t, € R, 2o € R"*! sdo dados. Observe que quandon =1, A=acRe

to, o € R, 0 PVI (2.8) é da forma:

x(ty) = xo.
Sabe-se que a funcao

o(t) = zoett=t0) (2.10)

a qual esta definida para todo ¢ € R, € a Unica solugdo do PVI (2.9). Nos exemplos

seguintes, é utilizado este para resolver alguns sistemas do PVI.
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Exemplo 2.3 (Exemplo 6.4.1 em (LEON; SCARDUA, 2022)). A solugéo do PVI:
), = 3x1, x(0) = -1
xh = —2x9, 22(0) = 1.

€ dado por
p: R — R?
Eo ) = (=¥ e )

Exemplo 2.4 (Exemplo 6.4.2 em (LEON; SCARDUA, 2022)). O PVI

ry = Mz, 7(0) = z}
Th = dowy, 19(0) = 22
\ = AZn, 2,(0) = 7.
tem como solugao
p: R — R
t = o) = (xpeMt et ... aletnt).

O seguinte exemplo difere um pouco dos dois anteriores, mas ainda é possivel

resolver usando técnicas conhecidas:

Exemplo 2.5 (Exemplo 6.4.3 em (LEON; SCARDUA, 2022)). A solugéo do PVI:

¥y = —2my 43wy, x1(0) = 0
xh = 3w, z9(0) = 1.
€ dado por:
o: R — R?

t o op(t) = (23 — 27 ).
Nos trés exemplos anteriores, a solugéo é definida em R. Isso levanta a questéo: a

solucao do Problema de Valor Inicial (PVI)

x = Ax
$(t0) = Xy

esta definida em todo R? Os trés exemplos anteriores podem sugerir que as técnicas

aprendidas em uma disciplina de introducao as equagodes diferencias ordinarias séo
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suficientes para resolver qualquer PVI do tipo (2.8). No entanto, isso é falso. Por

exemplo, tente resolver o PVI

) =41 + dxo,  11(0) = 2}
1= dn Ao, n(0) =5 (2.11)

xh = =211 — 3w, 5(0) =

com as técnicas usadas até agora. Percebemos que néo é possivel resolver este PVI

com essas técnicas. As matrizes associadas aos PVIs dos Exemplos 2.3, 2.4 e 2.5 séo,

respectivamente:
M 0O - 0
3 0 0 X - 0 -2 3
) Y e Y
0 -2 0 3
0 0 - X\,

enquanto a matriz associada ao PVI (2.11) é

4 5
-2 -3
As trés primeiras sao matrizes triangulares, enquanto a ultima n&o. Essa diferenca é
a razao pela qual pudemos usar técnicas mais simples nos trés primeiros exemplos.
Prestemos atencédo ao PVI (2.11). Considerando a mudanca linear de coordenadas
(Figura 1)
L: R — R

1 2

1 5
(x1,22) — L(xy,29) = (5951 + §$27 —5551 — gfﬂz) = (11, 92)

Figura 1 — Mudanca Linear de coordenadas

) . Yo

y=Jay

Fonte: Elaboragao do autor
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transformamos o PVI (2.11) no PVI

vi =2y, n(0) =y,
Yy = —vya, Y2(0) = 2

onde (yg,y3) = (3af + 3¢, — 2z — 322). Usando a técnica dos trés primeiros

exemplos, chegamos a que
0:R—R?
tr p(t) = (yoe™ yoe ™)
€ solugéo do PVI (2.11).
Desde que L é uma transformacao linear inversivel cuja inversa L~! é dada por
L7': R — R
(y1,92) = L y1,92) = 5y1 + 2, —2y1 — ¥2) = (21, 22)

podemos retornar as variaveis originais z; e x, usando L~! e obtemos que

=L 'op:R— R?dada por

Y(t) = ([gxé + gzg} e — Exé + gxg] et — Exé + ;:Eg] e + Exé + gxg] e_t)
€ solugéo do PVI (2.11).
Voltando ao nosso estudo, estamos interessados em saber se o PVI (2.8) admite
solugéo Unica. Ja sabemos que quando n = 1, a solugéo é dada por ¢(t) = zge™.
Procedendo por analogia, é de se esperar que para o0 caso em que A € R"*", uma

fungao do tipo o(t) = zoe' seja solugédo de (2.8). Mas a expressao anterior faz

sentido? Note que a solugdo do PVI (2.9) envolve a fungéo exponencial
Podemos definir

e € R, paratodo A € R™*"? A resposta a esta questio serd dada na proxima

secao.
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2.5 Sequéncias e séries de matrizes

Apresentaremos agora alguns conceitos e resultados da Analise Real relacionados a
matrizes. Iniciaremos com as nog¢des topoldgicas e métricas fundamentais em espacos
de matrizes. Como previamente mencionado, uma matriz m x n pode ser considerada
como uma sequéncia ordenada de mn nameros reais, assim pertencendo ao espaco
euclidiano real de dimensao finita R™". Abordaremos entdo os conceitos relevantes
para esses espacos.

Seja | - | uma norma qualquer em R" (podendo ser a norma euclidiana

|(z1,...,20)| = \/2¥+ ...+ 22), é conhecido que a bola fechada

B1[0] = {x € R™; |z| < 1} constitui um subconjunto compacto, isto €, é fechado e

limitado em R”. Dada A € R"*", consideremos a transformacao linear

Ty: R — R
r = Ta(zr) = Ax.

Claramente, Ty € continua em R™, logo |T'4(x)| alcanga seu maximo em B |[0].

Denotaremos esse maximo por
[A]l = max{[Tx(2)|; = € Bi[0]}.
Observe que a cada A € R"*" associamos ||A|| € R.

Proposicao 2.1 (Proposicéo 6.5.2 em (LEON; SCARDUA, 2022)). || - || é uma norma
sobre R™*™ a qual chamaremos norma uniforme de R"*™ associada a norma | - | de R",

isto &, se satisfazem:

—

. ||A]| > 0, para todo A € R™*",

2. ||Al =0entdo A =46.
3. ||[cAl| = |¢] - ||Al|, para todo A € R™*" e para todo ¢ € R.
4. |A+ B|| < ||A]| + || B||, para todo A, B € R™*™.

Lema 2.1 (Lema 6.5.4 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Seja | - | : R — R uma norma

em R"™ entdo sua norma uniforme associada || - || : R™*" — R satisfaz:

1. |Az| < ||A]| - |z|, para todo A € R"*" e para todo = € R".
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2. |[AB| < ||A| - ||BJ|, paratodo A, B € R™*".

3. |[A™|| < ||A||™, para todo A € R™*™ e para todo m € N.
2.6 Sequéncias e séries de matrizes

Definicao 2.11. Uma sequéncia de matrizes em R"*" € uma fungdo que a cada k € N
associa A, € R"*™ chamada o k-ésimo termo da sequéncia. Quando escrevemos

(Ax) € R™ ", estamos indicando que “A; € uma sequéncia de matrizes em R"*"”.

, 1 .
Exemplo 2.6. Seja A € R"*". Definimos A, = HAk para k > 0. Assim, temos

Definicao 2.12. Dada (A;) C R"*" e A € R™*". Dizemos kl_1>1r+noo A, = Ase,esose,
para todo £ > 0 existe ky, € N tal que k > kq entéo ||A, — A|| < . Dizemos que

(Ax) C R™™ & convergente se, e sé se, existe A € R"*" tal que kgrﬁw A, = A. Caso
contrario, dizemos que (Ax) C R"*™ é divergente.

Definicao 2.13. A toda sequéncia (A4;) € R™*", Ihe podemos associar uma nova
sequéncia (S;) € R™*", definida por: Sy = Ag, S1 = Ag + A1, So = Ag + A1 + Ay, em

geral:

k
7=0

(Sk) € R™" é chamada sequéncia de somas parciais associada a (A;) C R™*". Para

fazer notar que (S;) € construido a partir de (Ay), denotaremos (S;) = Z A, aqual é
k,0
chamada série de matrizes.

Definicao 2.14. Dizemos que a série Z Ay € convergente se, e SO se, a sequéncia de
k,0

o
somas parciais (Sy) € convergente e o seu limite o denotaremos por Z Ay
k=0

Teorema 2.1 (Teorema 6.7.1 em (LEON; SCARDUA, 2022)). A série » %AJ’ é
— ;!
7,0

convergente para todo A € R™*",
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Definicdo 2.15. Dado A € R"*", a exponencial de A, denotado por ¢*, é a matriz de
R™*™ definida por

€A = —'A]
=0 7’

Observacao 2.1.

1. A funcao exponencial € uma operacao que associa a cada matriz uma nova

matriz, definida como:

exp: R — R™"

A = exp(A) = et
2. Para qualquer matriz A € R"*", temos a desigualdade ||| < el4l.
3. A exponencial da matriz nula 6 é igual a matriz identidade, ou seja, ¢/ = I,,.

4. Se A € R'*", entdo A pode ser interpretado como um nimero real. Assim, a
exponencial de uma matriz quadrada é a generalizagdo natural da funcao

exponencial estudada no Célculo.

Teorema 2.2 (Teorema 6.7.8 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Sejam A, B € R™*" se

satisfaz:
1. ePAP™ = peAP~1 paratodo P € GL(R™).
2. Se AB = BA entdo e41t8B = ¢4eB,

3. e e GLR") e (ed) L =4,
2.7 O teorema de existéncia e unicidade de EDO'’s lineares

Seja A c R™" et c R entdo tA € R™", assim ¢4 € R™*", Logo, podemos definir a

funcédo matricial
oy R — Rexn

t = Dyut) =€

Proposicao 2.2 (Proposicdo 6.8.1 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Se A € R™*", entdo

d, : R — R™" ¢ diferenciavel em R, mais ainda

'\ (t) = A = Ae't, paratodot € R.
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Teorema 2.3 (Teorema 6.8.3 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Se 4 € R"™*" e z, € R",
entdo a unica solucéo do PVI
x = Ax

z(0) = zo
€ dada por

p: R —- R”
t = ot) = ey,

Exemplo 2.7 (Exemplo 6.8.5 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Sejam \i, Ms,..., A €R

denotamos

A0 0
diagiA. s ] = | A_Q o V| eren,
0 0 An
Entao - )
ediagin e, Al diagle™, e, ... eM].

Exemplo 2.8 (Exemplo 6.8.6 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Seja A € R™*" da forma

Al 9111 Xng cee enl XN,
‘9n2 XNy A2 cee ‘gng X Non
A=
enm Xni enmxng s Am

onde A; € R"*", paratodo 1 <i < m, 0,,x,, € a matriznula de R"*" e
ny +ns+ ...+ n,, = n. Estas matrizes sdo chamadas diagonais por blocos e denota-se
A =diag[Ay, As, ..., A,]. Entéo

e = diagle, e, ... "]
Observacao 2.2. ¢/» = cl,, e eMn = M,.

Exemplo 2.9 (Exemplo 6.8.8 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Dizemos que A € R™*" &
nilpotente se, e s6 se, existe m € N tal que A™ = 6. Seja A € R™*" nilpotente e
consideremos r = min{m € N; A™ =0}, isto é, A, A%,... A" ' £60e A" = 0. Este
numero r é chamado ordem de nilpoténcia de A. Se A € R™*" € uma matriz nilpotente

de ordem de nilpoténcia r entao

1

r—1
(r — 1)!A '

1
eA:]n+A+§A2+...+
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Exemplo 2.10 (Exemplo 6.8.9 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Seja 4 € R™*" da forma:
A=A+ N,onde AeRe

(010 0

00 1 0
Ny=1|+: ¢ . | eR™™

000 1

(000 0

N,, € uma matriz nilpotente com ordem de nilpoténcia n chamada matriz nilpotente

candnica de ordem n. Entao

A _ )\ l 2 ; n—1
e =e {In+Nn+2!Nn+--‘+(n_1)!Nn .
Exemplo 2.11 (Exemplo 6.8.10 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Seja
A= ¢ € R?*2, Entao
—b a

A _ g cosb senb .
—senb cosb
Exemplo 2.12 (Exemplo 6.8.11 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Denotemos

a

-b a —senb cosb

Ly(a;b) = |:

cosb senbd
e Rg(b) = .

Agora, denotemos
Jon(a; b) = diag[la(a; b), I(a;b), ..., Ix(a;b)] € R2n%2n
Seja A € R*"**" da forma A = J,,(a;b) + N3,, onde

0010 ...0

) 0001 ...0
NQn:
00 0O0 ... 0

Entéo
et = e diag[Ry(b), . . ., Ry(b)]eN2n.
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Como calcular a exponencial de qualquer matriz? Embora os exemplos anteriores

demonstrem o calculo da exponencial de matrizes diagonais por blocos, da forma:
* MM, + N,
o Jon(a;b) + N3 ..

Surge a questao: como calcular a exponencial de qualquer matriz A € R**"? A
resposta reside em um resultado fundamental da algebra linear que afirma: “toda
matriz pode ser expressa como uma combinacgao linear das trés formas mencionadas,

em uma base adequada de R".

Teorema 2.4 (Forma canénica de Jordan real, se¢éo 3 do Capitulo 7 em (HOFFMAN;
R., 1971), secao 6 do Capitulo Xl em (LANG, 1987) e secéo 8 do Capitulo 1 em
(PERKO, 2001)). Se A € R"*" entéo existe P € GL(R") tal que

PAP™!' = J, = diag[J, Jo, ..., J,,] onde cada J; € uma matriz quadrada da forma:
1. J; = A\l + Ny, se \; € um autovalor real de A.

2. Jj = Jgnj(aj;bj) + N2

271]"

se a; + ib; é autovalor complexo de A.

Alem disso, a soma das ordens dos blocos da forma \;/ + N, € igual a multiplicidade
algebrica de )A;, enquanto a soma das ordens dos blocos da forma Ja,, (a;; b;) + NQan é
igual ao dobro da multiplicidade algébrica de a; + ib;. A matriz J, € R"*" é chamada

Forma candnica de Jordan (Real) de A e ela € Unica a menos da ordem dos blocos e

do sinal da parte imaginaria b; das raizes complexas do polinémio caracteristico de A.

Observacao 2.3. O problema de determinar a exponencial de uma matriz foi
teoricamente resolvido gragas ao Teorema da Forma Canénica de Jordan. A expressao

para a exponencial de uma matriz A pode ser representada como

—1 7
€A_€P JAP:P 16JAP7

onde P € GL(R™) e J,4 é a forma canénica de Jordan da matriz A.

Em resumo, neste capitulo estudamos como a Algebra Linear é fundamental para o
calculo das solugdes de sistemas de EDO’s lineares, mas especificamente estamos
falando da Forma Canoénica de Jordan. Além disso, vimos o teorema de existéncia e

unicidade de EDOQO'’s lineares.
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEARES

No presente capitulo, iniciamos o estudo da Teoria Geométrica das EDO’s lineares
homogéneas com coeficientes constantes. Cabe mencionar que o estudo qualitativo
das EDO’s forma uma parte importante da Teoria dos Sistemas Dinamicos. Como
principais referéncias destacamos (BENAZIC, 2007; SOTOMAYOR, 1979; PERKO,
2001; HIRSCH; SMALE, 1974).

3.1 O fluxo associado a uma equacao diferencial ordinaria linear

Definicao 3.1. Seja A € R"*". O fluxo associado a EDO linear ' = Ax é dada por
oa: RxR* — R»
(t,z) = palt,x) = .

Exemplo 3.1 (Exemplo 6.9.2 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Dada a EDO
) =2x 4 19
xh = —8x; — 4xs.

Sua matriz associada é A = € R**2. Logo, o fluxo associado ¢, : RxR? —

-8 —4
R? a EDO linear 2’ = Az é dado por

X2

xr
oalt, (x1,29)) = (— <x1 + —2> e 2 4 21, + 5 (4xy + 23:2)6’% — 4z — x2> )

2
Exemplo 3.2 (Exemplo 6.9.8 em (LEON; SCARDUA, 2022)). Dada a EDO

) =4z + x3

xh = 2wy + 3wy + 223

T Y
4 0 1
Sua matriz associadaé A= | 2 3 2 | € R**2. Dali, o fluxo associado o, : R x R® —
1 0 4
R? a EDO linear 2’ = Ax é dado por
1 1
oalt, (x1, 9, 13)) = §($1 +x3)e’(1,2,1) + §(£E1 —x3)e3(1,0, —1)

+(_$1 + 2o — x3)63t(07 17 O)
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Observacao 3.1.

1. Toda matriz A € R™*" define uma EDO 2z’ = Ax. Reciprocamente, a toda EDO
linear (homogénea com coeficientes constantes) podemos associar uma unica
matriz. Logo, podemos dizer indistintamente “fluxo associado a uma EDO linear”

ou “fluxo associado a uma matriz”.

2. A cada matriz A € R"*™ associamos um fluxo ¢4 a qual € uma funcao de
R x R™ em R™. O que podemos dizer da relagéo reciproca? isto é, toda fungéao
F :R xR" — R™ & um fluxo? se ndo € verdade, sob que condi¢oes podemos

caracterizar aquelas funcées de R x R™ em R" que sao fluxos?

Proposicao 3.1 (Proposi¢ao 3.1.1 em (BENAZIC, 2007)). Seja A € R™" e ¢4 seu

fluxo associado. Sdo satisfeitas:

1. va(0,2) = x para todo x € R™.

2. pa(t+s,2) =@a(t,pa(s,z)) paratodo t,s € R e para todo = € R" (Figura 2).
Demonstracdo. Temos ¢ 4(t, z) = ez, para todo (t,z) € R x R".

1. 04(0,2) = "2 = I, x = x, para todo x € R".

2. Sejamt,s € Rex € R", tem-se

oAt +s,0) =)y = (etesd)g

eA(efAr) = e a(s, 1)

pa(t, pals, z)).

Figura 2 — Propriedade fundamental do fluxo

/
s /——'“P;\(tsipx\(sfw))

Fonte: Elaboragao do autor
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Observacao 3.2.

1. Seja 4 : R x R" — R" o fluxo associado a A € R"*". Fixando t, € R podemos
definir a funcéao
(@A)to : Rn — Rn
A

r = (pa)(@) = palte,x) = ez,

Note que, para = € R", tem-se

((a)io © ()=o) (@) = (Pa)io((Pa) 1o (7)) = (La)sy (7" )

((Pa)-t0 © (L)) (@) = (£4) 1o ((Pa)1s (2)) = ()1 (e *2)
— €t0A(€_t0AZ‘> — [nﬂ? = 7.
Portanto, (¢4)s, € GL(R™) € (pa)," = (¢4)—4- Desta maneira, temos uma familia
{(¢a)t}ter €m GL(R™) indexado pelo parametro t. Mais ainda, pela Proposi¢do

3.1, obtemos

(a) (@A>t1+t2 = (9014)751 © (()014)1‘/27 para todo t,12 € R.

(b) (pa)o = Idgn.

De fato, para t;,t; € R e z € R", tem-se

t1A+t2A:U

(SOA)thtQ (m) = e(t1+t2)Ax =e
= eAeleh) = () )
= (pa) ((Pa),(2)) = ((pa)n © (0a)i)(2)

0A

(pa)o(x) =z =I,x ==x.

Assim, a funcao
Ay: R — GL(RY)
to= Aa(t) = (0a)

€ um monomorfismo do grupo aditivo (R, +) no grupo (GL(R"), o).

2. Conhecida a posigéo inicial de todas as particulas, o isomorfismo linear (),
interpreta-se geometricamente como a posi¢ao das particulas no instante ¢, que

fluem ao longo das solugbes da EDO 2’ = A, conforme mostrado na Figura 3.
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Figura 3 — Interpretacdo geométrica de (¢a)q,

J | \_—
o J \_ o

PRGN
~lE XA

Fonte: Elaboragao do autor

3. Existe %(t,x) para todo (¢,z) € R x R". De fato, pelo Proposi¢éo 2.2, temos
D4 (t) = ' é diferenciavel, l0go p4(t, z) = e = & 4(t)z dai existe %(t, z) e
dpa . _ _ tA, _
W(t,:ﬂ) =P (t)x = AD4(t)r = A(e"z) = Apa(t, x).

Da observacao anterior temos que o fluxo ¢4 : R x R® — R™ € uma fungao que

satisfaz as seguintes propriedades:

1. Existe aﬂ(zﬁ, x), para todo (t,z) € R x R™.

ot
2. (pa): € GL(R"), paratodot € R.

3. <¢A)t1+t2 = (SOA)tl © (¢A>t2! para todo ty,19 € R.

4. (SOA)O = Ian

Estas propriedades de acima caracterizam os fluxos associados a matrizes quadradas.

Mais especificamente, obtemos o seguinte:

Proposicao 3.2 (Proposicao 3.1.2 em (BENAZIC, 2007)). Se F : R x R" — R" satisfaz

as seguintes propriedades:

1. Existe %—f(t,x) para todo (¢,z) € R x R™.

2. F, € L(R"), paratodo t € R.
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3. Fi 44, Iy, 0 Fy,, paratodo ty,ts € R.
4. Fy = Idgn.
Entdo existe A € R"*" tal que p4 = F.
Demonstracao. Definamos L : R* — R", para = € R", por
oF F(h,z) — F(0,x)

Pelo item 1 temos que L € bem definido.
Afirmacao 3.1. L € L(R").

De fato, dados x,y € R" e a, § € R, pelo item 2 e item 4, tem-se

F(h,ax + By) — F(0, ax + By)

L(az + fy) = lim

h
~ im F(ax + By) — Folax + By)
h—0 h
. aBw) + BF(y) — (ar + By)
h—0 h

e () 0 ()

~ lim {a (F(hw);F(Ual’)) +;(F(My)hF(OMy)H

= aL(x) + BL(y).
Seja A € R™™ matriz associada a L € L(R").
Afirmacao 3.2. Para = € R” (fixo) a funcao

v: R - R»
t o W) = Ft,2)

y = Ay
y(0) = .

€ solucao do PVI
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De fato, pelo item 3, temos

() = %]Z(t,x) B }Lli% F(t+ h,x})l — F(t,x)
— lim Frii(z) — Fi()
h—0 h
— im (Fy 0 Fy)(x) — (Fy o Fy)(x)
h—0 h
iy FulFi(@) = Fo(Fi(a)
h—0 h
. F(h,F(t,x)) — F(0, F(t,x))
= h
oF
= E(O,F(t,x)) = L(F(z,1))
= AF(z,t)

e, pelo item 4, temos ¢(0) = F(0,z) = Fy(z) = x.

Logo, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, tem-se
F(t,z) = (t) = ez = pa(t,z), paratodo (t,r) € R x R",
Dai, F = ©YA-

Definicao 3.2. Seja A € R™" e x € R". A drbita ou trajetdria de z pelo fluxo ¢4,
denota-se e define-se por
OA = {goA(t,x); te R}

Proposicao 3.3 (Proposicao 3.1.3 em (BENAZIC, 2007)). Seja A € R™" e v, seu

fluxo associado. Sdo satisfeitas:
1. Dados z,y € R" uma e s6 uma das propriedades seguintes é satisfeita:
(@) Oa(x) NOaly) = 0;
(b) Oa(z) = Oaly).
2. z € Nu(A) se, e sé se, O4(z) = {x}. Em particular, O4(0) = {O}.
Demonstracao.

1. Suponhamos que O4(x)NO4(y) # (. Dai, existe z € O4(x)NO4(y). Logo, existem
t1,ty € R tais que
z=palt,x) = palt2,y). (3.1)
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Dado p € O4(z) entdo existe t € R tal que p = va(t,z). Dai, pelo item 2 da

Proposicéo 3.1 e por (3.1), temos

oalt —t1 +ta,y) = palt —t1,pa(t2,y))
=@a(t —t1,2) = palt, pa(—t1,x))
- @A(tv l’) =D

assim, p € O4(y). Logo, O4(z) C O4(y) (Figura 4).

Figura4 — O4(z) € Oa(y)

t—t, + to
to /,\

Fonte: Elaboragao do autor

Analogamente, dado ¢ € O4(y) entdo existe s € R tal que ¢ = pa(s,y). Dali, pelo

item 2 da Proposicao 3.1 e por (3.1), temos

@A(S_t2+t17'r) :SOA(S_t%SOA(thT))
= QOA(S — 1o, z) = ¢A<87¢A(_t2’ 2))
=wa(s,y) =¢

dai, ¢ € O4(X). Assim, O(y) C Oa(x). Portanto, O4(z) = O4(y) (Figura 5).

Figura 5 —04(y) C O4(x)

s—t1+ ts

Fonte: Elaboracao do autor
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2. Suponha que = € Nu(A), definimos

f: R > R"
t o= f(t) = palt z).
Sabemos, pelo item 3 da Observacéao 3.2, f é diferenciavel e

(1) = a%(t, ) =¥, ()r = e Az = 0

para todo ¢ € R. Dai, existe ¢ € R constante tal que f(¢) = cparatodo ¢t € R. Em

particular, para t = 0 temos

Portanto, 4(t,z) = « paratodo t € R. Logo, O4(x) = {x}.

Reciprocamente, suponhamos que O4(z) = {z}. Dai, ¢a(t,z) = x para todo
t € R. Assim, derivando em relagdo a ¢t obtemos ¢4 Az = para todo ¢t € R. Em

particular, para t = 0 tem-se Az = 0. Logo, x € Nu(A).

Definicao 3.3. Seja A € R"*", o conjunto F, formado por todas as 6rbitas do fluxo o4,
isto é,
Fa={04(z); x € R"}

o qual é chamado folheagao por curvas de R™ gerada por A.

Observe que uma folheagédo F4 € um conjunto formado por todas as solugdes da
EDO 2/ = Az as quais podem ser pontos ou curvas de R". Portanto, como consequéncia
desse fato, temos que duas solugcdées de uma EDO linear ou bem coincidem, ou bem

sao disjuntas.
3.2 Conjugacéao de sistemas lineares

Definicao 3.4. Sejam A, B € R™*" e consideremos seus fluxos associados ¢4 € pp.
Dizemos que A e B sdo topologicamente conjugados, o que denotamos A =, B, se e

s0, se existe h : R — R™ homeomorfismo, chamado conjugacéo topoldgica, tal que

h(pa(t,z)) = wp(t,h(z)), paratodo (t,z) € R x R".
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No caso que h é um difeomorfismo de classe C”, entdo dizemos que A e B sdo C"-
conjugados (1 < r < o0), 0 que denotamos A =+ B, h € chamado C"-conjugacao.
Finalmente, se h € um isomorfismo linear, entdo A e B sao ditos linearmente conjuga-

dos, o que se denota A =, B e h é chamado conjugacéo linear.
Observacao 3.3.
1. As conjugacdes respeitam o parametro “t” e, portanto, respeitam suas orientacoes.

2. Se A, B € R™"™ s&do conjugados por h : R™ — R™ entao

h(Oa(x)) = Op(h(x)),para todo = € R™ (Figura 6).

Figura 6 — h leva 6rbitas em érbitas

h

/"'\

q h(q)

Fonte: Elaboracao do autor
De fato, seja = € R” fixo, mas arbitrario. Se y € h(O4(x)) logo existe p € O4(X)
tal que y = h(p). Dai, como p € O4(z) existe t € R tal que p = p4(t, x). Assim,

como h conjuga A e B, obtemos

y = h(p) = h(pa(t,z)) = ¢5(t, h(x))

dai, y € Og(h(x)). Portanto, h(O4(z)) € Opg(h(x)). Analogamente, se y €
Op(h(x)) existe t € R tal que y = pp(t, h(x)). Agora, como h conjuga A e B,
tem-se

y = pp(t, h(z)) = h(palt,v))

assim, y € h(O4(x)). Portanto, Og(h(z)) C h(Ox(x)).
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3. Denotaremos por Hom(R™) (respectivamente, Diff"(R"™)) ao conjunto de todos
os homeomorfismos (respectivamente, difeomorfismos de classe C") de R™. Da

analise em varias variaveis reais temos que
GL(R™) C Diff*(R") C --- C Diff' (R") € Hom(R") (3.2)

sendo que a classificacdo “mais fina ” € a linear enquanto a “mais grossa” é a

topoldgica.

Proposicao 3.4 (Proposi¢éo 3.2.1 em (BENAZIC, 2007)). ‘=", “=c-” € “=p,” 880

relagdes de equivaléncias.
Demonstracao.

(i) Reflexiva: seja A € R"*", como Idg~ € Hom(R") (respectivamente, Diff"(R") e
GL(R™)) e

Idgn (a(t,z)) = pa(t,z) = pa(t,Idg-(x)), paratodo (¢,z) € R x R"

temos que A =, A (respectivamente, “=¢-" e “=y;,”), para todo A € R™*".

(i) Simétrica: seja A =, B (respectivamente, ‘=" e “=};,”), logo existe h €
Hom(R") (respectivamente, Diff"(R™) e GL(R")) tal que

h(pa(t,z)) = ¢p(t,h(z)), paratodo (t,z) € R x R"
dai, como h~! € Hom(R") (respectivamente, Diff"(R") e GL(R")) e
h™ (s(t,y)) = pa(t,h ™' (y)), paratodo (t,y) € R x R"
obtemos B =, A (respectivamente, “=¢." e “=p;,").

(ii) Transitiva: sejam A =, B e B =, C (respectivamente, ‘=" e “=;,”), logo

existem hy, hy € Hom(R") (respectivamente, Diff"(R™) e GL(R")) tais que

hi (pa(t,z)) = @p(t, hi(z)), paratodo (t,z) € R x R"

ha (pB(s,y)) = wc(s, he(y)), paratodo (s,y) € R x R™.
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Dai, como h = hy o h; € Hom(R") (respectivamente, Diff"(R") e GL(R")) e

h(pa(t,z)) = (haohi)(pa(t,z)) = ha(hi(palt,x))) = ha(pr(t, hi(z)))
= wo(t, ha(hi(7))) = @c(t, (ha o hy)(z))
= pc(t, h(z))

para todo (¢,z) € R x R". Portanto, A =, C (respectivamente, “=¢-" e “=},”).
Observacao 3.4.

1. Pela proposicdo anterior, podemos construir os conjuntos quocientes R"/ =i,
R"/ =c- e R"/ =y, (Figura 7). Seus elementos séo classes de equivaléncias de
matrizes. Por exemplo, se [4] € R"/ =,,, B € [4] se, e s0, se existe h € Hom(R")

tal que h(O4(z)) = Op(h(zx)) para todo = € R™.

2. Para analisar as propriedades qualitativas das solugdes de uma EDO homogénea
com coeficientes constantes, basta considerar um representante qualquer de sua
classe de equivaléncia e analisa-la. Uma forma natural de fazé-lo € escolhendo
a matriz da classe de equivaléncia cuja exponencial seja facil de ser calculada.
Mas cada classe de equivaléncia (seja topoldgica, C" ou linear) admitira um

representante tal?

Figura 7 — Particdo de R™*"

Fonte: Elaboragao do autor

Proposicao 3.5 (Proposicao 3.2.2 em (BENAZIC, 2007)). Sejam A, B € R"*", sdo

equivalentes:
1. A =1 B.

2. Existe P € GL(R") tal que PA = BP.
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A =lin B.

Demonstracao.

(1) =

(2) Suponha que A =¢1 B, logo existe h € Diff' (R") tal que

h(e'z) = e'Ph(z), paratodo (t,z) € R x R™. (3.3)

Aqui, temos duas possibilidades:

(a) Se h(O) = O: Derivando (3.3) em relacao a ¢, obtemos
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W (ex)Aes = Be'Ph(x), paratodo (t,z) € R x R". (3.4)
Em particular, para t = 0 em (3.4), tem-se
h'(x)Az = Bh(zx), para todo x € R". (3.5)

Agora,dado A € R — {0} e x € R" — {O}, por (3.5), tem-se

h'(A\x)Az = B (@) . (3.6)
Também, como h € Diff' (R"), em particular, h é diferenciavel em O. Logo, temos
h(p) = h(O) + 1'(O)p + r(p), para todo p € R" (3.7)
onde

lim @ =0. (3.8)

p—0 [p|

Assim, fazendo p = Az em (3.7), obtemos
h(i@ — W (O)z + ’”(ix). (3.9)

Dai, tomando limite quando A — 0 em (3.9) e usando (3.8), tem-se

. h(\z)
m =y

= 1 (0)x (3.10)

Por outro lado, tomando limite quando A — 0 em (3.6) e, usando o fato que ' &

continua em O (pois h € Diff'(R")) e por(3.10), temos
h'(O)Axz = BI(O)z. (3.11)
Portanto, como (3.11) claramente é valida para = = O, temos que

h'(O)Ax = BR'(O)x, para todo = € R".



(2) =
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Se segue que
h'(O)A = BN (O). (3.12)

E, como h € Diff'(R") entdo »/(0O) € GL(R"). Dai, denotando P = h/(0O), por
(3.12), obtemos PA = BP.

Se h(0O) # O: Consideremos a fungéo H : R" — R" definida por H(z) = h(x) —
h(O) para todo = € R". Claramente, temos que H(O) = O.

Afirmacgao 3.3. H < Diff'(R").

De fato, consideremos a fungéo G : R" — R" definida por G(y) = h=(y + h(O))

para todo y € R". Dado = € R™ tem-se
(GoH)(z)=G(H(x)) =h" (H(x) +h(0)) =~ (h(z)) = 2 = Idga ()
e, também dado y € R" obtemos

(HoG)(y) =H(G(y))=H(h '(y+ h(0)))
= h(h~(y + h(0))) — h(O) = y + h(O) — h(0) = y = Idgn(y).

Portanto, H é bijetiva e H~' = (. Agora, desde que h € Diff'(R") se tem que
H < Diff'(R").

Afirmacao 3.4. H conjuga A e B.

De fato, dado (¢, z) € R x R", por (3.3), temos

H(et'r) = h(etz) — h(0) = e!Bh(x) — h(eH0)
= e'Bh(x) — eBh(0) = !B (h(z) — h(0))
= e'BH(x).

Portanto, H é uma C'-conjugacéo entre A e B com H(O) = O, logo pelo item (a),
temos existe P = H'(O) € GL(R") tal que PA = BP.

(3) Se existe P € GI(R"™) tal que PA = BP. Dai, tem-se

B =PAP™ " (3.13)
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Definamos h : R — R"™ dada por h(z) = Pz para todo = € R". Claramente, h € GL(R").
Agora, vejamos que h conjuga A e B. Sejam (t,z) € R x R", pelo item 1 do Teorema

2.2 e por (3.13), tem-se

h(etz) = Petx = PetAP~Y(Px)
_ et(PAPfl)h(x)

= e'Bh(x).

Portanto, A =, B.
(3) = (1) Se A =, B entéo existe h € GL(R") que conjuga A e B, por (3.2), claramente
h € Diff'(R™) que conjuga A e B. Portanto, A =1 B.

Observacao 3.5.

1. Da demonstragéo da proposi¢édo anterior observamos que toda C*-conjugacgéo h

entre A e B induz uma conjugagéo linear entre A e B.

2. O item 2 da proposi¢édo anterior afirma que A =¢: B se, e s0 se, A é semelhante

com B.

3. Pelo Teorema da Forma Candnica de Jordan sabemos que toda matriz A € R"*"
é semelhante a sua forma canénica de Jordan J4 € R™*". Assim, cada classe de
equivaléncia linear admite uma representacao “simples”, desde o ponto de vista
da EDO’s, a qual € J, (Figura 8).

Figura 8 — Classe de equivaléncia “simples”

Fonte: Elaboragao do autor
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3.3 Sistemas lineares bidimensionais

Seja A € R**2, pelo que ja vimos, para conhecer o comportamento das solugdes
de «' = Az (i.e., o estudo das solucdes de ¢4 : R x R*” — R") é suficiente estudar as
solugdes de ' = J .

Se denotamos por A\, \, 0s autovalores de A entao temos as seguintes possibilida-

des:

1. A, A € Rcom Ay # Ao

2. M, A € Rcom A = My = .

3. \i=a+ibe X\ =a—1ib.
Vamos estudar estas possibilidades:

A
1. Neste caso, a forma canénica de Jordan é dada por J, = ' . O fluxo

0 X
associado a J4 no ponto p = (g, yo) € R? vem dado por

0.t p) = eap = (e, e*?y,), paratodo t € R.

Como ja sabemos O,,((0,0)) = {(0,0)}. Para (z¢,vo) # (0,0) temos trés possibili-

dades:

* Se yo = 0 temos

0.t (20,0)) = (eM'xy,0) para todo t € R.

Dai, tem-se
O, ((20,0)) = 10, 400[x{0} , 2o >0
J 05 -
! | — 00,0[x{0} , @ < 0.
» Se 1y = 0 temos
©71.(t,(0,90)) = (0,e™'y,) para todo t € R.

Dai, tem-se
{O}X]Ou —|—OO[ s Yo > O

0.1,((0,%0)) =
{0} x] —00,0[ , yo <O.
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* Se g, yy # 0. Fazendo

r=eMzy |, 29#0

t/\QyO » Yo # 0.

y=e
Dai, obtemos a seguinte equacéao

A2/M
, MM#0 ou z=ux

A /Ao
; Ay # 0.

T
Y="%Yo|—
Zo

Yo

Logo, todas as 6rbitas estdo contidas:
y=clz|* ce R-{0}, a €R.
Aqui subdividimos em varios casos:

(@) Se A\ < \y < 0entdo

tEeroo P (t7p) - tginoo(ehtxo’ eAQtyO) = (07 0)

Por outro lado,

(
(+00,+00) , 9> 0,90 >0
. . (+00,—00) , g > 0,90 <0
Jim gy, (8, p) = lim (Mg, e*'yo) =
——00 ——00 (—OO, —OO) ; To < 0,90 <0
\ (=00, +00) , wg <0,y > 0.

Assim, todas as trajetorias vém do infinito e tendem a origem quando
t — 400, a excegao da origem que permanece fixa. Neste caso, dizemos
que O = (0,0) € R? é um atrator ou pogo (Figura 9). Note também, que
a solugdo esta contida na curva y = c|z|*2/* com 0 < \y/); < 1. Logo,

temos o seguinte comportamento geométrico:

Figura 9 — A origem é um atrator

NE
==

Fonte: Elaboragao do autor

Ver sdo Fi nal Honol ogada
27/ 04/ 2024 20: 16



51

(b) Se A1 < Ay = 0. Note que Nu(J4) = {(0,y); v € R}. Dai, pelo item 2 da
Proposicao 3.3, O,,((0,40)) = {(0,y0)}. Para encontrar as outras érbitas,

consideremos z, # 0. Desde que

014 (t, (20, Y0)) = (eM'mo,y0) para todo ¢t € R,

obtemos
tEanoo PJa (t,p) = tggloo(e/\ltﬂfoa Yo) = (0,%0).
Por outro lado,
. . (+Oovy0) , Lo > 0
thm SDJA(tvp> - hm (eAltl'(hyO) =
——00 t——o00

(—OO,yo) , Lo < 0.

Desta maneira, temos que as érbitas estao contidas nas retas horizontais

que se aproximam do eixo vertical e orientadas como na Figura 10.

Figura 10 — Orbitas horizontais

Fonte: Elaboracao do autor

(c) Se A1 < 0 < \,. Neste caso, obtemos

. . (07 +OO) y Yo > O
thm 1.t p) = thm (eMxg, e?'yg) =
e e (07 _OO) , Yo < 0

Por outro lado,

' ' (+00,0) , 29 >0
tEI—noo PJs (t;p) = tEI_noo(e)\ltxO’ eAgtyO) _

(—00,0) , xy <O0.
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Assim, as orbitas sao curvas que tem um comportamento parecido com

o das hipérboles e estédo orientadas como na Figura 11:

Figura 11 — A origem € um ponto de sela

_

NG

’\‘,

Fonte: Elaboragao do autor

(d) Se 0 = \; < X,. Analogamente, como no item (b), tem-se que Nu(J4) =
{(z,0); = € R}. Dai, pelo item 2 da Proposicao 3.3, O,,((z0,0)) =
{(z0,0)}. Para encontrar as outras oOrbitas, consideremos y, # 0. Desde
que

@14 (t, (z0,10)) = (o, €**'yo) para todo ¢ € R,
obtemos

(20, +00) , yo >0

lim PJa (tap) (33'0, e)\QtyO) =
+o00

= lim
t— t—+o00 (ZE(),—OO) 7y0<0'

Por outro lado,
tEIEloo SOJA (ta p) - tEIEloo(x()’ €A2ty0) = (IO) 0)

Desta maneira, temos que as 6Orbitas estao contidas em retas verticais

que se afastam do eixo horizontal e orientadas como na Figura 12.
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Figura 12 — Orbitas verticais

Fonte: Elaboragao do autor

(e) Se 0 < )\ < Ay entdo

tginoo PJa (tap) = lim (e/\ltxo, 6>\2ty0) _

(
(
t——+oo (
(

Por outro lado,

Jim 95, (tp) = lim (Mo, o) = (0,0).

Assim, todas as trajetérias saem da origem e tendem para o infinito
quando t — +o00, a excegao da origem que permanece fixa. Neste
caso, dizemos que O = (0,0) € R? é um repulsor ou fonte (Figura 13).
Note também, que a solugdo esta contida na curva y = c|z|*2/** com

A2/A1 > 1. Logo, temos o seguinte comportamento geomeétrico:
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Figura 13 — A origem € uma fonte

Fonte: Elaboragao do autor

2. Neste caso, a forma canbnica de Jordan tem duas possibilidades:

A0
Jy =
0 A
Vamos estudar cada caso.
A
Se Ja =
0 A
por
0.(t,p) = e"p = (e

Como ja sabemos O,,((0,0)) = {(0,

dades:
» Se yp = 0 temos

PJa (tv (x(b 0))
Dai, tem-se

0., ((20,0))
* Se zy = 0 temos

PJa (t’ (07 yo))

Dai, tem-se
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Al
0 A

ou Jy=

. O fluxo associado a J4 no ponto p = (zg,yo) € R? vem dado

o, e™yo) = eM (w0, o), paratodo t € R.

0)}. Para (zo, y0) # (0,0) temos trés possibili-

= e (x0,0) para todo t € R.

10, +00[x{0}
| —00,0[x{0} , x¢ <O.

,$0>0

|

= (0, 1) paratodo t € R.

{0}x]0, 400 , yo >0
{0}x] —00,0] , yo <O.
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* Se g, yy # 0. Fazendo

r=c%zy |, 29 #0
y=ey , yo#0.

Dai, obtemos a seguinte equagao

Logo, todas as 6rbitas estdo contidas nas retas:
y = cx, c € R—{0}.
(a) Se A < 0entao

Jim ¢y, (t,p) = Tim e* (o, o) = (0,0)

Jim o, (tp)| = lim_e|(zo, 50)| = +oo.
Logo, tem comportamento geométrico como na Figura 14.

Figura 14 — A origem é um atrator

Fonte: Elaboragao do autor

(b) Se A >0

t£+moo A tEeroo M| (0, y0)| = +00

im0y, (tp) = 1im e(zo,50) = (0,0).
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Dai, tem comportamento geométrico como na Figura 15.

Figura 15 — A origem € uma fonte

F 3
L
r

Fonte: Elaboragao do autor

Al
Se J, = . O fluxo associado a J, no ponto p = (zg,y) € R? vem dado
0 A

por
@1, (t,p) = €4p = (e ag + teyo, € yo) = €™ (wo + tyo, yo), paratodo ¢ € R.

Como ja sabemos O,,((0,0)) = {(0,0)}. Para (zo,yo) # (0,0) temos aqui duas

possibilidades:
* Se yo = 0temos ¢y, (¢, (z9,0)) = e(x,0) para todo ¢ € R. Dai, tem-se

0, ((w0,0)) = 4 10 FobA0} 20> 0
] —00,0[x{0} , z <O0.

» Se y # 0. Fazendo
x = e (2o + tyo)
Yy = 6”%-

Dai, se )\ # 0, obtemos a seguinte equacao
To

Y
r=—y+=1In
Yo A

Yy
Yo

Logo, todas as 6rbitas estdo contidas nas curvas:

r=cy+dylnly|, ce R, d € R—{0}.
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(a) Se A < 0 entao

tE—i—moo Paalt,p) = tg?oo e/\t(% + tyo, %0) = (0,0)

)\t|(

i e, (¢ p)f = dim e (zo + tyo, yo)| = +o00.

Logo, tem comportamento geométrico como na Figura 16.

Figura 16 — A origem € uma atrator

T~
g
AN

Fonte: Elaboragao do autor

(b) SeA>0

Jim oo (tp)| = lim e|(wo + tyo, yo)| = +o0
Jim oy, (t,p) = tl}iﬂm e (o + tyo, yo) = (0,0).
Dai, tem comportamento geométrico como na Figura 17.

Figura 17 — A origem € uma fonte

/
/
Fonte: Elaboragao do autor
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01
Se A = 0temos J, = . Note que Nu(J,) = {(z,0); = € R}, logo
00

pelo item 2 da Proposicéo 3.3, O, ((z0,0)) = {(z0,0)}. Para encontrar as

outras érbitas, consideremos y, # 0. Desde que,

PJa (t7 (ZE07 yO)) - ('rO + tyO: yO) para tOdO le R7

obtemos

. (+00,%0) » 4o >0
lim (PJA(t,p)

= lim
t—+o00 t—-+o0

(w0 + tyo, yo) =
(_Ooay0) , Yo < 0

. . (=00, %0) , Yo >0
1thm 0y, (t,p) = thm (2o + tyo, yo) =
B o (+00,%0) Yo < 0.
Portanto, as érbitas sdo retas horizontais, com excecao do eixo X, orientadas

como na Figura 18.

Figura 18 — Orbitas horizontais paralelas ao eixo X

Fonte: Elaboragao do autor

3. Neste caso, as raizes sdo complexas conjugadas a + bi € a — ib (b # 0), entdo sua

Ver sdo Fi nal Honol ogada
27/ 04/ 2024 20: 16

. , a —b A
forma canénica de Jordan é dado por J, = , Ao existe autoespaco no

b a
plano real e seu fluxo associado a J4 no ponto p = (zg, yo) € R* vem dado por

7. (t,p) = ePap = e (xq cos(bt)—yo sen(bt), zo sen(bt)+yo cos(bt)), paratodo t € R.
PJa

Aqui, temos as seguintes possibilidades:
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(a) Se a = 0 (raizes imaginarias puras) entdo fazendo

x = xocos(bt) — yo sen(bt)
y = xosen(bt) + yo cos(bt)

obtemos a seguinte equacgao
:L’2—|—y2 :a:g—i—yg.

Dai, a érbita O;,(p) € uma circunferéncia centrada na origem e raio |p| =

v + y3, orientada conforme o sinal de b na Figura 19 e Figura 20.

z
N

L/

1N
L/

b>0 b<0

Figura 19 — Centro com b > 0 Figura 20 — Centro com b < 0

Nesse caso, dizemos que a origem € um centro.

(b) Se a < 0 entédo
tlgrn 05, (t,p) = e™(zo cos(bt) — yosen(bt), zgsen(bt) + yo cos(bt)) = (0,0)

e,
dim iy, (8, p) = e”|p|* = +oo.

Logo, as 6rbitas sdo espirais que vém do infinito e que tendem para a origem

quando t — +oo (Figura 21).

Ver sdo Fi nal Honol ogada
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Figura 21 — Espirais com a < 0

atrator

Fonte: Elaboragao do autor

(c) Se a > 0 entao

: _at 2
i fo, (t,p)| = e[pl” = +oo

€,
ltlim 07, (t,p) = e™(zo cos(bt) — ygsen(bt), zgsen(bt) + yo cos(bt)) = (0,0).
——00

Dai, as érbitas sado espirais saem da origem e tendem para o infinito quando

t — —oo (Figura 22).

Figura 22 — Espirais com a > 0

fonte

Fonte: Elaboracao do autor

3.4 Atratores e fontes

Definicao 3.5. Seja A € R"™" e p, : R x R™ — R"™ seu fluxo associado.
1. Dizemos que O € R™ é um atrator de A se, e s6 se, thin wa(t,z) = O para todo
—+00

r € R"™.

Ver sdo Fi nal Honol ogada
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2. Dizemos que O € R"™ é uma fonte de A se, e s se, tli+m lpa(t,z)| = +oo para
— 400
todo x € R* — {O}.

Observacao 3.6. Seja A € R"*" entdo O € um atrator de A se, e s6 se, O é uma fonte
de —A.

Lema 3.1 (Lema 3.4.1 em (BENAZIC, 2007)). Se A € R™" e \ € K autovalor de A.
Entdo, para todo v € K" — {O} autovetor associado a ), tem-se ¢*“v = v para todo
t € R.

Demonstracao. Definimos ¢ : R — K" dada por ¢ (t) = e*v para todo ¢t € R. Agora,

note que v € diferenciavel e
Y'(t) = XeMv = M) = eM(Av) = A(eMv) = AY(t)

para todo ¢ € R. Também, ¢(0) = v. Logo v é solugao do PVI

Dai, pelo Teorema de existéncia e unicidade, temos ¢ (t) = ¢*4v para todo ¢ € R.

Proposicao 3.6 (Proposicao 3.4.1 em (BENAZIC, 2007)). Se O € R™ € um atrator de

A, entdo todos os autovalores de A tem parte real negativa.

Demonstragcao. Suponhamos que existe A € K autovalor de A tal que Re(\) > 0. Dado

v € K" — {O} autovetor associado a A, pelo Lema 3.1, obtemos

[palt,v)| = eo] = [eMo] = M|,
Assim, temos que
' lv]  se Re(A) =0
lim |30A(t7v)| =
freo +00  se Re(\) >0

0 que contradiz o fato de O ser atrator de A.

Lema 3.2 (Lema 3.4.2 em (BENAZIC, 2007)). Se J € uma matrizdo tipo J = A\, +N,, €
R onde A € Rou J = Jy,(a;b) + N3, € R**?"_Entdo, existem constantes positivas

agp,ai, - ,a,_1 tal que

e || < R ag + art + -+ + a1t ).

Versdo Final Honol ogada
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Demonstracao.
Caso 1: J = A\I,, + N,,. Como (AI,)N,, = N,,(\I,,) e N,, é nilpotente de ordem n tem-se

etd  — otOn+Nn) — otAln otNn
t2 tn—l
= e, | I, +tN, + = N2+ - + Nt
2! (n—1)!
dai,
Nall* [N "
tJ < At I tIN. t2|| n . tn—l n
e < e [IEall + Nl + £ -t
- A -
assim, tomando ag = || I,,|| € ar. = T para k=1,--- ,n—1, obtemos o desejado.

Caso 2: J = Jo,(a;b) + Ni.. Como Jy,(a;b)Ni = N2 Jo,(a;b) € N2 € nilpotente de
ordem n temos tem-se

etd = et(Jan(ab)+N3,) — otJan(asd) o N3,

cos(bt) —sen(bt 2 tn—1
:eat ( ) ( ) In[[n+tN22n+_N§n++—N2n2:|

sen(bt)  cos(bt) 2! (n—1 2
dai,
le]] < e {||Jn|| + ]| Noy | +t2% n ...Hn—l%]
assim, tomando neste caso ag = ||1,,|| € ar, = ”NZ”% parak=1,--- .n—1,1temos o

gue queriamos.

Proposicao 3.7 (Proposicéao 3.4.2 em (BENAZIC, 2007)). Se A € R"*" tem todos seus

autovalores com parte real negativa entao existem constantes i > 0 e £ > 1 tais que
loa(t, z)| < ke ||, paratodo (t,z) € [0, +oo[xR". (3.14)

Demonstracao.

Afirmacao 3.5. (3.14) ndo depende da norma em R™.

De fato, suponhamos que (3.14) é valida para uma norma |- | em R". Seja || - || outra
norma em R, como duas normas quaisquer sao equivalentes em R" (Teorema 8 do

Capitulo 1 em (LIMA, 2015)), isto €, existem constantes « e [ positivos tais que
alz| < ||z|| < B|z|, paratodo x € R". (3.15)
Dai, para (t,z) € [0, +00[xR™, por (3.15) e (3.14) temos

k
loalt )l < Bleatt )] < ke vlol < (22) el
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k5 > 1. O que prova a afirmacao.

comoa < ek >1temosque — >
[0

Afirmacao 3.6. Basta prova (3.14) para J,.

De fato, suponhamos que existam constantes ¢ > 0 e k£ > 1 tais que
|0, (t,z)] < ke™"|x|, para todo (¢,z) € [0, +00[xR". (3.16)

Lembre que existe P € GL(R") tal que J4 = PAP~'. Assim, para (¢, z) € [0, +oo[xR",
por (3.16) obtemos

lpalt,a)] = |eMa] = | /aPz| = |P~leta Pyl
<P - s Pl = (I[P - [, (t Px)|
< |[PH[ke | Pr| < [[PH|ke || P]| - ||
< (IP7H - 1P R)e |

comok >1e [Pl |P| > 1tem-se que |P7!|| - ||P||k > 1. O que acaba a demons-
tracao da afirmacao.

Agora vamos mostrar (3.14) para J, e consideraremos a norma do maximo em
R, isto &, |z| = max{|z|, -, |z,|}. Sabemos que J4 = diag|Jy,- -, J,] onde J; =

Ailn, + Ny, € R"*" com A\; € Rou J; = Jap,(a; b) +N22nj € R?"%2n5 com \; = a+ib € C.

_ . -
o5, (t,x) =eMax = diagle!, - etm] "2
L Em .
— (et“hfl, 6tJ2f2, . ,etij:m)
Escolhamos i > 0 tal que Re(\;) < —u < O paratodoi=1,--- ,m e seja
g; = —p— Re(\;) >0, (3.17)
Pelo Lema 3.2, parai =1, --- ,m, existem constantes positivas a;, a; 1, - ,a;,—1 tais

que

|€tJi[fZ“ S ||6tJi . |J_IZ| S eRe(’\i)t[a@o + a2‘71t + -+ Cli7ni_1tni_1]|d_f¢|.

Dai, por (3.17) tem-se
eti| < et e pi(h)] i, (3-18)
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onde p;(t) = a;o + a1t + -+ + a;n,—1t™ ' Agora, como tlir+n e “i'p;i(t) = 0 (Lema 9 da
——+o0
secao 4 do Capitulo Il em (SOTOMAYOR, 1979)) entao existe ¢, > 0 tal que

t >ty — le = pi(t)] < 1. (3.19)
Também, paracada i =1,---,m, como e “p;(t) & continua em [0, ¢,] existe
M; = max{e “"p;(t); t € [0,t0]}. (3.20)
Seja k; = max{1,M;} > 1 paracadai=1,--- ,m. Assim, paracadai=1,---,m, por
(3.19) e (3.20), obtemos
e “'p;i(t) < k;, paratodot > 0. (3.21)

Finalmente, seja k = max{ky, ko, -+ ,ky,} > 1. Para (¢t,z) € [0,4+o00[xR", de (3.18) e
(8.21), tem-se

s (t, )| = max{|e"1Z], [e"2To|, - - - , €Ty |}
< max{e "k |T1|, e ko|To|, -, € k| T}
S keiut max{li‘”a |i'2|a Ty |jm|} = k€7#t|x|'

Lema 3.3 (Lema 3.4.3 em (BENAZIC, 2007)). Sejam A, B € R***. Se O € R" é um

atrator de A e A =, B entéo O é atrator de B.

Demonstracao. Como A =, B existe h € Hom(R") tal que
h(e'z) = e'Ph(z) para todo (t,z) € R x R™. (3.22)
Afirmacao 3.7. h(0) = O.

De fato, como O é atrator de A entdo A € GL(R™). Assim, seja z € Nu(B), pelo item 2

da Proposigéo 3.3, Op(z) = {z}, dai temos
{h7(2)} = h'({z}) = h 1 (Op(2)) = Oa(h™'(2))

e, novamente pelo item 2 da Proposigdo 3.3, h7!(z) € Nu(A4) = {0}, assim z = h(O).

Em particular, como z = O € Nu(B) temos que h(O) = O e, além disso B € GL(R").

Afirmacao 3.8. O é atrator de B.
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De fato, seja y € R™, como h € uma bijecdo, existe um unico = € R" tal que y = h(z).

Logo, como h € continua e conjuga topologicamente A e B, obtemos

lim op(t,y) = lim gp(t h(z)) = lim h(pa(t,z))

t——+o0 t—+00

= h (tggloo goA(t,a:)) = 1(0) = O.

Proposicao 3.8 (Proposicédo 3.4.3 em (BENAZIC, 2007)). Se A € R™*" tal que A =,

—1,, entdao O € R" é atrator de A.
Demonstracao. Primeiro observe que,

lim ¢_; (t,2) = lim ez = lim e 'L,z
t—+4o00 t——+o0 t——+oo

= lim e 'z =0,
t—+o00

isto €, O é atrator de —1I,,. Logo, pelo Lema 3.3, O é um atrator de A.

Proposicao 3.9 (Proposigéo 3.4.4 em (BENAZIC, 2007)). Seja A € R"*™ e suponha

que existem p > 0 e k > 1 tais que
lpa(t, )| < ke *|z|, paratodo (¢,z) € [0, +oo[xR". (3.23)

Entao existe um produto interno (-, -) 4 em R™ tal que O4(z) (x € R™ — {0}) intercepta

em um unico ponto a cada uma das esferas da familia {S4(r)},~o onde
Sa(r) ={z € R"; (x,x)4 =1}
Demonstracao. Dados =,y € R™ definimos

“+o0o
@ala= [ {ealsa)pals s
0
onde (-, -) é o produto interno euclidiano.
Afirmacao 3.9. (-, )4 € bem definido.

De fato, para z,y € R" e s > 0, pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz e por (3.23),
temos
[{pals,z), 0als,y) < lpals,z) - lpals,y)|
< (ke™#|z|)(ke™"*[y|)
dai,
[{0a(s,2), pals,y))| < K2e™|a] - Jyl. (3.24)
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Agora, como

+o0 k‘2 —2us . +oo k2 .
0 —2p 0 2

+00
Assim, como (3.25) converge e por (3.24), logo existe / (pa(s, ), pa(s,y))ds.
0
Afirmacao 3.10. (-, )4 é um produto interno em R".

De fato, sejam z,y,z e R" e a € R:

+o0

(r,y+2)a = (pals,x),pals,y + 2))ds

0+oo

= <§0A<87x>a90(87y) +@A(Saz)>d8

= [t etstas + [ foats.a)oals. s

= (x,y)a + (x, 2) a.
(2, 5)a = / " oa(5,2), pals y))ds = / (s ), (s, 2))ds = (y, 2.0

s = | " (pals,an), s, y))ds = [ atents.a)etsmas

= <S0A(87x)790(8ay)>d5 = a<$7y>A-
0
Para x € R" — {O}, desde que |pa(-,z)| é continua e |pa(s,z)| > 0 para todo s > 0,
tem-se
+oo +oo
= [ loatsalpatsalds = [ loals.0)Pds >0
0 0

Isto completa da demonstracao da afirmacao.
Denotemos por | - |4 & norma induzida por (-, -, ) 4 (isto &, |z|4 = (x, z)4). Considere-

mos a funcao
F: RxR* - R

(t,z) = F(tz)=|palt,2)
Temos que
+oo
F(t,l’) = <90A(t7x)79014(t7m)>14 :/0 <90A(Sv9014(757'17))’QDA(&(:OA(t?x)))dS

+oo +oo
- / (oa(s + 1. 2), oals + 1, 2))ds — / (oals + 1, 2)2ds
0 0

fazendo a mudanca de variavel § = s + t obtemos

—+o0
F(t,z) = / o (0, 2)d0
t
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dai,
O (1) = —lpatt, )" (3.26)
Como | - |4 é equivalente a norma euclidiana | - |, logo existem constantes positivas « e
£ tais que
alz|? < |24 < Blz|*, paratodo x € R™. (3.27)

Dado r > 0, definimos a “esfera” por

Sa(r) ={z € R"; |z|a =r}.
Afirmacao 3.11. Se = € R" — {O} entdo O4(x) intercepta & S4(r) num dnico ponto.
De fato, para t < 0, por (3.27) (3.26), obtemos

alpalt, 2)]* < lpalt, 2)l5 < Blpalt, x)|”

integrando de ¢ a 0, obtemos

0 0 OF 0
—/ lds < / L (S’x>d8 < —/ lals
t o t F(va) ¢ B

' i
= L <mF0,2) —InF(t,z) < -
LW FO) I F(a) < 4
= L W) I F(0,2) <
—= x) —1In ) < ——
5= =T
Lol
|z [% a

agora desde que a fungao exponencial é crescente temos
e B3 < F(t,z) < e ¥?|z|%, paratodo t < 0. (3.28)
Fixado = € R" — {O}, definamos

f:: R - R
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Claramente f, é continua em R, além disso, por (3.23), thin f=(t) = 0 e, por (3.28),
——00

tlim f=(t) = +o00. Também, tem-se que f, é diferenciavel e f.(t) = —|pa(t,z)> < 0.

——00

Logo, f. € decrescente conforme a Figura 23 e, portanto f,(R) =|0, +oo] .

Figura 23 — A funcéo f,

\ 4

Fonte: Elaboragao do autor

Para r > 0, temos que r* € f,(R) dai, existe um Unico ¢, € R tal que,

r? = fuolty) = F(tr,2) = |pa(ty, 2)[5 = @alty, x)|a =1

Assim, concluimos . (t,,xz) € Sa(r) N Oa(z).
Observacao 3.7.
1. Na demonstracdo da Proposicao 3.9 mostramos que para todo = € R" — {O}
existe um Unico ¢, € R tal que p(t,,z) € Sa(1), isto &, |pa(ts, )[4 = 1. Definamos
7: R*—{0} — R
x = T(z) =t,.
Logo, temos que |pa(7(z),z)|sa = 1.
Figura 24 — A funcéo

Oa(x)

Fonte: Elaboragao do autor
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Uma interpretacao fisica para a funcao r é que ela representa o tempo necessario
para que uma particula, que se encontra na posi¢ao z, intercepte a esfera S, (1)
(Figura 24).

2. 7 é continua em R" — {O}. De fato, seja =z € R* — {O} temos que
[pa(r(z),z)|a =1 (3.29)

Seja (z,) ¢ R* — {O} tal que lim z, = x. Para cada, n € N, temos que
n—oo

loa(T(xy), z,)|4 = 1. Dai,
(pa(T(n), 20), pa(T(Tn), Tn))a =1
assim, tomando limite quando »n tende a oo obtemos
(pa(lim 7(z,), z),pa( lim 7(2n),2))a =1
equivalentemente,

lpa(lim 7(z,),2)|[a = 1. (3.30)

n—0o0

Agora, por unicidade, de (3.29) e (3.30), temos que lim 7(z,) = 7(x).

n—o0

. , oF
3. Mais ainda, como F : R x R" — R & de classe C>*°(R*R") e

5(1&,3:) < 0. Pelo

Teorema da Func¢éo Implicita, 7 é de classe C*(R" — {O}).

Teorema 3.1 (Teorema 10 da secao 5 do Capitulo Ill em (SOTOMAYOR, 1979) e
Teorema 3.4.5 em (BENAZIC, 2007)). Seja A € R"*", sdo equivalentes:

1. A=y — 1.
2. O € R" é um atrator de A.
3. Todos os autovalores de A tem parte real negativa,

4. Existem constantes © > 0 e k£ > 1 tais que

lpa(t, )| < ke *|z|, paratodo (¢,z) € [0, +oo[xR".

Demonstracao.

(1) = (2): Proposicao 3.8.
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(2) = (3): Proposicao 3.6.
(3) = (4): Proposicao 3.7.
(4) = (1): Pela Proposicao 3.9 existe (-, -) , um produto interno de R" tal que O (z) (x €
R™ — {O}) intercepta em um anico ponto a S4(1) = {x € R™; |z|4 = 1}. Consideremos
a funcdo 7 : R" — {O} — R que verifica |pa(7(x),z)|a = 1 para todo z € R" — {O}.

Construiremos agora a conjugacao topologica entre A e —I,, (Figura 25). Definamos

h: R* — R"

eT@eT@Ar  sex #£ O
r +— h(x)=
O sex=0.

Figura 25 — Construcao da conjugacao h

x

-7(2) h(z) = e "@T)er(@Ay

’
' = Ax = —I,x

Fonte: Elaboragao do autor
Note que h é de classe C>* em R" — {O}.
Afirmacao 3.12. / é uma bijecao.

De fato, veja a Figura 26 e considere a fungéo definida por

g: R* — R"
e_F(y)e_?(y)Ay se y % O
O sey=0.

r = gy =

onde 7(y) = In |y| .
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Figura 26 — Construcao da conjugacao inversa g

|67%(y)y|,4 =1=7(y) =Inly|,
a(y) Yy

T(y)

e "Wy = eTWAg(y) e TWhy — Ty

Sa(1)
SA(l) g

r = Ax g(y) =e€ %(y)e ‘T'('J)Ay CL'/ — *Inm

Fonte: Elaboragao do autor

Claramente ho g(O) =0 e go h(O) = O. Sejay € R" — {O} tem-se

(hog)(y) = h(g(y)) = (e TWe T A),
denotemos z = e "We "W Ay logo e WAz = e~ 7W)y. Agora, note que
AT (), 2)|a = W24 = e Tyl = eTWyla =1,
dai, por unicidade, temos que 7(z) = 7(y). Assim, obtemos
(hog)ly) = h(z)=e@er@Ay
= T WeTWA—TW) e —T(W) Ay
=y = (Idr~)(y).

Por outro lado, dado = € R™ temos

(goh)(x) = g(h(x)) = g(e"er )
denotemos y = e™@ e @4z logo e 7@y = 7@z, Agora, como

T(z)A

—7(z

1= |pa(r(2),2)|a = |e"ala = e yls = e Ty|4

dai, |y|a = ¢"® entdo 7(z) = In |y|4 = 7(y). Assim, tem-se

(goh)(z) =g(y)=e T We WAy

_ e—T(a;)e—T(a:)AeT(m) GT(I)ALC

=z = (Idgn)(2).

Concluimos que, h é uma bijecdo e g = h 1.
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Afirmacao 3.13. i é continua em O.

De fato, para = € R" — {O}, por (3.27), temos

1\ 12 1\ 12
Ih(o) s(—) |h<x>|A=(—) @],

1K ! N (3:31)
S (a> 67($)’@A<T($)7x)|14 e (a) eT(I)

Se 7(x) > 0 entédo por (3.23) e (3.27) temos

1\ /2
L= [pa(r(@),a)la < ke @]a] < k (—) ],
«

dai,
1 1/2p .
6T(ac) S kl/u (a> |$|A/M‘

Se 7(z) < 0 entdo por (3.28) e (3.27) obtemos
1= [pa(r(z), 2)]5 = F(r(z),2) < e 7z}

assim,

™ @) < |z 4.

Em qualquer caso, existem constantes positivas ¢ e v (que ndo dependem de z) tais
que
e"@ < 0]z} (3.32)

Portanto, de (3.31) e (3.32), obtemos
1\ /2
0 <|h(x)| <¥ (5) ||y, paratodo z € R" — {O}

dai concluimos que hn}) h(z) = O = h(0O).

Por outro lado, por definigdo, A~ é claramente de classe C>* em R" — {O}.
Afirmacao 3.14. 1! é continua O.

De fato, para y € R” — {O}, por (3.27), temos

1 1/2 N2 B
() §<5 \h‘l(y)|A:(a> -
_ (3.33)
< <1)”2 [ea=T(v).v)la
o\« Y] a
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Agora, como —7(y) < 0 entdo por (3.28) obtemos

loa(=7(W). y)|A = F(=7(y),y) < W/ y3

assim,
_ T 1+%
loa(=T(y), y)|a < W2yl 4 = [y|, > (3.34)

Portanto, por (3.33) e (3.34), temos
_1 1\"? 1/2a n
O<[p(l=<{~] lyli", paratodoyeR" — {0}

dai concluimos que lim h™'(y) = O = h 1(0).
y—
Das afirmacdes anteriores temos que h € um homeomorfismo de R™ em R". Agora,

vejamos que h conjuga os fluxos p4 € ¢_; .

Afirmacao 3.15. Veja a figura abaixo que dado qualquert € R e x € R* — {O} tem-se

7(x) =t + 7(e"*2) (Figura 27). (3.35)

Figura 27 — Propriedade de

Sa(1)

Fonte: Elaboragao do autor

De fato,
[palt + (), 2)|a = |l DAL
= ’eT(efAz)AetAx‘A
= |pa(r(ez), ) = 1

dai, por unicidade, tem-se 7(z) = t + 7(e*x).
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Finalmente, por (3.35), para cada (t,z) € R x (R* — {O}) obtemos
hoalt,z)) = h(ez) = eT(e D) er(e ) Aty
— er@)te(r(@) -t AgtAy,
— e ter(@er(@) A,
=e 'h(x) = e tI,h(x)
= e tnp(x)
= ¢, (t, h(z)).

O que acaba com a demonstracao do Teorema.

Lema 3.4 (Lema 3.4.4 em (BENAZIC, 2007)). Sejam A, B € R"*". Entéo, A =, B se,

esose, —A =, —B.
Demonstracdo. Suponha que A =, B entdo existe h € Hom(R") tal que

h(pa(t,x)) = pp(t,h(x)), paratodo (¢,z) € R x R™. (3.36)
Para (s, z) € R x R™, por (3.36), obtemos

h-a(s,x)) = h(e*x) = h(pa(—s,2))
= op(=s,M(z)) = e*Fh(x)
= p-p(s, h(z)).
Portanto, —A =,, —B. Reciprocamente, se —A =, —B entao existe g € Hom(R") tal
que
g(p-a(s.2)) = ¢_p(s, g(x)). paratodo (s,z) € R x R". (3.37)
Para (t,z) € R x R", por (3.37), tem-se
glpalt,z)) = g(ex) = g(p-a(-t,2))
= ¢_p(—t,g9(x)) = ePy(z)
= p5(t, 9(x)).
Dai, A Etop B.
Teorema 3.2 (Teorema 12 da secdo 5 do Capitulo Ill em (SOTOMAYOR, 1979) e
Teorema 3.4.6 em (BENAZIC, 2007)). Seja A € R"*", sdo equivalentes:

1. A=ip 1.
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2. O € R" é uma fonte de A.
3. Todos os autovalores de A tem parte real positiva,

4. Existem constantes u > 0 e k > 1 tais que

lpa(t,z)| > k™ 'e!|x|, paratodo (¢, z) € [0, +oo[xR".

Demonstracao.

(1) = (2): Se A =, I, pelo Lema 3.4, —A =,,, —I,,. Agora, pelo Teorema 3.1, O € R"
€ um atrator de — A assim O € uma fonte de A.

(2) = (3): Se O € R™ é uma fonte de A dai O & um atrator de —A. Assim, pelo Teorema
3.1, todos os autovalores de — A tem parte real negativa. Portanto, todos os autovalores
de A tem parte real positiva.

(3) = (4): Se todos os autovalores de A tem parte real positiva, entdo todos os
autovalores de — A tem parte real negativa. Logo, pelo Teorema 3.1, existem constantes

uw>0ek>1tais que
[p_als,y)| < ke y|, paratodo (s,y) € [0, +oo[xR". (3.38)
Para (¢, x) € [0, +o0o[xR™, por (3.38),

2| = |Io| = e Hetdz| = |p_a(t, etz)| < ke Pt

= |pa(t, )| = [ea| = k7 e|a].

(4) = (1): Suponhamos que existem constantes p > 0 e k > 1 tais que
lpa(s,y)| > k™ 'e"|y|, paratodo (s,y) € [0, +oo[xR™. (3.39)
Para (¢, z) € [0, +oo[xR™, por (3.39),

ket e ta| < |pa(t, e )| = ete x| = |I,x| = |z

= lp_a(t,2)| = le~2| < ke ]a].

Dai, pelo Teorema 3.1, —A =, —I,,. Finalmente, pelo Lema 3.4, A =, I,..

3.5 Sistemas lineares hiperbdlicos

Definicao 3.6. Seja A € R"*".
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1. Dizemos que A é hiperbdlico se, e s se, todos os autovalores de A tem parte

real ndo nula.

2. O indice de estabilidade de A (ou simplesmente indice de A) é o numero de
autovalores de A com parte real negativa (contando multiplicidade). Este indice é

denotado por i(A).
Exemplo 3.3. Seja A € R .

1. Se O é um atrator de A, pelo Teorema 3.1, todos os autovalores de A tem parte

real negativa. Logo, A é hiperbdlica e i(A) = n.

2. Se O é uma fonte de A, pelo Teorema 3.2, todos os autovalores de A tem parte

real positiva. Assim, A é hiperbdlica e i(A) = 0.

Exemplo 3.4. Considere

2 1 )
A= 5 4 —§ €R3X3
) 1 2

cujo polindmio caracteristico € dado por P4(\) = det(A — A\I) = —(A + 3)*(\ — 6). Logo,
A1 = —3 é autovalor de multiplicidade dois e A\, = 6 € autovalor de multiplicidade um.

Portanto, A é hiperboélica com i(A) = 2.

Vamos denotar por Hip(R™) ao conjunto de todas as matrizes A € R™*" hiperbdlicas.
Claramente, Hip(R") € GL(R"). A inclusdo é estrita. De fato, basta considerar uma

matriz com autovalores imaginarios puros.
Definicao 3.7. Seja A € R"*".

1. O subespaco estavel de A, denotado por E,(A), é o subespaco vetorial de
R™ gerado pelos autovetores correspondentes aos autovalores com parte real

negativa.

2. O subespaco instavel de A, denotado por E,(A), é o subespacgo vetorial de
R™ gerado pelos autovetores correspondentes aos autovalores com parte real

positiva.
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Exemplo 3.5. Seja A € R"*".
1. Se O é um atrator de A entdo E,(A) = R™.
2. Se O é uma fonte de A entdo E,(A) = {O}.

Exemplo 3.6. Considere a matriz A do Exemplo 3.4. Os autovetores associados a
A1 =—-3s80v; = (—1,5,0) e vy = (—1,0, 1), enquanto, o autovetor associado a A\, = 6

é vy =(1,-1,1). Logo,

EJ(A) = S({vy,v2}) = {(z,y,2) € R?, 5bx +y+ 52 =0}

E,(A) = S({vs}) = {(z, —z,2); € R}.

Aqui S(X) denota o subespaco vetorial gerado por X. Note que E,(A) ® E,(A) = R3
(Figura 28).

Figura 28 — Decomposicao do ambiente

E.(A)

/

Fonte: Elaboragao do autor

Lema 3.5 (Lema 3.5.1 em (BENAZIC, 2007)). Sejam A, B € Hip(R"). Se h € uma
conjugacao linear entre A e B entdo i(A) = i(B), h(Es(A)) = Es(B) e h(E,(A)) =
E.(B).

Demonstracao. Como A =;;, B, pela Proposi¢ao 3.5, existe P € GL(R"™) tal que
PA = BP.lLogo, A= P 'BP. Dai, A e B sdo matrizes semelhantes, o que implica que

A e B tem os mesmos autovalores, em particular, i(A) = i(B).

Afirmacao 3.16. Se v € um autovetor de A associado ao autovalor A, entdo h(v) € um

autovetor de B associado a ).
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De fato, como h(z) = Pz para todo x € R" e como v € ndo nulo, tem-se que h(v) ndo

nulo e
B(h(v)) = B(Pv) = (BP)(v) = (PA)v = P(Av) = P(\v) = APv = Ah(v)

dai, h(v) é autovetor de B associado a .

Finalmente, seja m = i(A) = i(B). Se vy, -+, v, geram E (A) entdo, como h é
um isomorfismo linear, h(vy),--- , h(v,) geram Ey(B). Portanto, h(Es(A)) = Es(B).
Analogamente, se wy, - ,w,_,, geram E,(A), entdo h(w),- -, h(w,,) geram E,(B).
Concluimos, h(E,(A)) = E.(b).

Lema 3.6 (Lema 3.5.2 em (BENAZIC, 2007)). Seja A € Hip(R") com i(A) = m,
(0 <m < n). Entdo A =, diag[A;, As] onde A; € R™*™ tem todos seus autovalores
com parte real negativa e A, ¢ R»~™*(»~m) tem todos seus autovalores com parte

real positiva.

Demonstracao. Como i(A) = m, podemos organizar a matriz P € GL(R") obtida na

Forma Candnica de Jordan, PAP~! = J,, de modo que

A 0
0 A

Ja =

] = diag[Al, AQ],

onde A; € R™™ tem todos seus autovalores com parte real negativae A € R(»—m)x(=m)
tem todos seus autovalores com parte real positiva. Definamos, h : R — R"™ dado por
h(x) = Pz para todo =z € R". Entdo h € um isomorfismo linear e, para (t,z) € R x R"

tem-se
h(pa(t,z)) = h(ettz) = Pettx

= (PP~ Y)(Px)
= MPAP D (2) = etap(x)
= @uu(t; h(z))

dai, h conjuga A e J,.

Proposicao 3.10 (Proposicao 4 da secao 6 do Capitulo Ill em (SOTOMAYOR, 1979) e
Proposicao 3.5.1 em (BENAZIC, 2007)). Seja A € Hip(R™) com i(A) = m (0 < m < n).

Entao:

1. R" = E4(A) ® E,(A) com dim Eg(A) = m e dim E,(A) =n — m.
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Existem 1 > 0 e k£ > 1 tais que

@) |pa(t,x)| < ke #|z|, para todo (¢,x) € [0, +oo[x Es(A).

(b) |pa(t,z)] > k~tert|x|, para todo (¢, x) € [0, +oo[x E,(A).

Demonstracao.

1.
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Pelo Lema 3.6, A =}, J4 = diag[A;, As] onde A; € R™*™ tem todos os autovalores
com parte real negativa e A, € R"~™*(»=™) tem todos os autovalores com parte
real positiva. Entao, F,(J4) = R™ x {O} e E,(Ja) = {O} x R*™. Agora, como
R" = (R™ x {O}) @ ({0} x R*™) obtemos

R" = E,(J4) ® Eu(J4). (3.40)

Seja h a conjugacao linear de A e J,, dai pela Proposicéo 3.4, h~! conjuga J4 e

A. Agora, pelo Lema 3.5, tem-se
h™Y(Ey(Ja)) = Es(A) e h™Y(E,(J4)) = Eu(A). (3.41)
Assim, por (3.40) e (3.41), obtemos

R? — h—l(R”) = h_l(Es(JA> ©® Eu(JA))
= WU E(Ja) @ b~ (Eu(Ja))
= FE,(A)® E,(A).

Agora, pelo Lema 3.5 e o fato de h~! € GL(R"), obtemos

dim E,(A) = dim h™(E,(J4)) = dim E,(J4) = m

dim E,(A) = dimh™ (E,(J4)) = dim E,(J4) = n — m.

. Pelo item anterior, vimos que, A =, J4 = diag|[A;, Ao onde A; € R™*™ com todos

os autovalores com parte real negativa e A, € R"~™ com todos os autovalores
com parte real positiva. Dai, pelo Teorema 3.1, existem constantes 1 > 0e k; > 1
tais que

ety | < ke ™|y |, para todo (t,z;) € [0, +oo[xR™, (3.42)

e, pelo Teorema 3.2, existem constantes i, > 0 € ko > 1 tais que

et 225| > Ky ter2t|ay|, para todo (¢, 25) € [0, +oo[xR™™™. (3.43)
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Seja h a conjugacao linear de A em J, dada por h(zx) = Pz, para todo z € R”,
onde P € GL(R"). Para (t,z) € [0, +oo[x Es(A) dai, pelo visto no item anterior,
r € Ey(A) = h 1 (E,(J4)), assim h(x) € E,(J4) = R™ x {O}. Logo, existe z; € R™

tal que h(z) = (21, 0). Agora, como h conjuga A e J, e por (3.42), obtemos

loalt,z)| = [h7 (u,(t, M) = [P~ (@, (t h(z)))|
<[P - ey < ([P ke 4 a |
= [P [[Ere™ ! [h(z)| = [| P~ ||k Pa|
< NP Eem | Pl - ]
dai,
loa(t, )| < (1P| [[P[lfer)e ™" |, (3.44)
Analogamente, para (t,z) € [0, +oo[x E,(A) dai, pelo visto no item anterior, = €
E.(A) = h™Y(E,(Ja)), assim h(z) € E,(Ja) = {O} xR"™. Logo, existe z, € R*™™

tal que h(z) = (O, z3). Agora, como h conjuga A e J, e por (3.43), temos

|P|| - |ealt,z)] > |Poa(t,z)] = |h(palt, z))]
= |, (t, h(x))| = |e2a,]
> ky et o] = ky et |h(z))]

= k; tet2t| Py,
multiplicando a ambos os lados da Ultima desigualdade por || P~!|| temos

1P~ IPI - Jealt, 2)| - = ks et (| P - | Pa])

> kyter2t| P71 Px| = ky teret|z|,

assim,
lpa(t, )| > (| P71 - || Pllks)~ et x]. (3.45)

Tomando & = max{ky, ko } - ||P7Y - || P|| € p = min{puy, o} > 0. Como ky, ko, || P71 -

|P|| > 1 entdo k > 1. Também, para t > 0, desde que
po< = et < e <y = et > et

1P 1PNk < ke k= ([P ([Pllke = (1P7H] - [1PIlke) ™ > k7

de (3.44) e (3.45), segue o resultado.
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Observacao 3.8. Se A < Hip(R") entdo a origem comporta-se como um atrator de
A em E,(A) e como uma fonte. Nos pontos = € R? — (E,(A) U E,(A)) as orbitas tém

comportamento geométrico similar as hipérboles.

Corolario 3.1 (Corolario 5 da secédo 6 do Capitulo Il em (SOTOMAYOR, 1979) e
Corolario 3.5.1 em (BENAZIC, 2007)). Com as mesmas hipéteses da Proposi¢do 3.10,

existem p > 0 e k > 1 tais que
(i) |oa(t,x)| > k~te x|, para todo (t,z) €] — 00, 0] x E(A).
(i) |oa(t,z)] < kett|z|, paratodo (¢, ) €] — 00,0] x E,(A).
Demonstracao.

(i) Para (t,z) €] — 00,0] x E,(A), consideremos r = —t > 0 e y = ez = p,(t, ).

Logo, pelo item 2(a) da Proposi¢céo 3.10, temos que

2] = [palr +t,2)] = |palr, pa(t, z))| = lpalr,y)]
< ke "yl = ke'lpa(t, o)

dai,

at,z)| = k™ e |z,

(i) Para (t,z) €] — 00,0] x E,(A), consideremos r = —t > 0 e y = ez = p(t, z).

Assim, pelo item 2(b) da Proposi¢éao 3.10, tem-se

2| = lpalr +t,2)| = |palr,pa(t,z))| = |@a(r, y)|
> k7let |yl = ke M pa(t, @)

segue-se,

oa(t, )| < ke'|a].

Lema 3.7 (Lema 3.5.3 em (BENAZIC, 2007)). Sejam A, B € Hip(R"). Se h € Hom(R")
€ uma conjugacao topoldgica entre A e B entdo h(Es(A)) = Es(B) e h(E,(A)) = E,(B).

Demonstracao. Por hip6tese, temos
h(pa(t,x)) = pp(t,h(x)), paratodo (¢,z) € R x R™. (3.46)

Afirmacéo 3.17. h(0) = O.
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De fato, como O4(0) = {O}, tem-se
{h(0)} = h({OA(0)}) = Op(h(0))

dai, pelo item 2 da Proposi¢ao 3.3, obtemos h(O) € Nu(B) e como B € GL(R"), temos
h(O) = O.

Por outro lado, pelo item 2 da Proposicao 3.10, existem p; > 0 e k; > 1 tais que

loa(t,z)| < kie™"|z|, paratodo (t,z) € [0, +oo[x Es(A). (3.47)

loa(t,z)| > kyte|x|, paratodo (¢, z) € [0, +oo[x E,(A). (3.48)

Também, existem u, > 0 € ky > 1 tais que

loB(s,y)| < koe™#2°|y|, para todo (s,y) € [0, 4+o00[x Es(B). (3.49)

los(s,y)| > ky'er2®|y|, paratodo (s,y) € [0, +oo[xE,(B). (3.50)
Afirmacao 3.18. h(E(A)) = Es(B).
De fato, seja y € h(E(A)) entdo existe x € F,(A) tal que y = h(x). Agora, por (3.47),

temos que th+m wa(t,z) = O. Dai, por (3.46), obtemos

lim ¢p(ty) = lim gpt h(z)) = lim h(palt,z))

t——+o0 (351)
=h (tEeroo gpA(t,x)) = h(0) = 0.

Agora, como y € R", pelo item 1 da Proposi¢éao 3.10, existem y;, € Es(B) e y» € E,(B)
tal que y = y1 + y2. Como y; € E4(B), por (3.49), tem-se
Jm opty) = 0. (3.52)

Note que,
@B(tv 92) - ¢B(t>y - yl) = @B(tv y) - @B(ta yl)

dai, por (3.51) e (3.52), obtemos

Jm op(t ) = 0. (3.53)
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Se y, # O, como y, € E,(B), por (3.50), tem-se thin lop(t,y2)| = +o00 0 que contradiz
——00

(8.53). Logo, y2 = O e, portanto, y = y; € E4(B). Desta maneira, h(Es(A)) C Ey(B).

Consideremos, y € E4(B), dai por (3.49), tem-se

lim ¢p(t,y) = O. (3.54)

t——+o0

Como h € sobrejetiva, existe x € R™ tal que y = h(x). Como x € R, pelo item 1 da
Proposicéo 3.10, existem x; € Ei(A) e z; € E,(A) tal que x = x; + 5. Note também

que, por (3.46) e (3.54), temos

. T -1 _ 1 -1
Jm oa(tz) = lim (st h(z)) = lim ™ (ep(ty)) .55
11 . — 1 —
=7 ( Jim_oat.)) =7 (0) =0
E, como z; € E(A), por (3.47),

lim @a(t,z1) = O. (3.56)

t——+00

Desde que,
90A{t7x2) = SOA(t?'r - xl) = @A(t’ ZL‘) - @A(taxl)

dai, por (3.55) e (3.56), obtemos
lim pa(t,z) = O. (3.57)

t——+00

Se x5 # O, como z, € E,(A), por (3.48), tem-se tEEl lpa(t, za)| = 400 0 que contradiz
(3.57). Logo, =2 = O e, portanto, z = x; € E;(A). Assim, E (B) C h(Es(A)).

Finalmente, pelo Coroléario 3.1, existem 3 > 0 e k3 > 1 tais que

loa(t, )| > k3'te #|x|, paratodo (t,z) €] — 0o, 0] x E,(A). (3.58)

loa(t, z)| < ksets|z|, paratodo (t,7) €] — o0, 0] x E,(A). (3.59)

Também, existem uy > 0 € k4 > 1 tais que

on(s, )] = ki'ey], para todo (s,y) €] — 0o, 0] x E,(B) (3.60)

los(s,y)| < kset**|y|, paratodo (s,y) €] — 00.0] X E,(B). (3.61)
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Afirmacao 3.19. h(E,(A)) = E.(B).
De fato, seja y € h(E,(A)) entédo existe x € E,(A) tal que y = h(z). Agora, por (3.59),

temos que tlir_n wa(t,z) = O. Dai, por (3.46), obtemos

Jim pp(ty) = lim op(t h(z)) = lim h(pa(t,z))
(3.62)
=h (tLimoo @A(t,x)) = h(0) = 0.

Agora, como y € R", pelo item 1 da Proposi¢ao 3.10, existem y; € E4(B) € yo € E,(B)
tal que y = y1 + y». Como y, € E,(B), por (3.61), tem-se

Jim op(tgs) = O. (3.63)

Note que,
ep(t,y1) = ws(t,y —y2) = vB(t,y) — vs(t,y2),

dai, por (3.62) e (3.63), obtemos
lim ¢gp(t,y1) = O. (3.64)
t——00

Se y; # O, como y; € E4(B), por (3.60), tem-se tEr_n los(t,y1)] = +00 0 que contradiz
(3.64). Logo, y1 = O e, portanto, y = y, € E,(B). Desta maneira, h(E,(A)) C E,(B).

Consideremos, y € E,(B), dai por (3.61), tem-se
lim pp(t,y) = 0. (3.65)
t——0o0

Como h € sobrejetiva, existe = € R" tal que y = h(z). Como x € R", pelo item 1 da
Proposicao 3.10, existem z; € E (A) e z, € E,(A) tal que x = x; + x2. Note também

que, por (3.46) e (3.65), temos

lim a(tr) = lim b~ (pp(t.h(x)) = lim h™'(op(ty))

oo (3.66)
=h"! ( lim soB(t,y))) =h7H0)=0.
t——o00
E, como z, € E,(A), por (3.59),
tlir_n wa(t,ze) = O. (3.67)

Desde que,

QOA(tvxl) - QOA(tam - xQ) = ¢A<t7x) - @A(t7x2)u
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dai, por (3.66) e (3.67), obtemos
tlizn wa(t,z1) = 0. (3.68)

Se 1 # O, como z; € E4(A), por (3.58), tem-se tlim lpa(t,z1)| = 400 0 que contradiz
——00
(8.68). Logo, z; = O e, portanto, x = x5 € E,(A). Assim, E,(B) C h(E,(A)).

Lema 3.8 (Lema 7 da secao 6 do Capitulo Il em (SOTOMAYOR, 1979) e Lema 3.5.4
em (BENAZIC, 2007)). Sejam A;,B; € R ™ e Ay, B, € R™*™, Se A, =, B €
Ay =40p B2 €ntao

A = diag[A;, As] =¢op diag[By, Bs] := B.

Demonstracao. Como A; =, B existe h; € Hom(R") tal que

hi(pa, (t,z1)) = B, (t,hi(z1)), paratodo (t,z;) € R x R™. (3.69)
Também, como A, =,, B, existe h, € Hom(R") tal que

ho(pa,(t,x2)) = @B, (t, he(xs)), para todo (t,z5) € R x R™. (3.70)

Definamos
h: Rutrz _ Rutn2

(z1,22) = h(w1,m2) = (ha(21), ha(w2)).

Afirmacao 3.20. /1 € Hom(R™1"2),

De fato, primeiro vejamos que h € inversivel. Basta definir

g: Rm-&-m N Rm-‘—m
(yi,92) = 9(y1,y2) = (h7 (1), hy (1))
Agora, note que, para (yi, y2) € R™*"2 tem-se
(hog)(yr,y2) = h(g(yr,42)) = h(hy (1), hy ' (1))

= (ha(hy* (y1))s ha(hy (32)) = (y1,92)
= (Idgni+n2) (Y1, Y2)-

Assim, h o g = Idgn,+n,. Analogamente, para (xy, z5) € R™ "2 temos

(g o h)(z1,72)

g(h(w1,12)) = g(h1(21), ho(2))
hit(hi(21)), hy ' (ho(x2))) = (21, 22)

Ian1+n2 ) ((1}1, :UQ)

=
=
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Dai, g o h = Idgn,+n,. Portanto, h inversivel e g = h=!. Também, é claro que e g sdo
continuas em R™+"2 desde que hy, h;' sdo continuas em R™ e hy, h; ' sdo continuas
em R"2,

Finalmente, vejamos que h conjuga A e B. Para (¢, (z1,z2)) € R x R™*"2 como h;

conjuga A; e B; (i = 1,2), temos

h(pa(t, (x1,22))) (e (z1, 7)) = h(diagle"", 2] (xy, 25))
(etAlxl, etAgl,Q)

= (hy(etMmy), ho(e421y))

= (e"Pthi(21), €2 ha(2)) = diagle'™, e"2](hi (21), ha(22))

= e'Ph(x1,22) = pp(t, h(w1, 22)).

=h
=h

Teorema 3.3 (Teorema 8 da se¢do 6 do Capitulo Il em (SOTOMAYOR, 1979) e
Teorema 3.5.2 em (BENAZIC, 2007)). Sejam A, B € Hip(R"). Entdo, A =, B se, e s0
se, i(A) = i(B).

Demonstracao. Suponhamos que i(A) = i(B) = m (0 < m < n). Pelo Lema 3.6, A =,
diag[A,, As] € B =, diag|[Bi, Bs], onde A, B; € R™™ tem todos seus autovalores
com parte real negativa e A,, B, € R~™*(~™) tem todos seus autovalores com parte
real positiva. Agora, pelo Teorema 3.1 e Teorema 3.2, A =, — I, B1 =top —Im;
Ay =top Lnmm © By =¢op In—m- Dali, pela Proposig¢éo 3.4, A, =, By e Ay =, B». Logo,
pelo Lema 3.8, tem-se A = diag[A;, As] =top diag[By, Bo] = B.

Reciprocamente, se A =, B, existe h € Hom(R") conjugagéo topologica entre
A e B. Dai, pelo Lema 3.3, obtemos h(Es(A)) = Es(B) e h(E,(A)) = E,(B). Agora,
precisamos usar o Teorema da Invaridancia da Dimensao (de Brouwer) que afirma
gue “um homeomorfismo entre R* e R! pode existir se, e s6 se, s = " (BROUWER,
1911) e Teorema 3.3 do Capitulo XVII em (DUGUNDJI, 1966)). Portanto,

i(A) = dim E,(A) = dim h(E,(A)) = dim E,(B) = i(B).
Corolario 3.2. Seja A € Hip(R") com i(A) =m (0 < m < n). Entéo

A =i, diag[—1Ln, In—m)
onde I,, € R™™ e [,_,, € Ri"—mx("=m) g50 as matrizes identidades.
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Demonstracao. Como i(diag|—1,,, [,—m]) = m = i(A), pelo Teorema 3.3, temos o
desejado.

Em resumo, abordamos conceitos importantes, tais como o fluxo associado a um
sistema linear, a 6rbita de um ponto definida por esse fluxo e a conjugacao entre
sistemas lineares. Além disso, realizamos uma analise dos diagramas de fase de
sistemas lineares bidimensionais, compreendendo os conceitos de atratores e fontes, os
quais foram caracterizados detalhadamente (Teorema 3.1 e Teorema 3.2). Estudamos
também o conceito fundamental de sistema linear hiperbdlico, ou equivalentemente,
de matriz hiperbdlica, e definimos o indice de estabilidade de uma matriz. Discutimos
a definicdo dos espacos estaveis e instaveis associados a uma matriz, e como eles
descompdem o ambiente. Por fim, demonstramos a equivaléncia entre sistemas lineares
hiperbdlicos, estabelecendo que eles sao topologicamente conjugados se, e so se,

possuem 0 mesmo indice de estabilidade (Teorema 3.3).
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4 ESTABILIDADE ESTRUTURAL DE CAMPOS LINEARES

Neste capitulo, definiremos o importante conceito de estabilidade estrutural e apre-
sentaremos a equivaléncia proposta neste trabalho, que muitas vezes é relegada ao
exercicio por diversos autores ou simplesmente ndo € mencionada. A principal referén-
cia deste capitulo € (BENAZIC, 2007).

Na sec¢ao final do capitulo anterior, realizamos uma classificagdo das matrizes
hiperbdlicas em R"*". Até o momento, ndo ha uma classificacéo topolégica das matrizes
com parte real nula. Portanto, surge a questao: Qual é a “magnitude” do conjunto que
falta classificar? Em outras palavras, qual é o “tamanho” de R"*" — Hip(R") (Figura
29)7?

Figura 29 — R™™ — Hip(R")

/
(—\ Hlp(Rn) /

'//////

NEEe

Fonte: Elaboracao do autor
No que segue, denotaremos por D, (z,) C C (respectivamente, D.[z,] C C) ao disco

aberto (respectivamente, fechado) centrado em z, € C e de raio r > 0, isto é,
Dy (20) ={2€C; |z—2z| <r} e D[z ={2€C; |z— 2| <r}

onde | - | é a norma usual complexa em C. Também, denotaremos por ¢(A) ao conjunto

de todos os autovalores da matriz A € R"*", o qual € chamado de espectro de A.

Lema 4.1 (Lema 3.6.1 em (BENAZIC, 2007)). Seja A € R™*". Dado ¢ > 0, existe § > 0

tal que se B R"" e ||B — A|l < § entdo

U D.()\) (Figura 30).

AEa(A
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Figura 30 — o(B) contido em discos abertos centrados em A € o(A)

C
. -
’o A e N,
| ° - | o0 ]
N ..
RN
[P
v
Fonte: Elaboragao do autor
Demonstracao.

Afirmacao 4.1. Dado B € R"*". Se A € o(B) entao |A| < || B]|-
De fato, se \ € o(B) entdo existe v # O tal que Bv = A\v. Dai,
AL~ [o] = o] = |Bo| < |B] - [o]| = |A| < ||BI.
Afirmacao 4.2. Se B € R"*" tal que ||B — A|| < 1 entao
o(B) S Dyjaja[0] =: D.
De fato, seja A\ € o(B), pela Afirmacédo 4.1 entdo
Al < Bl = I(B—A)+ Al < |B - Al +[JAl < 1+]4]

dai, A € D.

Dado £ > 0, denotemos

‘/5: U Da()‘)'

A€o (A)
Agora, note que se u € D — V. entdo p € o(A) dai, det(A — ul,,) # 0. Isto motiva definir

a seguinte fungéo:
®: CxR™™
(w, B)
Consideremos agora em C x R™™ a norma do maximo (ver Exemplo 8 em (LIMA,
2011))

— C
— ®(u, B) = det(B — pul,).

(1 B)|| = max{]pl, || B]|}-

Ver sdo Fi nal Honol ogada

27/ 04/ 2024 20: 16



90

Afirmacao 4.3. ¢ é continua em C x R™*".

De fato, como a fung&o determinante det : C"** — C é continua (ver Exemplo 27 do
Capitulo em (LIMA, 2011)) segue-se a afirmacéo.

Ja vimos que se p € D — V. temos que ®(u, A) # 0. Logo, por continuidade de
®, existe 9, > 0 tal que se ||(n, B) — (u, A)|| < 6, entdo ®(n, B) # 0, o que implica,

n ¢ o(B). Por outro lado, como claramente

D-V.C J Ds.(w

pneED-Ve

e como D — V. é compacto existem uy,...,u,. € D — V, tal que
D = Vz € Dy, () U--- U Ds,, (). (4.1)

Tomando 6 = min{d,,,...,0,,,1} > 0. Dado B € R™" tal que ||B — Al < 4. Se
pe D -V, por(4.1), existe j € {1,...,r} tal que € D, (11;) e como |B — Al < 9,,,

por construgéo, tem-se u ¢ o(B). Portanto,
D—-V.CD-o0(B),
equivalentemente, o(B) C V..

Teorema 4.1 (Teorema 3.6.1 em (BENAZIC, 2007)). Hip(R™) € um subconjunto aberto

e denso de R™*" (R"*™ com a topologia induzida pela norma uniforme).
Demonstracao.
Afirmacao 4.4. Hip(R") é aberto em R"*".

De fato, seja A € Hip(R"™), tomemos 0 < ¢ < min{|Re(\)|; A € 0(A)}. Pelo Lema 4.1,

existe 6 > 0 tal que se B € R"*" com ||B — A|| < § entdo

o(B)C | DenlV). (4.2)
A€o (A)

Se i € o(B), por (4.2), existe A € o(A) tal que it € D, 2()\). Agora, como
|Re(A)] = [Re(A — ) + Re(p)| < [Re(A — p)| + [Re(p)] = [Re(p — M) + | Re(p)]
dai, tem-se

€ €
[Re(p)] = [Re(A)] — [Re(u = M) 2 [Re(N)| = [p = A > e =5 =5>0
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logo, Re(u) # 0. Portanto, B € Hip(R"™). Assim, mostramos que existe ¢ > 0 tal que se

B e R™" e ||B — Al| < § entdo B € Hip(R™). O que conclui a afirmacéao.
Afirmacao 4.5. Hip(R") é denso em R™*".

Sejam B € R™" e ¢ > 0 por demonstrar que existe A € Hip(R") tal que ||B — 4| < e.

Definimos
or ={X € a(B); Re(\) =0} e o3 ={\ € d(B); Re(\) # 0}.

Claramente, o(B) = 01 U 05, onde a unido € disjunta. Se o; = () entdo o(B) = o, dai,

B € Hip(R™). Assim, podemos supor sem perda de generalidade que o; # (). Seja
d = min{|Re(N)|; A € g2} >0, (4.3)

consideremos 0 < r < min{e,d} e A= B+ rl,. Se A € o(A) entdo existe v # O tal que
Av = Mvlogo (B +rl,)v = \v, dai, Bv = (A —r)v, assim A —r € o(B) = 0, U 2. Agora,

temos duas possibilidades:
* Se A\ —r € gy entdo Re(A — r) = 0dai Re(\) =r > 0.
* Se \—r € g9 entdo Re(A—r) # 0 assim por (4.3) temos | Re(A—r)| > §. Segue-se

|IRe(A)| =|Re(A—=7r)+7r|>|Re(A—=7r)|—r>d—1r>0.

Em qualquer caso, temos que Re()\) # 0dai |B — A|| =r < ¢ e A € Hip(R").

Definicao 4.1. Dizemos que A € R"*" é estruturalmente estavel se, e s6 se, existe

d > 0talque B € R™™ com ||B — A|| < é entdo B =, A.

Intuitivamente, uma matriz é estruturalmente estavel se, ao “perturbar um pouco” a
configuracao de suas oOrbitas, ela nao se altera, exceto por homeomorfismos.

Seja A € R"*" e \ € o(A), denotaremos por m = m(A) a multiplicidade algébrica de
A (i.e., m(\) € o numero de vezes que ) é raiz do polinémio caracteristico de A). Pelo
Teorema de Decomposicao Primaria é satisfeito que dim £,,(A4; \) = dim Nu((A —
AlL,)™) = m (ver Teorema 12 do Capitulo 6 em (HOFFMAN; R., 1971) e Teorema 4.2
do Capitulo Xl em (LANG, 1987)).

Nao dificil verificar que Nu((A — \I,,)*) = Nu((A — \I,,)™) para todo k > m.
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Lema 4.2 (Lema 3.6.2 em (BENAZIC, 2007)). Sejam A € R"*"™ e A € o(A) com m()\) =
m. Entao existem constantes ¢, > 0 e §, > 0 taisque se B € R"" e |B — A|| < d

entao
Z m(u) < m (Figura 31).

pea(B)NDy (V)

Figura 31 — Desigualdade de multiplicidades

* . nxn
° ! ° / R

Fonte: Elaboragao do autor
Demonstracao. Suponhamos por absurdo, que para todo ¢ > 0 e para todo § > 0,
existe Bs ¢ R"*" com |B— Al <d e

Z m(p) > m.

n€o(Bs)NDe(A)

1 . 1
Para,e =6 = % (k € N) existe B, € R"*" com || B, — A|| < % e

Z m(p) > m.

p€a(Br)NDy k()

Desta maneira, construimos (B;) C R"*" tais que

lim By = A (4.4)

k—o0

€ k1, k2 - - -5 ieom,, € 0(By) (repetidos de acordo com sua multiplicidade) com

entdo temos

m(l‘k,l) + m(qu) +...+ m(ﬂ’k,mk) > m,

dai, segue-se

my > m para todo k € N. (4.6)
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Pelo Principio da Boa Ordenacao (Teorema 1 do Capitulo 2 em (LIMA, 2009)), existe

m’ = min{my; k € N} e, por (4.6), temos
m' > m. (4.7)

Por outro lado, para k € N, denotemos

Cr = (Br, — pra L) (Br — paln) - - (Be — penr 1), (4.8)

dai, pelo Teorema 4.1 do Capitulo XI em (LANG, 1987), dim Nu(C}) = m'. Considere-
mos agora {ex1,. .., er } base ortonormal de Nu(Cy). Desde que (ex1), ..., (exm) C
St = {z € R™; |z| = 1} (a esfera n-dimensional unitaria centrada na origem de
R"). Como S™~! é compacto, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 5 do
Capitulo 1 em (LIMA, 2015)), tomando subsequéncias se necessario, podemos supor
que existam ey, ..., e, € S"L, tais que

limep; =¢; (1<j<m). (4.9)

k—o0

Seja N = S({e1,...,emn}). Por, (4.4) e (4.5) em (4.8), obtemos

lim C), = (A — \,)™ =: C. (4.10)

k—00

Afirmacéao 4.6. N C Nu(C).
De fato, paral < j <m’ e k € Ntemos

0< |C€j| = |(C€j — Ckej) + (Ckej — Ckem) + Ckek,jl
S ]C’ej — Ck€j| + |Ok€j — C’keml + ]Cke;w‘] (411)
< |[|C = Cill - e + [|Ckl - lej — ex.]-

Tomando limite quando £ — oo, na ultima desigualdade de (4.11), por (4.9) e (4.10),
obtemos |Ce;| = 0 paratodo 1 < j < m/, dai, Ce; = O paratodo 1 < j < m/. Assim,
e; € Nu(C) paratodo 1 < j < m'. O que mostra a afirmagao.

Finalmente, como N = S({ey, ..., en}), por (4.7) e pela Afirmacéo 4.6, obtemos
m' = dim N < dim Nu(C) = dim Nu((A — \)™) = dim Nu((4 — \)™) = m.

O que contradiz (4.7).
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Teorema 4.2 (Teorema 3.6.2 em (BENAZIC, 2007)). Sejam A € R™" e o(A) =
{A\, ..., A} com m();) = m,;. Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que se B € R™" e
|B — Al < ¢ entao
> m(p) =my, paratodo 1 < j <k
pea(B)ND. (X))

Demonstracao. Suponhamos por absurdo, que existe ¢; > 0 tal que

para todo ¢ > 0 existe B; € R™*™ com ||B; — Al < ¢

e existe jo € {1,...,k} tal que > m(u) # mj,.
1€ (Bs)nDzy (Ajo)

(4.12)

Pelo Lema 4.2, existe ¢ > 0 € d > 0 tal que
se BER™" e |B— Al <doentdo > m(p)<m; paraj=1,... k (4.13)
€ (B)NDey (N)

Consideremos ¢ = min{eg, 1} > 0, assim, pelo Lema 4.1, existe 4, > 0 tal que

k k
se B € R™" com ||B— A|| < §y entdo o(B) C | D-(A) € |JD-,(\).  (4.14)
j=1

j=1
Agora, seja § = min{dy, d;} > 0. Para Bs € R"*" em (4.12), por (4.13), tem-se
Z m(p) < mj,. (4.15)
/LGU(B(;)QDE()\J‘O)

Dai, para 0 B; € R™*" em (4.12), por (4.13), (4.14) e (4.15), obtemos

n= Y mp) =) m(p)

o (Bs) j=1 \ p€c(Bs)ND. (),

<mj, + Z Z m(p)

1<j#j0<k \p€o(Bs)NDe(\;
k
< mj, + E mjzg mj;=n
1<j#jo<k j=1

0 que é uma contradigao.

Corolario 4.1. Se A € Hip(R") entdo existe § > 0 tal que se B € R"*" com ||B—A|| < §
entdo i(A) = i(B) (Figura 32).

Demonstracao. Sejam \,,..., \; € 0(A) com m()\;) = m;, ordenados de tal maneira

gue os r-primeiros tem parte real negativa (0 < r < k).
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Figura 32 — Autovalores com parte real negativa

C
!’.\.
., \m(A2)=4
| |
.\ . 0)\2 .l
. 7/
\-_‘
TS RN
!)\1. o) l\ . .)\3/‘ m(A3) =1
NSt e’
m()\l):2

Fonte: Elaboragéo do autor
Tomando 0 < ¢ < min{| Re(\;)|; 1 < j < k}. Note que com a escolha de ¢ temos o

seguinte:

* Sepue U D.()\,) entdo existe jo € {1,...,r} tal que p € D.(},), dai tem-se
j=1

Re(u) = Re(p — Ajy) + Re(Njy) < |1 — Ajo| + Re(N,) < e +Re();,) < 0. (4.16)

k
* Sepe U D.();) entdo existe jo € {r+1,...,k} tal que i € D.()\;,), dai tem-se
Jj=r+1

Re(:u) = Re(lu - )‘jo) + Re<>‘jo) > _’:u - )‘J'o’ + Re(Ajo) > Re()‘jo) —e>0. (417)
Agora, pelo Teorema 4.2, existe 6 > 0 tal que se B € R"*" com ||B — A|| < ¢ entéo

> m(u)=m;, paratodo 1 < j < k. (4.18)

p€a(B)ND<(\;)
Segue de (4.16), (4.17) e (4.18) que i(B) = i(A).

Finalmente, mostraremos a seguir o resultado principal deste trabalho.

Teorema 4.3 (Exercicio 31 do Capitulo Il em (SOTOMAYOR, 1979) e Teorema 3.6.3
em (BENAZIC, 2007)). A € Hip(R") se, e s0 se, A é estruturalmente estavel.

Demonstracao. Suponhamos que A € Hip(R"), pelo Corolario 4.1, existe ¢; > 0 tal
que

se B € R"" com ||B — Al < 6, entdo i(A) = i(B). (4.19)

Por outro lado, pelo Teorema 4.1, Hip(R") € aberto, logo existe J, > 0 tal que

se B € R com |B — Al| < 4, entdo B € Hip(R"). (4.20)
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Tomando 6 = min{d;, >} > 0 temos que se B € R"*" com ||B — A|| < 6, por (4.19) e
(4.20), obtemos B € Hip(R") e i(A) = i(B). Segue-se do Teorema 3.3, A =, B.
Reciprocamente, suponhamos que A é estruturalmente estavel. Logo, existe § > 0
tal que
se B e R com |B — Al < entédo A =, B. (4.21)

Vamos supor por absurdo que A ¢ Hip(R"). Consideremos 0s conjuntos
o ={X€0d(A); Re(A\) =0} e o3 ={X € a(A); Re(\) # 0}.

Claramente, 0(A) = 01 U 09, onde a unido é disjunta. Como A ¢ Hip(R") temos que

o, # (0. Assim, temos duas possibilidades:

« Se 0, = () entdo todos os autovalores de A tem parte real nula. Para 0 < r < 4,
tem-se A + rl, tem todos os autovalores com parte real positivae A — rI,, tem
todos os autovalores com parte real negativa. Logo, A + r1,,, A —rI, € Hip(R")
comi(A+rl,) =0ei(A—rl,) =n.Mas, por (4.21), tem-se que A =, (A+11,)
e A =, (A—rl,). Logo, pela Proposicéo 3.4, (A + r1l,) =, (A —1l,) e pelo
Teorema 3.3, i(A + rl,) = i(A —rl,) 0 que € absurdo.

» Se 0y # (), consideremos dp = min{| Re(\)[; A € 02} > 0. Seja 0 < r < min{0, dp }.

Afirmacao 4.7. A+rI,, A—rl, € Hip(R").

De fato, suponha que exista i1 € o(A + rl,) tal que Re(i) = 0. Logo, u —r € o(A)
e assim temos

Re(p —r) =Re(p) —r=—-r <0

dai, 4 — r € 02(A) 0 que implica
0o < |Re(p—r)|=|=rl=r

0 que é absurdo. Analogamente, se existe p € o(A —r1,) tal que Re(u) = 0. Logo,

p+r € o(A) e assimtem-se
Re(p+7r) =Re(pu) +r=r>0
dai, u +r € 02(A) 0 que implica

do < |Re(pp+r)=|r|=r
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0 que é absurdo. O que prova a afirmacao.

Agora, como r < 4, por (4.21), tem-se que A =, (A +71,) € A =, (A —11,).
Logo, novamente pela Proposi¢éo 3.4, (A +rl,) =, (A —rl,) € pelo Teorema
3.8, i(A+rl,) =i(A—rl,). Por outro lado, como o, # () existe \, € o1, isto &,
Ao € 0(A) e Re(\g) = 0. Logo,

X +7r€a(A+rl,) com Re(Ag+7)=Re(Xg) +r=7>0 (4.22)

X —1r€a(A—rl,) com Re(A\g—1)=Re(N) —r=—-r<0. (4.23)
Afirmacao 4.8. Sei(A+rl,) =m,0<m < kentdo i(A—rl,) >m+ 1.
De fato, seja u € 0(A +rl,) com Re(u) < 0. Logo, u—2r € (A —rl,) e
Re(p — 2) = Re(p) — 2r < 0.

Dai, temos que i(A — r1,,) > m, mas por (4.22) e(4.23), temos que i(A —rl,) >
m + 1. O que prova a afirmagéo.

Finalmente, da ultima afirmagao temos que i(A +r1,) # i(A —rl,) 0o que € um

absurdo.

Em qualquer caso, obtemos um absurdo. Portanto, A € Hip(R").

Em resumo, para demonstrar a equivaléncia proposta neste trabalho, foi necessario

provar varios outros resultados importantes. Entre eles, destaca-se a demonstracéo de

gue o conjunto das matrizes hiperbdlicas € aberto e denso no espago das matrizes, com

a topologia induzida pela norma uniforme. Além disso, foi crucial compreender como

aproximar uma matriz hiperbdlica por outra matriz com o mesmo indice de estabilidade.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, buscamos explorar a equivaléncia entre sistemas lineares
hiperbdlicos e sistemas lineares estruturalmente estaveis, partindo da motivacéo histo-
rica que impulsionou o estudo das equacdes diferenciais ordinarias desde os tempos de
Newton e Leibniz. Nosso objetivo foi compreender como as solugdes de tais sistemas
se comportam diante de pequenas perturbacdes e como isso se relaciona com a
estabilidade estrutural, uma questdo fundamental em diversas areas da matematica
aplicada, engenharia e fisica.

Iniciamos nossa jornada revisando os fundamentos tedricos necessarios para abor-
dar essa problematica, explorando conceitos como espacos vetoriais, transformacdes
lineares, autovalores e autovetores, além de técnicas de resolugcao de equacdes diferen-
ciais ordinarias. Aprofundamos nossa analise na teoria qualitativa de sistemas lineares,
introduzindo a nogcédo de matriz hiperbdlica e estabilidade estrutural, essenciais para
entender o comportamento dindmico desses sistemas.

Durante nossa investigacéo, estudamos sistemas lineares com coeficientes cons-
tantes, tanto homogéneos quanto ndo homogéneos, e apresentamos uma analise
detalhada da Forma Candnica de Jordan, uma ferramenta poderosa para compreen-
der a evolucao temporal dos sistemas lineares. Além disso, dedicamos esforcos para
demonstrar a equivaléncia entre sistemas lineares hiperbodlicos e sistemas lineares
estruturalmente estaveis.

E importante ressaltar que a compreensao da estabilidade estrutural ndo apenas
enriqguece o conhecimento tedrico, mas também tem implicagbes significativas, na
pratica. A capacidade de prever o comportamento de sistemas dinamicos, projetar
sistemas robustos e eficientes, e controlar processos industriais complexos é essencial
em diversos contextos, desde a engenharia até a fisica aplicada.

Portanto, concluimos que o estudo da equivaléncia entre sistemas lineares hiperbo-
licos e sistemas lineares estruturalmente estaveis nao apenas contribui para o avanco
do conhecimento cientifico, mas também oferece ferramentas valiosas para enfrentar
desafios complexos em diversas areas de aplicagao.

Um possivel estudo futuro seria estudar os chamados campos de Morse-Smale

em variedades diferencidveis compactas. Palis e Smale, mostram que campos de
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Morse-Smale definidos numa variedade diferenciavel compacta sao estruturalmente
estaveis (Teorema 5.2 em (PALIS; SMALE, 1970)).

Outro estudo interessante seria o artigo de Guckenheimer, no qual ele mostra que
se uma matriz A esta no dominio de Poincaré hiperbdlico, seu sistema linear complexo
associado tem uma vizinhanga no espaco dos campos vetoriais lineares complexos tal
gue se um campo esta nessa vizinhanga, entao seus fluxos se comportam da mesma
maneira que o campo associado a A, do ponto de vista topoldgico (Teorema principal
em (GUCKENHEIMER, 1972)).
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