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Resumo

Problemas de otimizagdo sdo de grande interesse na industria e na academia, em
especial o problema do Caixeiro Viajante. Este € um famoso problema NP-hard que
desafia algoritmos na busca de uma solucao eficaz e eficiente. O uso de computa-
dores quénticos para encontrar solugcées de tais problemas apresenta-se como uma
possivel alternativa para o futuro. No presente trabalho, utilizamos dois algoritmos
qguanticos variacionais bem estabelecidos na literatura para resolver instancias sim-
ples do problema do Caixeiro Viajante. Com a motivagdo de se realizar uma prova
de conceito, obtivemos resultados que demonstram a viabilidade do método, quando
comparados com o benchmark classico representado pelo método Simplex. Apesar
dos possiveis gargalos nas aplicagdes de problemas em escala, nossos experimentos
demonstraram resultados que nos encorajam a aprofundar as pesquisas neste campo.

Palavras chave: Algoritmos Quanticos Variacionais, Otimizagdo Combinatoria.
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Abstract

Optimization problems are of great interest in both industry and academia, especially
the Traveling Salesman Problem. This is a famous NP-hard problem that challenges
algorithms in the search for an effective and efficient solution. The use of quantum
computers to find solutions for such problems presents itself as a possible alternative
for the future. In this present work, we utilized two well-established variational quantum
algorithms from the literature to solve simple instances of the Traveling Salesman Pro-
blem. With the motivation of conducting a proof of concept, we obtained results that
demonstrate the viability of the method when compared to the classical benchmark re-
presented by the Simplex method. Despite potential bottlenecks in large-scale problem
applications, our experiments showed promising results that encourage us to further
research in this field.

Keywords Variational Quantum Algorithms, Combinatorial Optimization.
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de comercio.64 paginas. 2023. Trabajo de finalizacion de curso (Graduacion en
Ingenieria Fisica) - Universidad Federal para la Integracion Latinoamericana, Foz do
Iguacu.

Resumen

Los problemas de optimizaciéon son de gran interés tanto en la industria como en la
academia, especialmente el Problema del Viajante. Este es un famoso problema NP-
hard que desafia a los algoritmos en la basqueda de una solucién efectiva y eficiente.
El uso de computadoras cuanticas para encontrar soluciones a este tipo de problemas
se presenta como una posible alternativa para el futuro. En este trabajo, utilizamos
dos algoritmos cuanticos variacionales bien establecidos en la literatura para resol-
ver instancias simples del Problema del Viajante. Con la motivacion de realizar una
prueba de concepto, obtuvimos resultados que demuestran la viabilidad del método,
en comparacion con el benchmark clésico representado por el método Simplex. A
pesar de posibles obstaculos en la aplicacion de problemas a gran escala, nuestros
experimentos mostraron resultados prometedores que nos animan a profundizar en la
investigacion en este campo.

Palavras chave: Algoritmos Cuanticos Variacionales, Optimizacion Combinatoria.
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1 INTRODUGCAO

A computacao quantica emerge como uma area promissora na vanguarda do de-
senvolvimento cientifico e tecnol6gico, prometendo mudancgas com potencial uso dis-
ruptivo na academia e industria. Nas vistas desse potencial, grandes esforcos vém
sendo feito para a construcao de dispositivos capazes de atingir a Supremacia Quan-
tica, termo esse cunhado por (PRESKILL, 2012) para definir uma maquina quantica
programavel capaz de resolver tal problema que seria impossivel ser resolvido em um
tempo habil utilizando computadores classicos.

A primeira ideia de um computador quantico remonta a (FEYNMAN, 1982), que
propdOs a utilizacao de sistemas quénticos para realizar um tipo de "computacdo uni-
versal". Seguiram-se décadas apos o estabelecimento dessa ideia, até que a em-
presa americana IBM inaugurou em 2016 o primeiro sistema de computagao quantica
na nuvem, ampliando o acesso a computadores quanticos reais. Porém, o estado
atual da computacdo quantica ainda esté distante daquele idealizado por Feynman.
Os dispositivos atuais sofrem com o fendbmeno de decoeréncia, e possuem poucos
qubits manipulaveis, o que torna impraticavel quaisquer aplicagdes de problemas de
grande escala. (PRESKILL, 2018) criou o termo Noisy Intermediate-Scale Quantum
(NISQ) computers para se referir aos computadores quanticos da era pré Supremacia
Quantica, e estudos vém sendo feitos a fim de compreender que aplicagdes e que
problemas podem ser resolvidos com tais dispositivos.

E nesse contexto que surgem os algoritmos quanticos, que podem ser execu-
tados em computadores quéanticos no intuito de resolver tarefas especificas, como
a fatoracdo de numeros primos (SHOR, 1994), a simulacdo de sistemas quénticos
(LLOYD, 1996), ou a resolucao de sistemas lineares de equagdes (HARROW; HASSI-
DIM; LLOYD, 2009). A principal caracteristicas desses algoritmos consiste no ganho
exponencial de performance quando comparados a métodos classicos.

Na era de dispositivos NISQ, os Algoritmos Quénticos Variacionais apresentam-
se como 0s principais atores para a obtencdo de alguma vantagem computacional
(CEREZO et al., 2021), abrangendo problemas de uma classe substancial de areas
do conhecimento. Exemplos incluem a Simulacdo de sistemas dindmicos, Machine
Learning, Correcdo de Erros em Computadores Quéanticos, e mais relevante para o
presente trabalho a Otimizacdo Combinatoria.

Dentro desse escopo, o Problema do Caixeiro Viajante chama a atengao pela com-
plexidade e potencial de aplicabilidade, sendo um candidato excelente ao estudo da
aplicacao de algoritmos variacionais como possivel ferramenta de solu¢gdo. Dada a
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sua relevancia,ja foram propostos diversos métodos e realizados estudos exaustivos
sob diversas instancias do problema. Dito isto, qualquer estudo voltado ao uso de
novas ferramentas para a obtencao de solucdes viaveis é relevante do ponto de vista
académico e justificavel por si s6.

1.1 OBJETIVOS

O presente trabalho possui como objetivo validar o uso de algoritmos variacionais
aplicados ao Problema do Caixeiro Viajante. Utilizaremos instancias reduzidas do pro-
blema, pois nos limitaremos a analisar provas de conceito. Ademais, uma introducao
basica a computacao sera apresentada com a finalidade de estabelecer as bases que
sustentam o trabalho. Para aqueles que nao estdo familiarizados com a area de com-
putacdo quantica, recomendamos a leitura de (MERMIN, 2007) e (ALBINO; GOMES;
BLOOQT, 2020). Sobre os objetivos gerais e especificos, segue que:

* Objetivo principal - O trabalho possui como objetivo principal mostrar a possi-
bilidade do uso de computadores quéanticos na resolucao de um problema de
Programacéo Linear Inteira Bindria através de sua conversao em um Hamiltoni-
ano de Ising.

» Objetivo especifico - Utilizaremos os algoritmos VQE e QAQOA, para resolver al-
gumas instancias do problema (simétricas e assimétricas) e comparamos os re-
sultados para os diferentes algoritmos com o intuito de avaliar o mais adequado
para a utilizagdo em problemas de escala real.

1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O trabalho foi organizado em sete capitulos, sendo o capitulo 1 a introducao. Nos
capitulos 2 e 3 faremos uma breve exposicao a temas relevantes de computagcéao quan-
tica e algoritmos variacionais. No capitulo 4 apresentamos o problema do Caixeiro
Viajante e sua formulagdo matematica, assim como as instancias escolhidas para tes-
tes posteriores e os resultados obtidos através de métodos classicos. Por sua vez,
abordaremos no capitulo 5, uma breve exposicao as formulagées QUBO, trataremos
também da formulagcdo de um problema como um Hamiltoniano de Ising. No capi-
tulo 6, os resultados e experimentos serdao apresentados. Finalmente, no capitulo 7
apresentaremos as conclusdes e perspectivas para futuros trabalhos.
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2 FUNDAMENTOS DE COMPUTACAO QUANTICA

A fim de estabelecer um base tedrica para sustentar os argumentos e conclusées
do presente trabalho, apresentaremos neste capitulo alguns conceitos fundamentais
da computacdo quantica. Faremos isso de forma concisa, uma vez que a intencéo
do trabalho ndo € a de ser um texto voltado a aprendizagem do tépico em questao.
Entretanto, sempre que necessario, detalharemos as passagens para uma melhor
compreensao das respectivas discussoes.

2.1 QUBITS E ESTADOS QUANTICOS

Sabemos (TOCCI, 1994) que a unidade basica de informacdo em um computa-
dor classico é o bit (aqui chamaremos de cbit). Associamos a cada cbit dois niveis
possiveis: 0 ou 1; ou seja, uma configuracao com n cbits distintos possui 2" estados.
Um computador classico opera em uma string (conjunto de valores) como 001101010,
transformando-a em outra através de operacodes logicas.

De forma analoga, como ilustrado em (MERMIN, 2007), a unidade basica de in-
formacdo em um computador quantico € o qubit. Essa terminologia é usada como
referéncia ao termo quantum bit. Vamos associar a cada qubit dois estados possiveis
- |0) ou |1) - utilizando a notagéo de Dirac

o) = (é) e 1= (i’) (1)

Apesar da semelhanga, existe uma diferenca fundamental entre o cbit e o qubit, a
qual é baseada no fato de podermos associar um estado geral |¢)) ao ultimo, onde

[¥) = aol0) + au[1) = <a0> (@)

a

sendo ag,a; € C e |ag|* + |au|* = 1. Aqui |¢) é dito ser uma superposigdo dos
estados |0) e |1) com amplitudes oy € a1 e representa um vetor no Espaco de Hilbert.
Esse vetor, chamado de ket, contém toda a informacgdo sob o estado do qubit' e
possui um par dual chamado de bra ()|]. Um computador quéntico opera em um
conjunto de qubits através de operagdes especiais que estudaremos a frente na secéo

Isso apenas é verdade se estivermos lidando com estados puros, como é o caso do presente
trabalho. Para ocasides em que isso ndo é verdade, devemos lidar com o formalismo das matrizes
densidade.
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de Operacgdes Reversiveis.

Na area de computacdo quantica, a Esfera de Bloch (Figura 1) é uma represen-
tacdo geométrica de um estado quantico puro de dois niveis no espaco de Hilbert
bidimensional, nomeada em homenagem ao fisico suico Félix Bloch. O polo norte e
sul da esfera correspondem aos estados |0) e |1) respectivamente, enquanto os outros
pontos na superficie da esfera sdo caracterizados pelo estado geral

cos ()

9) = 22 00) +e

ipsen(0)
2

1), 0<60<m 0<¢<2m (3)

Figura 1: Representagéo abstrata de um qubit através da Esfera de Bloch. Podemos
encarar o vetor |¢)) como uma fun¢do de onda descrevendo o estado do qubit.

Fonte: (NIELSEN; CHUANG, 2011).

Essa representagéo é util para compreendermos a atuagao de operadores em qu-
bits. Um par de qubits pode ser encontrado em um dos quatro possiveis estados
abaixo:

10010}, [02[1), (1[0}, [1)[1),

cuja combinacédo € ilustrada na Figura 2. Existem algumas notacdes alternativas
para representar multiplos qubits, como utilizar a expansao em binario dos respectivos
inteiros da base 10, onde o subscrito representa a base em que a expansao é feita:

‘O>27 ‘1>27 ‘2>27 ‘3>2

Representamos uma superposicao de multiplos qubits como

) = D aufa),, onde > =la*=1. (4)

0<z<2n 0<z<2n
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Figura 2: llustracdo de possiveis medidas de pares de qubits. Neste caso podemos
fazer uma analogia com langamentos de moedas e suas possibilidades de medida.

By < oo

11 1)
10) 10)

qubit 0 qubit 1 I I
10) 10) |01)
X X )

10) 10)

' 10
v L a9 . ')

) )
0) 0)

11)

1) 1)
Fonte: De autoria prépria.

Adicionalmente, se tivermos dois qubits, onde o primeiro € descrito por |¢) = «ag|0) +
a1/1) e o segundo por |p) = (,|0) + 31|1), 0 estado |V) formado pela combinagdo de
|) e |¢) € dado por:

W) = [¢) @[6) = (a0]0) + en 1)) ® (5l0) + Fu[1))

(5)
= 05050‘00> + Oéoﬁl‘01> + 04150‘10> + 04151‘11>,

onde |¢) ® |¢) representa o produto tensorial dos dois estados. Em um computador
classico, um cbit é codificado em um sinal elétrico com uma faixa de tenséo especifica
associada a um de dois niveis?. Como sistema fisico atribuido, pode-se utilizar um
chip supercondutor de Silicio ou Germanio (Transistor) (TOCCI, 1994).

Ja em um computador quantico, pela natureza dos qubits, devemos utilizar siste-
mas de natureza quéntica para simula-los. Existem varias alternativas viaveis, como
codificar um qubit na polarizagao de um foton (horizontal | H) = |0) e vertical |V') = |1)),
ou utilizar um chip de material supercondutor onde pares de elétrons sofrem o fené-
meno de tunelamento, permitindo que os elétrons possam ser encontrados em apenas
dois niveis de energia (LADD et al., 2010).Outro cenario consistiria em utilizar a téc-
nica de Ressonancia Magnética Nuclear, criando qubits em um estado de dois niveis
através de pulsos de radio-frequéncia no spin nuclear de uma molécula de cloroférmio
(OLIVEIRA et al., 2011).

2Geralmente ~ 5V representando um sinal HIGH e ~ 0V um sinal LOW.
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2.2 OPERACOES REVERSIVEIS

Computadores quanticos realizam uma parte importante de seu trabalho através
de operacoes reversiveis. A necessidade da reversibilidade dos operadores I6gicos,
surge da propria natureza da Mecanica Quéntica, uma vez que suas operagdes sao
reversiveis (e também unitarias). Podemos ir além e considerar a necessidade da re-
versibilidade como uma consequéncia direta da segunda lei da termodinamica, uma
vez que a irreversibilidade l6gica de operadores classicos aumenta a entropia do sis-
tema, dissipando energia, 0 que em um sistema quantico levaria a perca de coeréncia.
Consequentemente, na computagdo quantica as operacoes reversiveis sao impres-
cindiveis para garantir o acesso aos autovalores associados as medidas do circuito.
Porém, para podermos explorar melhor esse conceito, precisamos compreender o que
sao Operadores Hermitianos e Unitarios.

Um operador A é dito ser Hermitiano se At = A, onde At é o operador adjunto
a A obtido através do célculo da matriz transposta conjugada de A, e na Mecanica
Quantica representamos observaveis através de Operadores Hermitianos (SAKURAI;
COMMINS, 1995). Por outro lado, um operador é unitario se o respectivo operador
adjunto for igual ao operador inverso, ou seja, dado um operador U, ele € unitario se

UUt=UU = 1. (6)

Como toda transformacado unitaria esta associada a uma operacgéo inversa (por
definicdo), a atuacdo de um operador unitario em um qubit é reversivel (MERMIN,
2007), e os primeiros operadores que veremos sao os Operadores de Pauli:

S R A I
1 0 1 0 0 —1

E possivel representar estes operadores através da seguinte notagdo: X, Y, Z,
cujas respectivas atuagdes em um qubit sdo dadas por:

1), sez=0
Xl|z) = :
0), sex=1

ill), sex=0
Y|z) = : 9)
—i|0), sex=1

0y, sex=0
Z|z) = ) (10)
—|1), sex=1

Note que analisando as equacgdes 8, 9 e 10, vemos que tais atuagbes podem ser
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compreendidas como uma rotacao do vetor que representa o estado do qubit na esfera
de Bloch. Ademais, sabemos que a unido das matrizes de Pauli com a matriz identi-
dade forma uma base para o espaco vetorial de matrizes hermitianas 2 x 2. Ou seja,
podemos decompor qualquer operador Hermitiano em termos destes operadores.
Outro operador relevante para o presente trabalho é a porta Hadamard, que é

descrita como
1 1 1
H=— , 11
\/§<1 —1) (1)

cuja atuagdo em um qubit € dada por

1 1
V2 V2
Pela equacéo 12 vemos que o operador Hadamard direciona o qubit para uma super-
posicdo equitativa dos estados da base computacional.

Até este momento todos os operadores apresentados atuam em apenas um qubit,
porém temos uma classe de operadores que chamamos de Operadores Controlados,
cuja atuagcdo depende do estado de um (ou mais) qubits. Em especial, o operador
CNOT atua em dois qubits (que podem ser descritos como qubit de controle e qubit
alvo), da seguinte forma:

H|0) = —=([0) +[1)) e  H|) =—=(]0) —[1)). (12)

Crolz)|y) = |2)|y © 2), Corlz)|y) = [z @ y)ly), (13)

onde & € uma soma na Aritimética Modular de base 2.

Por ultimo, temos os operadores de rotacdo RX(6), RY (¢) e RZ(#), que represen-
tam rotacdes parametrizadas por um angulo 6 na esfera de bloch em torno dos eixos
x, y e z respectivamente. As matrizes que representam estes operadores sdo

cos? —isen?
RX(Q) - (—isejﬂ cosQ2 ’ (14)
2 2
cos? —sen?
RY (0) = (senzg c03Q2> , (15)
2 2
e—i9/2 0
RZ(0) = ( . 61,9/2) . (16)

2.2.1 Diagramas de Circuito

Representamos a atuacado de operadores em qubits através de portas quéanticas
(do inglés quantum gates). Estes sdo dispostos em diagramas de circuito como o da
Figura 3. Neste caso temos 3 portas quanticas atuando em um conjunto de 4 qubits.
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Cada linha do circuito representa a evolucao temporal de um qubit, e da esquerda
para a direita observamos como ele evolui com a atuacao das operagdes reversiveis.
O operador f atua nos qubits ¢; e g; enquanto g atua em ¢; e ¢g. Como ambos es-
tao alinhados verticalmente a atuacao no estado conjunto é simultdnea e podemos
representa-la através do produto tensorial f; ; ® g,;. Logo apos a porta h atua em g; e
qr como I; ® h;, ® I;. Por ultimo, 4 portas Hadamard atuam nos 4 qubits simultanea-
mente.

Figura 3: Atuacao de trés operadores (f,g,h) em 4 qubits junto com a atuacao de
portas Hadamard nos mesmos.

1 2

qi — i EH_
ol |

% — : {H |-
1

k. — : HH—
g I I

q — i EH—

Fonte: De autoria prépria.

2.3 EMARANHAMENTO

Em 1935 Einstein, Podolsky e Rosen publicaram o famoso artigo nomeado "Can
Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete?" com
a intencao de demonstrar uma suposta falha fundamental na teoria da Mecanica Quan-
tica. Com esse artigo eles introduziram o conceito de Emaranhamento, que chamaram
de "acdo fantasmagdrica a distancia”.

Em 1951, David Bohm propés uma versao simplificada do experimento que iremos
abordar para compreendermos o fendmeno. Para tal experimento, consideremos o
decaimento de um pion neutro em um elétron e um pédsitron

7r0—>e_+e+

Assumindo que o pion estava em repouso, o elétron e o pdsitron rumam em dire-
cbes opostas. Pela conservagdo de momento angular, temos que o estado do sistema
€ 0 seguinte singleto:
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1
V2

A equacédo 17 nos diz que os spins do elétron e pdsitron estdo intrinsecamente
correlacionados. Se uma medicao for feita, e descobrirmos que o elétron tem spin up
(T_), a unica possibilidade é encontrarmos o pdsitron com spin down (|, ) e vice-versa.
Ademais, essa correlacédo € independente da distancia que se encontram o elétron e
o positron.

Uma vez que temos uma ideia clara do que é um estado emaranhado, vejamos
como identifica-lo. Um sistema que pode ser dividido em dois subsistemas no espaco
de Hilbert é conhecido como Sistema Quantico Bipartido (PRESKILL, 1998). Se deno-
tarmos como H 4 e H g 0s dois subespacos, temos que o0 espaco de Hilbert do sistema
composto € descrito por:

0) = —(t 4y + 410, (17)

H=HsRQHp (18)

Porém nem todos os estados |¢)) € H sdo emaranhados. Quando dois estados
estdo emaranhados, o sub-estado de cada sistema composto sé pode ser descrito em
relacdo ao outro sub-estado. Quando dois estados nédo estdo emaranhados dizemos
que eles estdo em um estado produto. Entao se |1)) € Ha, |¢) € Hp € |x) = |¢) @ |¢),
|x) € um estado produto (MCMAHON, 2007).

Estados que ndo podem ser descritos como um estado produto no sistema bipar-
tido sdo estados emaranhados. Um exemplo de uma base para um estado bipartido é
a Base de Bell, a qual é constituida de quatro estados emaranhados denominados de
Estado de Bell:

=
V2

ondesey =0 — 7y =1, e vice versa.

Vo) = —=(10y) + (=D)*17)) 2,y =0,1 (19)

2.4 MEDIDAS EM UM COMPUTADOR QUANTICO

O conceito de medida é de fundamental importancia na computag¢édo quantica, visto
gue ao contrario da computagao classica, onde a medida nédo é disruptiva, em um com-
putador quantico ela corrompe o estado que estamos trabalhando, ou seja, a medida
colapsa o estado quantico. Ao contrario de todas as operacdes realizadas em um
computador quéantico, a medida € uma Operacéo Irreversivel.
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2.4.1 Regrade Born

Para descrevermos completamente o estado de um bit, precisamos apenas uma
informacéo, isto é, se o bit esta no nivel 0 ou 1. Porém, para explicitarmos comple-
tamente o estado de um qubit ( Eq 2), precisamos especificar as constantes oy e
sujeitas a condigdo de normalizacéo |ay|? + |a1|* = 1. Mas, segundo a Regra de Born
(BORN, 1926), ndo podemos medir um estado quéantico e obter simultaneamente to-
das as constantes que o caracterizam. Dado um estado quéntico de n qubits, descrito
por

W) = > ala), (20)

0<z<L2n

¢ comum dizer que |a,|* indica a probabilidade de encontrarmos o estado |z), ao
medirmos |¥), mas isso € um abuso de linguagem, uma vez que |z),, € apenas um dos
sub-estados que compde o estado como um todo. Podemos dizer, com mais precisao,
gue uma medida de energia sob o estado descrito pelo vetor de onda |V) levard a uma
observacao de um nivel de energia E, com probabilidade dada por P(z) = (z|V) =
|, |?, € ainda, apés a medida o estado |¥) colapsa para |z),. Vejamos entdo como
representar uma medida em um computador quéantico através de um diagrama de
circuito.

Inicialmente consideramos a operagéo X|0), sabemos pela regra de Born, que a
probabilidade de medirmos algum estado especifico € dada pelo médulo quadratico
da probabilidade que acompanha o estado, nesse caso o estado final serd |1) e sua
probabilidade associada 1. O ato da medida é representado pelo elemento de circuito
apresentado na figura 4. Note que uma vez que a medida é feita, a representamos
na base computacional. A mesma ideia pode ser aplicada se atuarmos uma porta
Hadamard no estado inicial, onde a operagéo nos leva ao estado |0) ou |1) com a
mesma probabilidade ( de valor 0.5).

Figura 4: Medida em um computador quantico.

0/1
0) X Ar— 1
0) H ~At— (0 ou 1)

Fonte: De autoria prépria.
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2.4.2 Medidas em Bases Distintas

Até agora falamos apenas sobre medidas na base computacional (]0) e |1)), po-
rém, ndo precisamos nos limitar a mesma. Uma possivel alternativa, € utilizar a base
formada pelo conjunto

! 1
NG vz

Dado um estado arbitrario, obtido através da equagéo 2, ele pode ser descrito em
funcdo desta base como:

+) = —Z=100+[1) e [-)=—7=(0)—[1). (21)

P+ P ),
Pela regra de Born, uma medida nessa base nos levaria aos estados |+) ou |—) com
probabilidades |« + a1]?/2 € |ag — a1 |*/2 respectivamente.

Entdo, dado quaisquer estados ortonormais |a) e |b) formando uma base, é pos-
sivel expressar um estado arbitrario como uma combinagao linear «p|a) + a4|b) dos
estados da base. Além disso, podemos realizar uma medida com respeito a |a) e |b),
resultando em a com probabilidade |«,|? ou b com probabilidade |, |>. A condigéo de
ortonormalidade é necessaria para garantir que |ay|? + |a;|? = 1 (NIELSEN; CHUANG,
2011)

¥) =

2.4.3 Sobre Estatistica e Valor Esperado

O processo computacional geral de um computador quantico € dado ao realizar-
mos varios experimentos idénticos, seguido de uma andlise estatistica sobre o resul-
tado dos mesmos. Dito isso, € importante introduzirmos a ideia de Valor Esperado. Na
estatistica, o valor esperado é definido como a média aritmética de varios resultados
independentes de uma variavel aleatoria (PISHRO-NIK, 2016), ou seja, a média de
todos os possiveis resultados de um dado experimento. Por exemplo, suponha que
temos um sistema de spin 1/2 e realizamos diversas medidas sob o eixo z. O valor
esperado do operador S, indicara a média dos possiveis resultados, e podera assumir
valores entre —//2 e h/2. A longo prazo, esperamos que um experimento gere um
resultado mais proximo aquele indicado pelo valor esperado.

O Valor Esperado de um dado Operador # é o valor médio daquele operador com
respeito a um dado estado quantico (NIELSEN; CHUANG, 2011). Isto é dizer, se
prepararmos diversas copias idénticas de |¢)) e medirmos todas em relagéo a 7, qual
sera a média dos valores medidos? Esse é o valor esperado, e € escrito como:

<7'2> = Z P(w;)wi, (22)
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onde w; é o valor obtido e P(w;) a respectiva probabilidade de obter esse valor. Sendo
H|Y) = w;]ih) e P(w;) = |(w;|1)]?, podemos reescrever (H) como:

<7'2> = Z(Wﬁ‘%ﬂwz’w (23)

7

Porém, como } |w;)(w;| = 1 temos que
(H) = (UIHIY). (24)

2.5 PARALELISMO QUANTICO

De acordo com (MERMIN, 2007) um computador quantico devidamente progra-
mado deve ser capaz de agir em um numero z e produzir outro numero f(x), para
alguma fungéo especifica f. Se especificarmos 0 numero x como n bits inteiros e
0 numero f(x) como m bits inteiros serdo necessarios ao menos m + n qubits para
realizar este processo computacional. Entdo vamos assumir que o célculo de f(z) é
feito através de uma transformac&o unitaria Uy nos qubits de entrada e saida, onde:

Uf(|x>n‘y>m) = |2)n|y © f(2))m- (25)

Agora, note que se os qubits de entrada estiverem na base |0)®" e atuarmos com n
portas Hadamard, obteremos o estado

271/
n 1
H® ’0>n - W Z’$>n (26)
=0

Se aplicarmos a transformacao unitaria da equagéo 25 como no diagrama de circuitos
da Figura 5, temos

VA" © 1)(0)al0)) = 57y Sl ()} @7)

Figura 5: Atuagdo de gates Hadamard na base computacional |0)®™ e atuagao de
transformacgéo unitaria U; na base |0)®"|0)®™.
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Fonte: De autoria prépria.
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A equagéo 27 nos diz que se antes de atuarmos com Uy, n0s simplesmente atu-
armos com uma Hadamard em cada qubit de entrada no estado padrao |0)®", o re-
sultado do processo computacional € descrito por um estado cuja estrutura ndo pode
ser explicitada sem conhecer o resultado de todas as 2" avaliagées da funcdo, mas
sabemos que nao é possivel acessar-los. Desso modo, seria preciso clonar esses
resultados antes de realizarmos a medida para medi-los separadamente, o que nao é
permitido de acordo com o Teorema da nao-clonagem (PARK, 1970).

2.6 COMENTARIOS

Os fundamentos que foram brevemente discutidos no presente capitulo podem
ser usados para o desenvolvimento de algoritmos que abrangem diversas areas e
problemas, dentro delas a Otimizacao esta incluida. Nos préximos capitulos, vere-
mos estratégias de como utilizar o paralelismo quantico para obter alguma vantagem
computacional comparada com os métodos classicos na solu¢do de tais problemas.
Primeiramente, avaliaremos e buscaremos entender a teoria por tras de dois algorit-
mos conceituados dentro da computacao quantica, sendo eles o Variational Quantum
Eigensolver (VQE) e o Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA). Cabe
ressaltar que os estudos seguem a linha de prova de conceito, visto que a andlise da
performance de execucgao foge do escopo do presente trabalho.
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3 ALGORITMOS QUANTICOS VARIACIONAIS (VQAS)

Segundo (CEREZO et al., 2021) os Algoritmos Quéanticos Variacionais tem surgido
como estratégia principal para obtermos alguma vantagem computacional efetiva na
era de dispositivos NISQ. Neste capitulo, discutiremos as bases tedricas que descre-
vem os diferentes algoritmos variacionais, € demonstraremos dois exemplos, a saber:
o Variational Quantum Eigensolver (VQE) introduzido por (PERUZZO et al., 2014) e
o Quantum Approximate Optimization Algorithm (QAOA) inicialmente apresentado por
(FARHI; GOLDSTONE; GUTMANN, 2014).

3.1 CONCEITOS BASICOS

Os algoritmos quanticos variacionais podem ser utilizados em varios escopos, ge-
rando diversas estruturas de niveis e complexidades distintas. Apesar disso, podemos
destacar alguns elementos basicos que todos os VQAs tem em comum. A Figura 6
explicita a estrutura habitual de um VQA. Podemos separa-los inicialmente em dois
blocos, uma QPU (Quantum Processing Unit) que roda um algoritmo quantico para-
metrizado, e uma CPU (Classical Processing Unit) que a partir de um algoritmo de
otimizagao cléssica atualizara os parametros utilizados na QPU.

Figura 6: Estrutura geral de um algoritmo quantico variacional.

lassical Computer CH) = ¥ filt,pr)

Optimizer
arg min C(8)
2]

Fonte: (CEREZO et al., 2021).

Quantum state
Probability distribution
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O algoritmo variacional tem como input um conjunto de dados {p;}, uma fungéo
custo C(0) que codifica a solugdo do problema, e um Ansatz (circuito quantico pa-
rametrizado por um conjunto discreto de angulos 8). O output sera a solugao do
problema, que dependera da forma como definimos a func¢ao custo, podendo ser um
estado quantico, uma distribuicdo de probabilidade, ou algum elemento do Ansatz.

A funcao custo essencialmente mapeia os valores dos parametros & em niumeros
reais, ou seja, ela define uma superficie superficie de busca. Podemos escreve-la da
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seguinte forma:

C(0) =Y fu(0.{pr}). (28)

k

O algoritmo classico de otimizacdo tera a tarefa de encontrar sob essa superficie
os valores 8" que minimizam a fungéo custo, sendo

0" = argmin C'(0), (29)
0

rodando em loop, e a cada iteracao utiliza um circuito quantico para estimar o valor
esperado do operador hamiltoniano que define o problema, a partir de alguma estra-
tégia a depender da forma do Ansatz. A solucao final do problema sera obtida quando
algum critério de parada previamente estabelecido for atendido.

Tanto o VQE quanto o QAOA utilizam o Principio Variacional da mecénica quéntica
para encontrar o valor esperado do operador Hamiltoniano que define o problema, e
a partir disso realizam operag¢des para encontrar a resposta do problema. Por con-
seguinte, se mostra necessario estudarmos o principio variacional para compreender-
mos a estrutura por tras de tais algoritmos.

3.1.1 Principio Variacional

Suponha que queremos calcular o valor do estado fundamental de energia E; para
um sistema descrito pelo hamiltoniano 7, porém nédo conseguimos resolver a equacéo
de Schrédinger (por qualquer limitagcdo que seja). O Principio Variacional Ihe dara
um limite superior para E;, e com algum trabalho conseguimos derivar o valor exato
(GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). Podemos escrever % como

H = Z)\i|¢z‘><¢z‘|, (30)

sendo \; os autovalores e |¢;) os autovetores que formam a base para o operador A.
O valor esperado de H em um estado qualquer |¥) é dado por:

(H)w = (V[H|T). (31)

Substituindo # na equacgdo 31 por sua representagdo da equacdo 30 obtemos
(7:[>\1, = (V| <Z /\z|¢z><¢z‘) W) = Z)\z<‘1/|¢z><¢z|‘1/>

= (H)w = Z)\i|<wz’|\1j>|2'

Uma vez que todos os termos da expansao sao positivos, e pelo menos um deles
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envolve o valor de \,,;,, fica claro que:
Amin < (H)w = (P[H|¥) = ZM (i W) (32)

e como por definicdo E; é igual ao menor autovalor de #, encontramos um limite
maximo para o mesmo.

Algo importante a se notar é que o valor de energia esperado para o estado funda-
mental [V ) é

Consequentemente:

~

(H)w, = Amin- (33)

A equagéo 33 nos diz que para encontrarmos £y devemos calcular o valor esperado
do operador hamiltoniano 7 correspondente ao estado fundamental |¥ ).

3.2 VARIATIONAL QUANTUM EIGENSOLVER

Uma das principais aplicagbes dos VQAs é encontrar estados fundamentais de
energia para diferentes sistemas fisicos a partir dos autovalores de um dado opera-
dor, que € escolhido como o hamiltoniano do sistema. Previamente aos algoritmos
variacionais, essa tarefa era feita através do Algoritmo de Estimag&o de Fase ou QPE
(Quantum Phase Estimation) introduzido por (KITAEV, 1995). Dado um operador uni-
tario H e um estado quantico |¢) tal que H|) = ¢*™|+), o QPE estima a fase global
0 através de diversas operagdes controladas. Porém a profundidade e o tempo de
coeréncia necessarios para o QPE tornam impraticaveis quaisquer implementacdes
reais na era de dispositivos NISQ.

O VQE se apresenta como uma alternativa ao QPE, onde o estado fundamental é
encontrado através do Principio Variacional, ou seja, calculando o valor esperado do
Hamiltoniano, e através de uma estratégia de medidas locais, diminuimos considera-
velmente o tempo de coeréncia necessario para a convergéncia do algoritmo.

3.2.1 Quantum Expectation Extimation (QEE)

Na secéo 2.2, mostramos que os operadores de Pauli junto com a matriz identi-
dade formam uma base para o espaco vetorial das matrizes hermitianas 2" x 2", que
podemos escrever qualquer operador hamiltoniano como:

= g cioy + E Cj7k0-]0~éa-£+
% 7,k
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onde ¢;, c;x € R e of, 0%, ol s&o operadores de Pauli, com a e 3 representando o
subespaco de atuagdo. Pela linearidade das operagdes vale que:

(H) =) alof) + ) eirlof)on) (34)
% 7.k
Consequentemente, o calculo de (#) se reduz ao célculo de um ndmero polino-
mial de valores esperados de produtos tensoriais de matrizes de Pauli e da matriz
identidade (PERUZZO et al., 2014).

3.2.2 Preparacao de Estados e Medindo o Valor Esperado

Um problema de autovalor de um observavel representado por um operador #,
pode ser reescrito como um problema variacional, em termos do coeficiente de
Rayleigh-Ritz, onde o autovetor |¥) correspondente ao autovalor minimo é o vetor
gue minimiza:

(U|H| ) (35)

Entao computando esse coeficiente, utilizando o QEE como uma subrotina pode-
mos preparar autovetores desconhecidos.

Segue o algoritmo adaptado de (PERUZZO et al., 2014) que detalha a implemen-
tacdo do VQE:

1. Projete um circuito controlado por um conjunto de parametros {6;} que possam
preparar uma classe de estados. Prepare o estado inicial |¥°) e defina a seguinte
funcéo objetivo:

C(6) = f({6;}) = (WO HIHI({67})
onde i,n € Z, e representam o niumero de parametros e a iteracao atual respec-

tivamente;

2. Sendo o valor inicial de n = 0, repita até alguma condicao de parada ser atingida:

(a) Chame o QEE com {6} como input;
(i) Utilizando a QPU, calcule (0?), (o%,07)... em |U™) para todos 0s termos
de H;
(i) Some os valores da QPU com seus respectivos pesos ¢ para obter
FR0});
(b) Alimente o algoritmo classico de minimizagdo com f({6!}) e o deixe deter-
minar {671},
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Apresentamos na Figura 7 uma representacao esquematica da estrutura geral do
algoritmo, onde Algorithm 1 representa o QPE e Algorithm 2 o VQE.

Figura 7: Diagrama esquematico do VQE.

Algorithm 2
Algorithm 1 |
QPU ! CPU
(Hy) (Hy)
EEma cuentum module 1 Lo
(Ha) (Hz)

quantum state preparation

0
=]
+']
2
c

. E
. 3
(=]
(=}
=
)
(]
classical adder
+ X

Fonte: (PERUZZO et al., 2014).

3.3 QUANTUM APPROXIMATE OPTIMIZATION ALGORITHM

O QAOA ¢ um algoritmo variacional inicialmente projetado para resolver proble-
mas de Otimizacdo Combinatoria. Ele € inspirado no Algoritmo de Evolugcdo Adia-
batica (FARHI et al., 2000), porém ao contrario desse, busca apenas uma resposta
aproximada para o problema em questao.

Assim como no VQE, a fungéo custo codifica o valor esperado de um Hamiltoni-
ano (que aqui chamaremos de Funcgao Objetivo) sob um estado v/, mas nesse caso,
1 depende de um conjunto de angulos {v, 3}. Adicionalmente, o algoritmo depende
de um inteiro p > 1 e a precisdo da aproximagao melhora conforme p aumenta. Ve-
remos ainda como resolver o problema conhecido como Problema de Corte Maximo,
utilizando uma variacao do QAOA em que fixamos o valor da constante p.

3.3.1 Otimizacao Combinatoéria

Problemas de Otimizacao Combinatéria sdo especificados por n bits e m clausulas,
onde cada clausula é uma restricdo em um subconjunto de bits. Definimos uma funcéo
objetivo como o numero de cldusulas satisfeitas da seguinte forma:
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C(z) =) Ca, (36)

onde z = z12...2z, € uma string e C, = 1 se z satisfaz a clausula o e C, = 0 caso
contrario. Algorltmos de Otimizagdo Aproximada buscam uma string = para qual C(z)
se aproxima do maximo (ou minimo) de C.

3.3.2 Operador Gamma e Operador de Mistura

Vamos construir um operador U que depende de um angulo v utilizando a equagéo
36 da seguinte forma:

m

Ulzn) =700 = [[ e, (37)

a=1
U(z,7v) é conhecido como Operador Gamma, e utilizamos ele para evoluir o estado
inicial do problema para o estado final contendo a solucgao.
Porém, suponha que um dado estado inicial seja escrito como [¢) = > .|x)
e queremos encontrar o estado fundamental de algum hamiltoniano na forma H,. =
> Ez|z){z|. Aplicando o operador U(z,~) tendo H, como fun¢do objetivo obtemos:

(7)) = U(z,7)) = Ze e, | x)

Logo, a probabilidade associada a medida de |¢(y)) sera dada por

Pe = [l = e hu* = 3]

Isso nos diz que a probabilidade p, de encontrarmos um estado |z) a partir do
estado evoluido (7)) utilizando o operador gamma € a mesma que obteriamos se
medissemos o estado inicial ). O que € um problema, uma vez que queremos
maximizar a fungéo (¢¥(v)|H.|¢(v)) (que, neste caso, é constante). Para resolvé-lo,
vamos introduzir o Operador de Mistura, definido como

B=> o7, (38)
j=1

e sua atuacao no espaco de Hilbert, com a dependéncia de um angulo 3, dada por:

U(B,B)=e P =T]e . (39)

J=1

Agora o funcional de energia (¢ (v, 8)|H.|¢ (v, 8)) ndo é mais constante e podemos
maximiza-lo variando os angulos v e S.
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3.3.3 Funcao Custo e Estado Quantico Variacional

O estado inicial sera a seguinte superposigéo:

1
|s) = ﬁgm. (40)

Para qualquer inteiro p > 1 e 2p angulos ...y, = v e (..., = B vamos definir o
seguinte estado parametrizado:

v, 8) = U(B, Bp)U(C, %)--U(B, 1)U (C,m)s). (41)

Se F, for a fungéo custo, definida como o valor esperado de C(z) nesse estado,
temos que

Fy(v,8) = (7, 8|C(2)|v, B). (42)

Adicionalmente, definimos A/, como o maximo de F, sob todos os &ngulos, ou seja
M, = max F,(v, 8), (43)
7.8
(FARHI; GOLDSTONE; GUTMANN, 2014) mostraram que:

plgilo M, = max C(z). (44)

Esse resultado mostra que ao criarmos um estado quantico dependente do con-

junto de angulos (v, 3) e de uma constante p (que evolui através da dinamica gerada

pelos operadores gamma e de mistura), se fizermos p — oo € medirmos a fung¢éo custo

como o valor esperado da fungao objetivo sob o estado parametrizado, encontraremos
uma boa aproximagao para o maximo de F, (que € a solucdo exata do problema).

3.3.4 Aplicacao do QAOA no Problema de Corte Maximo

O Problema do Corte Maximo é um problema NP-Hard, onde dado um grafo com
n vertices e m arestas formando um conjunto {(jk)}, queremos encontrar uma string
z que faca
C=)Y Cuyp, (45)
(7k)

onde )
Cliry = 5(—0]2‘0; +1), (46)
deve alcancar o maior possivel. Desse modo, podemos definir a fungédo custo

como:
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Fo(v,8) =Y (slUT(C,m)..UN(B, B,)CiinU(B, B,)-.U(C, 7)) (47)
(7k)
Fixando p podemos mostrar que cada aresta (jk) em nossa soma F,(v, 3) esta as-
sociada a um subgrafo ¢(j, k) 0 que nos permite avaliar a fungéo custo em termos de
subsistemas quanticos independentes. Entdo podemos reescrever F,(~y,3) como:

(v, B) = Z wg fo(: B), (48)

onde w, € 0 numero de ocorréncias do subgrafo g, e f,(v,3) € uma nova fun¢do que
mede o valor esperado de C/;;,y sob um estado construido a partir de operadores cuja
atuacao é restrita ao subgrafo ¢(j, k), para mais detalhes ver (FARHI; GOLDSTONE;
GUTMANN, 2014).

Com isso, construimos o seguinte algoritmo:

1. Primeiro encontramos os angulos (v, 5) que maximizam F,,.
2. Em um computador quantico produzimos o estado |v, ).

3. Ao medirmos na base computacional, encontramos uma string z e calculamos
C(z2).

4. Repetindo os passos acima vamos encontrar um conjunto de valores de C(z)
cuja média é F,(v, )

A figura 8 apresenta uma representacao esquematica do QAOA, assim como uma
visualizacao do problema.

3.4 COMENTARIOS

Estas duas técnicas variacionais estdo entre as mais utilizadas em aplicagbes. As
duas possuem algumas diferencas e vamos testa-las de forma comparativa no mesmo
problema. Neste espirito, nos préximos capitulos apresentamos os resultados obtidos
usando os dispositivos da IBM Quantum (os quais foram programados através do kit
de desenvolvimento de software (SDK) open-source Qiskit).
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Figura 8: Diagrama Esquematico do QAOA Para o Problema do Corte Maximo. (a)
Representacao do circuito quantico que implementa o QAOA tendo H- como fungéo
objetivo codificando o Hamiltoniano do problema. (b) Problema do Corte Maximo em
um grafo com 5 vértices, onde os vértices em azul formam o conjunto solugao (note
que as arestas wq; € w3 NAo participam da solugéo).

(i-l} variational parameters
(F.8) = (11T By %)
G G measure

e HEah e e 8
)4 S 4 eE 3

S S| e | 56
+) X X HEH 2

Fonte: (ZHOU et al., 2020).
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4 PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE

O presente trabalho propde uma maneira de utilizar algoritmos quanticos para re-
solver o problema do caixeiro viajante. Apresentaremos nesse capitulo entdo o pro-
blema, assim como algumas formulagdes iniciais e instancias que a frente serdo utili-
zadas para os respectivos testes das técnicas estudadas.

4.1 INTRODUGCAO AO PROBLEMA

O problema do Caixeiro Viajante, ou Travelling Salesman Problem (TSP) € um pro-
blema largamente estudado no ramo da combinatodria e da teoria da complexidade
computacional. Como demonstrado por (GAREY; JOHNSON, 1979) esse € um pro-
blema NP-Completo (Nondeterministic Polynomial-Time Complete), i.e., dada uma so-
lucdo vidvel, a mesma pode ser checada em tempo polinomial em uma Maquina de
Turing Ndo-Deterministica, porém encontra-la ndo é uma tarefa simples. O presente
trabalho ndo tem como foco compreender o que significa "ndo ser uma tarefa sim-
ples". Caso o leitor queira se aprofundar no tema, recomenda-se a leitura de (SIPSER,
1996). A formulacao geral do problema passa a ser caracterizada pelo seguinte
questionamento: Dado um grupo de cidades e 0 custo para viajar entre pares do
grupo, qual é o caminho que passa por todas as cidades e retorna ao ponto inicial
minimizando o custo total atrelado a viagem?

Além das aplicagbes Obvias voltadas a entregas, transporte e logistica, (COOK,
2015) apresentou diversas areas que podem se beneficiar com uma solugao viavel
para o TSP, como o Mapeamento de Genoma, Automagédo de Maquinas Industriais,
ou até mesmo Testes de Microprocessadores. (MATAI; SINGH; MITTAL, 2010) apre-
sentaram trés classificacoes distintas para o TSP, dentro das quais, duas estudare-
mos asseguir. Sao elas: symmetric travelling salesman problem (sTSP) e asymmetric
travelling salesman problem (aTSP), respectivamente Problema do Caixeiro Viajante
Simétrico e Assimétrico.

Matematicamente, o problema pode ser descrito como: sejam N = {ny,no, ..., ny}
um conjunto de cidades, A = {(i,j) : i,j € N} o conjunto de respectivos caminhos e
d;; 0 custo associado ao caminho (i, j) € N. Denotaremos por sTSP o problema de
encontrar o caminho minimo que visite todas as cidades com a condig&o d;; = d;;, e
aTSP o caso em que d;; # dj;.
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4.2 FORMULAGCAO DO PROBLEMA SIMETRICO

Podemos formular o TSP como um problema de Programacao Linear Inteira, em
que dada uma matriz simétrica D = (d,;) (onde d;; representa a distancia de i para j),
queremos encontrar um conjunto solugdo tal que a soma das distancias d;; de pontos
consecutivos no conjunto seja minima.

As variaveis z; ; definem o problema caracterizado por um grafo G = (NN, A) em
que o conjunto de vértices N = {nqy,ns,...,n;} representa as cidades e o conjunto
A = {(i,j) : i,j € N} as arestas. Assumimos z;;, = 1 se o vértice i,;j faz parte
do conjunto solucdo, e z;;, = 0 caso contrario. O problema entdo é traduzido para
uma formulagdo que permite encontrar o Caminho Hamiltoniano ' que minimiza a
respectiva fungao objetivo (sujeita a algumas restrigées). Ou seja, temos:

Formulacao 1

Minimizar: == d;;x;; (49)
1<J
Sujeita a: Zm + Zx,w- =2 VjeN, keN (50)
i<k i>k
d wy;<IS|-1, (SCN) (51)
1,jES
{xi,j S {07 1}7 V(Zm]) S A} (52)

As restricdes 50 e 52 sao conhecidas na Teoria dos Grafos como restricao de grau
e de integralidade, elas servem para garantir que em cada vértice do grafo tenhamos
apenas duas arestas (representando a entrada/saida da cidade). O conjunto S é es-
pecificado como o conjunto com os vértices de um subgrafo de GG . A restricao 51 por
sua vez, € uma restricdo de eliminagdo de subtour, que garante a nao existéncia de
caminhos pré-hamiltonianos, i.e., caminhos hamiltonianos que n&o incluem todos os
vértices do grafo.

4.2.1 Exemplo

A titulo de exemplo, vejamos como utilizar a Formulac&o 1 para descrever um pro-
blema com 4 cidades. O problema é especificado na Figura 9, indicando que as distan-
cias podem ser alocadas em uma matriz D, chamada matriz de distancias e definida
por:

0 d12 d13 d14

Ds _ d12 0 d23 d24 ' (53)
dig dyz 0 dsy
d14 d24 d34 0

10 caminho que percorre todos os vértices do grafo apenas uma vez e retorna ao vértice inicial
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Repare que os elementos na diagonal principal d; sdo nulos.

Figura 9: sTSP 4 cidades.

Fonte: De autoria prépria.

Dada a simetria do problema existe a possibilidade do uso de variaveis restrito
ao numero de arestas (caminhos) do problema. Seguindo as restricbes propostas, o
problema pode ser descrito neste caso pela formulacédo abaixo:

Minimizar: 2z = dyox19 + di3x13 + d1a®14 + dosTos + dogTog + d3sss
Sujeitaa: =z + 13 +x14=2
T12 + T3 + Tog = 2
T13 + T3 + T3q = 2
T1g + Tog + T34 = 2
T2 + r13 > 1
T2+ 14 2> 1
T3+ 21y 2> 1
Tz + T > 1

T j S {0, 1} VZ,j eN

A formulagéo apresentada possui um total de seis variaveis de decisdo com oito restri-
coes, sendo que quatro representam equacdes e a outra metade denota um sistema
de inequacoes.

4.3 FORMULACAO DO PROBLEMA NAO SIMETRICO

Uma das formulac¢des classicas do problema é atribuida a (DANTZIG; FULKER-
SON; JOHNSON, 1954). Ela pode ser facilmente extendida para o aTSP, a qual sera
utilizada no presente trabalho.
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Formulacao 2

Minimizar: z (Z d@jl’@j) (54)

j=1 \i=1

Sujeitaa: Y ;=1 VjEN (55)
=1
in’j = 1, Vie N (56)
j=1
> ;=1 vScCS (57)
i€S,7¢S
{xi,j € {07 1}7 VZ,] € N} (58)

As restricdes 55 e 56 servem para garantir que em cada vértice do grafo tenhamos
apenas duas arestas (representando a entrada/saida da cidade). Por fim, a restricao
57 garante a nao existéncia de caminhos pré-hamiltonianos. Assumimos que S repre-
senta o conjunto de todos os subconjuntos contidos no grafo enquanto que S é um
conjunto especifico. Assim, para cada S € S podemos impor que haja pelo menos
uma aresta do ciclo que saia do conjunto.

4.3.1 Exemplo

A titulo de exemplo, vejamos como utilizar novamente a Formulagdo 2 para des-
crever um problema com 4 cidades. O problema é especificado na Figura 10. Tal qual
na equacao 53, as distancias podem ser alocadas em uma matriz D, chamada matriz
de distancias e definida por

0 dia dig dia
d 0 dos d
D, = 21 23 o | (59)
ds; dsa 0 dsy

d41 d42 d43 0

A matriz neste caso nao é simétrica, o que corresponde a dizer que a direcao do
caminho escolhido na rota tem peso diferente dependendo da direcao. Seguindo as
restricdes propostas, o problema pode ser descrito neste caso pela formulacao abaixo:
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Figura 10: aTSP 4 cidades.

da4,dy2

Fonte: De autoria prépria.

4 4
Minimizar: 2= (Z dijxij>
Sujeitaa: zyj+ a9+ +ay,=1 VjeEN
Til +Tig+Tig+xw=1 VieN
T13 + T1g + Taz + Tog > 1
Ti2 + T13 + Ty + Ty3 > 1
Ti2 + 1y + T3z + 234 > 1
Tl + Tog + T3 + T34 > 1
Tl + Tog + Ty + 43 > 1
Ty + Tao + 231 + T3 > 1

z;; €{0,1}

Note que as respectivas distancias foram especificadas como d;; ;; na Figura 10
para explicitar que estamos tratando do caso assimétrico. A formulagcédo para este
caso possui um total de doze variaveis de decisao com quatorze restricdes, sendo oito
de igualdade e seis de desigualdade.

4.4 COMPARACAO COM O PROCEDIMENTO CLASSICO

Para fins de comparagao, na presente secdo estabeleceremos um conjunto de
problemas e exemplos a serem testados e comparados. Utilizaremos solugdes elabo-
radas por meio de um solver baseado no método Simplex como benchmark. Vamos
considerar dois casos: um em que o problema é simétrico e outro em que ele nao é.
As distancias serao especificadas e as instancias indicadas como ts01 e ts02 para os
simétricos, e ta01 para o ndo simétrico.
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Tabela 1: Distancias da instancia ts01.

cidade 1 cidade 2 cidade 3 cidade 4

cidade 1 0 12 14 17
cidade 2 12 0 15 18
cidade 3 14 15 0 29
cidade 4 17 18 29 0

Tabela 2: Distancias da instancia ts02.

cidade 1 cidade 2 cidade 3 cidade 4

cidade 1 0 10 15 20
cidade 2 10 0 35 25
cidade 3 15 35 0 30
cidade 4 20 25 30 0

Tabela 3: Distancias da instancia ta01.

cidade 1 cidade 2 cidade 3 cidade 4

cidade 1 0 10 15 20
cidade 2 12 0 35 25
cidade 3 7 36 0 30
cidade 4 20 4 30 0

Tabela 4: Resultados do solver para as instancias estabelecidas.

Instancia | Tour minimo | Solugéo por Simplex

tsO1 64 011110
ts02 80 110011
ta01 61 010100001010
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O tempo de execucao nao considerado dada as escalas limitadas dos problemas
avaliados. Nosso interesse é comparar a precisao do resultado usando os algoritmos
quanticos hibridos. Os resultados utilizando o simplex foram gerados em uma planilha
de Excel a partir do solver disponivel nesta plataforma. Devido a pequena dimen-
sao dos problemas, utilizamos uma rotina de forga bruta para validar os resultados
fornecidos pelo solver, implementada no software MatLab da Mathworks.

45 COMENTARIOS

Neste ponto percebemos que o aumento do niumero de cidades escala rapida-
mente com 0 numero de variaveis de decisdo. No caso ndao simétrico se considerar-
mos n como o numero de cidades, temos que 0 numero de variaveis escala com a
dimensao da matriz de distancias, desconsiderando as diagonais. No caso do nosso
exemplo, temos doze variaveis de decisdo, as quais impactam também o numero de
restricbes. Por outro lado, para o problema simétrico o numero de variaveis € rela-
cionada com o numero de arestas e possui um aumento com o numero de cidades
de uma ordem menor que o problema n&o simétrico. Nos préximo capitulos veremos
como escrever as formulagdes escolhidas de uma maneira adequada para problemas
em computagao quantica, e utilizaremos os algoritmos apresentados no capitulo 3
para testa-las.
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5 FORMULACAO DO TIPO QUBO E HAMILTONIANO DE
ISING

No presente capitulo, estudaremos a formulagdo do problema do caixeiro viajante
por meio de Programacdo Quadratica Binaria Irrestrita e sua contraparte escrita na
forma de um Hamiltoniano de Ising.

5.1 FORMULACAO POR MEIO DE QUBO

Programacao Quadratica Binaria Irrestrita (ou QUBO do inglés Quadratic Uncons-
trained Binary Optimization), € um ramo da matematica combinatéria com diversas
aplicagdes em diferentes areas, como Machine Learning, Economia e mais relevante
para o presente trabalho computacao quantica. Problemas do tipo QUBO séo escritos
como:

E(SL’) = Zl’j@ijl’i ;o Ty € {0, 1}, (60)
1]

onde z;; sdo variaveis binarias( i.e, assumem apenas valor 0 ou 1), e );; € uma
matriz simétrica. Resolver um problema QUBO se resume a encontrar os valores
das variaveis binarias que compdem o problema que minimizam a fungéo custo E(x).
Problemas do tipo QUBO sao NP-Hard, porém diversos avancos estdo sendo feitos
utilizando meta-heuristicas para resolve-los. Tais procedimentos sao de grande valor
para a mecanica quantica, como pontuado por (GLOVER; KOCHENBERGER; YU,
2018).

O interesse por escrever problemas conhecidos como QUBOs tem crescido recen-
temente na area de computagao quantica, pelo advento de computadores quénticos
baseados em Quantum Annealing (JOHNSON et al., 2011). Em linhas simples, um
computador quéntico construido dessa maneira utiliza o Teorema Adiabatico da me-
canica quantica para encontrar o valor minimo de um Hamiltoniano na formulacao de
Ising que caracteriza o problema. Ainda neste capitulo, estudaremos a equivaléncia
entre modelos do tipo QUBO e tais Hamiltonianos e como utilizamos essa equivaléncia
para resolver o TSP.

5.1.1 QUBO Restrito para QUBO Irrestrito

As formulagdes explicitadas no capitulo anterior utilizam uma fungéo custo sujeita
a um conjunto de restricoes que delimitam o espaco de busca da solucao 6tima do
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problema. Uma segunda abordagem seria escrever uma funcao custo irrestrita equi-
valente, ou seja, uma fungcéo que nao esteja sujeita a um conjunto de restri¢coes.

Esse procedimento foi estudado por (GLOVER; KOCHENBERGER; YU, 2018) para
diversos casos. Adicionamos a funcao objetivo penalidades quadraticas referentes a
cada restricao. As penalidades introduzidas sdo escolhidas, ao ponto que, a influéncia
das restricdes no problema original seja efetivamente simulada no problema irrestrito
conforme o optimizador busca pela solugao étima. Ou seja, as penalidades sdo es-
colhidas de forma que sejam nulas (para solu¢des inviaveis) e iguais a algum namero
positivo para solugdes viaveis. Na Tabela 5, temos um conjunto de penalidades equi-
valentes conhecidas:

Tabela 5: Relagao restricao/penalidade para casos conhecidos.

Restricdo Classica Penalidade Equivalente

r+y<1 P(zy)
xr+y>1 Pl—z—y+zy)
r+y=1 P(1—x—y+2zy)
x <y Pz —zy)
1+ To + T3 Sl P(l’1$2+l’1$3+$2]}3)
r=vy Pz +y — 2zy)

Fonte: (GLOVER; KOCHENBERGER; YU, 2018)

As penalidades expostas na Tabela 5 ndo s&o unicas. Fato 6bvio, considerando
a necessidade de adequacédo do modelo pela escolha da constante P. Para um pro-
blema particular, essa escolha é feita a partir do conhecimento prévio do dominio de
busca, e da relevancia da respectiva restricdo na fungao custo original. Se sabemos
gue uma restricdo deve ser satisfeita, escolnemos um valor de P grande o suficiente
para garantir um impacto relevante na funcao custo irrestrita.

5.1.2 Formulacao do problema simétrico como um QUBO

Para demonstrarmos a formulagdo do sTSP como um QUBO partiremos inicial-
mente do exemplo proposto no capitulo 4.2.1. Fazendo uma mudanca dos indices nas
variaveis de decisdo o problema pode ser reescrito como:

(3312,9513757014751523,%24@34) — ($175E2,$3,I475E5,$6)
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Minimizar: z = dyx1 + doxg + d3xs + dyxy + dsxs + dgxe
Sujeitaa: 1+ a9+ 123=2

T+ x4+ 25 =2

To+ x4 + 26 = 2

T3+ x5 + 26 = 2

T +x02>1

r1+x3>1

To+2x3>1

r4ta52>1

x; € {0,1}

Agora, utilizando o procedimento de Glover, vamos lidar com as restricdes impos-
tas a funcao custo.
* Primeiro lidamos com as igualdades utilizando: z+y =1 — P(1 —z — y + 2zy)
T+ w9+ 23 =2 — P(4—3x; — 329 — 323 + 20179 + 27173 + 27973)
T+ wy+ x5 =2— P4 —3x; — 334 — 325 + 20114 + 22175 + 27475)
To+ w4+ 26 =2 — P(4— 329 — 314 — 36 + 20014 + 22976 + 24%6)
3+ x5+ 16 =2 — P(4 — 3w3 — 35 — 3w + 2w375 + 2x306 + 22576)
 Agora lidamos com as desigualdades utilizando: 2 +y > 1 — P(l —z —y + xy)
T+ a9 >1— P(1—21 — 29 + 2129)
ry+ax3>1— P(1 -2y — x5+ x123)
ro+ a3 > 1 — P(1 — 29 — 23 + x213)
ry+ a5 >1— Pl — 24 — x5 + 2475)

Assim, a forma irrestrita do problema se restringe em minimizar a seguinte funcéo
custo:

z = dyry + doxg + dyxs + dyxg + dsxs + dere + P(4 — 321 — 3wy — 323+

2x e + 20123 + 20973) + P(4 — 321 — 334 — 335 + 20114 + 27175 + 27475)+

P(4 — 3xy — 3x4 — 3w + 22974 + 27076 + 2x476) + P(4 — 323 — 3w5 — 316+

2w3ws + 2w3w6 + 2x506) + P(1 — 21 — 29 + x129) + P(1 — 21 — 23 + x1203)+

P(1 — 29 — w3 + wow3) + P(1 — x4 — x5 + x425) (61)
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5.1.3 Formulacao do problema nao simétrico como um QUBO

Partimos do exemplo proposto no 4.3.1 para formular o aTSP como um QUBO.
Novamente, temos a seguinte mudanca de indices nas variaveis de decisao:

(33127 X13,T14, 21, L23, T24, 31, L32, L34, T41, T42, 5543)

? (xla X2, T3, T4, X5, Le, L7, T8y L9, L105 L11, xl?)

Dessa maneira, o problema se traduz em:

Minimizar:

Sujeita a:

12
z:Zdiazi

i=1
Ty +x7+2x0=1
T +ax3+ 211 =1
To+ T5 + 212 =1
T3+ x5+ a9 =1
T+ a0 +a3=1
Tyt x5 +x5=1
Tr+ T+ 39 =1
Tio+x11 +x12 =1
Tog+ a3+ x5 +x6 2> 1
r1+ra+ 2 a2 2> 1
T1+ T3+ x5+ 29 > 1
Ty+ax+ a7 +19>1
Ty + 5+ 20+ 212 > 1
Tio+ T +r7+x28 > 1
z; € {0,1}

Utilizando tais restrigbes o problema pode ser reescrito’ como minimizar a seguinte

As contas para tal transformagéo podem ser encontradas no Apéndice A
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fungao custo:

z =d171 + daxe + dsxs + dyzry + dszs + dexe + drrr + dsvs + doxg + dipxig

+ diiznn + digxia + P(1 — 24 — 27 — 210 + 22427 + 224210 + 207210)

+ P(1 — 2y — x5 — x11 + 2128 + 2212011 + 228211) + P(1 — 29 — 25 — 219

+ 2x9w5 + 2w9m19 + 205212) + P(1 — 25 — 26 — T + 2w3206 + 22329 + 2x629)

+ P(1 — 2y — 29 — x3 + 22129 + 22123 + 22923) + P(1 — x4 — 25 — 26

+ 2xy25 + 2wy + 2x56) + P(1 — 27 — x5 — x9 + 20728 + 22729 + 22379

+ P(1 — x19 — 211 — T12 + 2210711 + 2210212 + 2211212)
1 — 29 — x3 — 5 — Tg + Tok3 + Toly + ToTe + T3T5 + T3Te + T5Tg)
1 — 21 — 2y — 211 — 12 + 21T + 21711 + D012 + ToTy1 + TaTio + T11T12)
1 —x1 —x3 — g — Tg + T1X3 + T1Tg + T1Tg + T3Tg + T3Tg + TgTo)

+ P(

+ P(

+ P(

+ P(1 — x4y — wg — 7 — Tg + T4T6 + T4T7 + T4Tg + Tex7 + TeTo + T7X9)

+ P(1 — x4 — x5 — X190 — T12 + Tals + T4T10 + TaZ12 + T5T10 + T5T12 + T10T12)
+ P(

1 — 219 — X131 — 7 — g + T10%11 + T10T7 + T10Ts + 1127 + 1128 + T7x8) (62)

A equacao (61) é uma generalizacao para todas as formas do aTSP com n = 4.
Para especificar o problema, precisamos construir a matriz distancia d;; e encontrar
qual constante P melhor adéqua o modelo.

5.2 HAMILTONIANO DE ISING E SUA RELACAO COM O QUBO

Muitos sistemas fisicos e quimicos podem ser representados por um grafo onde
os vértices sdo moléculas sujeitas a interagdes locais. O modelo matematico mais
simples de tal arranjo € conhecido como Modelo de Ising (proposto por Ernest Ising
em 1925).

No presente trabalho, analisaremos a formulagdo que consiste em variaveis dis-
cretas, de valores -1 ou 1, representando o momento de dipolo magnético nuclear?.
Os spins sao arranjados nos vértices dos grafos, onde ocorre a interacao local, re-
presentada pelas respectivas arrestas conectando cada vértice. Assumimos que o
estado de energia do sistema, depende apenas da configuracdo dos spins no grafo.
Sendo estabelecido, que para sistemas termodinamicamente isolados a energia total
sera minimizada.

Na presenca de um campo magnético externo B, a descricdo matematica associ-
ada ao nosso problema é a seguinte: Encontrar uma expressao analitica para a funcao

2Momento magnético dos nucleos atémicos, também conhecido como spin.
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de particao
Q=> exp(—E/kT) (63)
onde,
E:—ZUUZUJ‘+/~LBZU¢ (64)
%, 7

sendo k a Constante de Boltzmann, E a energia total do sistema, o, ; as variaveis
de spin e © 0 momento magnético (BRUSH, 1967). Essa € a formulagéo classica
do problema em termos da funcao de particao, tal qual utilizamos para encontrar as
variaveis termodinamicas de interesse do sistema. Usualmente, utilizamos o modelo
de Ising a partir de um Hamiltoniano de Ising que possui semelhangcas com o modelo
apresentado.

Consideramos um grafo G = (N, A), onde para cada vertice i € N existe uma
variavel binaria o; representando o spin tal que o; € {—1, 1}. Para cada vértice adja-
cente (i,j) € Aemquei,j € N, existe uma variavel J;; representando o acoplamento
entre os spins atdmicos. Na presenga de um campo magnético externo h;, atuando
sob o vértice i, a energia total de uma configuracao especifica é dada pelo seguinte
Hamiltoniano:

H = _Zjijo-io-j —/LZth'l (65)
(ig) ¢

A notagéo (ij) é utilizada para especificar que os vértices i e j sdo vizinhos. Para
cada valor de energia, a configuracdo do sistema pode ser encontrada através da
funcéo de particdo (equacao 63).

5.2.1 QUBO para Ising

Como dito anteriormente, estamos interessados em escrever problemas do tipo
QUBO na formulacao de Ising, que é mais adequada para a computacédo quéantica. Vi-
mos que a formulacao geral de um QUBO é dada pela equacao 60, onde as variaveis
x; possuem valores x; = 0 ou z; = 1 (i.e. dada a funcdo custo E(z) o valor minimo/-
maximo sera dado por uma configuragdo de variaveis binarias x; com valores de 0 ou
1). Porém queremos encontrar uma forma de reescrever E(x) em termos de variaveis
que representam os spins atémicos, assim como no modelo de Ising, i.e., z; € {—1, 1}.
Para fazer isto, (LUCAS, 2014) introduziu a seguinte mudanca de variaveis:

s U200 (66)
onde o7 € o operador Pauli-Z relacionado a variavel i. Assim, se z for a configura-
¢ao correspondente ao menor valor de energia da fungdo E(x), o estado |z) serda um
auto-estado do operador Hamiltoniano H, correspondente ao estado fundamental de
energia do sistema.
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Utilizando a notacao explicitada na equacao 10, podemos reescrever a equacao 66
em termos de produtos tensoriais de portas ¢* = Z, por exemplo,

1
r— sU@lelole(l-2)ol), paraN =6 (67)

Dessa forma, conseguimos escrever as equagdes 61 e 62no formalismo de Ising. A
titulo de exemplo, a forma explicita do Hamiltoniano de Ising que representa a codifi-
cacdo da funcédo custo do sTSP pode ser encontrada no APENDICE B.

5.3 COMENTARIOS

Vimos que o método de Glover, o qual é baseado em teorias bem conhecidas de
otimizacao, é uma ferramenta Util em situacdes em que um problema restrito deve ser
traduzido de alguma maneira em um problema irrestrito especialmente na computacao
quéantica, onde podemos utilizar a forma irrestrita da funcao custo para mapear um
Hamiltoniano de Ising. Voltando as diferentes formulacées citadas no capitulo anterior,
vimos que ao utilizar o método de Glover o numero de restricbes € um fator limitante
tdo relevante quanto o numero de varidveis, uma vez que formulagées com muitas
restricdes levam a fungdes custos irrestritas com muitas variaveis de escolha.

Como visto no capitulo 3, podemos utilizar o VQE e o QAOA para encontrar a confi-
guragao que minimiza a energia de um sistema descrito por um Hamiltoniano de Ising.
Assim sendo, no proximo capitulo estudaremos a performance de tais algoritmos ao
resolver o TSP a partir da formulacao apresentada.
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6 RESOLVENDO O TSP UTILIZANDO ALGORITMOS HiBRI-
DOS: EXPERIMENTOS E RESULTADOS

Neste capitulo serao apresentados os resultados da aplicagao dos algoritmos hibri-
dos estudados com relacao as instancias propostas do problema do caixeiro viajante.
Os experimentos foram realizados na plataforma Open Source SDK da QISKIT, onde
€ possivel trabalhar com simuladores e computadores quéanticos reais. No presente
trabalho, utilizamos o Aer Simulator.

6.1 INSTANCIAS SIMETRICAS: COMPARANDO VQE E QAOA

Os experimentos para o sTSP foram realizados sob as seguintes matrizes distan-
cias:

0 12 14 17 0 10 15 20
12 0 15 18 {100 35 2
Tl s o0 29 |0 115 35 0 30

17 18 29 0 20 25 30 0

Ambas as instancias foram testadas no VQE e QAOA. Para o QAOA, uma imple-
mentacado do algoritmo com p constante, apresentado no capitulo 3.3, foi feita e tes-
tada. Para essa variagdo do algoritmo, utilizamos o método de Glover a fim de escre-
ver 0 problema como um Hamiltoniano de Ising, como estudado no capitulo anterior.
Uma vez que encontramos os Hamiltonianos, codificamos no circuito os respectivos
operadores de mistura e operadores gamma. Isso pdde ser feito através de rotacdes
especificas dos qubits que caracterizam o circuito, e 0 método de otimizacao escolhido
foi 0 Sequential Least Squares Programming (utilizado através da classe minimize da
biblioteca Scipy. A Figura 11 apresenta o circuito final obtido (e as Figuras 12 e 13 os
respectivos resultados). Os histogramas apresentam a distribuicdo de probabilidade
para as possiveis configuracoes medidas na simulacdo. No eixo inferior, vemos 0s
estados e no eixo lateral suas respectivas probabilidades.

Para os experimentos realizados com o VQE, utilizamos a classe implementada
pelo time de desenvolvimento da plataforma QISKIT, sendo TwolLocal o Ansatz de
escolha, apresentado na figura 14 (a figura 15 traz os resultados obtidos). Adicio-
nalmente, para estudarmos o impacto do Ansatz na performance do algoritmo, um
segundo circuito variacional foi implementado e testado, sendo este apresentado na
Figura 16 e seus respectivos resultados nas Figuras 17 e 18.
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Figura 11: Circuito final QAOA. A configuracdo de portas l6gicas € a mesma para

ambas as instancias, mudando apenas os angulos de rotacao aplicados.
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Figura 12: Resultados obtidos utilizando o0 QAOA para instancia tsy,;. Podemos notar
gue o estado com maior probabilidade foi 011110 (indicado em vermelho), com valor da
funcéo custo avaliado em 64, que corresponde a configuragdo que minimiza a funcao

objetivo da instancia.
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Fonte: De autoria propria.

6.2 UTILIZANDO VQE PARA A INSTANCIA NAO SIMETRICA

Para o aTSP realizamos experimentos apenas com a seguinte matriz de distancias:

0 10 15 20
120 35 25
7 36 0 30
20 4 30 O

D3=

Levando em conta os resultados apresentados para o0 caso simétrico, assim como
0 aumento do numero de qubits necessarios para a simulagéo, optamos nesse expe-
rimento utilizar apenas o VQE, sendo o TwoLocal o Ansatz de escolha, uma vez que
ele apresentou melhores resultados nas simulagcbes apresentadas anteriormente. A
forma do Ansatz é ilustrado na Figura 19. O resultado encontrado € apresentado na
Figura 20, a performance do procedimento foi satisfatéria sendo que o valor exato foi
determinado com probabilidade igual a um.
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Figura 13: Resultados obtidos utilizando o QAOA para instancia tsqg. Nessa instancia,
observamos um histograma com uma distribuicdo mais esparsa, e o estado corres-
pondente a resposta correta do problema, 110011 (indicada em vermelho), com baixo
valor de probabilidade, apesar da funcao custo chegar ao seu valor minimo (no caso

o valor 80).
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Fonte: De autoria prépria.

Figura 14: Ansatz Twolocal utilizado para as instancias simétricas do TSP. Os ele-
mentos R, sdo portas de rotagdo em torno do eixo y para os respectivos qubits. J& os
elementos em azul sdo portas R. controladas, que realizam uma rotacdo em torno do
eixo z no qubit alvo caso o qubit de controle esteja no estado 1.
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Fonte: De autoria prépria.
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Figura 15: Resultados obtidos com VQE, no simulador, para as duas instancias sime-
tricas. Esquerda: Histograma para instancia tsy;. Direita: Histograma para instancia
tsp2. Em ambos os experimentos a rotina encontrou o autovalor correspondente ao es-
tado fundamental igual ao valor minimo da funcao custo correspondente a instancia.
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Figura 16: Ansatz variado.
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Figura 17: Figura ilustrando os resultados do VQE, no simulador, para as duas instan-
cias simétricas utilizando o Ansatz variado. Histograma com a resposta do VQE para
a instancia tsy;. Aqui foram omitidas as strings pois o objetivo era apenas ilustrar os

resultados esparsos.

0.154
0.16
w 0.12 0112
v
=]
= 0088
2 0.08
g mos56 0055
044 0.042 0
0.04 0032
.m 0021 Loogl 0021
s [[1TPB st anad 11"
0.00 1|r||r||r1|r||r|1r|1r||||r|1r|1r|||r|.|r=-|r||r||r

Fonte: De autoria proépria.
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Figura 18: Figura ilustrando os resultados do VQE, no simulador, para as duas instan-
cias simétricas utilizando o Ansatz variado. Histograma com a resposta para tsg,. Aqui
também foram omitidas as strings pois o objetivo era apenas ilustrar os resultados es-
parsos.
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Fonte: De autoria prépria.

6.3 COMENTARIOS

Os problemas e instancias avaliados possuem dimensdes consistentes com nosso
propdsito de prova de conceito e avaliagao de viabilidade. Com relagdo aos problemas
simétricos, o VQE apresentou uma performance notavel, por outro lado, o QAOA apre-
sentou resultados n&o satisfatorios. Como explicado anteriormente, o0 QAOA possuira
um desempenho superior para casos em que a constante p for grande (i.e. casos em
gue o Ansatz possui muitas camadas). Porém isso representa circuitos com maior pro-
fundidade, e consequentemente circuitos que requerem um tempo maior de coeréncia.
No problema do MAXCUT apresentado no capitulo 3.3.4, a resposta € obtida de forma
satisfatéria para p = 1, como mostrado por (FARHI; GOLDSTONE; GUTMANN, 2014).
Em nosso experimento, tomamos p = 3, e de fato para a insténcia ts;; mesmo se
fizéssemos medidas esparsas conseguiriamos obter o valor étimo. No entanto, para a
instancia tsg,, precisariamos de uma amostra densa para obter o resultado correto. Se
o padrao for repetido para instancias maiores do que as estabelecidas no problema,
pode ser desvantajoso utilizar o QAOA em comparagédo com o VQE.

O VQE, utilizado com o Ansatz Two Local em duas versdes com 24 e 48 parame-
tros, apresentou um desempenho instavel (sem convergir para determinados valores
iniciais que sao gerados de forma aleatéria) para o caso assimétrico. Futuras investi-
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Figura 19: Ansatz twolocal, da Qiskit, para a instancia ts03. Percebe-se que a estrutura
possui profundidade severa, resultando assim em uma convergéncia robusta para o
resultado exato.
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Fonte: De autoria prépria.
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Figura 20: Resultado obtido aplicando o VQE, no simulador, para a instancia nao
simétrica tso3. Neste experimento, a rotina encontrou o autovalor correspondente ao
estado fundamental igual ao valor minimo da fungao custo correspondente a instancia.
No entanto, o resultado ilustrado no histograma abaixo corresponde ao estado obtido
que nao € o exato (esquerda). Para uma configuracdo com 48 parametros o tour
minimo também foi atingido com o histograma (a direita) contendo o estado correto
(apresentado na Tabela 4).
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Fonte: De autoria proépria.

gacles precisam determinar se a natureza da instabilidade para poucos parametros
esta ligada ao numero maior de variaveis do problema, ao desempenho do otimiza-
dor adotado ou devido a algum outro atributo desconhecido da caixa preta do VQE
adotada para este fim.

Por fim, cabe comentar a importancia do Ansatz no processo de convergéncia do
algoritmo. Para as instancias simétricas, a escolha do Two Local apresentou uma per-
formance superior a versédo variada mesmo ambas possuindo um numero idéntico de
parametros. Esse resultado pode ser observado nas figuras 16 e 17, onde a distribui-
cao do histograma obtido pelo VQE é esparsa, e o estado final obtido nao foi o correto.
Outro fator importante € o estado inicial dado como input no algoritmo de otimizagéo,
tanto para o VQE quanto para o QAOA. Como a fung¢ao objetivo € uma fungao multi-
dimensional e multimodal, escolher um bom ponto de partida é uma tarefa relevante
para a convergéncia do algoritmo.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

No presente trabalho, analisamos um método matematico com o intuito de formular
o problema do caixeiro viajante de maneira a tornar possivel a sua resolugdo com a
utilizacdo de computadores quanticos. Através do método de Glover, transformamos
as duas formulacdes escolhidas - o problema de Programacéao Linear Inteira e o de
Programagao Quadratica Binaria Irrestrita - para finalmente escreve-las como um Ha-
miltoniano de Ising, a ponto de utilizarmos algoritmos variacionais em busca de uma
solucéao viavel. Tivemos por objetivo o teste de conceito do método apresentado, e a
comparacao da performance de dois algoritmos variacionais aplicados ao método, o
VQE e o QAOA.

As instancias do problema escolhidas possuem dimensao reduzida, com apenas
quatro cidades. Mesmo para esses casos simples, no cenario nao simétrico é possi-
vel perceber que o numero de varidveis escala exponencialmente. O caso simétrico
porém, & menos critico, mas ainda assim possui uma complexidade consideravel con-
siderando o aumento do numero de cidades. Este € um dos problemas NP-Hard mais
famosos, o que impde desafios severos em grandes dimensdes para algoritmos clas-
sicos existentes. A utilizacdo de computadores quanticos na busca de solu¢des para
tais problemas se apresenta como uma possivel alternativa no futuro.

O primeiro gargalo referente a aplicacdes em problemas de larga escala apareceu
na formulagdo de Programagéo Linear Inteira binaria. Uma vez estabelecido o pro-
blema, converte-lo para a forma do Hamiltoniano de Ising pode ser uma tarefa simples.
Porém a escolha da formulacdo se mostra importante, porque como ja comentado an-
teriormente, formulagées com grande numero de restricoes levam a Hamiltonianos de
Ising com mais variaveis, demandando um numero maior de qubits para lidar com o
problema. No caso do QAOA, um gargalo € a forma como criamos o operador unita-
rio a partir do hamiltoniano. Além disso, ndo esta claro como o aumento do nimero
de variaveis ira impactar na performance dos algoritmos, levando em conta que para
situacdes reais com centenas de variaveis ndo sera possivel realizar um numero ex-
ponencial de medidas para verificas as strings.

Concluimos que do ponto de vista de prova de conceito, 0 uso destes algoritmos
apresenta resultados apreciaveis, muitas vezes exatos, assim como métodos classi-
cos como o Simplex. Do ponto de vista da escalabilidade do problema, o VQE parece
ser mais adequado, por ter apresentado melhores resultados. Porém, como demons-
trado em (ZHOU et al., 2020), ainda ndo se compreende totalmente como sera o de-
sempenho do QAOA em cendarios com um numero realmente profundo de camadas.
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Em trabalhos futuros, iremos dar um passo a frente na dire¢cao de escalar o problema
avaliando estes gargalos e suas consequéncias.
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APENDICE A - CALCULOS PARA O ATSP

Para utilizar o procedimento de Glover, adicionamos a funcao objetivo penalidades
equivalentes as respectivas restricdes. Atuamos da seguinte forma:

* Primeiro lidamos com as igualdades utilizando: z +y =1 — P(1 — x — y + 2xy)
Tyt 27+ 210 =1— P(1 — 24 — 7 — 210 + 22427 + 224710 + 227210)
r1+as+ 21 =1— P(1 — 21 — 28 — 211 + 22128 + 221211 + 228711)
o+ a5+ 212 =1 — P(1 — 25 — 05 — T12 + 22205 + 229712 + 225212)

T3+ 26 +x9=1— P(1 — 23— 26 — Tg + 22376 + 22379 + 276T9)
T+ a9+ 23 =1— P(1 =21 — 29 — 23 + 20122 + 20123 + 22973)
ry+as+a=1— P(1—24— x5 — 26+ 20475 + 20426 + 2257¢)
Tr+as+ 219 =1— P(1 — 27 — x5 — X9 + 207283 + 20729 + 22579)
T1o+ 211+ 212 =1 — P(1 — 210 — 211 — 212 + 2710711 + 2210212 + 2211712)

* Depois lidamos com as desigualdades utilizando: z+y > 1 — P(1—x—y+zy)
To+xg+xs+xs > 1 — P(l—29— 23— 25— T+ Toks+ Toks + Toks + T35+ 3T+ T526)
T1+rotr a1 > 1 — P(1—=21—20—211 —T12+21 02+ 21011 +21 T12+To 211 +HT2T 12711 712)
r1+x3+txs+mxeg > 1 — P(l—21 — 23— 23— Tg+ 2123+ 128+ X109 + T3 + T3Tg + TgTy)
Tytxet+ar+rg > 1 — P(l—24— 26— 27— To+ TaZe+ T4T7 + 4o+ TeT7 + TeTo + T7X9)
T4+ Ts+r10+T12 > 1 — P(1=24—25—210—T12+ 0405+ 2410+ T4 T12+T5T10+T5T12+T10T12)
Tiotr+r7+rs > 1 — P(1=210—211 —27—28+T10211+T10T7+ 01008+ 211 X7+ 211 T8 +T778)

Assim, a funcéo custo pode ser reescrita como a equacao 62.
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APENDICE B - HAMILTONIANO DE ISING PARA O STSP

Horsp =—((I-2)®1%) +
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