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RESUMO

Em diversas aplicagbes da mecanica estrutural, uma das referéncias mais
utilizadas como benchmark é treliga de von Mises (TVM). O estado da arte e varias
inovacoes relacionadas a TVM podem ser exploradas. No desenvolvimento deste
trabalho académico, um capitulo é dedicado a exploracdo de técnicas associadas ao
Método dos Elementos Finitos (MEF) e a sua formulagdo. As aplicagdes especificas do
MEF na engenharia estrutural, abordando aspectos como otimizagao, simulacéo de
modelos, riscos e seguranga no calculo estrutural, também s&o investigadas. As
informagdes coletadas e sintetizadas podem servir como ponto de partida para
pesquisadores da area. Nesse sentido, ao destacar as oportunidades de investigacoes,
esta pesquisa também incentiva a continuidade das discussdes e o desenvolvimento de
novos trabalhos que contribuam para o avango do conhecimento na area.

Contudo, quanto a selecdo das fontes e aos critérios adotados, indica-se a
necessidade de estudos complementares para aprofundar as descobertas apresentadas.

PALAVRAS-CHAVE: Trelicas de von Mises, Elementos Finitos, Instabilidade.
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RESUMEN

En diversas aplicaciones de la mecanica estructural, una de las referencias mas
utilizadas como punto de comparacién es la cercha de von Mises (TVM). Se pueden
explorar el estado del arte y varias innovaciones relacionadas con la TVM. En el
desarrollo de este trabajo académico, un capitulo se dedica a la exploracion de técnicas
asociadas al Método de los Elementos Finitos (MEF) y a su formulacién. También se
investigan las aplicaciones especificas del MEF en la ingenieria estructural, abordando
aspectos como optimizacion, simulacion, riesgos y seguridad en el calculo estructural.
La informacién recopilada y sintetizada puede servir como punto de partida para
investigadores del area. En este sentido, al destacar las oportunidades de investigacion,
esta investigacion también fomenta la continuidad de las discusiones y el desarrollo de
nuevos trabajos que contribuyan al avance del conocimiento en el campo.

No obstante, con respecto a la seleccion de fuentes y a los criterios adoptados, se
indica la necesidad de estudios complementarios para profundizar en los hallazgos

presentados.

PALABRAS-CLAVE: Cercha de von Mises, Instabilidad, Método de los Elementos
Finitos.

Versdo Final Honol ogada
23/ 12/ 2025 17: 35



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

ABNT Associacgao Brasileira de Normas Técnicas
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MODOWEN' Corresponde a modificagdo do programa realizada pelo autor, sob
supervisao de seu orientador (MODOWEN version OK — Owen formulation

modified by Oliveira under the supervision of Kzam)

1 0 nome do programa é uma homenagem ao engenheiro civil e professor consagrado da Swansea
University, no Reino Unido, Roger Owen (1942-2020). Em 2004, recebeu a Medalha Gauss-Newton (IACM Congress
Medal), concedida pela International Association for Computational Mechanics em reconhecimento as suas
contribuicdes de exceléncia para a mecanica computacional. Uma sintese biografica detalhada é apresentada por
Chenfeng (2025).
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1 INTRODUGAO

1.1 Apresentacao do Tema

A utilidade no desenvolvimento de novas aplicagbes de engenharia e na
realizagdo de testes de referéncia (benchmarks) esta relacionada a ampla classe de
estruturas que a trelica de von Mises (TVM) é capaz de representar, assumindo diversas
configuragdes estaveis, de acordo com Castro (2024).

Alguns temas estudados, como a multiestabilidade em sistemas estruturais (uma
nova area de pesquisa em engenharia), ainda sao restritos a poucos centros de estudo,
como a Universidade de Harvard, a Universidade de Cambridge e o Imperial College
London, e apresentam grande potencial de aplicacdo na engenharia civil, segundo
Fonseca (2018).

Além disso, problemas de grande escala podem exigir enorme capacidade
computacional. Melhorias no método dos elementos finitos (MEF), como técnicas de
reducdo de ordem, refinamento adaptativo e algoritmos paralelos, permitem simulagdes
mais rapidas e acessiveis. Outro campo de pesquisa se refere ao avango dos materiais,
como compdsitos e estruturas nanométricas, em que exige o desenvolvimento de
formulagdes mais sofisticadas no MEF para capturar corretamente seu comportamento
mecanico e térmico. No entanto, deu-se menos importancia aos temas relacionados a
este assunto, devido a complexidade ainda existente nas formulagdes tedricas deste
tema.

O MEF em conjunto com inteligéncia artificial e aprendizado de maquina
apresenta potencial para otimizar processos de simulacéo, reduzir o tempo de analise e

propor solugdes mais eficientes, segundo Zhang (2025).

1.2 Justificativa
Para determinar a posicdo deformada da estrutura, € necessario conhecer sua
rigidez efetiva. Todos os materiais apresentam alguma forma de nao linearidade fisica
(NFL) quando suficientemente solicitados. No caso especifico do concreto, essa néo
linearidade manifesta-se principalmente por meio da fissuragao, fendbmeno que reduz a

rigidez local e altera de forma significativa o comportamento estrutural. Assim, a
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configuragdo deformada deve ser avaliada considerando os possiveis efeitos da NLF,
como a fissuragdo. Contudo, mesmo atualmente, essa analise pode ser
computacionalmente custosa, o que evidencia a necessidade de empregar técnicas
robustas que viabilizem a aplicagao pratica das teorias associadas ao MEF. Além disso,
o monitoramento pés-constru¢cao e a comparacao entre modelo e comportamento real
acabam prejudicados pela falta de coeréncia entre rigidez modelada e rigidez observada.

Esse cenario reforca a necessidade de empregar métodos numeéricos capazes de
lidar com essas complexidades sem inviabilizar a aplicagdo pratica das teorias
associadas ao MEF. A adogéao de estratégias eficientes, como técnicas de linearizagéo,
métodos incrementais-iterativos e modelos constitutivos simplificados, aliada ao uso de
paralelizagdo e recursos de automagdo computacional, faz-se fundamental para
viabilizar analises realistas dentro de tempos computacionais aceitaveis. Abordagens
baseadas em dimensionamento inverso, capazes de estimar as propriedades estruturais
reais a partir dos dados de resposta, em consonancia com técnicas associadas ao
Structural Health Monitoring (SHM), possibilita a calibragao continua do modelo numérico
com o desempenho observado, aprimorando sua representatividade e permitindo

avaliagdes mais precisas ao longo de toda a vida util da estrutura.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivos Gerais
Investigar a evolugdo do MEF, suas principais formulagdes matematicas,

computacionais, sua relevancia no contexto da engenharia civil moderna e automatizada.

1.3.2 Objetivos Especificos
v Explorar os fundamentos matematicos e fisicos do MEF para investigar
diferentes tipos de elementos.
v Avaliar cédigos com softwares como ABAQUS e MATLAB para resolver
problemas mecanicos do MEF.
v Identificar beneficios, desafios e possiveis melhorias na aplicacdo do
método no intuito de justificar a relevancia do problema dentro da

engenharia civil.
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v Avaliar tempo de simulagdo e propor estratégias de otimizagao,
incluindo paralelizagéo e possiveis integragées com |IA ou computagao

de alto desempenho.

1.4 Métodos

A possibilidade de automacédo na analise do MEF, especialmente na area de
infraestruturas, constitui um dos principais objetivos deste trabalho. O estado da arte do
MEF advém da sintese do conhecimento existente sobre o tema neste trabalho
académico.

O método do protocolo JBI (Joanna Briggs Institute) e no PRISMA (Preferred
Reporting Items for Systematic Reviews and Meta-Analyses) estabelece um conjunto de
diretrizes, composto por checklists e fluxogramas que proporcionam aos pesquisadores
um sistema solido na sintese e aplicacdo de conteudos relevantes de revisdes
sistematicas, assegurando uniformidade, credibilidade e consisténcia adequada nos
aspetos criticos da concretizagao da analise exploratoria.

As questdes objetivas sdo enunciadas por tépicos, em conformidade com as
diretrizes do protocolo PRISMA:

Figura 1 — Diagrama PRISMA

QUESTOES
OBJETIVAS

Quais foram os Quais sdo as
objetivos e os limitagGes do
resultados? trabalho?

Qual o estado da arte Quais as principais
atual? técnicas utilizadas?

Fonte: Autoria propria. Elaborado com draw.io.

Para a analise exploratéria, um conjunto de palavras-chave e filtros avancados de
pesquisa foi definido com base em critérios de inclusao e exclusao, seguido por analises
e rastreamento dos resumos. Os artigos foram organizados de acordo com sua
delimitacdo de pesquisa. Para sintetizar os conteudos analisados, cada um deles é

apresentado nas tabelas a seguir.
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Tabela 1 — Otimizacé&o estrutural
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Autor Titulo Objetivo Expectativas
A implementagdo po-
Optimization process of the P . a0 p
. . , de ser feita no Fortran
ARHAMI Truss Structure using Finite Obter a menor drea e peso . .
. . e estendida a aplica-
etal. Element Analysis: Step by step | para as barras da trelica . .
bilidade a algoritmos
(2023) from 2D to 3D space L.
meta-heuristicos
. . Otimizacdo de trelicas de | Criacdo de estratégias
LI Nonlinear Dynamics of . . . .
. aco baseada na integracdo | adaptativas para ajus-
et al. Elastically Connected ) . i
. entre Algoritmos Genéti- | tar automaticamente
(2023) Multistable Structures .
cos (AG) e o MEF os parametros do AG
ZHANG Data-driven Design Of Well- Desenvolver machine | Otimizar o processo de
ot al behaved Nonlinear Structures: | learning (ML) para o | gera¢do de dados para
(2025") A Case Study On The Von Mises | projeto inverso de | treinamento dos mo-

Truss

estruturas nado lineares

delos

Fonte: Autoria propria.

Tabela 2 — Falhas e instabilidades

Autor Titulo Objetivo Expectativas
) Aplicar a metodologia
. L Analisar estruturas sub- o
BYLIK Determining Sloped-load Limits ) o a estruturas tridimen-
. . . metidas a cargas inclina- | | | ) .
et al. Inside VVon Mises Truss With ) sionais mais realistas,
. das, considerando a pre- i .
(2017) Elastic Support . L. como cupulas reticu-
senca de apoios eldsticos
ladas completas
Incorporar imperfei-
Analisar o comportamen- | ¢0es assimétricas, im-
BYLIK Stability of von-Misses truss to da trelica considerando | perfeicdes no apoio,
et al. with initial random a presenca de imperfei- | variagBes de rigidez ao
(2022) imperfections ¢Oes iniciais deterministi- | longo dos elementos,
cas e aleatdrias e efeitos de mon-
tagem.
Desenvolvimento de
algoritmos mais ro-
RAVINGER . . . N .
t al Statics and Dynamics of Snap- | Investigar o fenédmeno do | bustos para lidar com
et al.
(2017) through Effect snap-through singularidades na ma-

triz de rigidez durante
o snap-through

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 3 — Simulacdo de modelos
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Autor Titulo Objetivo Expectativas
Avaliar se elementos tipo | Estendender a valida-
SHELL podem substituir, | cdo desses elementos
. . . os elementos tradicional- | para diferentes confi-
SELHORST Finite Element Analysis Using N L.
. mente usados em estru- | guragdes geométricas,
et al. Shell Elements on Reticulated ] ]
turas reticuladas, compa- | carregamentos varia-
(2017) Structures
rando seus resultados | dos e estruturas re-
com modelos sdlidos e | ticuladas de maior
solucdes analiticas. porte.
Coletas de dados e a-
Analisar os mecanismos | plicacbes de correla-
de escape (scape) do esta- | ¢des que testem de
BARBOSA Andlise dindmica ndo linear de P ,( pe) ¢ g
. do de pré-flambagem es- | forma adequada a
(2017) estruturas abatidas ) . o
tdvel sob cargas estaticas | confiabilidade dos mo-
e dinamicas delos computacionais
empregados.
. o Estudar os fendmenos de | Desenvolver estraté-
Andlise Ndo Linear De . .
AMARAL L snap-through e o snap- | gias adaptativas de a-
Estruturas: Aplicag¢éo Do . oL L R
etal. ) . back associados a ndo | tualizacdo dos para-
Método Do Comprimento De . . L.
(2017) o linearidade geométrica de | metros para aumen-
Arco De Crisfield -
estruturas. tar a estabilidade
Combinar a aborda-
Discussées Sobre Andlise Analisar a trajetdria de | gem energética do
RAUNYR Analitica Da Trajetdria De equilibrio de estruturas | MEF e técnicas basea-
t al Equilibrio De Estruturas De formadas por elementos | das em IA pode
etal.
(2018) Barra Simples Sujeitas A de barras simples | proporcionar solugdes
Grandes Deslocamentos: Uma | submetidas a grandes | mais rapidas, robustas
Abordagem Energética deslocamentos e aplicaveis em tempo
real
Investigar estruturas
Analisar comportamento | inteligentes com atu-
nao linear, as bifurcagbes | a¢do ativa, onde ele-
o e as instabilidades esta- | mentos podem alterar
Comportamento ndo linear, . o .
FONSECA . N . . ticas e dinamicas de uma | suas propriedades sob
bifurcagdes e instabilidade de )
(2018) L . trelica plana composta por | comando externo (por
uma treliga hipereldstica ] L o
barras hipereldsticas mo- | exemplo, materiais
deladas pelo material neo- | eletroativos ou siste-
Hookeano. mas com atuadores
embutidos).
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Andlise Paramétrica Da
Instabilidade De Estruturas
Reticuladas Planas Esbeltas

Desenvolver uma método-
logia para a andlise da ins-
tabilidade dindmica de es-

O comportamento ca-
6tico pode ser utiliza-
do no monitoramento
de integridade estru-

FERNANDES R ,
(2022) Com Comportamento Dindmico | truturas reticuladas pla- | tural em tempo real,
Geometricamente Ndo Linear | nas esbeltas com compor- | por meio de sensores
Pelo Método Posicional Dos tamento geométricamen- | e algoritmos de ter-
Elementos Finitos te ndo linear trole baseados nos ex-
poentes de Lyapunov
Integragdo com algo-
RODRIGUES . Estudar o comportamento | ritmos de otimizacao
Comportamento Dindmico E . - . .
etal. . dindmico e a estabilidade | para projetar sistemas
Estabilidade De Elementos .
(2022) de elementos estruturais | com comportamento
multiestavel desejavel
) Desenvolver prototi-
Investigar o comporta- . .
. pos fisicos das trelicas
- Lo mento dindmico e a esta- .
PANTALEAO Comportamento Dindmico E N ) de von Mises acopla-
N bilidade de sistemas estru- ]
et al. Estabilidade De Elementos ) . das para realizar testes
) o turais multiestaveis for- o
(2020) Estruturais Multiestdveis . laboratoriais que va-
mados por cadeias de ter- |
) i lidem os modelos te-
licas de von Mises L
Oricos
Estudo da Estabilidade
Dindmica de Estruturas Usar os expoentes em
Reticuladas Planas Através dos . . | conjunto com méto-
Estudar a estabilidade di- ] .
BARBOSA Expoentes de Lyapunov, . ) dos de inteligéncia ar-
i L namica considerando os | . L
(2023) Considerando Ndo-linearidades tificial para diagnosti-
L. L expoentes de Lyapunov L.
Fisica e Geométrica pela cos automaticos de fa-
Formulag¢éo Posicional do Ihas
Método dos Elementos Finitos
Estudar a resposta estd-
tica e dindmica ndo linear
CASTRO Nonlinear dynamics of de comportamento de es- .
. o Incorporar materiais
etal. elastically connected truturas multiestaveis (po- | . L
] ) .| viscoelasticos
(2024) multistable structures dendo ser aplicado a va-

rias areas, como colapso
progressivo)

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 4. Riscos e seguranga no calculo estrutural

Autor Titulo Objetivo Expectativas
Caracterizagdo  mais
ORLANDO Influence of the mechanics of | Estudar as trajetérias de ¢
. . o ) detalhada do com-
et al. escape on the instability of von | equilibrio da trelica de

ortamento cadtico e
(2017) Mises truss and its control Von Mises P
controle de caos

Incorporar imperfei-
Analisar o comportamen- | ¢0es assimétricas, im-
Stability of von-Misses truss to da trelica considerando | perfeicdes no apoio,

KALA
(2017) with initial random a presenca de imperfei- | variagGes de rigidez ao
imperfections ¢Oes iniciais deterministi- | longo dos elementos,
cas e aleatdrias e efeitos de mon-
tagem.
Desenvolver um modelo
. o numérico 17ornal7- | Aprimorar o modelo
Andlise Mecdnica e o L . L
o probabilistico capaz de | fisico, cinematico e
RAUNYR Probabilistica de Estruturas . )
. . analisar o comportamen- | computacional para
(2019) Trelicadas Sujeitas ao Colapso

. to e o colapso progressivo | 17orna-lo mais
Progressivo . o . o
de trelicas tridimensio- | comple-to e eficiente.

nais.

Fonte: Autoria prépria.

ApOs a realizacao de toda a analise exploratdria, foi possivel delimitar temas mais
especificos que orientaram o desenvolvimento desta monografia. Na sequéncia deste
capitulo, apresentam-se as revisdes bibliograficas detalhadas que mais impactaram esta
pesquisa, as quais permitem compreender um panorama do objeto de estudo. Alguns
tépicos, como a analise dindmica, mostraram-se particularmente relevantes, motivando
a inclusdo de um capitulo dedicado aos modelos viscoelasticos. Outro eixo tematico
refere-se ao uso de técnicas automatizadas, que possibilitaram o desenvolvimento de
um controlador computacional.

No desenvolvimento deste trabalho, empregou-se ferramentas de IA. Utilizou-se
como recurso principal o ChatGPT, em suas versdes 3.0 a 5.0. De forma complementar,
recorreu-se ao Grook (versdes 3.0 a 4.1) e ao Microsoft Copilot, aliado ao SmartGPT,
especialmente para a otimizacao e depuragao das rotinas computacionais.

Por fim, destaca-se que as tecnologias de inteligéncia artificial ainda se encontram
em fase de intenso aprimoramento, podendo apresentar limitacbes ou erros
significativos. Assim, os usuarios sao totalmente responsaveis pela verificacao,
validacao e interpretacao dos resultados obtidos por meio dessas ferramentas.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Analises exploratorias
A presente revisao bibliografica tem como objetivo contextualizar os principais
conceitos, métodos e avangos que fundamentam o desenvolvimento deste trabalho. Para
isso, sdo apresentados estudos recentes que abordam desde analises exploratorias
iniciais até técnicas avancadas relacionadas ao Método dos Elementos Finitos (MEF),
bem como as ferramentas computacionais aplicadas a engenharia estrutural. O intuito &
identificar as contribuicdes relevantes, compreender o estado da arte e destacar as

lacunas que justificam as abordagens adotadas ao longo desta pesquisa.

2.1.1 Otimizagao Estrutural

No artigo de Zhang et al. (2025): “Data-driven Design Of Well-behaved
Nonlinear Structures: A Case Study On the von Mises Truss”, tem-se como objetivo
desenvolver uma estratégia computacional baseada em aprendizado de maquina
(machine learning — ML) para o projeto inverso de estruturas nao lineares que utilizam
instabilidades elasticas de forma funcional, como a trelica de von Mises. Para isso, os
autores criaram uma ferramenta computacional automatizada que integra geragcao e
analise de modelos em elementos finitos via ABAQUS, controle de critérios de término
da simulacao e pos-processamento dos resultados. Essa ferramenta alimenta trés tipos
de modelos de ML: dois modelos diretos (forward) para prever ou classificar o caminho
de equilibrio ndo linear com base nas propriedades geométricas e mecéanicas da
estrutura, e um modelo inverso (backward) que estima as propriedades da estrutura a
partir de um caminho de equilibrio desejado. Entre as técnicas utilizadas estdo redes
neurais (MLP), K-vizinhos mais proximos (KNN), maquinas de vetores de suporte (SVM)
e versdes aprimoradas de XGBoost (como R-XGBoost), com otimizagdo de
hiperparametros por métodos como grid search e otimizagéo bayesiana. Os resultados
mostraram que os modelos baseados em XGBoost, especialmente o R-XGBoost, foram
0S mais precisos para prever pontos criticos e caracteristicas dos caminhos de equilibrio,
mesmo em casos com comportamento snap-back. O modelo inverso também
demonstrou boa precisdo na reconstrugao dos parametros estruturais, sendo validado

em dois estudos de caso: um metamaterial dissipador de energia e um robd capsula
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vibratorio. O trabalho mostra o potencial do uso de ML para acelerar e aprimorar o design
de estruturas nao lineares com funcionalidades especificas, minimizando a intervengao
manual e os custos computacionais associados a analise tradicional. Como limitagées,
embora o framework automatize a analise com o uso do Abaqus, o préprio software nao
permite comutagdo automatica de caminhos bifurcados ou analise robusta de
ramificagbes simétricas/assimétricas. Assim, o framework atual ndo realiza mudancga
automatica de caminho apés bifurcagao, sendo limitado a cenarios sem bifurcacbes de
ramificacdo. A deteccao de possiveis bifurcacdes é feita apenas por monitoramento de
autovalores negativos da matriz de rigidez tangente, sem garantir a transi¢do para novos
ramos de equilibrio. Apesar do uso de técnicas avangadas (MLP, XGBoost, R-XGBoost),
os modelos foram treinados exclusivamente para a geometria da trelica de von Mises,
limitando a aplicagao imediata a outras topologias ou sistemas estruturais. Casos com
comportamento altamente assimétrico ou multiplos estados de equilibrio podem exigir
reformulag&o ou retreinamento completo dos modelos. Além disso, a geragéo do grande
conjunto de dados para treinar os modelos de ML ainda demanda elevado esforgo
computacional, especialmente para estruturas com comportamento altamente nao linear
e multiplos parametros geométricos e mecanicos. Como expectativas, pode-se otimizar
o processo de geracdo de dados para treinamento dos modelos, usando modelos
reduzidos (ROM) ou modelos fisicos simplificados, aplicando técnicas de active learning
para priorizar simulagdes mais informativas. Como perspectivas futuras, pode-se
explorar o uso de modelos generativos (como GAN’s ou VAE's) para criar designs com
comportamento ndo linear desejado e integrar a estrutura com otimizadores evolutivos

ou bayesianos mais eficientes para alcangar solugdes globais rapidamente.

2.1.2 Simulag¢des de modelos

A tese de doutorado de Fernandes (2022): “Analise Paramétrica Da
Instabilidade De Estruturas Reticuladas Planas Esbeltas Com Comportamento
Dindamico Geometricamente Nao Linear Pelo Método Posicional Dos Elementos
Finitos”, tem como objetivo principal desenvolver uma metodologia para a analise da
instabilidade dindmica de estruturas reticuladas planas esbeltas com comportamento

geometricamente nao linear, utilizando a formulagdo posicional do Método dos
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Elementos Finitos (MEF). A abordagem é baseada na formulagdo Lagrangiana Total e
considera a posi¢ao dos nds como variaveis fundamentais, permitindo descrever com
precisdao grandes deslocamentos e instabilidades como o snap-through dinamico. Entre
as principais técnicas empregadas, destacam-se: (primeiro) a avaliagdo da estabilidade
dinamica por meio da energia potencial total e analise da matriz Hessiana, (segundo) o
calculo de frequéncias naturais usando o método de Iteracédo por Subespacos Vetoriais,
especialmente util em sistemas com matrizes de massa singulares, (terceiro) a
implementagao e comparagao de métodos de integragdo numeérica no tempo (classicos
como Generalizado-a, HHT-a, WBZ-a e recentes como TSTSM e TPSM), e (ultimo) a
analise do comportamento cadtico com base nos expoentes de Lyapunov e nas segdes
de Poincaré. Os resultados demonstram que a formulagao posicional aplicada ao MEF é
robusta e precisa para capturar comportamentos complexos, inclusive em situagdes de
instabilidade severa. Os algoritmos de integracdo mostraram boa estabilidade numérica,
com destaque para o método Generalizado-a. Além disso, os algoritmos desenvolvidos
para calcular os expoentes de Lyapunov se mostraram eficazes na detecg¢ao de caos em
estruturas sob certas condi¢cdes de carregamento. Como limitagdes, apesar de eficientes,
os métodos de integragdo numérica podem apresentar acumulo de erros ou
instabilidades em simulag¢des de longo prazo, especialmente em sistemas cadticos ou
com alta sensibilidade a condi¢des iniciais. Algumas das estratégias como o0 uso da
matriz Hessiana e o calculo dos expoentes de Lyapunov, podem demandar grande poder
computacional, especialmente para modelos com muitos graus de liberdade, o que pode
dificultar sua aplicagédo em larga escala. Como perspectivas futuras, pode-se realizar a
analise da instabilidade e do comportamento cadtico no monitoramento de integridade
estrutural em tempo real, por meio de sensores e algoritmos de controle baseados nos
expoentes de Lyapunov ou nos mapas de Poincaré. A metodologia pode ser integrada
com técnicas de otimizagao estrutural (topolégica ou paramétrica), permitindo projetar
estruturas mais eficientes, resistentes e adaptativas a partir do controle do
comportamento dindmico. A tese abre caminho para a exploracao aprofundada do caos
em estruturas, possibilitando o mapeamento de zonas de sensibilidade e a aplicagao de
técnicas de controle do caos, com aplicagdes em estruturas inteligentes ou

metamateriais.
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A dissertagdo de mestrado de Barbosa (2023): “Estudo da Estabilidade
Dinamica de Estruturas Reticuladas Planas Através dos Expoentes de Lyapunov,
Considerando Nao Linearidades Fisica e Geométrica pela Formulagao Posicional
do Método dos Elementos Finitos”, objetiva estudar a estabilidade dinédmica de
estruturas reticuladas planas considerando n&o linearidades fisica e geométrica,
utilizando a formulagao posicional do MEF e os expoentes de Lyapunov como ferramenta
de analise. Para isso, o0 autor modela o comportamento inelastico dos materiais com dois
modelos constitutivos: 0 modelo de encruamento isotropico multilinear e o modelo de
dano ductil isotrépico (FLHB). A solugao das equagdes nao lineares € obtida por meio da
formulagao posicional do MEF, onde as variaveis principais sdo as posi¢cdes nodais. A
integragao temporal foi realizada pelos métodos de Newmark e Generalizado-a, e os
expoentes de Lyapunov foram determinados por duas abordagens: o preditor ndo linear
(baseado em séries temporais) e o espectro via autovalores da matriz jacobiana. Os
resultados demonstraram a eficacia dos expoentes de Lyapunov na identificagdo de
instabilidades e falhas estruturais, especialmente sob ag¢des dinamicas. Foi observado
que o método do preditor ndo linear apresentou maior praticidade e sensibilidade,
embora ndo fornega expoentes negativos. O trabalho conclui que os expoentes de
Lyapunov sao ferramentas promissoras para monitoramento de estruturas, contribuindo
para uma analise mais precisa do comportamento instavel, especialmente em estruturas
esbeltas e suscetiveis a efeitos ndo lineares. Como limitagdes, ndo foram considerados
outros comportamentos relevantes, como viscoelasticidade, fadiga, histerese ou
anisotropia, que ocorrem em muitos materiais reais. O método do preditor ndo linear nao
identifica expoentes negativos, dificultando a caracterizacdo completa da estabilidade. O
calculo via matriz jacobiana mostrou dificuldades em identificar algumas instabilidades,
sendo sensivel a perturbacdes e discretizacdes. A analise da estabilidade dinadmica foi
feita com tempo de simulagao restrito e em casos idealizados, o que pode nao refletir a
complexidade de situagdes reais de carregamento prolongado ou ciclico. Como
perspectivas futuras, pode-se desenvolver técnicas para obter expoentes negativos com
o preditor ndo linear. Usar os expoentes em conjunto com métodos de inteligéncia

artificial para diagndsticos automaticos de falhas. Aplicar a metodologia em sistemas de
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SHM (Structural Health Monitoring), com coleta de dados em tempo real de sensores
instalados em pontes, torres, edificios ou turbinas edlicas. Usar os dados obtidos com os
expoentes de Lyapunov para treinar modelos de aprendizado de maquina, capazes de

prever falhas estruturais ou responder a padrdes de instabilidade complexos.

2.1.3 Riscos e seguranga no calculo estrutural

A tese de doutorado de Raunyr (2019): “Analise Mecanica e Probabilistica de
Estruturas Trelicadas Sujeitas ao Colapso Progressivo”, apresenta uma contribuicao
cientifica abrangente voltada para a modelagem avangada, a analise numérica e a
avaliacdo probabilistica de estruturas trelicadas submetidas a danos acidentais e
processos de colapso progressivo. O trabalho se destaca por integrar, em uma unica
estrutura analitica, fendmenos de néao linearidade geométrica, nédo linearidade fisica,
degradagdo por dano ductil, plasticidade e técnicas de confiabilidade estrutural,
resultando em um modelo robusto aplicavel tanto a analises estaticas quanto dinamicas.
O objetivo principal da tese consiste no desenvolvimento e implementagao
computacional de uma formulagdo numérica baseada em uma descricao Lagrangeana
total, no contexto do Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP), capaz de
representar com precisao a trajetoria de equilibrio de treligas tridimensionais submetidas
a grandes deslocamentos, grandes deformacdes e processos progressivos de falha
estrutural. Essa formulacdo €& posteriormente acoplada a métodos probabilisticos,
especialmente a Simulagdo de Monte Carlo, a fim de avaliar incertezas associada a
resisténcia dos materiais e as agdes aplicadas, possibilitando a determinagao da
probabilidade de colapso do sistema estrutural. Dentro desse objetivo geral, a tese
estabelece alguns objetivos especificos fundamentais: empregar a medida de
deformacao logaritmica para expressar o potencial da energia livre de Helmholtz
diretamente em termos das posi¢cdes nodais, elevando a consisténcia cinematica da
formulagao para niveis compativeis com grandes deformacdes; desenvolver e propor
um modelo abrangente de dano ductil, fundamentado na evolugdo da porosidade do
material e na coalescéncia de microcavidades e microfissuras, capaz de capturar de
forma continua e realista a degradagédo da rigidez e resisténcia; integrar o modelo

mecanico ao método de Simulagdo de Monte Carlo, possibilitando a analise
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probabilistica de falhas locais e globais em trelicas sob cenarios de danos acidentais.
Um dos elementos-chave da formulagao € a adogdo da deformagéo logaritmica, que se
mostra superior as medidas convencionais de engenharia quando sujeitos a grandes
deformacgdes, pois garante consisténcia energética, evita singularidades relacionadas ao
jacobiano e possibilita a decomposigdo multiplicativa das parcelas de deformagdo em
componentes elastica, plastica e de dano. O modelo mecéanico proposto incorpora dois
fendmenos essenciais da nao linearidade fisica: a plasticidade e a mecanica do dano
continuo. Para representar o comportamento pos-escoamento dos materiais, o autor
utiliza o critério de plastificagdo de von Mises com encruamento isétropo, integrando-o
numericamente através do algoritmo de mapeamento de retorno de Simo & Hughes
(1997), reconhecido pela estabilidade e objetividade. Ja a mecanica do dano continuo é
abordada com profundidade por meio do desenvolvimento de um modelo de dano ductil
inédito, cujas variaveis internas estdo associadas ao crescimento da porosidade do
material. Isso permite que a degradacgao da rigidez ocorra de forma continua, garantindo
que o modulo tangente nunca tenda a zero, evitando instabilidades numéricas tipicas de
modelos de dano convencionais. O potencial de energia livre de Helmholtz é formulado
em termos da deformacdo logaritmica, da variavel de dano e de um parametro de
encruamento, gerando um modelo capaz de reproduzir com precisdo curvas tensao—
deformacdo de onze materiais distintos, incluindo ago, aluminio, cobre, madeira,
concreto e UHPFRC (concreto de ultra alto desempenho com fibras). Para validagao do
modelo constitutivo, o autor emprega dados experimentais extensos desses materiais,
ajustando automaticamente os parametros do modelo de dano através de algoritmos
implementados em Fortran. Além das analises estaticas, a tese também contempla
analises dinamicas nao lineares, utilizando métodos de integracdo direta, como o
procedimento de Newmark. S&o incorporados efeitos de amortecimento, forcas
impulsivas, agdes aperiddicas e excitagdes sismicas reais, como os terremotos de
Fukushima e EI-Centro, o que demonstra a aplicabilidade da formulacao a problemas de
engenharia estrutural de alta complexidade. Estruturas como trelicas 2D, torres
metalicas, trelicas 3D e sistemas com cabos sédo analisadas dinamicamente, revelando
a capacidade do modelo de capturar efeitos como acumulo de dano, redistribuicdo de

esforcos, instabilidades geométricas, falhas sequenciais e propagacao de colapso ao

Versdo Final Honol ogada
23/ 12/ 2025 17: 35



24

longo do tempo. Ainda mais, o acoplamento completo entre 0 modelo mecanico nao
linear e métodos de confiabilidade estrutural (modelo mecano-probabilistico), permitiu
uma abordagem probabilistica. Com isto, inclui-se inclui a Simulacdo de Monte Carlo
(SMC), que constitui o0 método principal, permitindo avaliar probabilidades de falha
mesmo em modelos altamente n&o lineares e n&o diferenciaveis. Também foi utilizado o
método WASM (Weighted Average Simulation Method), como alternativa mais eficiente
a SMC. O método FORM (First Order Reliability Method), foi empregado para
comparagao e validagao das respostas probabilisticas. O autor formula critérios de falha
locais (por barra) e globais (para a estrutura como um todo), considerando estados
limites dependentes da trajetéria de equilibrio e das condigdes de contorno. Também s&o
conduzidas analises probabilisticas dependentes do tempo, possibilitando avaliar a
evolucao da probabilidade de falha durante eventos transientes, como terremotos. A tese
comprova que foi possivel integrar analise estrutural estatica nao linear, dindmica n&o
linear e tratamento probabilistico das incertezas em um unico modelo matematico
coerente e funcional. Como limitagdes, apesar dos importantes avangos obtidos, o
modelo de dano e plasticidade contém hipéteses simplificadoras como isotropia, o que
limita sua validade para materiais com fratura direcional, ndo inclui acumulagao de dano
ciclico (fadiga), assume estado uniaxial para cada barra, o que descarta fenbmenos
como: flambagem local; cisalhamento; flexdo acoplada ao dano. O autor também
reconhece limitagdes no modelo geométrico, como a formulagdo de trelicas
perfeitamente articuladas, restringindo graus de liberdade. Embora o método tenha
convergido bem, ha limitagbes citadas quanto sensibilidade a matriz tangente quase
singular, principalmente em estados avangados de dano, com possibilidade de perda de
convergéncia em carregamentos dinamicos severos, regimes de impacto, colapso
extremamente localizado (snap-back acentuado). Como perspectivas futuras, pode-se
aprofundar a formulacdo de hipoteses aplicadas ao modelo fisico, estender a analise
para elementos de casca e solidos, modelos com ligagdes semi-rigidas. O autor também
reconhece a necessidade de aprofundar o aspecto computacional. Isto poderia ser feito
por meio de técnicas de paralelizacdo (OpenMP, MPI ou GPU CUDA). Métodos de
convergéncia mais avangados poderiam incorporar hessianas consistentes, controle de

arco avancado (Crisfield, Riks), técnicas de estabilizacdo para snap-through e snap-
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back, algoritmos de predigao-correcdo. Reducédo de ordem e meta-modelos poderiam
acelerar o método de Monte Carlo, como o POD (Proper Orthogonal Decomposition),

surrogates (Kriging, PCE) ou modelos reduzidos.

2.2 Resultado das Analises Exploratérias
A seguir sdo apresentadas, de forma sistematizada, os principais temas de
pesquisa que delinearam este trabalho. Essa sintese permite compreender ndo apenas
os pontos criticos observados, mas também as expectativas que emergem dessa
avaliacdo, destacando oportunidades de aprimoramento e caminhos potenciais para

aprofundamento da pesquisa.

Tabela 5. Resultados das analises exploratorias.

Objetivo Limitagao Expectativa

. Obter um dimensionamento
Elevado custo computacional

Otimizar a resposta
estrutural

e dependéncia do método de
solucéao

estrutural mais eficiente e
com melhor relacéo rigidez—
massa

Integragdo com Complexidade das | Aplicagdo de técnicas de

métodos de Machine | formulacbes e necessidade | dimensionamento inverso e
Learning de grandes bases de dados | modelos preditivos

Consideracao de Restricbes impostas por | Analise de colapso por

cargas inclinadas e
imperfeicoes
geométricas

formulacdes lineares e pela
teoria elastica

instabilidade com modelos
nao lineares mais completos

Analise Dinamica Nao
Linear de Estruturas

Elevado custo computacional
e suscetibilidade a
instabilidades numéricas

Aplicar os resultados as
areas de monitoramento
estrutural e SHM (Structural
Health Monitoring)

Multiestabilidade

Comportamentos dinamicos
complexos e sensiveis a
imperfeicoes

Desenvolver prototipos
laboratoriais para avaliar a
aplicabilidade desses
sistemas na engenharia civil
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Método Do Complexidade do método, | Desenvolver estratégias

Comprimento De Arco | incluindo possibilidade de | adaptativas de atualizagéo

De Crisfield (snap- | r3jzes complexas e | dos parametros para
back) dificuldade de convergéncia | aumentar a estabilidade

Fonte: autoria propria.

A partir das anadlises realizadas, desenvolveram-se modelos destinados a
compreender as limitacdes identificadas na etapa exploratéria. Assim, tanto formulacdes
dindmicas quanto algoritmos meta-heuristicos foram elaborados para tratar problemas
recorrentes na engenharia civil.

Além disso, buscou-se estimar medidas de custo de desempenho computacional
para as analises, considerando que cada modelo precisa ser executado repetidas vezes.
Para viabilizar esse processo, foi necessario recorrer a solucionadores numéricos
robustos, capazes de empregar métodos de processamento paralelizado e, assim,

otimizar o tempo de simulacéo e o custo computacional.

3 FUNDAMENTAQAO TEORICA
3.1 Fundamento

3.1.1 Mecanica estrutural

Encontrar tensbes, deslocamentos e reacdes em estruturas, especialmente as
hiperestaticas, € o objetivo da analise estrutural, conforme Timoshenko (1993).

Os estudos sobre curvatura e resisténcia de vigas realizados por Jacob Bernoulli
(1691-1705), em sua obra “A Arte da Conjectura” (1713), formaram um conceito
essencial para a formulacdo dos métodos de energia. Em “Opera Posthuma” (1742),
publicado apds sua morte, escritos incluindo estudos fundamentais sobre curvatura de
vigas e teoria da elasticidade sao reunidos. A equacgao da linha elastica, que estabelece
a relacao entre a curvatura de uma viga e as forcas aplicadas a ela, foi um dos temas
inovadores desenvolvidos por Bernoulli. Esses estudos influenciaram diretamente a
teoria da elasticidade e a instabilidade de colunas, formalizados por Leonhard Euler
(1707-1873).
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As bases teodricas dos cursos de Resisténcia dos Materiais fundamentam-se nos
estudos de Bernoulli-Euler, associados aos métodos de calculo estrutural. Com isto, as
tensdes resultantes nos corpos, por meio de equagdes constitutivas, foram relacionadas

de forma quantitativa aos deslocamentos e deformacoes.

3.1.2 Abordagens energéticas

O Principio dos Trabalhos Virtuais generalizou o conceito de trabalho e energia,
ao formular a equacgao de equilibrio estrutural com base na energia, conforme Joseph-
Louis Lagrange (1750-1788) em Mecanica Analitica (1788).

A energia armazenada na estrutura, resultante das deformacgdes internas, pode
ser relacionada ao trabalho das forgas externas. A seguinte estrutura hipotética da figura
2, mostra como isso ocorre.

Figura 2. Exemplo de viga genérica.

<

-+ | <=
dx

vV
M ’
T N+dN T+dT
| - >
) - VdV M+dM

Fonte: Adaptado de Timoshenko (1993). Elaborado com IA.

Na figura 2, um elemento diferencial de comprimento dx é retirado da viga. Ao
admitir uma deformagéo virtual (imaginaria), adicional aos deslocamentos ja existentes
na viga em equilibrio, cada particula também sera submetida a um deslocamento virtual
e, consequentemente, tanto as forgas externas quanto as internas realizarao trabalho
virtual.

Para um elemento diferencial da estrutura, o trabalho virtual total dW,, realizado
pelas forcas quando ocorre um deslocamento virtual pode ser decomposto em duas

partes:
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thotal — dVVrcorpo _I_deeforma(;éo (311)

igido elemento

Em que:

dW,,:q1: Trabalho total realizado por todas as forcas sobre o elemento dx.

dW,igids : Trabalhado causado pelo deslocamento do elemento como corpo rigido
(translagao e rotacédo).

deformagdo P
AW, mento - 17abalho causado pela deformagéo do elemento dx.

corpo

A forga resultante atuando sobre o elemento dx € nula. Logo, dW;q, =0 € 0

trabalho total se resume na deformagéo do elemento infinitesimal, uma vez que a viga

esta em equilibrio estatico.

AWiotar = dw§Stormasao (3.1.2)

elemento

Isto €, para analisar a viga em equilibrio estatico, somente interessa o que
acontece durante a deformacdo dos elementos. Somando todos os elementos da

estrutura:

elemento

j AWyotar = f dwgerormasio (3.1.3)

As tensbes resultantes também se anulam, uma vez que a face da direita de um
elemento genérico estara em contato com a seguinte. Portanto, o trabalho total realizado

por todas as forgas sobre a viga sera o trabalho das forgas externas:

Wiotar = Wfor(;as (3.1.4)

externas

Em que:

forgas
I/Vexternas :

trabalho virtual realizado pelas forgas externas sobre a viga.

Resta, entdo, avaliar o termo a direita da equagéao (3.1.3), o qual representa o
trabalho associado a deformacao na viga. Embora na deformacgao do elemento todas as
forcas deveriam ser avaliadas, ao aplicar um deslocamento virtual infinitesimal as forcas
externas ja estariam equilibradas pelas tensdes internas. Logo, quando um elemento se
deforma, apenas as tensdes resultantes realizam algum trabalho, segundo Timoshenko
(1993):
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deformacgio
elemento

= pyforsas (3.1.5)

internas

forcas .
I/Vinternas '

Trabalho virtual realizado pelas tensdes resultantes sobre a viga.

Portanto, chega-se ao principio geral dos Trabalhos Virtuais:

Wforcas _ Wforcas (3.1.6)

externas internas

O mddulo de Young (E) utilizado na viga foi mencionado apenas neste paragrafo,
ou seja, apos a conclusao de toda a demonstragao. Esse fato gerou grande interesse no
estudo das propriedades nao lineares dos materiais, uma vez que tal propriedade é

irrelevante para a formulagao do Principio dos Trabalhos Virtuais.

3.1.3 Energia e linearidade

O Teorema da Reciprocidade de Betti, ou Teorema de Betti, um principio
fundamental na mecanica dos solidos, especialmente na analise estrutural e na
resisténcia dos materiais, foi elaborado inicialmente por Enrico Betti (1823-1892)
conhecido por suas contribui¢cdes a teoria da elasticidade.

Para compreender o Teorema da Reciprocidade de Betti, analisa-se o exemplo da
viga anterior, porém com duas cargas concentradas:

Figura 3. Teorema de Betti.

F P

Fonte: Adaptado de Timoshenko (1993). Elaborado com IA.

O trabalho virtual realizado sobre a estrutura, numa primeira analise, pela

aplicagao simultanea das forgcas F e P é:
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W = (%) F(8;7 + 87) + G) P(8,, + 8,7) (3.1.7)

Em que:

8, deslocamento no vinculo e dire¢éo de P causado pela forga F.

8¢p: deslocamento no vinculo e diregao de F causado pela forga P.

W: trabalho total realizados pelas for¢cas concentradas (F e P).

Para uma segunda analise, considera-se a aplicagdo de uma carga e logo apos,
em sequéncia, a outra carga. Assim, aplicando-se primeiro a carga P, e apds a carga F,

tem-se que:

W= (%) F(8;,) + P ((%) 5oy + 5pf> (3.1.8)

E importante relembrar que ao se admitir a validade do principio da superposicdo
(regime linear-elastico) e o trabalho de uma for¢a quase estatica varia linearmente de
zero até a carga final (no caso, de zero a F,4 ), ilustrado de acordo com a figura 4:

Figura 4. Lei de Hooke para uma mola.

FA
F

max

Fonte: Autoria propria.

Portanto seu trabalho nada mais é que a area de um tridngulo (area do grafico F
por &¢¢). Ja quando existe uma carga aplicada, o trabalho seria calculado como a area
de um retdngulo com base constate (forga P) e comprimento com valor do deslocamento
(Bpf)-

Como os trabalhos acima sao iguais (equacdes 3.1.7 e 3.1.8), tem-se que:

F&,; = PSy, (3.1.9)

Em particular, se F = P:
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5, = 6 (3.1.10)

A coeréncia de outros métodos € frequentemente analisada pelo Teorema de
Betti. Um destes, sdo equacdes do método das forgas, desenvolvido com base no
trabalho de James Maxwell (1831-1879) e Carlo Alberto Castigliano (1847-1884).

3.1.4 Método linear

Ao utilizar os conceitos de trabalho virtual, pode-se chegar no método das forgas
para resolver estruturas hiperestaticas.

Primeiro, escolhe-se, de forma arbitraria, as forcas redundantes (incognitas) para
se aplicar nas equacdes de compatibilidade de deslocamentos. Frequentemente,
escreve-se primeiramente a equacgao de equilibrio estatico e, em seguida, busca-se uma
segunda equacao que permita determinar a incognita hiperestatica. Nesse caso,
desenvolve-se uma relagdo constitutiva adequada para impor a compatibilidade do
sistema.

As equagbes da estatica (introduzidas por Newton) s&do capazes de resolver
inumeras estruturas isostaticas. Mas, ao se analisar estruturas hiperestaticas, faz-se
necessario introduzir algum tipo de equacgao para tornar o sistema de equacgdes possivel
de ser determinado. Diante disso, as equacgbes constitutivas relacionam as forgas
(tensbes) aos deslocamentos (deformagdes), de acordo com Timoshenko (1993).

Por exemplo, no curso de Resisténcia dos Materiais, aprende-se que através da

lei de Hook, ha uma relacéo entre tensao e deformacao:
oc=FEe¢ (3.1.11)

A equacao (3.1.11), pode ser considerada uma equagao constitutiva para se
introduzir na equagao de compatibilidade de uma estrutura hiperestatica linear e elastica.
Para ilustrar o método, considera-se o pilar sofrido de vida util com reducéo de

capacidade resistente:
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Figura 5. Exemplo de pilarete.

Fonte: autoria propria (elaborado com IA).

Ao retirar a laje inferior (apoio inferior), percebe-se que a reagao neste vinculo é
redundante, uma vez que a estrutura permaneceria em equilibrio (pelo menos, assim se
esperaria). Além disso, apenas com as equagdes de equilibrio da estatica seria possivel

resolvé-la e a estrutura se tornaria isostatica:
R,+W=0 - R,=-W (3.1.12)

Em que:

R,: Forca de reagao do apoio superior;

W: Forga peso aplicado no centro de gravidade do pilar.

No entanto, com a presenca da reacao inferior X;, o sistema passa a ser
hiperestatico de grau 1, pois € necessario introduzir uma equagéo adicional para

determinar X;:
R,—W+X,=0 (3.1.13)

Em que:

X,: Forca de reacéo do apoio inferior direcionada para cima.

Como ja mencionado, pelo método das forgas, € comum escrever primeiro a
equacao de equilibrio da estatica e, depois, procurar uma segunda equacgao adicional.

Assim, ao substituir a laje inferior por uma forga genérica X;, basta introduzir uma
equacao constitutiva de compatibilidade que relacione o deslocamento vertical do pilar

— afinal, é necessario garantir que o pilar n&o caia.

Versdo Final Honol ogada
23/ 12/ 2025 17: 35



33

Essa condicao € obtida a partir do PTV, que estabelece que a soma dos trabalhos

virtuais das forgas externas (IW,,;) e internas (W;,;) deve ser nula:
Wext = Wine (3.1.14)

Pelo Teorema de Betti, o trabalho da forga externa X; aplicada no vinculo
redundante & energeticamente simétrico ao trabalho produzido pelas forgas internas
associadas a esse mesmo vinculo. Escolhendo o sistema real, com as forgcas We X, e
o sistema virtual, com uma forga unitaria aplicada no local do redundante X, a condigao

de compatibilidade pode ser escrita como:
_W 622+X1 621 = 16 (3.1.15)

O termo §,; é calculado como deslocamento externo, mas representa — por
simetria energética — o mesmo trabalho que ocorreria se a forca atuasse dentro da
estrutura, ou seja, o trabalho das tensdes internas equivalentes.

Em que:

d,,: deslocamento unitario no ponto 2 devido ao peso real W,

d,,: deslocamento unitario no ponto 2 devido a forca redundante em X;;

&: € o deslocamento real no ponto do redundante (soma das contribui¢des).

Da Resisténcia dos Materiais:

WL

62W :ﬂ: szz (3.1.16)
XL

62X1 :ﬁ:)ﬁ fa1 (3.1.17)

Onde:

L: corresponde ao comprimento do pilar

f22, f21: s@o os coeficientes de flexibilidade.

&,y : deslocamento no ponto 2 devido ao peso real W,

8,x, . deslocamento no ponto 2 devido a forca redundante em X .

O deslocamento real no ponto do vinculo é zero, 6 = 0. Logo, impondo-se a

compatibilidade:
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_W 622 + X1 621 == 0 (3.1.18)

Identificando 6,, = f,, e 8,1, = f,1, obtém-se a relacdo de flexibilidade do método

das forgas:
_W fzz + X1 f21 = 0 (3.1.19)

Portanto, f,, e f,; representam a superposicdo de duas parcelas de
deslocamentos: a primeira corresponde ao deslocamento total causado pelo peso, e a

segunda, ao deslocamento associado a for¢ga redundante X;:
—8w + 2%, =0 (3.1.20)

Da equacéo (3.1.19), segue diretamente:

X, =W (%) (3.1.21)

Substituindo (3.1.21) em (3.1.13):

R2=W—W(%) =W( —%) (3.1.22)

Conclui-se, portanto, que o caminho das cargas — e, consequentemente, as
reagdes — dependem da flexibilidade relativa. Para o caso analisado, f,,/f,1 =1/2,

obtendo-se:
RZ = X1 = W/2 (3.1.23)

Os conceitos apresentados usaram o principio da superposicao a partir do
teorema de Betti, por isso, sdo aplicaveis apenas a analises de estruturas que se

encontram em fase elastica linear, de acordo com Timoshenko, 1993.

3.1.5 Abordagens néo lineares

As propriedades do material da estrutura determinam a néo linearidade material.
Ja a a geometria da estrutura, associado a alguma imperfeicdo que causa aumentos
substancias de esforcos, tal como a causada por uma excentricidade num pilar, definem
a nao linearidade geométrica. Contudo, admite-se que os materiais apresentam fase

elastica, independente da nao-linearidade, segundo Timoshenko (1993).
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A energia de deformagéo pode ser obtida a partir do trabalho realizado por uma
carga genérica P sobre um elemento, para um caso simples, como em uma barra

prismatica, como:
5
w =f Fdx (3.1.24)
0

Em que:
o: deflexdo maxima na barra.

Figura 6. Energia complementar.
F[N]
A U*

=l U

Deslocamento [m]
>

A, 5

Fonte: Autoria propria, adaptado de Timoshenko (1993).

O trabalho pode ser aproximado para o caso particular de deslocamento A;, como:

P,. A,

Aq
W, = f Fdx ~ (3.1.25)
0

Todo o trabalho realizado pela carga se transforma em energia de deformagéao (U)
quando se despreza as perdas de energias para o exterior — ou seja, considerando um

sistema conservativo — assim como numa mola ideal:

)
|W=W=JFM (3.1.26)
0
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De forma analoga, a area delimitada pelo tracejado em azul defini o trabalho

complementar, isto é:
P
wr =f x dF (3.1.27)
0

A partir desta definigcao, observa-se que:
W*+W=P-6 (3.1.28)

O trabalho complementar corresponde a area adicional necessaria para completar
o retédngulo de area P - §. No caso linear, as duas areas sao iguais, pois a relagéo F =
k x é proporcional. Portanto, a ndo linearidade se manifesta na forma da relagao
funcional entre essas energias — isto €, quando W e W* deixam de ser proporcionais
entre si — refletindo a natureza nao linear da relacao entre forca e deslocamento do
sistema.

Ao longo da histéria, a compreensao das deformagdes em materiais submetidos
a cargas externas tornou-se cada vez mais detalhada, culminando em abordagens
baseadas nos principios de energia de deformagao.

Dentro desse contexto, ferramentas poderosas para analise estrutural ganharam
destaque com os métodos energéticos. Dentre essas formulacdes, destaca-se o
Teorema de Castigliano, que oferece uma abordagem eficiente para determinar
deslocamentos e rotagdes em estruturas elasticas a partir da energia potencial
armazenada.

Em um sistema em fase elastica, teoricamente, as cargas podem ser expressas

em funcao do deslocamento e vice-versa:
F=F() ou x=x(F) (3.1.29)
Entdo, a energia de deformacéo pode ser expressa em termos do deslocamento:
U=U) (3.1.30)

Portanto, pode-se estipular um acréscimo de energia dado por:

du
U = (—) dx (3.1.31)
dx
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No entanto, o trabalho é igual a energia armazenada:
dW =dU = P(x) - dx (3.1.32)

Combinando as equacgdes (3.1.31) e (3.1.32) acima, chega-se em:

P(x) = Z—Z (3.1.33)

A equacao ficou conhecida como primeiro Teorema de Castigliano, depois que o
engenheiro italiano publicou em seu livro “Teoria do Equilibrio dos Sistemas Elasticos"
(1879). Em um contexto mais amplo de métodos baseados na energia potencial total do

sistema, a abordagem energética de Castigliano se insere de forma fundamental.

3.1.6 Sofisticagdes associadas as abordagens energéticas

O trabalho realizado por todas as forgas atuantes, ao se impor um deslocamento
virtual da configuragdo atual para uma configuragdo de referéncia (adotada como a
posicao descarregada) define a energia potencial de um sistema mecanico.

A energia potencial das forgas internas (U) € a energia de deformacgao
armazenada. Ja a energia potencial das forgas externas é negativa, uma vez que ao
deslocar as cargas, elas estardo apontando em sentido oposto ao deslocamento (6)
(TIMOSHENKO, 1993):

N=U-P$6 (3.1.34)

Em que:
[1: energia potencial total do sistema;
P: carga externa.

Inspirado nos experimentos mentais consagrados por Erwin Schroedinger —
fisico laureado com o Prémio Nobel — considera-se aqui a elevagao de um livro sob
forca constante para analisar a energia potencial das forgas externas. O problema, entao,
€ explicado a partir de uma metafora da figura de um sabio an6nimo que um dia
caminhou entre desertos e numeros, € mostrou que todo problema, quando bem-visto,

se resolve com serenidade.
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Figura 7. O livro do calculista.

/ ‘ﬁ} /

\ \ f: i‘vfi/

\}j' N

Fonte: autoria propria (Elaborado com IA).

O experimento mental consiste em levantar um livro para cima com forga
constante. Inicialmente, deduz-se que ao aplicar uma forga igual a forga peso do livro

(F = myr09), 0 movimento ocorre em velocidade constante, sem aceleracdo. A intuicao

é confirmada pelo Teorema da Energia Cinética:
Wtotal = AK (3-1-35)

Em que:
Wiotar: trabalho total realizado sobre o corpo (o livro);

AK: variagao da energia cinética do livro.

A analise conceitual conduzida pelo aventureiro pode ser expressa da seguinte
forma: se o livro se desloca para cima com velocidade constante, entdo AK = 0.
Consequentemente, pelo Teorema da Energia Cinética, tem-se Wiy, = 0.

o A forga gravitacional F; age para baixo;

o O calculista aplica uma forga F. para cima contra a gravidade;
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Figura 8. Diagrama de corpo livre do livro.

F,

c

Fonte: Autoria propria (elaborado com IA).

O trabalho total (W;,:4;) realizado sobre o livro corresponde a soma do trabalho
individual da forga realizada pelo aventureiro (W;) com o trabalho da forga peso (W),
exibidas conforme o diagrama de corpo livre (DCL).

Wiotar = We + Wy = Fc Ah— F; Ah =0 (3.1.36)

Onde:

Ah: variagao entre as alturas final e inicial (Ah > 0).

Portanto, com o experimental mental acima, conclui-se que ao deixar o livro cair
em queda livre, apos ergué-lo, a variagéo da energia potencial gravitacional do livro (4U,)
seria igual ao trabalho realizado pelo aventureiro:

We = AUy = myjpre g AR (3.1.37)

Onde:

Myipro- € @ massa do livro.

Logo, o trabalho realizado pelo sabio aventureiro € convertido em energia
potencial gravitacional armazenada no livro.

Para expandir esse raciocinio ao contexto estrutural, realiza-se um experimento

mental parecido, porém numa estante velha e fletida de uma biblioteca.
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Figura 9. O potencial das forgas externas.

Fonte: Autoria propria (elaborado com IA).

O carregamento aplicado na estrutura seria o analogo da forga gravitacional
atuante no livro. Caso o sabio aventureiro for capaz de erguer a estrutura de forma
quase-estatica (AK = 0), entdo, W;,:q; = 0. Logo:

Wg = Ugyr = Fc Ay (3.1.38)

Sendo:

Ay: a flecha (ou deslocamento) da estante;

U..:: €nergia potencial associada as forgas externas.

O trabalho realizado pelo Calculista € equivalente ao potencial das forgas
externas. Ja o potencial das forgas internas representa o esforgo necessario para manter
a estrutura em equilibrio quase-estatico. A medida que o Calculista reduz gradualmente
sua forca, as tensdes internas passam a absorver o carregamento. Se a estrutura resistir,
o equilibrio estavel é alcangcado e o Calculista pode, enfim, cessar sua intervencédo —
numa analogia as reflexdes de Schrodinger? (1935).

Como os potenciais das forcas dependem da posicao, tem-se que:

dll B dlU(x)] d[(Px)] (3.1.39)
dx ~  dx  dx
d_H B d_U_ p (3.1.40)
dx dx

2 Referéncia a discussdo de Schrédinger sobre sistemas que, antes da observacdo, permanecem
simultaneamente em estados potenciais distintos — ideia ilustrada de forma célebre pelo experimento mental do
“gato de Schrodinger”, formulado como critica a interpretacdo de Copenhague da mecanica quantica
(SCHRODINGER, 1935).
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Mas da equacéo (3.1.33), em que U’(x) = P, conclui-se que:
di
dx

. (3.1.41)

Portanto, encontrando a energia potencial total do sistema, o problema se resume
em encontrar candidatos a pontos extremantes desta fungdo. Em particular, quando se
encontra um minimo, entdo, tem-se um equilibrio estavel.

Convém relembrar que a energia potencial total foi tomada em fungdo de uma
unica carga concentrada aplicada. No entanto, o teorema é simples de ser generalizado
para o caso de varias cargas aplicadas, admitindo tantos deslocamentos quanto se

queira na estrutura (x;,), isto é:

IT=T1(xy, X, o) X1 Xiy won » Xp) (3.1.42)
on (3.1.43)
axi B

Comoi=1,2,..,n, a equagao (3.1.43) fornece “n” equagdes simultdneas para
serem resolvidas. Em particular, quando a estrutura se comporta de maneira linear, o
sistema de equacdes se iguala as equagdes do método das forgas.

Vale notar a visdo mais abrangente de equilibrio estrutural, considerando nao
apenas a energia de deformagao, mas também os efeitos da energia potencial associada
as cargas externas, pelo método da energia potencial. Esse principio, essencial na
formulacao de problemas estruturais, € amplamente utilizado na analise de estabilidade,
dinamica estrutural e formulagdes variacionais, como o Principio de Minima Energia

Potencial.

3.1.7 Métodos variacionais

John William Strutt (1842-1919), engenheiro, herdou o titulo de nobreza briténico
de sua familia e foi nomeado 3° Barao de Rayleigh. Esse titulo, criado para a familia
Strutt no sistema de pares do Reino Unido, foi por ele recebido como terceiro sucessor,
conforme registrado na Oxford Dictionary of National Biography (FALCONER, s.d.).

o O 1° Barao de Rayleigh foi John Strutt (1766—-1823), seu avé.

o O 2° Barao de Rayleigh foi John James Strutt (1796-1873), seu pai.
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Quando seu pai faleceu, John William Strutt herdou o titulo, tornando-se o 3°
Bardo de Rayleigh. Na nobreza britanica, titulos de bardo sdo passados por heranga, e
€ comum numera-los para indicar a sucessao dentro da mesma familia. Mesmo sendo
um cientista brilhante, Lord Rayleigh manteve o titulo ao longo da vida. Em sua obra, “A
Teoria do Som" (1877), o engenheiro britanico contribuiu para temas relacionados tanto
a mecanica e a 6tica quanto a teoria das vibragdes.

Walther Ritz (1878-1909) foi um matematico e fisico sui¢o. Morreu jovem, com 31
anos de idade apenas. No entanto, ainda assim, conseguiu obter o titulo de doutorado
na Universidade de Gottingen (Alemanha). Ritz deduziu um procedimento numeérico na
mecanica conhecido como principio variacional, um trabalho teérico que serviu como
base para o método dos elementos finitos. Naquela época, publicou um artigo
fundamental em 1909 intitulado:

"Uber eine neue Methode zur Lésung gewisser Variations probleme der
mathematischen Physik" ("Sobre um novo método para a solugédo de certos problemas
variacionais da fisica matematica").

Ritz formalizou um método variacional para aproximacdo de solugbes de
problemas diferenciais, expandindo e refinando ideias ja utilizadas por Lord Rayleigh em
seus estudos de vibragdo e mecanica estrutural, segundo Courant (1943). O método
passou a ser chamado de método de Rayleigh-Ritz porque combina a abordagem
intuitiva de Lord Rayleigh com a formulagao matematica rigorosa de Ritz.

Na formulacao variacional, o deslocamento do sistema é aproximado por uma
funcdo arbitraria (funcado “forma”) que satisfaga as condicbes de contorno essenciais.
Essa fungdo contém parametros desconhecidos e sao determinados impondo a
minimizacao da energia potencial total. Assim, evita-se resolver diretamente as equagdes

diferenciais do problema, conforme Timoshenko (1993).

3.2 MEF na Engenharia Civil

3.2.1 Fundamento
Desde sua formulacido inicial na década de 1950, o MEF tem evoluido
significativamente, impulsionado pelo avango dos computadores e pelo desenvolvimento

de novos algoritmos e técnicas de discretizacdo. Softwares especializados, como
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ANSYS, ABAQUS e COMSOL Multiphysics, tém facilitado sua aplicagdo pratica em
projetos industriais e académicos (BATHE, 2006).

O comportamento estrutural pode ser descrito com precisao por meio de equagdes
diferenciais. Contudo, em muitas delas ndo é possivel obter solugbes exatas, sendo
necessario recorrer a métodos numéricos aproximados, conforme Timoshenko (1993).

Teoricamente, para resolver uma estrutura, bastaria identificar, entre as fungdes
admissiveis, aquela que estacionariza o funcional. Embora o problema possua uma
abordagem inicialmente simples, a solugao se torna desafiadora a medida que estruturas
mais complexas sao consideradas. Nesse contexto, introduz-se o Calculo Variacional,
que permite adotar hipéteses razoaveis e obter solugdes aproximadas adequadas ao
problema real.

O Calculo Variacional utiliza a entidade funcional que é uma fungao de fungbes
sob a forma de equagao integral e que resulta em um numero real quando essas fungdes
s&o arbitradas (SORIANO, 2013):

M(u) = jLF(u,u,x JUyx s s X) dx (3.2.1)
0

Em que:

F: & uma funcéo de u(x), u,(x), u,,(x) (como deslocamentos, deformagdes,
curvaturas etc.) e da variavel independente x. No contexto da mecanica estrutural,
geralmente representa uma densidade de energia, incluindo energia armazenada e
trabalho das forcas aplicadas;

u = u(x): variavel primaria do problema (por exemplo, deslocamento);

[T: funcional associado a u(x), como a energia potencial total da estrutura.

Definida a fungéo de fungdes F, geralmente associada as equagdes diferenciais
que caracterizam o problema, faz-se necessario impor as condicées de contorno. Estas
podem ser subdivididas em duas categorias, conforme Soriano (2013):

e Condigoes essenciais de contorno (CEC): correspondem as restrigdes impostas
aos deslocamentos da estrutura, como no caso de uma viga simplesmente apoiada
(caso u,(x) =0 — como deslocamento vertical nulo nos apoios — diz CEC

homogénea). Tais condigbes delimitam o conjunto das fungdes admissiveis.
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e Condigcoes nao essenciais de contorno: expressam condigcbes mecanicas no
contorno, como o momento fletor nulo nas extremidades de uma viga simplesmente
apoiada.

Inicialmente, adota-se #i(x), uma fungcdo admissivel “préxima” de u(x), como

ilustra a figura 10:

Figura 10. Deslocamento de uma viga biapoiada.

Fonte: adaptado de Soriano (2013). Elaborado com IA.

As CEC sao: u,—, = iy e u,—;, = iig . Ja os incrementos da fung¢ao u(x), séo:

Au = t—u (3.2.2)
E os incrementos de suas derivadas:
Auy = Ty — Uy (3.2.3)
Au.xx = a,xx = Uxx (324)
Auymy = Txm) — Uxm) (3.2.5)

Onde (n) representa a maxima ordem de derivada que ocorre no funcional II.
De acordo com Soriano (2013):

“...e quando esses incrementos se tornam tao pequenos quantos se
queiram, sdo denominadas variagbes da funcao admissivel e de suas
derivadas, e sgo denotados por Su, 6u,, Uy, ...”

Em que:

6 : € o operador de variagao;
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(u + du): € uma funcdo admissivel infinitamente proxima da fungéo u;

du.: € a primeira variagao dessa fungao.

O incremento do funcional (AIl) para cada conjunto dessas variagdes €, conforme
Soriano (2013):

All(w) = 6T(u) + %SZH(u) + %631'[(11) + ot %S"H(u) (3.2.6)

Onde:
6I1(u): é a primeira variagédo do funcional e;
6™I(w): é a variagao de ordem (n) desse funcional.
Pelo Lema do caélculo variacional:
S(u(x:) ) = (Su(x:)) 5, (3.2.7)

Logo:

STI(u) = jxli)"F(u,u,x Sy e, X)dX (3.2.8)

X

Em analogia com a expanséao de Taylor, reescreve-se (3.2.8) sob a forma:
6M(u) = X1(6—F du + a—FfSux + a—F(Suxx + - )dx (3.2.9)
x, OU ou, 7 Uy,
E importante notar que n&o se define variagdo da variavel independente x. A
condigao de estacionariedade requer que seja nula a primeira variagao do funcional IT(u):
Sl(u) =0 (3.2.10)
Em analogia com a segunda derivada de uma funcdo de segundo grau,
parabdlica, y = ax? + bx + ¢ (se a > 0, concavidade para cima) a segunda variagdo de
um funcional pode ser maior ou menor que zero € indica, respectivamente, condigao de
minimo (equilibrio estavel) ou maximo. Ja para o caso nulo, tem-se um caso indefinido,
que pode ou nao indicar uma mudanca de concavidade ou inflexdo do funcional.

§2T(w) = 0 (3.2.11)

3.2.2 Método de Rayleigh-Ritz
Para o caso de uma unica variavel dependente primaria, arbitra-se a solugao

propositiva a seguir, conforme Soriano (2013):
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!

J
ux) = w(x) = P,(x;) + Z o P;(x) =Po(x) + Pa (3.2.12)
=1

Onde:

Y, fungéo que respeita as formas ndo homogéneas das CEC;

Y;: fungbes de base que respeitam as formas homogéneas das CEC;
W' matriz formada a partir das fungdes de base;

a;: graus de liberdade ou coeficientes de Ritz e que formam o vetor a.

Os coeficientes de Ritz correspondem aos parametros generalizados a serem
determinados. Para a viga simplesmente biapoiada, por exemplo, pode-se representar a

solucéo propositiva por meio da forma polinomial:
u=ax? +axd tagxt+ - gVt =wa (3.2.13)
A equacao (3.2.13) respeita as CEC homogéneas no apoio, ujx—o = 0 € ujy-, = 0,
e as fungdes 1, = x2, ¥, = x3, ..., ¥;, = xU'*D sao linearmente independentes.
Com a substituicdo da solugéo propositiva (3.2.13) no funcional, obtém-se a sua
transformagdo em fungdo dos parametros generalizados, I1(u) = I1(i1) = I1(o;). Entéo,
utiliza-se a condigao de estacionariedade do funcional:

an(@)
aaj B

0, paraj=12,..,n (3.2.14)

Este sistema de equagbes (algébricas) fornece os parametros generalizados a;,
que podem ser substituidos na solugao propositiva, definindo a solugao aproximada para
o problema real formulado.

Em resumo, o Método de Rayleigh-Ritz segue o fluxograma da figura 11:
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Figura 11. Fluxograma do método de Ritz.

INICiO
NAD
Solugdo Satisfaz as
propositiva CEC?

o SiM
Substituir as solugdes

aproximadas no
funcional

Estacionariedade:
Sistema de equagdes

Obter os pardmetros
generalizados do sistema

Substituir os pardmetros generalizados nas solugbes
propositivas, definindo as solugdes aproximadas

FIMm

Fonte: Autoria prépria (elaborado com draw.io).

3.2.3 Definicdo da Matriz de Rigidez

Para um elemento, a Matriz de Rigidez H® é uma matriz tal que:
H@¢p® = f© (3.2.15)

)

Em que H® relaciona os deslocamentos nodais do elemento uge com as forgas

nodais no elemento fi(e). Ja para uma estrutura, com um conjunto de elementos, a Matriz
de Rigidez Global, H, relaciona o vetor de deslocamentos nodais ¢ com o vetor de forgas
nodais f de toda a estrutura, de forma que:

Hep =f (3.2.16)
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Os termos da matriz de rigidez global, h;;, expressam uma relagcéo de efeito e

jo
causa. Isto é, representa a forgca (efeito) necessaria em “i"para produzir um

deslocamento (causa) unitario em j.

Figura 12. Elemento de mola.

Hﬁ ui — fl'

[ g (1)

Fonte: adaptado de Santos (2022).

A soma da Energia Potencial das Forgas Internas (U;,;) com a Energia Potencial
das Forcas Externas U,,; define a Energia Potencial Total do sistema. A Energia Interna
de Deformacao, U;,;, representa a capacidade das forcas internas (tensdes) realizarem
trabalho ao longo das deformacdes. A Energia Potencial das Forgas Externas, U,,;, € a
capacidade de forcas tais como, for¢cas de corpo, tracdes superficiais e forcas nodais
realizarem trabalho ao longo da deformacgao da estrutura, conforme Santos (2022).

O trabalho interno (W;,;) realizado (figura 4) € dado como a area abaixo da curva
da forga interna (F) com a deformacgéao (u):

u/F 4 kuz
= [ ()= -
0

Umax

O trabalho realizado pelas forgas externas (f) € baseado no quanto de energia é
convertida pela energia potencial externa:
MWyt = 6Upyt = f1 6uy + f Su, (3.2.18)
Pelo PTV, tem-se que:
MWort = Wine (3.2.19)
Logo:
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MWine — Wesr = kudu — (f; Suqy + f5 Suy) (3.2.20)
Entéo, tem-se que:
k u?
6 T_fl ul_fz u‘2 =0 (3.2.21)
A partir da condi¢ao de estacionariedade de um funcional I1(u), tem-se que:
6l =0 (3.2.22)
Como u = u, — uy, chega-se em:
k (uy, —uy)? (3.2.23)
I :%_fzuz —fw

Assim, define-se para o caso da mola uma variagao arbitraria do funcional:

_sm,  en
~ou, o

O principio da minima energia potencial dita que o equilibrio da estrutura é

611

500t (3.2.24)

alcangado quando u definir uma estrutura tal que 6I1 =0, para qualquer variagédo
admissivel no deslocamento éu; a partir do estado de equilibrio. Uma variagcéo
admissivel é aquela na qual o campo de deslocamentos satisfaz as condi¢cdes de
contorno e a continuidade entre os elementos (SANTOS, 2022).

Figura 13. Admissibilidade da solugao propositiva.

U

Variacao admissivel, u + du

w Deslocamento Atual, u

Inadimissivel, ndo satisfaz w(L)

T
Py ‘2—, 01 =

Fonte: SANTOS (2022).

A figura 13 da esquerda mostra um tipo de campo de deslocamento u(x) que nao
pode ser usado com a variagdo admissivel du. A curva verde tem um salto na derivada,
onde o campo de deslocamentos nao € continuo entre o elemento. Portanto é
inadmissivel, porque viola a continuidade cinematica da estrutura. A linha vermelha ndo

chega no valor u, no né 2 e nao respeita a condigdo de contorno ou deslocamento
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imposto no n6 2. Ja na figura 13 da direita, a variagdo dJ&u se anula nos nés com
deslocamento prescrito, 6u(1) = 0 e su(2) = 0. Esse detalhe sutil permite compreender
gue o deslocamento de equilibrio € aquele para o qual qualquer perturbacdo admissivel
nao contribui para o termo linear da energia potencial, de modo que a variagéo resultante
€ dominada pelo termo quadratico.

Como o elemento mola tem 2 deslocamentos nodais pontuais, adota-se um

polinbmio de grau 1 para a solug&o propositiva:

¢© = {¢1} _ {d)lx:xl} !t x1] {“1} W, a (3.2.25)

b, ¢|x=x2 1 X2lla;
Onde ¢© séo os deslocamentos aproximados do elemento mola. E dessa

equacao, obtém-se os parametros generalizados:
_ 1 X,  —x1] (¢ 1 x
= 1pe) = |72 1 1( — (e)
a lI,O ¢ xz - x1 [_1 1 {¢2} L [1 xz] ¢ (3.2.26)
Logo, chega-se a solugdo propositiva por meio da interpolagdo dos

deslocamentos nodais:

o=wwit o~ o= 0= mp=no© @227)

Xy — X
Ny =~ (3.2.28)

x—x1
N2= L

As fungbes N; e N, sdo as fungdes de forma (shape functions) e dependem das

(3.2.29)

coordenadas dos pontos nodais. O campo da equacgao anterior tem a derivada:

-1 11(¢

_N.o©=["1 _]{ 1} — B ¢© 3.2.30

¢x=N,¢ T I, ¢ ( )

A equacéo (3.2.30) representa um campo constante em todo o elemento, onde:
N,=B (3.2.31)

A constante elastica da mola (“k4” com unidade [N /m]) definida para alei F = k u,
representa uma rigidez discreta (concentrada). Em modelagem de estruturas, de acordo
com a formulacdo do MEF para elementos continuos, pode-se definir um coeficiente
distribuido para simular o elemento mola. Quando a rigidez “k” é distribuida ao longo de

um dominio de comprimento L, obtém-se o coeficiente continuo:

Versdo Final Honol ogada
23/ 12/ 2025 17: 35



51

k,=kL—- [k]= [%] . [m] = [N] (3.2.32)

Onde:

k.: é arigidez distribuida integrada ao longo do elemento.

Portanto, para representar a energia de uma mola através de um funcional
continuo, € necessario distinguir a rigidez concentrada “k”, associada a lei constitutiva
discreta F = k(u, — u,), do coeficiente distribuido que aparece na formulagéo integral.

Com isto, a partir de (3.2.23) o funcional energético no formato integral toma a forma:

1 (%
H=§j kC uf,c dx—f1 ul_fz uz (3.2.33)
Xo
De onde se obtém:
X1
6Il(u) = f (Buy kcuy) dx — f1 6ug — f, 6u, (3.2.34)
X0

E com a substituicdo do campo de deslocamentos proposto e de sua primeira

derivada, na equacéao (3.2.34) que representa uma variagao arbitraria do funcional II,

obtém-se:
f;f(B 8¢(e)) k. (B ¢(e)) dx — f; (N 5¢(e))|x=x1 + £ (N 8¢(E))|x=x2 =0 (3.2.35)
56" [(BT k, (B $) dx — 6u®" {(1)} £+ ou®f, {(1’} =0 (3.2.36)
5¢©" ([22(B" ke (B dx — { } i + £ {}) = 0 (3.2.37)

Como as variagbes 8¢ sao arbitrarias, obtém-se o sistema de equagdes

algébricas:

< J BTk, B dx> $© = {?} (3.2.38)

X1 2
Finalmente, a matriz de rigidez é determinada a partir da substituicdo das fungdes

de forma (N; e N,), de acordo a seguir:

-1

L k, [—

1
L

H® =[BTk B)dx = [

=L

1 )ax > HO = k, [_11 —11] (3.2.39)

O procedimento anterior foi apresentado para ilustrar a aplicagdao do método de
Rayleigh—Ritz. Entretanto, a matriz de rigidez obtida pode ser deduzida de forma mais

Versdo Final Honol ogada
23/ 12/ 2025 17: 35



52

direta simplesmente pela estatica do sistema discreto. Considerando que a mola aplica

forgas iguais e opostas nos dois nés, tem-se:

fue =~k (g — ) = K (g = )
{fo = k(u, — uy) = k(—u; + uy) (3.2.40)
Onde:
fix = fox = T, Sendo T a tragdo na mola.

Portanto, para o elemento de mola, conclui-se que a matriz de rigidez deste

elemento (H®

mola

) pode ser dada por:

~ _"k ‘k"] L (3.2.41)

Para a formulagdo do elemento de barras, o procedimento pouco diverge do
explicado acima. Diferentemente da mola, possuem area transversal A, e sua resposta
mecanica segue a Lei de Hooke uniaxial (o = E €). Seguindo procedimento analogo ao

adotada para a mola, pode-se obter a matriz de rigidez do elemento de barra:

Hgiz)rra = kparra [_11 _11] - (%) [—11 _11] (3.2.42)

Portanto, a matriz do elemento barra possui exatamente a mesma estrutura da
matriz do elemento mola, bastando substituir a rigidez discreta k pela rigidez axial
equivalente. Assim, para que o elemento barra se comporte como um elemento mola,
basta definir:

k. =EA (3.2.43)

Com isto, a rigidez distribuida k. corresponde fisicamente a rigidez axial do
material ao longo do elemento. Em resumo, o procedimento para a formacéo inicial do

MEF segue o fluxograma da figura 14.
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Figura 14. Montagem inicial do MEF.

INICIO

Etapa 1:
Selecionar o tipo
do elemento

Etapa 2:
Selecionar uma fungdo de
deslocamento

Etapa 3:
Definir as relactes
Deformagdes/Deslocamentos e
Tensdo/Deformagdo

Etapa 4:
Sobreposicdo das equagdes locais dos
elementos para obter as equactes
globais

FIM

Fonte: autoria prépria.

Caso os eixos locais ndo coincidam com os eixos globais, deve-se ficar atento que
é necessario transformar todas as matrizes de rigidez locais H®) para o sistema de

coordenadas globais antes da montagem da matriz global.

3.2.4 Solugao numérica: o método de Newton-Raphson
O sistema de equacgdes simultaneas resultante do MEF é do tipo:
Hp+f=0 (3.2.44)
Em que:
¢: vetor de deslocamentos;
f: vetor de cargas aplicadas;
H: matriz de rigidez do sistema.
Contudo, o problema se torna nao linear se o coeficiente da matriz H depende dos

deslocamentos, isto € H = H(¢), ou de suas derivadas, pois a medida que um
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incremento de carga impde um deslocamento, este, por sua vez, impde uma nova matriz
de rigidez, segundo Owen (1980).

O método de Newton consiste em se tomar um modelo local linear da fungéo f(x)
em tomo x;, (a reta tangente a fungdo em x;,), no caso de uma equacéo nao linear a uma
variavel, de acordo com Ruggiero (2000).

Um sistema de forgas residuais pode ser introduzido para caso de um sistema de
equagdes ndo lineares sobre a seguinte forma:

Yy=Hp—-f+#0 (3.2.45)

Como H é funcédo de ¢ e possivelmente de suas derivadas, entdo o vetor de
residuos também sera funcao de ¢, isto &€, P = Y(¢).

Entdo, a funcdo n&o linear, tera a seguinte estrutura:

Y =[P .. YT (3.2.46)

O objetivo € encontrar as solugdes para:

Y1(P1, P20 s Pp) =0
l/)Z (d)l' ¢2' HER d)n) =0 (3247)

Y (D1, Do) = 0

O vetor das derivadas parciais da fungao y,;(¢, ¢,, ..., ¢,) € denominado vetor

gradiente de y; e é denotado por Vy,;(¢), i = 1,..., n:
Y, Y, oY ()]
VY, () = [ l/ajdfzb) z/(; (;j)) lg(;(p) (3.2.48)

A matriz das derivadas parciais de Y (¢) é chamada matriz Jacobiana e é
denotada por J(¢):

i(P) () (@)
oty |00 0e " Tog,
o) o) )o@

J@)=|"721=( a¢, ¢, A, (3.2.49)
Wil |opa@) oun@)  99n()
o6, od, T o, |

Os métodos para resolucao de sistemas nao lineares sao iterativos, isto &, a partir

de um ponto inicial $® , geram uma sequéncia ¢* de vetores e, na situacdo de
convergéncia (OWEN, 1980):
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lim P = ¢ (3.2.50)

Onde ¢* é uma das solugdes do sistema nao linear.

Em qualquer método iterativo, € preciso estabelecer critérios de parada para se
aceitar um ponto q)(") como aproximagao para a solugédo exata ¢* ou para se detectar a
divergéncia do processo. Como 1/)(4)(")) representa um vetor, verifica-se que
|w(¢™®)|| < €, onde a norma do vetor deve ser menor que uma dada tolerancia ¢, de
acordo Owen (1980).

Para se construir um modelo local linear para o caso de um sistema de equacdes
ndo lineares, teremos: conhecida a aproximagéo ¢™ pertencente ao dominio, qualquer
que seja ¢, existe um c;, tal que (RUGGIERO, 2000):

Pi(9) = (D) + V()T (¢ — pT) (3.2.51)

Aproximando V;(c;) por Vt/),-(d)(r)), com i =1,...,n, obtem-se um modelo local

linear para ¥;(x) em tomo de ¢™:

Pi) = i (xP) + Vi (6) (¢ — 9 ™) (3.2.52)
E, portanto, o modelo local linear para y/(¢) em torno de ¢™ se torna:
Y =9p(¢D) +J(T) (o - 6) (3.2.53)

A nova aproximacdo, ¢7*1 sera o zero do modelo local linear ™. Assim, na
ultima iteragao, onde o residuo é suficientemente pequeno, conforme Booth (1966),
chega-se em:

P=0oP(d®)=—J(¢™)(¢ - ¢™) (3.2.54)

Onde o sinal de aproximacdo em (3.2.54) expressa a ideia de que dentro da
tolerancia arbitrada, ¥ (o residuo) pode ser considerado nulo. :

J(¢T) 249 = —y(¢7) (3.2.55)

Isto €, se a solugdo verdadeira do problema existe em ¢" + A¢", entdo a
aproximacao de Newton—Raphson para o termo geral do vetor de forgas residuais,

Y™ correspondente a solugdo em ¢, de acordo com Owen (1980), é:
N

r r 0 i "
P = —Z <A¢§ ) <a%_> ) (3.2.56)

j=1
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Em que N é o numero total de variaveis do sistema. Como o vetor de forgas

residuais é dado por:

(T) (Z h(r) (d)) d)(r)) _ fk (3257)
Logo:
Y, B ) f;j
(aczb]) 09" (Z M ) 0¢y” N
v\’ _» ohu\" .

Como o delta de Kronecker (§;;) € utilizado para simplificar expressdes e realizar

1, sei=j

0, sei ¢j)’ um termo qualquer da matriz Jacobiana é

contragOes de indices, §;; :{

dado, portanto, por:
N r
oY\ ) O\
=== =hnY _— 3.2.60
]l] <a¢]> hl} +kzl a¢j k ( )
Onde:

h;j: € um termo geral da matriz H.
O ultimo termo da origem a termos ndo simétricos na matriz Jacobiana. Se esses
termos nao simétricos forem desprezados, a fim de manter a simetria, entdo a

substituicao de (3.2.60) acima leva a:

J(¢®) Ap® = H(¢™) Ap® = —p(p™) (3.2.61)
Como:
APD = pT+D _ @ (3.2.62)
Entao:
H(¢®) (¢T*D — ¢p™) = —p(¢p™) (3.2.63)
H(¢p™) ¢+ — H(¢p™) ¢ = —p(¢p™) (3.2.64)
H(9™) 9T = [$(¢™) + f] = —w(¢™) (3.2.65)

Esta equacao resulta identicamente a equacao que governa o método da iteragao
direta, de acordo Owen, (1980):

Versdo Final Honol ogada
23/ 12/ 2025 17: 35



57

H(gb(r)) Pt —f=0 (3.2.66)
Muitas vezes, € importante reter a parte ndo simétrico da matriz jacobiana para
obter melhor convergéncia no processo iterativo. Os termos da matriz jacobiana podem,
entdo, serem montados a fim de obter a express&o geral:

J(@) = H($) + H'($) (3.2.67)

O método de Newton Raphson pode ser escrito, entdo, como (OWEN, 1980):

A = —[1(¢D)] "p(¢) = ~[H(¢D) + H'(6™)] " Y($™) (3.2.68)
A solucdo para o problema néo linear sera alcangada quando o vetor de forgcas
residuas se tornar suficientemente desprezivel, uma vez que este termo mede
diretamente o quao distante a solu¢ao (H ¢ = f) esta do equilibrio.
Em resumo, tem-se que para calcular a solugao, adota-se o seguinte passo-a-
passo, onde no caso da figura 15, supostamente foi obtido a convergéncia na segunda
tentativa:

Figura 15. Método de Newton Raphson para 2 iteragdes.

INiclO
Etapa 1.1: Etapa 1.2:
Tentativa inicial Tentativa 2
¢ =p© ¢ = p©@ 4 Ap©
NAO
Etapa 2.1: ’
Com a lei constitutiva adotada Etapa 22
or ex: lei de Hooke) calcular: ki o
(por ex: : HO Proxima
H©
Etapa 3.1: Etapa 3.2:
Calcular a forga residual: w(o) < tol Calcular a forga residual: R 1/,(1) < tol
l[J(O) 1/)(1)
FIM
SiM SIM

Fonte: Autoria propria.
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3.2.5 Modelo elastico n&o linear

Materiais elasticos em geral apresentam fase em que a relagdo
tensado/deformacao é nao linear. Contudo, o comportamento do material é elastico, com
todas as deformacgdes e deslocamentos sendo recuperaveis apds o descarregamento.

A relacdo constitutiva nao linear se fundamenta da definicdo termodinamica da
tensao (o) a partir da energia de deformacéo por unidade de volume (W) em materiais
elasticos. Em uma analise termodinamica, o comportamento do material parte de uma
funcao de energia potencial, a energia livre de Helmholtz (yy = (¢, 0)). Assim, as leis
termodinamicas exigem que a tensdo seja derivada da energia, caso né&o houver
histerese. Isto €, se ndo ha dissipagado de energia, entdo toda resposta mecanica €
derivada de uma funcao de energia.

Em muitos modelos, pode-se escrever Wem forma adimensional, separando um
modulo de elasticidade de referéncia E:

W =E,y*(¢) (3.2.69)
Onde:
Y*(¢): € uma fungédo adimensional do alongamento. Entéo:
_aw £ dy(e)

= — 3.2.70
a de °  de ( )

Onde:

o: é a tensao;

€. é a deformacéo e;

E,: algum valor de referéncia do modulo de rigidez tangente do material.

Portanto, a fungdo da energia de deformacdo especifica do material W (e),
determina o comportamento nao linear. Assim, para o caso unidimensional, fazendo
dy*/de = g, as tensdes podem ser escritas como fungées de um méddulo do material e

depende da deformagédo (OWEN, 1980):

dw
g=—= Ey g(e) (3.2.71)

Para o caso linear elastico (Lei de Hooke), a energia de deformacgéao (por unidade

de volume) é:

WHooke(S) — %EOSZ (3272)
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Entéo, derivando em relacédo a deformacéo:
dWHooke

g = T = EO E = g(g) =& (3.2.73)

Esta é a forma mais simples de modelar um elemento finito, de acordo com Owen
(1980), em que se assume variagao linear de deslocamento conforme a figura 16:

Figura 16. Elemento unidimensional.

b

1 7

Reducio da Area (seciao transversal) do elemento

Fonte: autoria propria (elaborado com |A).
No caso da figura 16, o elemento finito unidimensional possui tensao constante no
qual se assume uma variacao linear de deslocamento entre os n6s 1 e 2.
F=EyAg(6/L) (3.2.74)
Onde:
A: é a area da secao transversal do elemento.
A rigidez tangente (K;) do material é definida como (OWEN, 1980):

dF dFde E,Adg E,A
_ab_arde FEoddg _Zod 3.2.75
K=~ Geas -1 ac_ 1 9© ( )

Com isto, para o elemento, define-se sua matriz de rigidez tangencial (K(Te)) Como:

dF EAr1 -17
;e)=%=%[_1 1]g(e) (3.2.76)

Se g'(e) > 0 (positivo definido) entao K%"’) pode ser utilizado na solugéo, sendo
diretamente equivalente a H(qb(r)). Se a matriz de rigidez tangente se tornar nula, as
equacdes de rigidez montadas se tornardo singulares e o processo de inversao exigido
pela equacao nao podera ser realizado.

Contudo, se g'(e) < 0, pode-se adotar o método da rigidez inicial, tomando-se

H(¢™) = H(¢©®) para todas as iteragdes. Com isto, K\ = H(¢©®) > 0 durante todo
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O processo e K;e) (a matriz de rigidez montada) permanecera positivo definida ao longo

de todo o calculo.

3.2.6 Modelos elastoplastico

3.2.6.1 Modelo plastico de Saint-Venant
Este modelo caracteriza as deformacdes irreversiveis decorrentes da tensao

aplicada (o) superar ou igualar a tensdo de escoamento do material (ay ).

Figura 17. Modelo plastico de Saint-Venant.

Oy o
. o i
- _—
- ! Oy
(solido) |
| plastico
| perfeito
v |
- e s T & &

Fonte: Autoria propria (elaborado com IA).

A deformacdo plastica é irreversivel e o inicio da deformagao plastica
(escoamento) €& governado por um critério de escoamento. Para situagdes
unidimensionais, os parametros do material necessarios para definir completamente o
comportamento plastico podem ser obtidos a partir de um ensaio de tracdo uniaxial,
conforme Owen (1980).

. A deformagéo ¢, indicada na figura é a de formagdo permanente ou residual
num ciclo de tensdes. Assim pode-se definir uma fungao tal que:

{a, se g, < oy

B N (3.2.77)

O'p =
Onde:
g,. € a tenséo (plastica) no elemento solido do elemento;
oy. € a tensao de escoamento.
Apesar de nao existir deformacao enquanto a tensao nao atingir o limite plastico

oy, nota-se que a ainda ha tensao associada ao elemento:
o < oy (3.2.78)
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Assim pode-se definir uma fungéo tal que:
F(o) = |op| —oy <0 (3.2.79)
Quando F se anula, diz-se que ele estda num estado plastico e ha deslizamento.
Tensdes maiores em modulo que oy ndo sao admissiveis. Quando gy é constante, € 0

material ndo endurece, diz-se que o material € perfeitamente plastico.

3.2.6.2 Modelo elastoplastico de Prandtl-Reuss em Série
Representa o modelo descrito anteriormente, porém com uma mola em série com

o modelo plastico de Saint-Venant. Vale destacar que anteriormente, ndo ficou muito
bem definido em termos numéricos como as tensdes poderiam ser avaliadas. Neste
caso, em ambos 0s elementos, as tensdes sdo as mesmas:

Figura 18. Modelo elastoplastico de Prandtl-Reuss.

o E Oy o
<+ WWW o &
ge gp > ! !
£ ./

& &p €

Fonte: autoria prépria (elaborado com IA).
de = de, + de, se g < gy - de = de,
(3.2.80)

Onde:

o,: tensdo na mola de rigidez E;

de,: deformagdo na mola;

de,: deformagao plastica (com dissipagéo de energia);

e: deformacgao total do modelo.

A deformacéo corresponde a soma das deformacdes individuais de cada elemento
do modelo. Enquanto a tensao aplicada permanecer inferior a tensao de escoamento, a
deformacéao total sera devida apenas a mola, ndo havendo contribuicdo do elemento

solido.
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3.2.6.3 Modelo elastoplastico de Prandtl-Reuss em Paralelo
A figura 19 ilustra o comportamento de um material inicialmente elastico, que se

deforma linearmente (e.) de acordo com o modulo de Young E até que a tensdo atinja o
valor de escoamento uniaxial oy.

Figura 19. Modelo elastoplastico com endurecimento.

-
i
Oy
|
g, Ep
L X

Fonte: autoria prépria, adaptado de Munaiar (1994) e Owen (1980).
Para uma carga aplicada até exatamente o limite plastico, vale a relagao:

oy = E €y, (3.2.81)

O termo €y, pode ser interpretado a partir do modelo representado na Figura 20,

constituido por um elemento sélido (barra central) envolto por uma mola adicional de
modulo de Young H', que representa o endurecimento do material.

Figura 20. Modelo elastoplastico do endurecimento.

Fonte: autoria prépria, (elaborado com IA).
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Quando um determinado incremento de carga ultrapassa o primeiro limite de
escoamento (e, > €y, ) , a barra sélida central entra em regime plastico, deixando de ser
capaz de suportar incrementos adicionais de tens&o. A partir desse ponto, qualquer
acréscimo de carga passa a ser absorvido pela mola H', dando inicio ao processo de
deformacéo plastica.

A medida que a mola H' se alonga, ocorre o fenédmeno de endurecimento do
material, aumentando progressivamente a tensdo necessaria para continuar o
escoamento. Assim, apés alivio da carga e aplicagdo de um novo incremento, o limite de
escoamento ndo retorna ao valor inicial (ey,). Em outras palavras, o limite plastico passa
a depender da deformagéo plastica acumulada, oy = oy (€;).

Logo, ey, representa a maxima tenséo que o elemento solido (barra) consegue
suportar sem acionar H'. A maxima tensao, até o limite plastico, € modelada a partir de
uma mola de constate E, equivalente a barra central.

Considerando um acréscimo de carga do, imediatamente apds o limite plastico:

do = Er de, + Er de, = Er de (3.2.82)

Em que:

Er: é mddulo tangente reduzido apds a plastificacdo do elemento sdlido.

Logo, a tenséo total € a contribuicdo das parcelas de cada elemento do modelo
em paralelo, sendo que a deformacgéo através do arranjo em paralelo da mola (H") com

o solido sdo iguais a deformacéo plastica (¢,). A deformagéo sera sempre igual a
deformagao plastica (¢,) acrescida da deformagdo na mola (¢.) para o = oy .

Portanto, admite-se que a deformagdo total (¢) pode ser separada em partes

elastica e plastica:

de = de, + de, (3.2.83)
Define-se o parametro de encruamento linear (H") apés o limite plastico como:
, 0 —0y , do
H' = ou H' =— (3.2.84)
€p de,

O parametro H' pode ser interpretado como a inclinagao da parte de encruamento

da curva tensdo—deformacéo, apds a remogao do componente de deformacéao elastica.
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Dessa forma, ele representa o quanto a tensdao aumenta a medida que o material

continua se deformando plasticamente apds o inicio do escoamento:

H'e, =0 — oy (3.2.85)
Portanto, o encruamento linear resulta em:
d do E
,__do @ _ E
R T e T (3.2.86)
de E

Para um elemento unidimensional, se a tensao for menor ou igual a tensédo de
escoamento uniaxial oy, 0 comportamento do material sera elastico, apresentando uma
rigidez dada por:

E

F
Ke = E = T (3.2.87)

oy

Onde:

F: forca axial que aumenta gradualmente;

§: extensao (linear) causada pela forga axial;
A: area de secao transversal do elemento;

E a matriz de rigidez sera:

K© = ? [_11 ‘11] (3.2.88)
Se F for incrementado para além do limite plastico, entao:
ds = (de, + de,) L (3.2.89)
Onde L é o comprimento do elemento, logo:
dF =do A= AH'de, (3.2.90)

E a rigidez tangente do material se torna:

dF A H’dep

PTas . ((2—0 N dep) (3.2.91)

K.

Da definicdo do parametro de endurecimento do material (H' = do/de,), obtem-

se uma forma simplificada para a rigidez do elemento elastoplastico:

EA E

K. = P 3.2.92
L ( E+ H’) ( )

Portanto, a matriz de rigidez do elemento para o comportamento elastoplastico do

material € dada por (OWEN, 1980):
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EA E —
K 1 1 3.2.93
P L(l E+H’)[—1 1] (3.2.93)

Nos termos entre parénteses da equacado (3.2.93), pode-se observar que o

primeiro termo representa a rigidez elastica e o segundo, a reducéo da rigidez.

3.2.7 MEF Posicional

O controle e monitoramento da posi¢cao de todos os nés do sistema (trelica) é o
objeto do Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP). Nesse contexto, o MEFP
considera a substituicdo da forca externa por um deslocamento imposto compativel com
as reacgoes da estrutura. Com isto, ao invés de controlar a aplicagao de carga externa,
como € comum na pratica da engenharia civil, o problema pode ser interpretado, de

acordo descrito por Coda (2018, p. 7), como:

“... a aplicagdo de uma posicdo Y, crescente, com a medida da forca reativa Fy;

(chamada interna) necessdria para manter a mola na configurag¢do desejada...”

Desse modo, para afigura 21, o deslocamento € imposto para o né 2 da estrutura,
sem carga externa. Contudo, vale destacar que isto pode exigir um tempo de
processamento longo para estruturas com varios nés, conforme Coda (2018).

Figura 21. Forga reativa (interna) crescente em fungao da posicao atual.

Fonte: adaptado de CODA (2018).
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A partir da figura 21, incrementa-se a posi¢ao nodal de Y, para Y;:

Yl = YO + AYl (3.2.94)
Onde:
AY;: é o primeiro incremento de posigao.
Logo apds, calcula-se a forga interna Fl.(nlt):
dU
® _
Fop = ar, (3.2.95)

E importante notar também que para a equagéo (3.2.95) o termo energético (U)
esta relacionado com o incremento da posicdo nodal, e ndo diretamente com os
deslocamentos, como € usual.

Prosseguindo de forma analoga, apds o segundo incremento de posi¢ao (AY;),
atualiza-se a posigédo nodal de Y; para Y:

Y, =Y, +AY, (3.2.96)
F@

E calcula-se a forga interna F ;.

Na figura 22, descreve-se um fluxograma para a

rotina de calculo do MEF:
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Figura 22. Rotina geral do MEF e MEFP.

Controle de
carga?

Etapa 1-a
MEF CARGA:

Incrementa-se o
nivel de carga

Etapa 1-b
MEF POSICAO:
Incrementa-se

o nivel de posicao

prescrita

A

Etapa 2
Matriz dos elementos:

Y

A4

Etapa 3

Montagem do sistema global
(acoplando forgas nodais e matriz [

y de rigidez de cada elemento) \
OBS: %
E 1atentativa —» n=0 "‘ Y
(caso elastico linear) N Etapa 4

\ n-ésima tentativa:
S Hp+f=0

Resolve-se o sistema linear, para

™

Y

Etapa b
Calcular a forca residual:

Y

SIM

Fonte: autoria propria.
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3.2.8 Analise de instabilidade

A teoria da estabilidade estatica e dinamica propde ferramentas que permitem o
estudo dos fatores que geram a perda de estabilidade de uma estrutura. Para
estabelecer comparagdes entre as formulagdes descritas anteriormente, considerou-se

a seguinte trelica, comumente designada por Trelica de von Mises:

Figura 23. Trelica de von Mises genérica.

R
A Ay

1 I

A A

Fonte: autoria prépria.

3.2.8.1 Solugao analitica
Definindo a barra da esquerda igual a barra da direita, tem-se seus comprimentos

iniciais:
Lilnicial — \/m
Liznicial — /az + b2
Da mesma forma, podem-se definir os comprimentos finais das barras:

L];inal _ m _ sz‘inal (3.2.98)

Usando uma medida de deformacao linear (Lei de Hooke), a deformacao das

(3.2.97)

barras (¢) podem ser descritas como:

final inicial
(Ll — Ly )
61 - 62 -

(3.2.99)

Lilnicial
De acordo com a formulacao proposta por Rayleigh-Ritz, a energia interna de
deformagéao da trelica (U) é obtida a partir da soma das contribui¢des de cada barra que

compde a estrutura.
Se todas as barras possuem rigidez k, = k, = EAL, tem-se que:
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N 1 i 1 (L/;inal _ [ipiciat) 2
Ue = ) Up=5EAL e =2-( -k, [ e ] (3.2.100)
j=1 !
Ja a energia potencial da forca externa vertical (P) é calculada como:
Upyt = —W (3.2.101)
Onde:
W=Pv (3.2.102)
Também, pode-se definir os seguintes parametros adimensionais (b = L):
a=6L
P=A1AE (3.2.103)
v=yxa

Logo, a energia das barras da trelica pode ser reescrita da seguinte forma:

( L];inal _ Lilnicial)r

Ui‘nt — (E A Lilnicial) [

Linicial
1
X (3.2.104)
£ A pinicia J(a—v)?+ b2z —+a? + b2
VaZ + b2
Como L; = Va? + L?, tem-se que:
2
— 2 2 _ 2 2
U = £ A pipiiat [ YOV 12— Va? + (3.2.105)
JaZ+ I2
Reagrupando os termos dentro da raiz, tem-se que:
JOL—x8L)2+ 12 —V6212 + 12 ’
Une = E A LT OL-xoL + 17— * (3.2.106)
VoILIZ + I7
Logo, apods cancelar o fator L, chega-se em:
2
1+(—x8)2—V1+ 62
U, =EAL V1+@—x9) (3.2.107)
Vito?
Dividindo a expresséo (3.2.107) por EAL para adimensionaliza-la, chega-se em:
2
. — 2 2
Uy = 28 = Y1+ O-x0r-Vi+s (3.2.108)
EAL V1 ¥ 62

Considerando os parametros adimensionais, para a carga vertical P resulta da

seguinte forma:
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Uyt =—Pv=—QAEA)(ya)= —AEAx(L)=—-EALAyx9)
Upet = —Ax 9 (3.2.109)
Com as energias de (3.2.108) e (3.2.109), € possivel obter a energia potencial
total da estrutura adimensionalizada (IT"):
IT" = Uiy + Usxe
2
— <J1+<a—;1(%2—v1+52> Caye (3.2.110)

Derivando a expressao (3.2.110) acima, obtém-se:

orr _ 2601 - DT+82(1= 2 -Vi+5?) s (3.2411)
dx (14 62){/1+82(1 — y)2

A trajetéria de equilibrio da estrutura pode ser analisada impondo-se que a

expressao (3.2.111) seja igual a zero e solucionando o problema para diferentes
incrementos de deslocamentos. A solugao discreta pelo MATLAB ¢ ilustrada na figura 24
(caso de § = 0,08).

Figura 24. Trajet6ria de equilibrio da TVM obtida pelo MATLAB R2025b, § = 0,08.

x10™ Andlise de Estabilidade: A vs y

Estavel
O Instavel

Fonte: Autoria prépria.
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O grafico foi obtido a partir de 200 incrementos, de zero até y = 2. Observa-se
que, a partir de um determinado valor de carga, a matriz de rigidez tangente da estrutura
se anula — caracterizando o ponto de snap-through (indicada pela linha vermelha).
Neste sentido, tanto aumentar a carga a partir de 1 =2 (ou —2) resulta em rigidez
negativa (perda de estabilidade).

A seguir, apresenta-se a mesma analise feita para varios valores de §. Em
particular, para altos valores, § > 10, obtém-se um comprimento de onda caracteristico
da trajetdria de equilibrio (distancia entre os pontos de maximo e minimo) da ordem de
metade da trajetéria de § = 1.

Figura 25. Comprimento caracteristico de trajetérias da TVM tendem a reduzir.
Obtido pelo MATLAB R2025b.

=10 Andlise de Estabilidade: A vs y

6 . E—

Analise de Estabilidade: A vs x o Anilise de Estabilidade: A vs x

Fonte: Autoria prépria.

O codigo obtido para a solugao discretizada apresentada pode ser obtido no
apéndice deste trabalho. Este foi obtido a partir da adaptagédo de um cédigo em MAPLE
para o MATLAB, por meio de IA sendo o cddigo original devido a RODRIGUES (2020).
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3.2.8.2 Solugdo numérica pelo software ABAQUS
A seguir, sao realizadas analises utilizando o software Abaqus Learning Edition

2025, com o objetivo de complementar a investigacao apresentada anteriormente. Esta
secao tem como objetivo evidenciar a dificuldade de obter da trajetoria de equilibrio pelo
ABAQUS quando ocorrem instabilidades estruturais. Isto implica, também, numa
dificuldade de representagao precisa do comportamento pés-critico da estrutura.

E importante destacar que o ABAQUS n&o possui um sistema de unidades interno
automatico. Isso significa que o usuario deve adotar e manter um conjunto de unidades
de forma consistente em todo o modelo. Assim, o software é considerado unitless, ou
seja, ele nao “reconhece” se os valores inseridos estdo em metros, milimetros ou
polegadas (o essencial é que todas as grandezas fisicas estejam expressas de maneira
coerente entre si).

Dessa forma, uma maneira simples e adequada de manter a consisténcia de
grandezas fisicas é adotar o Sistema Internacional (Sl) de medidas. Com isto, todas as
analises e os resultados seriam expressos no Sl. Logo, para analisar a trelica
adimensional, basta estabelecer dados consistentes com as medidas do Sl.

Primeiramente, obtém-se a rigidez axial inicial da treliga de von Mises (TVM), a
partir da carga adimensionalizada:

P=(EA)A (3.2.112)

A partir da solugédo analitica apresentada para este problema, obteve-se para o
par for¢ca/deslocamento:

e 0000906 3:2:113)

O modelo de Young (E) e a area das barras (Apurras) S@0 adotados como,
respectivamente, E = 200 GPa = 2el11 N/m? e Apgrras = 1 cm? = 0,0001 m?.

Logo, obteve-se a rigidez axial inicial ((E A)incicr) aproximada dada por:

(E A)ipeiqr = 2 -1011-0,0001 = 2-107 = 2e7 N (3.2.114)

As deformagdes para analise linear e ndo linear dos valores iniciais séo
aproximadamente iguais, conforme Coda (2018). Com isto, estima-se um valor de carga
para o langamento do carregamento:

Poniciar = (E Ainciar A = 2 - 107 - 0.00000996 = 199,2 = 200 N (3.2.115)
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Com 50 incrementos de carga, obtém-se a carga equivalente a P;,;.iq1, Para o
langamento no software:
P =10kN (3.2.116)
Na figura 26, em “Increment 0: Step Time = 0.000”, tem-se a situagao antes de
aplicar a carga incremental.

Figura 26. Trelica na configuracéo de referéncia (ndo deformada).

U, Magnitude
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00

+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00
+0.000e+00

vonMisesTruss
z X g&% )égggl_ifesTruss.odb Abaqus/Standard Learning Edition 2025 Sun Oct 26 10:33:18

ne = 0.000

Fonte: autoria propria.
Em “Increment 17: Step Time = 0.3929”, tem-se a situagao de carga de pico (valor
maximo encontrado pelo ABAQUS antes da matriz de rigidez se tornar singular).

Figura 27. Treligca na configuragao atual (deformada).

U, Magnitude
‘ +4.230e-01
+3.878e-01
+3.525e-01
+3.173e-01
+2.820e-01
+2.468e-01
+2.115e-01
+1.763e-01

- +1.410e-01
+1.058e-01
+7.050e-02
+3.525e-02
+0.000e+00

X vonMisesTruss
z X gp A MifesTruss.odb Abaqus/Standard Learning Edition 2025 Sun Oct 26 10:33:18|

Fonte: autoria propria.

Depois de encontrado a carga de pico, o software encerra a analise, apontando
erro. Devido a singularidade na matriz de rigidez do sistema, o software grava apenas os
resultados (outputs) das cargas que convergiram, nao sendo possivel continuar a analise

por incremento de carga.
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A figura 28 apresenta a trajetoria de equilibrio numa analise por controle de carga

realizada pelo software ABAQUS:

Figura 28. Trajetéria de equilibro pelo ABAQUS Learning Edition 2025.

Curva Carga x Deslocamento - Abaqus Learning Edition 2025

4000 - xR

T
3500 -

3000

I
N\

2500 |- 7

Carga P [N]
N
o
o
o
[
N

T
N

1500

[
N

1000

500

0 | \ L I \ | | L |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Deslocamento v = a-x [m]

Fonte: autoria propria.

O programa possui analise incremental automatizada. Para encontrar a carga de
pico, definiu-se o numero maximo de incrementos igual a 50 e incremento inicial de 1%
da carga. O valor minimo foi de 1e-05 (0,00001%) e o maximo igual a 1 (100%). O arquivo
*.inp da TVM pode ser obtido no apéndice deste trabalho.

Ainda mais, numa outra analise, diferente da realizada anteriormente, é possivel
conduzir a trelica TVM a passar pelo ponto de snap utilizando um procedimento de
estabilizacao automatizado. Para isso, adotou-se uma fragdo de energia especifica
dissipada igual a 0,002. No caso, observa-se que a configuracao inicial da trelica se

inverte:
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Figura 29. Modelo ABAQUS da TVM apds o valor de pico.

u, U2
+0.000e+00
-1.849e-01
-3.697e-01
-5.546e-01
-7.395e-01
-9.243e-01
-1.109e+00
-1.294e+00

-1.479e+00
-1.664e+00
-1.849e+00
-2.033e+00
-2.218e+00

Fonte: autoria prépria.

No grafico fornecido pelo software ABAQUS, a TVM tende a buscar o estado de
equilibrio e convergir para um conjunto de deslocamentos que evolui conforme ilustrado
na figura 29.

Figura 30. Grafico da forca com o deslocamento pelo ABAQUS da TVM.

Obtido com controle de carga.

[x 1.e3]
4 T T T
12.+ —
g8 Br 1
o
W
4. _
0. . L . ! . L " ! . 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Displacement

Fonte: autoria prépria.

3.2.8.3 Solugao numérica elastica nao linear
A seguir, é apresentada a solugao numérica da Trelica de von Mises (TVM) com

a lei de Hooke, representando o comportamento linear elastico classico.
A deformacéo de engenharia (com a Lei de Hooke) pode ser calculada, para um
elemento de trelica, como sendo a deformagdo média (constante no elemento) em

funcao de seu comprimento inicial e final.
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Define-se a deformacao longitudinal de engenharia (¢) como:
dy — dx

- dx

A energia de deformacao total acumulada (U) no corpo pode ser calculada como

(3.2.117)

€

a integral da energia especifica de deformacéao, sobre o volume inicial do corpo (V,), ou

seja:
U= f Phooke dv, (3.2.118)
Vo
Mas:
d Hooke 1
o(e) = Ve =j —E&?dVy=E¢
de Vo 2 (3.2.119)
Onde:
yhHooke: & a energia de deformacéo por unidade de volume (energia especifica de
deformacéo);

E: médulo de Young do material.

Logo, para a Lei de Hooke, tem-se:

L—1L
F=pl - O)AO (3.2.120)
0

Onde:

Lo: comprimento inicial em fung¢ao das coordenadas iniciais;

L: comprimento em fungao das coordenadas atualizadas;

A,: area do elemento.

A figura 30 ilustra a trajetéria de equilibro para o caso da trelica analisada no tépico

(3.2.8.1), onde se usou § = 0,08 e 20 000 (vinte mil) incrementos de deslocamentos.
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Figura 31. Trajetoria de equilibrio elaborada a partir do MODOWEN.
30
25
20
15

10

Farga [kN]

0 50 100 150 200 250 300

0 Deslocamento [cm]
Fonte: autoria prépria.
Outra medida de deformac&o muito utilizada é a deformacéo de Green-Lagrange
(E). Para o caso uniaxial, ela € dada por:
E = 1(dy?* — dx?)
2 dx?
Esta medida de deformagao advém da energia especifica de deformagao de Saint-
Venant-Kirchhof (y5VX), de acordo Coda (2018) e definida por:

(3.2.121)

K
& =2 F (3.2.122)

Assim, introduz-se a grandeza de estiramento (1), a qual representa a razao entre

o comprimento deformado (dy) e o comprimento inicial do elemento (dx):

A= d—y (3.2.123)
dx
Com isto, obtém-se a seguinte forma alternativa:
_1]|(dy+dx)(dy—dx)| 1|/dy (dy —dx)| 1
e e e 1 () s BT

(3.2.124)

Entdo, a tensao sera dada por:
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(SVK)

K
oOVKN(EF) = ——2— = f —E*dE=KE (3.2.125)
dE v, 2

E interessante observar que calculando-se a variagdo da deformagédo (8¢) em
funcado da variagdo do comprimento (6L = L — L), para pequenos niveis de deformacdes

(A = 1), as duas medidas de deformacgao (Hook e SVK) s&o equivalentes, isto é:

68 L_LO ! 1

% _ _ 3.2.126

5L ( Lo ) Lo ( )
2 _ 1 2\

SE_[1(L-L)] _L 1 (3.2.127)

5L |27 L2 127 L,

Portanto, a partir do MEFP, no regime de pequenas deformacgdes, e para
discretizagbes suficientemente refinadas, as trajetérias de equilibrio obtidas com a
deformagdo de engenharia (baseada em deformacgdes infinitesimais) e com a
deformacéao de Green tendem a convergir. Isto €, as solugdes obtidas pelas formulagdes
linear e ndo linear geométrica tendem a convergir para a mesma trajetoria de equilibrio.

Contudo, convém destacar que o aumento do refinamento e discretizagao do

modelo, embora aumente a precisdo da solugao, também eleva o custo computacional.

3.2.9 Solugao numérica elastoplastica

A seguir, apresenta-se a solugdo numérica pelo MODOWEN para a trelica ja
analisada do tépico (3.2.8.1), porém com endurecimento H' = 3000 kN/m?. Ja para o a
tensdo de escoamento, usou-se o valor de g, = 500 MPa. Os valores de deslocamentos
correspondem ao ponto de aplicagao da carga, isto €, no meio da treliga.

Sao utilizados 6 incrementos, divididos da seguinte forma: os 2 primeiros
correspondem as cargas permanentes imediatas, os 2 seguintes as demais cargas
permanentes e os ultimos 2 as cargas variaveis. Essa divisdo permite representar:

¢ Inicio da plastificacao;
e Redistribuicdo de rigidezes;
e Crescimento progressivo das deformagdes;

e Estabilizacdo do regime pds-plastificacao.
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Com isto, definiu-se de forma aproximada, 40% para o peso-proprio, 40% para
outras cargas permanentes, e 20% para as cargas variaveis. O valor da carga total, como
citado anteriormente, foide P = 10 kN = 1 tf.

A atualizacédo das posi¢des nodais foi realizada apenas apds a convergéncia de
cada incremento. Assim, as coordenadas foram modificadas exclusivamente com base
nos incrementos de carga correspondentes. Por esse motivo, mesmo apds a ocorréncia
da primeira plastificagdo (e mesmo com a inversdo da configuragcdo geométrica da
trelica) ainda foram observadas tensées de compresséo, pois a atualizagao da geometria

nao acompanhou continuamente o processo de deformagao plastica.

Tabela 6. Modelo elastoplastico da TVM.

Incrementos Deslocamentos Tensao Plastificacao | Plastificagao
(cm) (kN/cm?) (em %)
1-20% -9,85952 —1,25399 - 10! - -
2-20% —1,97190 - 101 | —2,50799 - 10! - -
3-20% —2,95786 - 101 | —3,76198 - 101 - -
4 -20% —4,07968 - 10! | —5,01597 - 10' | —8,64027 - 107> —0,0086%
5-10% —7,90642 - 10 | —5,64297 - 10' | —2,20644 - 1073 —0,2206%
6-10% —1,22479 - 10% | —6,26997 - 10* | —4,65381 - 1073 —0,4653%

Fonte: autoria propria.

No ultimo incremento de carga o escoamento plastico foi de aproximadamente
0,46% e a treliga inverteu sua configuragao geométrica. Esse comportamento, contudo,
nao representa a resposta fisica da estrutura, mas sim uma instabilidade numérica
decorrente do método de Newton—Raphson com controle de carga, o qual, de modo
geral, ndo €& capaz de descrever adequadamente problemas com nao linearidade
geométrica acentuada. Nessa condigdo, a matriz de rigidez tangente tende a ficar mal
condicionada, levando o algoritmo a convergir para uma solugao matematicamente
valida, porém fisicamente inconsistente. Quando se adota o controle por deslocamentos,
a resposta pode ser discretizada de forma apropriada na vizinhanca do ponto de
instabilidade, evitando a perda de convergéncia.
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4 MODELOS VISCOELASTICOS

Os modelos viscosos sdo fundamentais para descrever os fendbmenos de
relaxacgao e fluéncia, representando o comportamento dependente do tempo de diversos
materiais. A consideragdo do comportamento viscoso permite representar de forma mais
realista a dissipacao de energia e a evolugéao das deformagdes em sistemas estruturais,
tornando as analises mais coerentes com o comportamento observado

experimentalmente.

4.1 Modelo viscoso de Newton
Este modelo viscoso, do ponto de vista mecanico, pode ser representado por um

amortecedor, onde relacio entre tensédo e deformacéo é dada por:

qt) =uy (4.1)
Onde:
u: € a viscosidade;
n =u 1 é afluidez.

Figura 32. Modelo viscoso de newton representado por um amortecedor.

0 <=

Fonte: Autoria propria (elaborado com |A).

Quando o liquido contido dentro do amortecedor possui viscosidade (1) constante,
trata-se de um modelo Newtoniano. Mas, se a viscosidade alterar, por exemplo com a
temperatura, diz-se que a fluidez é fungdo da deformagao viscosa, n = n(y), sendo
chamado de um modelo ndo-Newtoniano.

Conforme a figura 32 do amortecedor acima, um ensaio realizado com tensao q,
constante, permite a analise de dois tipos de fases de deformacao. A primeira referente
a tensao constante. E a segunda, ao de descarregamento quando a tens&o aplicada se

anula.
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Figura 33. Resposta do amortecedor com o tempo.

&) 4

-

|
|
- |

At tempo At tempo

Fonte: Autoria propria (elaborado com IA).

A partir do instante inicial (t = 0), com a qual se obtém uma deformagdo com

taxa linear de variacao, tem-se a primeira fase do ensaio:

_ q1(0)
U

~r=a.0 () (4.2)

Ja quando a tensao aplicada é retirada, inicia-se a segunda fase, referente ao

descarregamento do amortecedor:
.01
qg.(At) =0 -y = ; = 0 - y = constante (4.3)

Devido ao retardamento das deformagbdes, o modelo pode simular um
comportamento associado com tempo. Quando a tensao q; é aplicada, a energia nao é
imediatamente convertida em deformacéo, mas fica armazenada no amortecedor, que a

libera de forma dissipativa com o passar do tempo.

4.2 Introdugdo ao modelo viscoelastico alternativo de trés parametros

O modelo viscoelastico alternativo de trés parametros representa uma formulagao
capaz de descrever com maior precisdao o comportamento dependente do tempo de
materiais que exibem simultaneamente caracteristicas elasticas e viscosas.

Esse modelo combina elementos tipicos dos sistemas de Kelvin—Voigt e Maxwell.
O modelo de Kelvin-Voigt pode ser representado mecanicamente por uma mola e um
amortecedor em paralelo:
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Figura 34. Modelo de Kelvin—Voigt

Fonte: autoria prépria (elaborado com IA).
Diferente do modelo da figura 34 acima, o elemento de Maxwell representa uma

mola e um amortecedor em série:

Figura 35. Modelo de Maxwell.

Fonte: autoria propria (elaborado com IA).

Para compreender o modelo alternativo de trés parametros, € fundamental
entender a principal diferenca entre os dois modelos classicos apresentados
anteriormente.

No modelo de Kelvin—Voigt, tanto a deformagédo na mola (egw)) quanto no amortecedor

(y®")) s&o idénticas, pois ambos os elementos estio conectados em paralelo:

(€)= () = N (4.4)

Onde:

(e,0)%V: deformagéo viscoelastico no elemento de Kelvin-Voigt.

Por outro lado, no modelo de Maxwell, os elementos estdo dispostos em série, 0
que introduz uma variavel interna associada a deformacao relativa entre os
componentes. Nesse caso, a deformagéo no amortecedor (y)" ndo aparece de forma
direta, mas é incorporada indiretamente na formulacao, contribuindo para a definicao da

deformacéo total do elemento viscoelastico:

(eve)™ = ()™ + DY (4.5)
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Onde:
(e,)M: deformacao viscoelastico no elemento de Maxwell.

(e,)M: deformacgao elastica na mola em serie do elemento de Maxwell.

4.3 Modelo viscoelastico alternativo de trés parametros
Para o modelo generalizado de Maxwell da figura 36, tem-se que a tensédo no

elemento (o) pode ser representada por:
0 = 0y + ql (4.6)

Onde:
o, . tensdo na mola em paralelo com o amortecedor;
q.: tensao no amortecedor (dashpot).

Figura 36. Modelo generalizado de Maxwell.

E
o | o

1 = 01 = 0 — 0y

F Y
\ A
A
v

Ope Ope

— "W\ —

Fonte: autoria prépria, adaptado de Owen (1980).

O desenvolvimento da solugédo desse modelo foi realizado por meio de um
procedimento analogo ao proposto por Owen em Finite Elements in Plasticity: Theory
and Practice (1980), utilizado originalmente para o modelo viscoplastico. Contudo,
algumas caracteristicas do modelo ilustrado, figura 36, foram adaptadas a fim de

prosseguir com a resolu¢ao das equagdes correspondentes.
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A deformacéo total neste modelo é dada pela soma das componentes elasticas e

viscoelasticas como:

€(t) = €e(t) + €pe(t) = €.(t) + €9 (8) = €.(t) + [€1(2) + y1(D)] (4.7)

Onde, tem-se que:

E: modulo de Young da 1° mola referido ao trecho sem amortecimentos diretos;
E,: médulo de Young referido ao trecho em paralelo com o amortecedor;

E;: modulo de Young da mola em série com o amortecedor;

e: deformacao total do modelo;

€¢: deformagao viscoelasticas do elemento de Maxwell;

€.. deformacéo da mola E;

€, deformacéo da mola E;

€,: deformacao da mola em paralelo com mdédulo de Young Ej;

y: deformacao do amortecedor viscoso (u).

A tensao (o) na mola linear é dada por:
oc=0,=Fe¢, (4.8)

Por definicdo do elemento de Maxwell: a tensdo € a mesma na mola e no
amortecedor e a tensdo no amortecedor viscoso € relacionado com a deformacao

viscoelasticas por meio de:

0L =41 = H% (4.9)
q.: tensao no amortecedor (dashpot);
u: coeficiente de viscosidade do amortecedor.
Nos elementos em paralelo, ambos recebem o0 mesmo alongamento ¢€,,.(t) e as

tensdes se somam:

0 = Oora1(t) = 0.(t) = 0 (t) = 0p(t) + 01(t) = 0p(t) + q1 (1) (4.10)

Com isto, resta estabelecer a relagao constitutiva para o modelo sob condicdes
elasticas e viscoelasticas. A tensao elastica na mola superior ja foi definida (ay = Ej €,¢)-

Entao substituindo g, e o, na equagéao (4.10), resulta em:
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dy
atot(t) = Ej €pe + /'LE (411)

Substituindo € — €, — €; = y na equacgéao anterior:

dle—€,—€
o0 + 1 s D e (4.12)
t
de de, de;
= — 2 413
N2 = o — o) + (2 + ) (4.13)
de 1 de, de;
E—‘E(O_tot_ 00)"‘?"'? (4.14)
Substituindo a fluidez (n = 1/u) e rearranjando a equagéao, obtém-se:
de ( )+1dawt 1 do; 4.15
dt  1\Gtet = 900 T ET T TR Tar (4.15)
Ou:
€ =€, + €pe (4.16)
Onde:
1 dogot
= — 417
T E dr (4.17)
) 1 do
ve =1 (G100 = 00) + -5 (4.18)

A expressao define a taxa de deformacao viscoelastica em funcéo da parcela da
tensdo que excede o valor de tensao na mola superior Ey, isto €, que excede o valor de
deformacéo elastica ¢, em regime permanente de escoamento.

A tensao no amortecedor em determinado instante é g, (t) = o;,: — 0y , ja a tensao

na mola inferior é igual a tensdo no amortecedor g, , entdo a equacao anterior se torna:

(4.19)

Fazendo t = u/E,;, a deformacgao viscoelastica pode ser obtida da seguinte

maneira:
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de€ye _ %
Lodt dt

+ M Ey) q4 (4.20)

Assim, reescreve-se a equacao diferencial sobre a forma:

Ey éve = 1 + % (4.21)

Esse sistema conduz a duas analises diferentes. Para a primeira, ao impor uma
deformacgéao constate (inicial) e observar a tensao ao longo do tempo, observa-se um
tempo de relaxagcdo em que a tensdo comega a diminuir. Em uma segunda analise, ao
aplicar uma tensao constante e observar a deformagéo ao longo do tempo, observa-se
o fenbmeno da fluéncia (creep), em que a deformagao comeca a aumentar.

Para o caso de uma tensao constante aplicada (g4), tem-se a partir da equagao
(4.18) a solucao analitica da equacao com deformacao que evolui ao longo do tempo.
Nesse contexto, caracterizado pelo aumento gradual da deformagdo com o passar do

tempo, observa-se o fendbmeno da fluéncia (creep):

=1 (04— 00) + ——— (4.22)

Ao aplicar um ensaio conhecido com uma tensao imposta constante g, e medir a
deformacdo total na barra ao longo do tempo, €(t) = €,(t) + €,.(t), também é

conveniente definir um tempo de fluéncia (t), dado por:

1
=B~ (4.24)
E; nk;

Conforme equagéao (4.6), a tensao (o;,;) € a soma dos ramos em paralelo e em
série, logo:
d-l == dA - O:O = _EO éve (4.25)
Como a tensao aplicada € constante, basta introduzir g; na equacao (4.22):

d€ye Eydey,

=77(UA_ Eoeve)_E_l dt

(4.26)

Reescrevendo a equacao (4.25), obtém-se a equagao fundamental do modelo

para uma tensao aplicada constante:
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(Eo + E1)€éye + 1 Eg Eq €4, = 1 Ey0y (4.27)
A seguir, define-se o parametro de fluéncia (V"):

E, 1

V, = =
Ey+E; 1+E,/E;

(4.28)

A solugao para a equacao (4.27), diferencial ordinaria de primeira ordem (EDO),

é elementar. O termo €,,.(0) representa a condicdo da fungéo no instante inicial.
o o, /
re(t) = 2+ [€0e (0) = 22| e B0Vt (4.29)
E, E,

Para a figura 37, a deformacéo viscoelastica (fluéncia) do modelo se inicia com a
deformacéo inicial do caso elastico (g,/E) e com a fluéncia imediata, evoluindo com a
dissipacao da energia do amortecedor (t - ).

Figura 37. Deformacéo total com a parcela viscoelastica.

» E

o

time

h 4

Fonte: autoria prépria, adaptado de Owen (1980).
Retornando a equagéao fundamental do elemento de Maxwell (4.21), determina-se

a evolucao da tensdo ou das variaveis internas:

h_ge, (4.25)

. 4
q1 -
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Onde g, é interpretado como uma variavel interna de tensdo nao-equilibrada (ou
parte viscoelastica da tenséo). A equacgéao (4.25) é uma EDO linear de 1% ordem para

g,(t). Usando o fator integrante e/*, obtém-se a equacéo diferencial exata:
t 1
et(dq,) + et/” (; Q1 — E1éue> dt =0 (4.26)

Portanto, chega-se a solugdo em forma analitica por meio de uma integral de
convolugao para integragédo numerica:

s=t

t
au(D) = e77qs (to) + E f e~E9/7¢, (s) ds (4.27)

S=ty

Além disso, definindo parametros a e #, ambos dependentes do incremento de

tempo (At), pode-se demonstrar uma forma de tensdo mais simples para o amortecedor:
qIHl =aqy + B Acy, (4.28)

Conclui-se, portanto, que a tensdo no amortecedor € atualizada a partir da
memoria do estado anterior combinada com o incremento da evolugao da deformacao

viscoelastica.

4.4 Algoritmo de integragéo temporal

O objetivo principal da seguinte discussao é delinear um algoritmo de atualizagao
apropriado para o modelo de tensdes finitas viscoelasticas para implementagdo num
programa de elementos finitos. O método a seguir € devido a Simo (1987) e a chave do
algoritmo de atualizagao esta na integragdo numeérica das equacgdes de convolucgao.

Uma implementagao numérica simplificada para simular o comportamento de uma
estrutura pode ser obtida com uma atualizagao algoritmica da tensdo por meio de uma

particao (discretizagao temporal):
At =ty —t, > t€[0,T] (4.29)

Onde:
T: tempo estipulado para o ensaio tedrico;

At: passo de tempo (subintervalo).
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Com isso, a solugdo para cada passo de tempo pode ser calculada. O objetivo
seguinte & avancgar a solugao para o tempo t,,,; = 4t + t,, e atualizar todas as grandezas
relevantes.

Inicialmente, faz-se uma estimativa inicial, conhecida como solucao inicial, e
atualiza-se os carregamentos prescritos. Com o método de Newton-Raphson, o novo
movimento no tempo t,,; € corrigido iterativamente até que os principios de equilibrio
sejam satisfeitos dentro de um limite de tolerancia dado.

Em particular, a chamada tenséao algoritmica no tempo t, ., € escrita como:
o™t = gt + g t? (4.30)

Onde a tensdo ¢}'*! requerida até t,,, € conhecida. O terceiro termo, que é a
contribuig&o viscoelastica g}'*1, ainda precisa ser avaliado. Ent&o, divide-se a integral de

convolucao (4.27) na forma de:

j- n+1(.)dt _ n() . j' n+1(.) it (4.31)
0

0 tn

Com isto, a variavel interna q,, no tempo t,,,; € dada por:

+1 tn+1-S

_In+1 t, -n+1-s tn - .
gttt =e"t q,(ty) + E; fto e Tt €p(s)ds+E; ftn et €u(s)ds (4.32)

Para simplificar, aplica-se a seguinte relagao a todos os trés termos:

(tn+1) (At+ty) At tn
e 'r+1 =e T —e 1T e t (4-33)
Além disso, aplica-se a regra do ponto médio de segunda ordem ao terceiro termo

do membro direito da equagéo (4.32): ftztn+1

. ()dt, o que significa que a variavel de

tempo € aproximada por t,, = (t,41 + t)/2:

tn+1+tn)=tn+1_tn=£ (434)
> .

the1 —tm =ty — ( 2 2

Entao:
n+1 Atp Lt tnyr -5, A g
gitt=e™= [e tq,(ty) + E; fto e T eve(s)ds] + Eje 2t ftn €ve(s)ds  (4.35)

O termo entre colchetes é simplesmente g, no tempo t,,. Ainda mais, define-se

um parametro adimensional (£):
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§ =—At/(27) (4.36)
Onde se obtém a seguinte aproximacéo:
qitt = e*qf + Erelefd " — el (4.37)
ApOs reorganizar a equacéo (4.37), chega-se finalmente a uma féormula de

atualizagao recursiva para as tensdes internas em um formato simples, a saber:

gt = E, e + H, (4.38)

H, = eé(efql — E; €) (4.39)

Na relagcdo recursiva acima, a expressao (4.39) introduziu uma nova fungao
H,.Este termo é determinado pelas variaveis histéricas internas qi' e €l., que séo
conhecidas do passo anterior e servem como um banco de dados inicial, representando

o termo historico (time history).

4.5 Procedimento para solugao numérica

Um esquema de avango no tempo (time stepping) permiti que a solugao seja
atualizada do instante t,, para o instante t,,; = t, + At,. Para incrementar as variaveis
ao longo de um intervalo de tempo, pode-se usar a regra de Euler.

Nesse método, a taxa média de variagao durante o intervalo € considerada igual
ao valor no inicio do intervalo e, assim, o valor previsto de uma certa grandeza X, no

instante t,,,.,€ extrapolado a partir do valor no instante t,,, de acordo com Owen (1980):
X0+ = xm 4 xMaAg, (4.40)

Contudo, esse esquema torna-se instavel para incrementos de tempo que
ultrapassam um valor critico. A partir da taxa de deformacgao viscoelastica definida, pode-

se, entdo, determinar o step para a deformacéo no intervalo de tempo At,;:
Ae = e Ag, (4.41)
Em geral, para cada iteracao, o intervalo de tempo pode ser diferente. A variagao

de comprimento do elemento (A¢,§’£) associada a deformacéo viscoelastica € dada por:
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APV = AeVL (4.42)

Ao adicionar a variagcao de deslocamento decorrente da variagdo de carregamento
aplicado Af™, ocorrida entre os instantes t,e t,,;, obtém-se a variagdo total no

comprimento do elemento dada por (OWEN, 1980):
M = Ae®p 4 Loppm
Ap'™ = A€y’ L + EAf n (4.43)

Essa expressdo pode ser reescrita em forma matricial, em termos dos
deslocamentos e forgas nodais, como:

Ae™ = [K]~1AV™® (4.44)

Onde, para o elemento linear considerado:

(n)
A
Ap® = 4’% (4.45)
A,
AV = AE ¢Dat, _11' +AF® (4.46)
EAr1 -1
Ofiil 4.47
kO =—[5 7] (4.47)

O vetor de pseudo-forcas (AV™ — pseudo forces) representa a forca nodal ndo
equilibrada. Este vetor contém o incremento de carga associado ao préximo passo de
tempo (step), composto pela soma da carga nodal (Af) com o incremento de carga

associado a deformacao viscoelastica.

4.6 Procedimento computacional

A solucao do problema deve partir das condicdes iniciais conhecidas no instante
t = 0 (ou n = 0), correspondentes a resposta elastica inicial. Nesta etapa:

v d©@, FO 0 50 s30 conhecidos;

v 6,(,2) =0, HO = qio).

O procedimento geral para avancgar a solugao do instante t,, para o instante t,,,;

com a sub-rotina de inclusao de deslocamentos viscoelasticos segue na figura 38:
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Figura 38. Subrotina INCVE do Modelo generalizado de Maxwell.

INCVE
COMMON

ELOAD
DNEXT - FTIME * DTIME
IELEM - 1, NELEM
NODE1 - LNODS(IELEM,1)
NODE2 - LNODS(IELEM,2)
DISP1-CALFA(IELEM)“XDISP(2*NODE1-1)+SALFA(IELEM)*XDISP(2*NODE1)
DISP2-CALFA(IELEM) “XDISP(2*NODE2-1)-SALFA(IELEM)*XDISP(2*NODE2)
DSPGX-SQRT (XDISP(2*NODE2-1) **2+XDISP(2*NODE1-1)**2)
DSPGY=SQRT (XDISP(2*NODE2)**2+XDISP(2*NODE1)**2)
LASTS(IELEM) - STRES(IELEM)
STRAN(IELEM) - (DISP2-DISP1)/ELENG(IELEM)
TSTRN(IELEM) - TSTRN(IELEM) + STRAN(IELEM)
STRES(IELEM) - STRES(IELEM)
(STRAN(IELEM) -VIVEL (IELEM) *DTIME) *YOUNG( IELEM)
TAUVE - 1.de/(GAMA1(IELEM)*YONGO(IELEM))
IXCSI DTIME/(2.d®"TAUVE)
(ISTEP ) DASH1(IELEM) - STRES(IELEM)
HISTY(IELEM) - EXP(IXCSI)
XP(IXCSI)*DASH1(IELEM)-YONGL1(IELEM)*FLUEN(IELEM))
(ISTEP 1) FLUEN(IELEM) - FLUEN(IELEM)
(STRES (TELEM) - LASTS(TELEM) )/ (YONG®(TELEM)+YONG1(TELEM))
(ISTEP IINCS --1) STRAN(IELEM)-STRAN(IELEM):FLUEN(IELEM)
(ISTEP 1 IINCS --1) TSTRN(IELEM)-TSTRN(IELEM)+FLUEN(IELEM)
(ISTEP IINCS /-1) STRAN(IELEM)-STRAN(IELEM)
(FLUEN(IELEM) - LASTF(IELEM))
(ISTEP TINCS /-1) TSTRN(IELEM) TSTRN(IELEM)
(FLUEN(TELEM) - LASTF(TIELEM))

LASTF(IELEM) FLUEN(IELEM)
FLUEN(IELEM) FLUEN(IELEM) VIVEL(IELEM) DTIME
DASH1(IELEM) YONG1(IELEM) *EXP(IXCSI)“FLUEN(IELEM) HISTY(IELEM)
CREPS(IELEM) ( YONG1(IELEM) / (YONGO(IELEM YONG1(IELEM )
VIVEL(IELEM) - GAMA1(IELEM) CREPS(IELEM)

(STRES(IELEM) - (YONGO(IELEM) “FLUEN(IELEM)))
DELTM - TAUFT ABS(TSTRN(IELEM) / VIVEL(IELEM))

(DELTM < DNEXT) DNEXT DELTM

DTIME DNEXT

(ISTEP 1) DTIME DTINT

IELEM 1, NELEM
FACTR (YOUNG(IELEM) *VIVEL(IELEM) *DTIME-STRES(IELEM)) *XAREA(IELEM)
ELOAD(IELEM,1) FACTR*CALFA(IELEM)
ELOAD(IELEM,2) FACTR"SALFA(IELEM)
ELOAD(IELEM,3) FACTR"CALFA(IELEM)
ELOAD(IELEM,4) FACTR"SALFA(IELEM)

ELOAD ELOAD TLOAD
INCVE

Fonte: autoria propria, elaborado com draw.io.

Adiciona 0 médulo COMMON (com as variaveis comuns as subrotinas).
Zera a matriz de pseudo-cargas utilizada na n-ésima iteragdo do método
de Newton-Raphson. Para a primeira iteragao, o intervalo de tempo é zero.

O fator de tempo multiplicativo para a proxima iteracao é definido pelo input.



INCVE 06-22

INCVE 23-30
INCVE 31-36

INCVE 37-41
INCVE 42-48

INCVE 49-50

93

O incremento de tensdo Ac™ é dado a partir da equacdo (4.7), e o
(@]

incremento de deformacédo viscoelastica Ae,,’,

para cada elemento, é

obtido pela regra de Euler. Ja o termo histérico da-se conforme (4.39):

(n) (n)
Ap™ — A
Ae® = (% e Atn> (4.48)

Ae = M g, (4.49)
Logo apéds, determina-se as deformacdes totais, tensdes, deformacdes

viscoelasticas e a evolugao de tensdes no amortecedor:

et = e 4+ Ac(W (4.50)
oMt = (M) 4 AW (4.51)
érel+1) _ 6152) n Aeéz) (4.52)
q£n+1) _ Elefelgzﬂ) + ™ (4.53)
Fm™ — ef(efqin) —E, 61(;2)) (4.54)

Determina-se as parcelas de fluéncia imediata.
Calcula-se o coeficiente de fluéncia e a taxa de deformacgao viscoelastica

para cada elemento:
ese™ = v (a®V — £y e3*V) (4.55)

Aplica-se a limitagdo do tempo e avanga para o tempo t, 1
Depois, realiza-se a corregao de equilibrio, de forma a avaliar as forgas

residuais para cada elemento:
P+ = 4 5D [_11] + fr) (4.56)

Por fim, adiciona-se essas forgas ao vetor de pseudo-cargas incrementais,

para uso no proximo passo de tempo:

AVEHD = AF D Aty [ L ]+ AFOD 4 D (4.57)

Vale ressaltar que o carregamento total aplicado na n-ésima iteracédo € dado pela

matriz TLOAD e contém f™D e Af®+D Apgs feito a inclusdo das deformagdes
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viscoelasticas, deve-se verificar se o regime estacionario foi atingido por meio da taxa de

+1 5 A
Jem cada elemento. A solucao € encerrada se ela resultou

deformacdo viscoelastica ef,ﬁ
suficientemente pequena. Caso contrario, deve-se continuar com as proximas rotinas e
repetir todo o procedimento para o proximo passo de tempo (time step). Se o processo

convergiu, pode-se partir para o préximo incremento de carga (load increment).

4.7 Resultados no modelo viscoelastico generalizado de Maxwell

Com o objetivo de testar a eficiéncia do cdédigo de calculo em questéo,
especialmente no que se refere ao funcionamento das expressdes do modelo
viscoelastico, selecionaram-se alguns exemplos capazes de fornecer informacoes
suficientes para uma avaliagdo adequada. Os exemplos foram entdo testados

considerando os seguintes casos:

o Caso 1: regime viscoelastico de Kelvin-Voigt:
n =0,001;E = ZOOOk—N; E, = 2000 kN/cm?;E;, = —
cm?
o Caso 2: regime viscoelastico com variavel interna:

kN
n=0,001; E=2000—
cm

; E; = 2000 kN /cm? ; E; = 2000 kN /cm?

A analise consiste em uma trelica plana bidimensional formada por 5 barras de
mesmas caracteristicas de area A = 10 cm?, com uma carga P de 180 kN, conforme
trabalho de dissertacédo de mestrado do engenheiro civil Munaiar (1994) e ilustrado na
figura 39.

Ainda mais, também € apresentado uma solugao analitica para o problema do
Caso 1 de acordo com Munaiar (1994):

E+E, e (ont
EE, E,

e(t)=0 (4.58)

Sao comparados de forma ilustrativa para o Caso 1, os valores de deformacdes
nas trés primeiras barras (1-2, 1-3, 1-4), para o sétimo (7°) incremento de carga,

conforme apresentados na tabela 7.
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Figura 39. Trelica plana formada por 5 barras.

’éozam%‘éozam
2| 3, 4’3

E
1
Fonte: MUNAIAR (1994). Elaborado com FTOOL (versdo 4.01).
Tabela 7. Deformacdes para o Caso 1.
Elemento | EXPRRES. 4.1 MUNAIAR MODOWEN
1-2 2,74481-1073 | 2,74519 - 1073 | 2,74475 - 1073
1-3 4,69689 - 1073 | 4,68754 - 1073 | 4,68678 - 1073
1-4 6,13347 - 1073 | 6,13432-1073 | 6,13332- 1073

Fonte: autoria prépria.

95

A seguir é realizado de forma ilustrativa para o Caso 2, os valores de deformacgoes,

tensodes e fluéncia da trelica. Os resultados obtidos também foram avaliados a partir da

expressao da fluéncia para o modelo de Zener (1948) e de acordo com Creus (1986):

_ 1 1 1
E(t)—O'lE-i'E—O( —

Analogamente para o Caso 2, os valores de deformacdes correspondem as trés

Eo E
E, +E;

(4.59)

primeiras barras (1-2, 1-3, 1-4), para o sétimo (7°) incremento de carga, conforme

apresentados nas tabelas 8 e 9:

Versdo Final Honol ogada
23/ 12/ 2025 17: 35



96

Tabela 8. Analise viscoelastica com parametro interno pelo MODOWEN.

ELEMENTO | DEFORMAGAO | FLUENCIA | FLUENCIA (%)

1-2 2,74481 - 1073 1,37241-1073 0,13 %
1-3 4,68690 - 1073 2,34345-1073 0,23 %
1-4 6,13347 - 1073 3,06673 - 1073 0,30 %

Fonte: autoria prépria.

Tabela 9. Resultado da analise viscoelastica pela expresséo analitica (4.59).

ELEMENTO | DEFORMAGAO

1-2 2,74418 - 1073
1-3 4,68582 - 1073
1-4 6,13206 - 1073

Fonte: autoria prépria.

A representacado da evolucdo do carregamento com as deformacgdes também é
apresentada na figura 40 para a barra central (1-4). Quando o carregamento é aplicado
em passos multiplos, a barra tem tempo para desenvolver fluéncia progressivamente
entre os incrementos de carga. Isso faz com que a curva tensao—deformacgao (ou carga—
deformacéao) apresente uma trajetéria mais suave, com maior deformacgéao acumulada ao
longo do tempo. Ja quando o carregamento € aplicado em um unico passo, toda a tensao
inicial aparece instantaneamente. Como a fluéncia depende do tempo sob tenséao, o
material responde com uma deformacgao inicial maior, mas uma evolugao temporal
diferente, pois ndo ha a redistribuicdo gradual que ocorre nos incrementos sucessivos.
Portanto, as curvas resultantes séo diferentes, refletindo ndo s6 a nao linearidade

viscoelastica, mas também o efeito da historia de carregamento.
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Figura 40. Evoluc&o das deformacdes viscoelasticas.

EEJDV} Componentes elasti e viscoelasticas por incremento

55—

25

N \ | |
0 5 10 15 20 25
t(s)

Fonte: autoria prépria.
Os arquivos de dados utilizados neste topico podem ser encontrados no apéndice

deste trabalho.

5 ESTRATEGIAS DE PARALELIZAGAO E CONTROLE PARA ANALISES NAO
LINEARES

Uma vez que cada modelo requer multiplas execugdes até a convergéncia dos
resultados ou a obtengéo de respostas em diferentes condi¢des de carregamento, neste
topico, buscou-se comparar ou estimar o desempenho computacional para as analises
realizadas, bem como marchas de calculo automatizadas. Essa necessidade torna
fundamental a avaliagdo da eficiéncia dos algoritmos implementados, tanto em termos
de tempo de processamento quanto de consumo de recursos computacionais.

Para viabilizar esse processo de forma eficiente, primeiramente recorreu-se a um
solucionador numérico robusto do mercado, o software ABAQUS.

Posteriormente, testou-se o MODOWOEN com rotinas robustas utilizando o
LAPACK, capaz de empregar técnicas avangadas de processamento paralelizado e

otimizagcao de memoria.
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5.1 Analise da trajetéria de equilibrio automatizada pelo ABAQUS e MATLAB
Em geral, o procedimento para criar uma estrutura no ABAQUS segue o diagrama
da figura 41 abaixo:
Figura 41. Modelo de arquivo de entrada de dados do ABAQUS.

E NODE 3
PART | ELEMENT
S WD |

{ SET (NodeSet/ ElemSet)

MODEL

e

STEP |

OUTPUT

e W

Fonte: autoria préopria, elaborado com Visual Paradigm.

A trajetdria de equilibrio automatizada é obtida pelo MATLAB por meio de um
algoritmo desenvolvido com base no trabalho de Zhang et al. (2025). O método utiliza o
software MATLAB, associado as bibliotecas necessarias para que o programa possa
monitorar, em tempo real, a analise executada pelo ABAQUS por meio do terminal do
Windows. A extracdo dos dados de processamento € realizada por um script em
linguagem Python, responsavel por registrar os esforgos e deslocamentos em um arquivo
de saida no formato *.txt. O procedimento detalhado é apresentado no apéndice deste

trabalho, na figura 42, tem-se o grafico do resultado registrado no arquivo de texto.
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Figura 42. Extragdo da trajetoria de equilibrio da TVM automatizada.

5000
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Fonte: autoria propria, elaborado com o Excel 2025.

5.2 Analise de tempo de processamento pelo ABAQUS

A sequir, é apresentado o modelo da Treliga de Crisfield, retirado do trabalho da
tese de doutorado do engenheiro civil Kzam (2016). A estrutura foi implementada por
meio do software ABAQUS, com E = 10’Pa, A =1m? uma forga F = 10°N sendo

aplicada no vinculo superior central da trelica.

Figura 43. Arco trelicado de Crisfield.

Fonte: autoria prépria, elaborado com o ABAQUS Standard Learning Editions 2025.
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O modelo da trelica de Crisfield € inserida nesse contexto com o intuito inicial de
se estimar métricas entre o tempo de processamento e o numero de elementos da
estrutura. O modelo de Crisfield apresenta uma trelica composta por 101 elementos. Ja
a TVM, apenas dois.

Para a analise de tempo de processamento, utilizou-se o tempo total do CPU (total
CPU time). Inicialmente, definiu-se uma analise incremental fixa para o controle de forga
até o valor de pico. Posteriormente, é feita uma analise incremental variavel por meio de
controle de deslocamentos. As duas andlises foram realizadas com 10 000 incrementos,
porém a analise por controle de forga somente ocorreu até a carga de pico (ponto de
instabilidade), pois a partir desse ponto o ABAQUS encerra a analise. Ambas as analises
séo realizadas para o ABAQUS Standard (verséao via terminal do Windows), quanto pelo
ABAQUS CAE (com ambiente grafico). Os resultados sdo apresentados na tabela 10,
sendo utilizado um processador Intel® Core™ i5-4200 CPU @ 1,60GHz, ano 2013.

Tabela 10. Andlise de custo computacional pelo ABAQUS.

Controle por forgca Controle por deslocamento
(tempo em segundos) (tempo em segundos)
Standard CAE Standard CAE
TVM 0,60 1,00 217 492
CRISFIELD 0,20 0,80 246 484

Fonte: autoria prépria.

Embora o modelo de Crisfield possua cerca de cinquenta vezes mais elementos
do que o modelo da TVM, o custo computacional permaneceu praticamente inalterado.
Isso ocorre porque, em trelicas pequenas, o tempo total de CPU do ABAQUS é dominado
pelo algoritmo nao linear (Newton—Raphson ou Riks), e ndo pela montagem dos
elementos. Assim, mesmo aumentando significativamente o nimero de barras, o custo
€ desprezivel quando comparado as iteragbes de convergéncia. Dessa forma, o numero
de incrementos e 0 comportamento pds-pico exercem influéncia dominante no tempo

total do que o numero de elementos.
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5.3 Analise de processamento pelo MODOWEN

A TVM foi testada com a incorporacao de rotinas numéricas robustas baseadas
no pacote LAPACK (Linear Algebra Package), amplamente reconhecido por sua
eficiéncia em operagdes matriciais e solugao de sistemas lineares de grande porte. Esta
foi comparada com o método de redugao de Gauss, introduzido por meio da subrotina
GREDUC. O uso do LAPACK possibilitou o emprego de técnicas avangadas de
otimizacdo de memodria, resultando em ganhos significativos de desempenho
computacional, especialmente em analises que envolvem muitos incrementos. Para a
TVM considerou-se 20 000 incrementos de deslocamentos. Na analise de
processamento, utilizou-se o compilador Intel IFX 2025.2.0 (20250605), associado ao
ambiente de desenvolvimento Visual Studio 2022.

Tabela 11. Analise de custo computacional pelo MODOWEN.

Controle por deslocamento
(tempo em segundos)

GREDUC LAPACK

TVM 64 34

Fonte: autoria prépria.
A andlise por controle dos deslocamentos é feita a partir do método de Newton-
Raphson. E importante ressaltar, portanto, que uma comparacéo direta com o método
de Riks pode ser inconsistente. Com o resultado, nota-se um ganho significativo de

tempo de processamento.

5.4 Analise da trajetdria de equilibrio automatizada pelo MODOWEN

Marchas de calculo automatizadas destinadas a determinacado da trajetéria de
equilibrio permitem que o processo iterativo de solugdo avance de forma autbnoma,
conforme o comportamento da resposta estrutural. Tal abordagem possibilita a redugao
de necessidade de intervengao manual durante as simulagdes, tornando o processo mais
eficiente e reprodutivel.

A partir do programa desenvolvido neste trabalho, tornou-se possivel implementar

um algoritmo de monitoramento automatizado, explorando os recursos de paralelizagao
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fornecidos pelo OpenMP. O controlador adotado apresenta uma estrutura
conceitualmente simples, porém passivel de expansao para aplicagées em larga escala,
permitindo a criagdo de um banco de dados eficiente e de facil gerenciamento. Embora
o algoritmo proposto represente uma inovagao em termos de implementagdo na
linguagem Fortran, o modelo de dados é devido a Zhang et al. (2025).

Figura 43. Modelo de controlador do MODOWEN.

CONTROLER

N

DATA ~> INITAL <» RESULT

Fonte: autoria prépria, elaborado com draw.io.

O controlador funciona como um main program (programa principal) que pode
iniciar e monitorar as demais rotinas de calculo. Com isso, permite-se gerar mais de uma
analise usando threads (tarefas que o sistema operacional distribui entre os nucleos do
processador) de forma independente. Apds o inicio da analise, o controlador permanece
inspecionando as rotinas de calculo por meio da subrotina de resultado (RESULT). Com
isso, tem-se o controlador atuando diretamente na interpretacdo dos resultados. Na
figura 44, apresenta-se o fluxograma geral do controlador.

Para paralelizar o codigo, primeiramente, atualiza-se todas as variaveis globais do
modulo COMMON, pois threads distintas ndo devem sobrescrever as mesmas variaveis
utilizadas em rotinas compartilhadas. Para isso, basta introduzir a estrutura type no
modulo. A seguir, cria-se um modulo adicional (CONTROL) com as variaveis que séo
passadas como parametro para a subrotina RESULT. A forca de reacao e deslocamento
monitorado, também sao introduzidos neste modulo para serem compartilhadas entre as
threads. Adicionalmente, introduz-se uma variavel compartiihada nesta subrotina,
responsavel por enviar um sinal ao controlador de acordo com a resposta nodal definida

para a analise.
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Figura 44. Fluxograma do controlador.

Controlador Modelo 1

Controlador Modelo 2

Submeter Modelo 1

Monitorar Modelo 1 e registrar
F1 quando atingir PEAK1

L

min(F1) < 0?

sim

Monitorar o Modelo 1 até F'ﬁ
atingir PEAK1 novamente j

Submeter Modelo 2

sim

F1> PEAK1?

nao

max(Step)?

sim

Encerrar Modelo 1 Encerrar Modelo 1
por término por analise completa

e o

min(F2) < nao
min(F1)?

sim sim

max(Step)?

ﬂ/‘lonitorar o Modelo 2 ate F2
katingir PEAK2 novamente

nao

Encerrar Modelo 2 Encerrar Modelo 2
por término por analise completa

e o

Fonte: autoria propria (elaborado com draw.io), adaptado de Zhang et al. (2025).
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Dentro de um dominio paramétrico definido pelo usuario, o processo pode

acontecer sozinho, sem que seja preciso ficar ajustando tudo manualmente. Isso deixa

o trabalho muito mais rapido e facilita a geragao das trajetérias. Com isso, o programa

consegue calcular, de forma eficiente, varias trajetorias de equilibrio n&o lineares.

Além disso, o algoritmo pode ser usado para diferentes finalidades. O critério de

parada do controlador, por exemplo, pode ser ajustado conforme o que se deseja
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analisar. Assim, ao invés de encerrar o modelo ao atingir o numero maximo de steps, o
usuario pode configurar o programa para parar quando a estrutura atingir uma certa
deformacgédo, quando uma barra alcangar um nivel especifico de tensdo, quando o
deslocamento ultrapassar um valor limite, ou qualquer outra condi¢ao que seja util para
o estudo.

Os softwares de analise estrutural, de modo geral, ainda carecem de
implementagdes dedicadas a obtencéo e a avaliagao simultanea de multiplas trajetérias
de equilibrio. Embora a integracdo entre MATLAB e ABAQUS tenha proporcionado
resultados satisfatorios, diversas limitagdes persistem, conforme discutido na Secéo 5.1.

Tanto o ABAQUS quanto o MATLAB séao ferramentas comerciais que requerem
licengas de uso, o que pode inviabilizar sua ado¢gao em determinados projetos devido ao
alto custo envolvido. Contudo, as limitagbes mais relevantes dessas plataformas
relacionam-se a dificuldade de tornar o processo reprodutivel. Em particular, o ABAQUS
opera predominantemente como uma “caixa-preta”, restringindo o acesso direto aos seus
arquivos internos e dificultando a extracdo automatizada das trajetérias de equilibrio. A
superagao desse entrave demandaria procedimentos adicionais de pds-processamento,
incluindo a manipulagdo de seus arquivos de saida mediante bibliotecas de
processamento de sinais do MATLAB e rotinas auxiliares em Python. Além disso, essa
abordagem ainda apresenta restricoes significativas quando aplicada a analise dinamica
estrutural.

Diante desse cenario, o desenvolvimento de um programa modularizado desde
sua concepcao, estruturado para atuar como um servico especializado na obtencao das
trajetorias de equilibrio, otimiza o desempenho do algoritmo numérico, ampliando sua
eficiéncia operacional. Essa estratégia contribui para a redugcdo do tempo de
processamento e favorece a construgao de um banco de dados robusto, consistente e
adequado a aplicagdes em larga escala para treinamento de algoritmos de inteligéncia

artificial.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho desenvolve um controlador inteiramente implementado em Fortran,
capaz de automatizar e paralelizar a obtencgéo de trajetérias de equilibrio ndo lineares. A
proposta reestrutura o cédigo original de Owen, introduzindo modulos orientados a tipos,
paralelizagao via OpenMP e um sistema de monitoramento em tempo real da resposta
estrutural. Com isso, torna-se possivel executar multiplas analises simultaneamente,
eliminar a necessidade de intervengdo manual e estabelecer uma base escalavel para a
geragado massiva e reprodutivel de trajetérias de equilibrio, num algoritmo open-source.

Por outro lado, a simplicidade estrutural da TVM empregada neste trabalho gera
limitagdes quando se busca investigar aspectos mais especificos da resposta mecanica,
de modo que analises mais complexas podem se tornar inadequadas ou incompletas
quando conduzidas nela. Embora adequada para validagdes iniciais e para o
desenvolvimento do algoritmo de controle, essa configuracdo reduzida tende a se
mostrar insuficiente em analises que envolvem fendmenos com alta ndo linearidade
geométrica, como snap-back e bifurcagbes, os quais sdo extremamente sensiveis a
pequenas imperfeicdes e variagdes geométricas.

Na analise por controle de deslocamentos apresentada na Figura 43, emprega-se
o método de Crisfield/Riks, que permite capturar com maior precisdo o comportamento
pos-critico e € mais adequado para situagées com alta n&o linearidade geométrica. O
grafico correspondente, mostrado na Figura 45, exige diversas alteragcbes e
manipulagdes nas configuragcdes de output para obter a trajetéria de equilibrio.

Figura 45. Trajetoria de equilibrio do arco trelicado de Crisfield.
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Fonte: autoria prépria. Elaborado com o ABAQUS Standard Learning Edition 2025.
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Na figura 45, ao se ultrapassar o peak value (primeiro ponto de instabilidade), a
estrutura continua percorrendo a trajetéria de equilibrio até o ponto proximo ao
deslocamento de 30 metros, caracterizado como o primeiro turning-point (curva carga—
deslocamento inverte sua dire¢cao), onde a rigidez tangente (vertical) se anula e o método
incremental convencional de controle de deslocamentos, por Newton-Raphson, deixa de
convergir. Com isto, faz-se necessario a solu¢ao pelo método de arc-length, o qual pode
descrever de forma adequada situagdes de instabilidade de snap-through e snap-back.

Além disso, este trabalho considera imperfeicbes de forma controlada e
simplificada, ndo abrangendo variabilidades reais ou distribuicbes probabilisticas.
Também, embora foi discutido o potencial da Inteligéncia Artificial no MEF, ndo se
implementou modelos completos de aprendizado.

Essas restricdes indicam a necessidade de implementacéo e desenvolvimento de
modelagens capazes de lidar de forma mais abrangente com o tema de pesquisa
proposto. Como perspectiva futura, destaca-se a possibilidade de estender a analise do
MODOWEN utilizando rotinas fundamentadas capazes de capturar snap-back e
combinar a analise dinAmica com a trajetdria de equilibrio de forma consistente. Dessa
maneira, a melhoria das rotinas computacionais podera viabilizar a expanséo do estudo
para analises estruturais dindmicas, ampliando o escopo e a aplicabilidade da
metodologia apresentada.

Conclui-se que a TVM permanece uma referéncia para o estudo de fenbmenos
nao lineares e para o desenvolvimento de algoritmos robustos no MEF, sendo uma base

eficaz para futuras investigacées em engenharia estrutural.
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7 APENDICE

Neste apéndice sdo apresentados os codigos desenvolvidos e utilizados ao longo
deste trabalho. Ressalta-se que tais codigos tém finalidade educacional e académica,
sendo disponibilizados para fins de estudo, reprodugéo dos resultados e compreensao
metodoldgica. Qualquer adaptagao ou redistribuicdo dos codigos aqui apresentados é
de responsabilidade do usuario, que deve observar as normas éticas e legais pertinentes,

bem como creditar adequadamente suas fontes quando necessario.

7.1- Cdédigo do modelo viscoelastico unidimensional para o MATLAB e analise de
instabilidade da TVM do capitulo 3.2.8.1 sobre a solugéo analitica:

https://qgithub.com/leoliveras/FEM/MATLAB

7.2 - Codigos do capitulo 3 para as analises de instabilidades e do capitulo 4 para as
analises de fluéncia da TVM usando o MODOWEN:

https://github.com/leoliveras/FEM/FORTRAN

7.3 - Codigo do Capitulo 5 para as analises de trajetdria de equilibro automatizadas:

https://github.com/leoliveras/FEM/SHM
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