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Resumo

O céancer é uma doenca genética evolutiva que surge devido a desconexdes celulares,
mutacOes genéticas e divisdes celulares anomalas. Tais problemas de reproducdo celular ndo
sao raros, mas nas células existem varios mecanismos para os evitar e controlar. Quando
algum desses mecanismos supressores de erro falham uma célula cancerigena pode surgir no
organismo. Tal célula se caracteriza por uma reproducdo desordenada, perdendo o senso de
integralidade do organismo. Uma compreensdo quantitativa da propagacao do cancer requer
uma analise do mecanismo dinamico evolutivo da doenca. Neste trabalho tal investigacdo é
feita através do modelo de Moran: um modelo concebido em contexto biolégico de genética e
dinamica de populacoes finitas. Contudo, verifica-se que tal modelo possui a mesma esséncia
de conhecidos modelos dinamicos de fisica estatistica fora do equilibrio. Por tanto, visando
dar fundamentos a analise quantitativa da dinamica do cancer, primeiramente apresenta-se
algumas técnicas de fisica estatistica de equilibrio fazendo-se uma aplicacdo das mesmas ao
famoso modelo de Ising para o magnetismo. Em seguida, realiza-se uma introducdo aos
métodos de fisica estatistica de nao-equilibrio onde os modelos da urna de Erehnfest e o
modelo de Ising dindmico de Glauber sdo apresentados. Com tal aparato, considera-se o
modelo de Moran adaptado a dinamica do cancer. Por fim, apresenta-se uma formulacdo
modificada do modelo de Moran que permite um avanco nos calculos analiticos permitindo a
obtencdo de uma equacdo de difusdo para a dindmica do cancer e uma conexao mais explicita
entre a dindmica do cancer e a dindmica do modelo de Ising.

Palavras chave: Mecanica estatistica, modelo de Ising, dindmica de Glauber, modelo de
Moran, dindmica do cancer.
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Abstract

Cancer is an evolutionary genetic disease that arises due to cellular disconnections, ge-
netic mutations and abnormal cell divisions. These problems with cell reproduction are not
uncommon, but within cells there are various mechanisms to avoid and control. When any of
these error-suppressing mechanisms fail, a cancerous cell can appear in the organism. Such
cell is characterized by a high reproduction rate, losing the organism’s sense of wholeness.
A quantitative understanding of the spread of cancer requires an analysis of the dynamic
mechanism of the disease. In this work, the investigation is carried out using Moran's model:
a model conceived in the biological context of genetics and dynamics of finite populations.
However, it turns out that this model has the same essence as well-known dynamic models of
out-of-equilibrium statistical physics. Therefore, in order to provide the quantitative analysis
of cancer dynamics, it's first presented some techniques of equilibrium statistical physics by
applying them to the famous Ising model for magnetism. This is followed by methods of non-
equilibrium statistical physics, where the Erehnfest urn and Glauber’s dynamic Ising model are
presented. With such model, the Moran's model is adapted to cancer dynamics. Finally a
modified formulation of Moran’s model is presented, which allows an advance in the analytical
calculations, allowing the diffusion equation to be obtained for cancer dynamics and a more
explicit connection between cancer dynamics and the dynamics of the Ising model.

Keywords: Statistical mechanics, Ising model, Glauber dynamics, Moran model, cancer dy-
namics.
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Resumen

El cancer es una enfermedad genética evolutiva que surge debido a desconexiones celula-
res, mutaciones genéticas y divisiones celulares anormales. Estos problemas de reproduccion
celular no son raros, pero en las células existen diversos mecanismos para evitarlos y contro-
larlos. Cuando falla alguno de estos mecanismos supresores de errores, puede aparecer en el
organismo una célula cancerosa. Una célula de este tipo se caracteriza por una reproduccién
desordenada, perdiendo el sentido de totalidad del organismo. Una comprensién cuantitativa
de la propagacién del cancer requiere un analisis del mecanismo dindmico de la enfermedad.
En este trabajo, tal investigacion se lleva a cabo utilizando el modelo de Moran: un modelo
concebido en el contexto biolégico de la genética y la dindmica de poblaciones finitas. Sin em-
bargo, resulta que este modelo tiene la misma esencia que los conocidos modelos dindmicos de
la fisica estadistica fuera del equilibrio. Por lo tanto, para proporcionar el analisis cuantitativo
de la dindmica del cancer, primero se presentan algunas técnicas de la fisica estadistica del
equilibrio aplicandolas al famoso modelo de Ising para el magnetismo. A continuacién se hace
una introducciéon a los métodos de la fisica estadistica del no-equilibrio, donde se presentan el
modelo de urna de Erehnfest y el modelo de Ising dindmico de Glauber. Con esos elementos se
considera el modelo de Moran adaptado a la dindmica del cancer. Por dltimo se presenta una
formulacién modificada del modelo de Moran que permite un avance en los célculos analiticos,
permitiendo obtener una ecuacién de difusién para la dinamica y una conexidon mas explicita
entre la dinamica del cancer y la dinamica del modelo de Ising.

Palabras clave: Mecanica estadistica, modelo de Ising, dindmica de Glauber, modelo de
Moran, dinamica del cancer.
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Capitulo 1

Introducao

O céancer é uma doenca que pode surgir devido a alguma desconexao celular, mu-
tacdo genética ou divisdo anormal. Ainda que o corpo conte com mecanismos supressores e
reparadores de erro como a apoptose, eliminacao controlada de células defeituosas ou desne-
cessarias, e genes supressores de tumores que sao genes dedicados a interrupcao da reproducao
celular quando é detectada alguma anomalia na célula, tais mecanismos nao sdo infaliveis e
ficam cada vez mais falhos com o envelhecimento dos organismos (WODARZ; KOMAROVA,
2014).

A propagacao do cancer no corpo ocorre de forma rapida e para o combate do
mesmo sdo necessarios estudos de diversos aspectos da doenca. No que se refere a estudos
com aspectos matematicos muitas abordagens sdo possiveis como os modelos no contexto
da epidemiologia e dados estatisticos, modelos de crescimento tumoral e modelos de inicio e
progressdo do cancer como evolucdo somatica (NOWAK| 2006).

O tipo de estudo realizado no presente trabalho é do tipo analitico com alguns
aspectos computacionais. Ele busca dar um enfoque baseado em técnicas modernas de fisica
estatistica para o problema da dinamica do cancer. Para tanto, foi utilizado o modelo de
Moran, que é um modelo do tipo estocastico muito utilizado na area da biologia para descrever
a genética e dinamica de populacdes finitas. Tal modelo permite enquadrar o cancer sob um
viés evolutivo fazendo uso de fatores como mutacdes, mudancas genéticas e selecdo natural,
todos esses fatores de carater aleatoério.

As investigaces apresentadas nesse trabalho tem suas bases na mecanica esta-
tistica. Para evidenciar tais raizes, previamente se apresentam alguns fundamentos de fisica

estatistica de equilibrio e nao-equilibrio dando énfase a aplicacdo ao famoso modelo de Ising.
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Com isso sera possivel tracar alguns paralelos entre uma formulacdo canénica de fisica esta-
tistica e do que hoje considera-se como fisica de sistemas complexos.

O presente trabalho é organizado como segue.

O Capitulo 2 apresenta nocdes de magnetismo e fisica estatistica. Especificamente
optou-se por apresentar o ensemble canonico. Posteriormente é apresentado o modelo de Ising
com seus resultados para a rede unidimensional, a aproximacao de Bragg-Williams e o modelo
de Curie-Weiss.

No capitulo 3 s3o apresentados uma introducdo aos métodos dinamicos da me-
canica estatistica. Especificamente apresenta-se a equacdo mestra, o modelo da urna de
Ehrenfest e 0 modelo de Ising dindmico proposto por Glauber.

No capitulo 4 aparece o modelo de Moran com suas caracteristicas e particulari-
dades para a dindmica do cancer. Apds um estudo do modelo de Moran original ser realizado,
uma proposta utilizando reservatérios celulares é apresentada. Essa alternativa simplifica cal-
culos e permite a obtencdo de uma equacdo de difusao generalizada ligada a dinamica do
cancer.

Os capitulo 5 apresenta um sintese dos resultados, mostrando algumas correspon-
déncias entre os modelos formulados no contexto de magnetismo e o modelo de Moran.

Por fim, a conclusdo do trabalho é apresentada no capitulo 6.

1.1 Objetivo Geral

» Definir, implementar e analisar o modelo de Moran para o estudo da dinamica do cancer,

mediante técnicas da mecanica estatistica utilizadas em modelos de interesse fisico.

1.2 Objetivos Especificos

» Contextualizar o magnetismo segundo a mecanica estatistica enfatizando sua relacdo

com a temperatura;

» Apresentar a formulacao da mecanica estatistica segundo o ensemble candnico realizando-

se a aplicacdo desses métodos ao modelo de Ising;

» Considerar a formulacdo dinamica do modelo de Ising segundo Glauber;
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» Identificar e formular a dindmica do cancer para a o analise por meio do modelo de

Moran;

» Caracterizar o modelo de Moran, assim como seus parametros e propor um modelo

alternativo que facilite o tratamento analitico;

» Relacionar parametros e variaveis de modelos fisicos com taxas e parametros utilizados

no modelo de Moran e explicar seu papel em cada caso.
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Capitulo 2

Nocoes de magnetismo e mecanica

estatistica aplicadas ao modelo de Ising

2.1 Magnetismo: As fases Paramagnética e Ferromag-
nética da matéria

O magnetismo é um fenémeno fisico produzido pelo movimento de cargas elétricas
que provoca atracado e repulsiao entre alguns tipos de objetos. Mais especificamente, seja pela
corrente elétrica em um condutor, pelo movimento de cargas elétricas através do espaco, o
movimento orbital de um elétron, ou pelo spin das particulas elementares, onde um campo
magnético é produzido. Esse campo produzido em escala microscépica, para alguns materiais,
pode se manifestar em escala macroscépica e os efeitos das interacoes de tais campos a nivel
macroscopico da origem ao magnetismo dos materiais (CALLISTER; RETHWISCH, [2019)).

Todos os materiais apresentam magnetismo em escala microscépica, ja que todos
sao compostos por elétrons em movimento, mas a maior parte ndo o apresenta espontanea-
mente em escala macroscépica, precisando de um campo externo para que tais propriedades
sejam observadas. Os materiais que apresentam propriedades magnéticas espontaneas, sem
necessitar de qualquer fator externo sdo denominados ferromagnéticos e apresentam os feno-
menos fisicos mais interessantes.

Os materiais que n3o apresentam propriedades magnéticas espontaneas sdo deno-
minados paramagnéticos. Nesse caso, na auséncia de um campo externo, os momentos de

dipolo magnético (origem microscépica do magnetismo) n3o estdo alinhados. Mas um ali-
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nhamento acontece na presenca de um campo magnético externo (figura 2.1) (CALLISTER;

RETHWISCH, [2019).

Figura 2.1: Alinhamento dos spins em materiais Paramagnéticos e Ferromagnéticos

A figura mostra o comportamento dos materiais (a) paramagnéticos e (b) ferromagnéticos na auséncia
de campo magnético externo e o alinhamento depois de ser aplicado um campo externo B. Fonte:

adaptado de (CALLISTER; RETHWISCH, 2019).

2.2 A Temperatura e o Magnetismo

Os fendmenos magnéticos sdo altamente influenciados pela temperatura. Sem o
fator térmico, para materiais ferromagnéticos, ha uma tendéncia dos momentos de dipolo se
alinharem espontaneamente. A agitacao térmica, por sua vez, tende a aumentar a entropia do
sistema e assim gerar um desalinhamento dos momentos de dipolo magnético, causando uma
fase paramagnética. Assim fica claro que a magnetizacdo de um dado material deve depender
da temperatura em que ele se encontra.

Para materiais ferromagnéticos existe uma temperatura caracteristica que separa a
fase paramagnética da fase ferromagnética. Essa temperatura é denominada temperatura de
Curie. A temperatura de Curie corresponde a temperatura na qual sucede a transicdo de fase
entre as fases ferromagnéticas e paramagnéticas. Essa transicdo é de segunda ordem, o que
quer dizer que a magnetizacao vai se anulando continuamente a medida que a temperatura do
sistema se aproxima da temperatura de Curie a partir da fase ferromagnética (CALLISTER;

RETHWISCH, [2019).

Versdo Fi nal Honol ogada

07/ 05/ 2024 18: 00



17

2.3 Elementos de Mecanica Estatistica

Seguindo a linha da Seccdo 2.2, onde foi esbocado algumas razdes microscépicas
para as propriedades macroscopicas dos materiais, é que se insere a mecanica estatistica. A
mecanica estatistica busca estabelecer propriedades fisicas macroscépicas através de modelos
microscépicos regidos pelas leis da mecanica quantica, ou através de modelos semi-classicos
(SALINAS, |1999)), (KARDAR, 2007)), (LANDAU; LIFSHITZ, [2013)), (HUANG, 1987)).

A formulacdo mais robusta da mecéanica estatistica é dada pelos ensembles de
Gibbs. O conceito de ensemble é dado por um grupo de sistemas termodinamicos identica-
mente preparados e sendo submetidos as mesmas condi¢cdes externas. Para esses ensembles,
medidas de grandeza de interesse fisico sdo obtidas e uma conexao com a termodinamica é
feita.

Existem trés ensembles principais, 0 microcandnico, o canénico e o grande cané-
nico. Cada um deles tém diferentes caracteristicas e representam sistemas fisicos com dife-
rentes vinculos macroscépicos. No ensemble microcanénico a energia, o volume e niimero de
particulas estao fixos; no ensemble canonico a temperatura, volume e niimero de particulas es-
tdo fixos, e no grande canonico o volume, temperatura e potencial quimico. A partir de agora
sera feita uma breve descricao das principais caracteristicas do Ensemble Candnico, visto que

sera utilizado neste trabalho.

2.3.1 Ensemble Candnico

O ensemble candnico é dado por um conjunto de sistemas idénticos e identicamente
preparados onde cada um desses sistemas possui temperatura, volume e niimero de particulas
definido. Para garantir a temperatura definida, coloca-se o sistema de interesse em contato
com um reservatério térmico (sistema muito grande) por meio de uma parede diatérmica, isto
é, que permite a transferéncia de calor entre o sistema e o reservatério (figura 2.2) (SALINAS,

1999).
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Figura 2.2: Ensemble candnico

Reservatorio Térmico (R) Sist q
istema de

Temperatura (T) interesse (S)

Fonte: adaptado de (SALINAS, 1999)

O sistema de interesse S deve ser muito menor que o reservatério R, o que implica
que o nimero de graus de liberdade do reservatério é muito maior que do sistema. Essa
informacdo é importante para a definicido da func3o de particdo (Z) do sistema de interesse.
Tal funcdo é uma soma sobre todos os estados microscépicos do sistema e é através dela

que se estabelece a conexdao com a termodinamica por meio da energia livre de Helmholtz

(SALINAS, |1999):

1

Z = %exp(—ﬁEj) onde (= T (2.1)

onde Kp é a constante de Boltzmann, 7' a temperatura em Kelvin, E;, a energia de uma
dada configuracdo microscépica do sistema, e a soma é realizada sobre todas as configuracoes
microscépicas do sistema.

Com a funcao de particdo é possivel estabelecer a conexao com a termodinamica

através da energia livre de Helmholtz (F'):

f= —;]\}1&1)0;[ InZ, (2.2)

por particula, com N particulas.

2.4 O modelo de Ising: uma das aplicacoes mais rele-

vantes da Mecanica Estatistica

O modelo de Ising é um dos modelos mais interessantes e importantes na fisica. Ele
é utilizado na area de estado sélido, na caracterizacdo de materiais, e também, com algumas

modificacGes, em contextos bem diferentes como os bioldgicos, por exemplo. Especificamente
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os modelos do tipo Ising permitem estudar com rigor as transicGes de fase e obter diagramas
de fase complexos e com precisdo (HUANG, 1987)).

Segue a descricdo do modelo. Considere uma rede cristalina d—dimensional com N
sitios. A cada sitio da rede é associada uma variavel aleatéria de spin 0;, comi=1,2,3,..., N.
Essa variavel pode assumir o valor o; = 1 ou —1. Considerando que spins vizinhos tendem a

se alinhar, e também a influéncia de um campo magnético externo, o hamiltoniano do modelo

de Ising é definido por (SALINAS, 1999):

N
H=-J)> o0,0;—B> o (2.3)
<iyj> i=1
onde a primeira soma é somente sobre primeiros vizinhos, J é a integral de troca que da a
energia relacionada ao alinhamento espontaneo entre spins primeiros vizinhos; quando J >
0, tem-se um modelo para o ferromagnetismo. B representa um campo externo aplicado
ao sistema de spins (SALINAS, 1999). Muitas modificagdes podem ser acrescentadas com
facilidade ao hamiltoniano acima, permitindo, por exemplo, estudar as transicoes de fase em
um sistema liquido-gas e com algumas outras modificacGes, estudar sistemas extremamente
diversos, como cristais liquidos (SALINAS, 1999).

A funcdo de particao do modelo de Ising é dada por:

N N
ZN: Zexp —ﬁ —J Z O'Z‘O'j—BZO'i . (24)
{oi} <i,j> i=1
A grande dificuldade do célculo dessa funcdo estd na soma sobre primeiros vizinhos. Por isso
serdo abordados trés casos diferentes: a situacdo de uma rede unidimensional com condicdes
periédicas de contorno (o caso tratado originalmente por Ising); e duas solucdes de campo
médio: a formulacao de campo médio de Bragg-Williams e a formulacdo de campo médio de

Curie-Weiss.

2.4.1 Resultados gerais para a rede unidimensional

A partir daqui serdo mostrados alguns passos dos calculos em uma dimensao feitos
por Ernst Ising em sua famosa solucdo (ISING, [1924). Para o modelo em uma dimens&o sdo

usadas as condicdes periddicas de contorno, similares ao problema do anel usado na mecanica
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quantica, assim on41 = 1. Entdo, pode-se escrever:
N 1 N
Y oi=5> (0i+t o), (2.5)
i=1 23
fazendo K = 3.J e L = 3B, a funcdo de particao toma a forma:
N L N
ZN = Zexp KZUiUiJrl"’EZ(Ui‘f‘UiH) . (26)

{o:} i=1 i=1

A partir desse ponto é implementada a engenhosa técnica da matriz de transfe-
réncia. Mas como tais tépicos fogem aos objetivos desta apresentacdo, sé sera dada a funcao

de particdo considerando o campo externo nulo (SALINAS, [1999),
Ao\
1 =
()

senhK sao os dois autovalores da matriz de transferéncia. Ent3o a conexdao com a termo-

Iy =\ : (2.7)

onde \{ = 2cosh K e \y =2

dindmica pode ser estabelecida por meio da energia livre de Helmholtz segundo a expressdo

2.2

1

f(T,B) = —; In {eﬁ‘] cosh(8B) + (626J cosh?(8B) — QSenh(QﬁJ)>2] : (2.8)

e a magnetizacao pode ser obtida a partir da minimizacdo em relacdo ao campo externo B:

3f> B senh(8B) ’ (2.9)

m(T,B)=—-(==| = ;
(83 T [senhQ(BB) + exp(—4ﬂJ)} ?

a expressdo anterior, considerando um campo externo nulo (B = 0), é nula, o que indica que
nao ha magnetizacdo sem a presenca de um campo externo. Assim, o modelo para uma rede

unidimensional nao consegue descrever a fase ferromagnética.

2.4.2 Aproximacao de Bragg-Williams

Quando um sistema consta de muitas particulas e interacdes, os calculos tornam-se
dificeis. Mesmo para sistemas fisicos com geometrias simples e com interacdes que ndo sao

complicadas, obter resultados exatos é algo raro.
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Um meio de se avancar nos calculos analiticos sao as abordagens de campo médio.
Para o modelo de Ising existem duas abordagens famosas de campo médio: a aproximacao
de Bragg-Williams e o modelo de Curie-Weiss. Sera descrito os principais aspectos das duas
formulacdes, comecando pela aproximacao de campo médio de Bragg-Williams.

Considerando o nGmero de spins para cima e para baixo que conformam o estado
como N, e N_, respetivamente e que o total de spins do sistema é constante, é possivel

caracterizar o estado a partir da magnetizaco por spin (m) como:

N,+N_=N (2.10)

N, —N_=Nm (2.11)

Dessas expressoes pode-se escrever:

N+ N
N, = N Nm (2.12)
2
N — N—2Nm (2.13)

A partir daqui é possivel fazer uso das ferramentas da mecanica estatistica para os
calculos correspondentes a entropia, energia interna e energia livre magnética relacionada com
a quantidade de spins e sua orientacdo. A entropia, obtida a partir da férmula proposta por

Boltzmann, depende dos estados microscépicos que correspondem ao estado macroscopico, é

escrita usando os termos das eqf2.12/ e [2.13}

NI NI
m . S:KB In (N+2Nm>| (NfQNm)|

Como ja mencionado, a energia interna no ensemble microcandnico é constante,

S:KB IHQ:KB In

(2.14)

sendo dada pelo valor médio fornecido pelo hamiltoniano do sistema:

U= (H)=—JN (0;0;) — BNm com m = <ia> . (2.15)
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Dessa forma é possivel obter a energia livre magnética desse sistema, através da

correspondente transformada de Legendre:
1
g(T,B,m) = N(U —TS) (2.16)
Usando as Egs. e e realizando algumas simplificacGes:

NI
() (NQNm)!] . (2.17)

Fazendo uso da expansido assintética de Stirling nos fatoriais (SALINAS, [1999;
KARDAR, 2007)), substituindo § da Eq. e realizando algumas simplificacbes tem-se:

KgT
g=—J{(0,0;) — Bm — ]f[ In

KT In ok ] =
N () (), (2.18)
1 1
_Bhﬂ + %[(1 +m) In(14+m)+ (1 —m) In(1l — m)}

A aproximacdo de Bragg-Wiliams desconsidera qualquer flutuacao nas correlacoes

dos spins, ou seja, se considera
(0i0;) = (07) (0;) = m?, (2.19)
dessa forma, a energia livre de Bragg-Williams é dada por :

, 1 1
gew (T, B,m) = —Jm —Bm—EIHQ—l—%{(l—i—m) In(14+m)+(1—m) ln(l—m)} (2.20)

A energia livre de Bragg-Williams é um funcional, isso quer dizer que ela fornecera
a energia livre termodinamica somente para os valores de m que a minimiza. Para esse processo

de minimizagao tem-se,

(9gBW 1 (1 + TTL)
= : —2Jm — B+ — 1
om - I B M m)

—0 (2.21)

A equacao acima, apéds algumas manipulacdes algébricas, conduz a seguinte equa-
cado transcendental:

m = tanh(2pJm + $B). (2.22)
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A equacdo acima é conhecida como equacdo de Curie-Weiss, que fornece a mag-
netizacdo para uma dada temperatura e campo magnético, sé pode ser resolvida por meios
numéricas. No entanto, para B = 0, m = tanh(25Jm), percebe-se que s6 havera solucdo
diferente da trivial se a derivada de tanh(23.Jm) for maior ou igual a 1 (SALINAS, 1999).

A temperatura critica, ou temperatura de Curie, para o modelo de Bragg-Williams
é definida como T, = 2J/Kpg. A fim de mostrar as solucdes da equacdo anterior mostra-se
alguns graficos (figura 2.3). A curva laranja representa o lado direito da Eq. e a curva
azul o lado esquerdo. Quando as curvas se interceptam, para uma dada temperatura, tem-se

a magnetizacao para aquela temperatura em particular.

Figura 2.3: Magnetizac3o a diferentes temperaturas

1.0} 1.0}
0.8 0.8
0.6/ 0.6/
0.4} T<T, 0.4} T<T,
0.2/ 0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
m m
(a) (b)
1.0[
0.8
0.6
0.4
[ T>T,
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(c)

(d)

Sendo as temperaturas (a) T=0,04K (b) T=0,3K (c) T=0,6K (d) T=1,2K. Fonte: elaborado pela

Autora

Os gréficos da figura 2.3 foram obtidos a partir de diferentes temperaturas, os
pontos nos quais se interceptam as curvas correspondem a magnetizacdo. Para a figura 2.3 a

foi utilizada uma temperatura préxima a 0 e as curvas se interceptam préximo ao ponto (1,

1).
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Para a figura 2.3 b foi realizado um aumento na temperatura, as curvas se inter-
ceptam em um valor de m inferior a 1. A figura 2.3 ¢ foi obtido a partir de 7" = 0,6, a
intercepcdo se da no ponto (0,9, 0,9) o que mostra uma diminuicdo na magnetizacdo. Por
ultimo, a figura 2.3 d foi obtida com uma temperatura de 1,2, acima da temperatura de
Curie, onde as curvas nao se interceptam mais, ndo havendo mais magnetizacdo espontanea
no sistema.

E possivel concatenar os resultados dos graficos anteriores obtendo o comporta-
mento da magnetizacdo em funcao da temperatura, onde cada ponto da curva esta relacionado

com o valor obtido em cada grafico apresentado anteriormente, da seguinte forma:

Figura 2.4: Magnetizacdo m e sua relagdo com a temperatura adimensional [t = K,T/2.J]

1.0_I"'7"'!"’l"'l"‘r"'("'l_

0.8+ 1

0.6

T
|

0.4

0.2

0-0“|..,;,,.1‘.xx.‘.|..‘ ooy lvoy iy f
00 02 04 06 08 10 1.2 14

A partir do grafico é possivel notar como a magnetizacdo varia em relacdo ao aumento de tempera-
tura, assim, quando a temperatura é proxima a 0 a magnetizacao é maxima pois todos os spins estao
alinhados. A magnetizacdo diminui com o aumento da temperatura, se anulando na temperatura de

Curie. Fonte: elaborado pela autora

2.4.3 Modelo de Curie-Weiss

O modelo de Curie-Weiss é uma deformacao do modelo de Ising que permite uma
solucdo analitica. O hamiltoniano desse modelo tem o mesmo formato do Hamiltoniano de

Ising, mas sem a restricido de que sé exista interacoes entre primeiros vizinhos. Agora cada
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spin interage com todos os demais spins da rede (SALINAS, |1999):
N
Hew = ZZO’ZO’J B o (2.23)
i=17j=1 =1

Nota-se que agora o nimero de interacées aumentou, mas a intensidade delas diminuiu: tém-
se interacdes fracas de longo alcance mas de ordem (1/N). A energia por spin para este
modelo estd dada por Ucyw /N = —J/2, indicando que cada spin interage com todos os spins

da rede. A funcao de particdo do modelo de Curie-Weiss é dada por:
N N
Z = Zexp[zN (Zaz> —i—ﬁBZal] com ZZ(L;O']' = (2:‘71) (2.24)
{o;} i=1j=1

A partir daqui s3o usadas ferramentas de calculo para manipular as expressoes,

comecando com a integral gaussiana na forma:

exp(a \/_/ exp(—2? + 2ax) dx. (2.25)

Da funcdo de particdo sdo consideradas as seguintes substituicdes para deixar a

Eq{2.24] no formato da Eq)2.25;

exp(a?) = exp lfj{[ (i};)Q ] (2.26)

a partir da expressdo anterior é possivel também encontrar o termo 2ax para

substituir na integral:
2ax = 2( ) 2‘71 : (2.27)

Assim, a funcdo de particdo da Eq2.24| pode ser reescrita em termos da integral:

Z:Z\/_/ dwexp[—m +2<2N> Zazx—kﬁBZal . (228)

{oi} i=1

Essas manipulacoes sdo necesséarias para fatorizar a somatéria sobre estados, ou
seja, para que os estados de um spin n3o estejam acoplados ao estado de outros. Considerando

que os valores de o; podem ser 1 ou —1 e trocando a ordem entre o somatério e a integral,
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tem-se:

: ! v
Z:\/l%/oodx{exp —x2+2<2ﬁ]{7> x—i—ﬁB}—l—exp —x2—2<§£§> x—ﬂB]} . (2.29)

Agora, com o uso de funcdes hiperbdlicas, tem-se:

2cosh = e +e°

Z:\/l%/_o:odm exp(_xQ){QCOShP(g]c\][)éx%—ﬁB}}Na

nesse ponto é feita a seguinte mudanca de variavel, que tornara evidente a magnetizacdo do

J\?2
pIm = 2(5]\[) T, (2.31)

(2.30)

sistema,

derivando a express3o anterior para obter o termo dx e colocando /7 dentro da express3o da

dr = (BJN> Edm. (2.32)

raiz é obtido:

21

Da Eqf2.31| é possivel encontrar o termo —z? faltante para substituir todas as

partes da integral:
J 2
gt P 2’” N. (2.33)

Para simplificar e deixar toda a expressdo em termos da exponencial, o termo do

cosh é reescrito:

{2 cosh {2 (%) L + 53} }N — exp{Nln {2 cosh(BJm + 53)] } (2.34)

Substituindo os termos das Eqs. [2.32] [2.33] e [2.34] na EqJ2.30] e fatorando —GN

tem-se:

oo m>
(2 [ o (5 o) e

Na equacao anterior o termo que foi fatorado da origem a energia livre de Helmholtz
de forma analoga com o modelo de Bragg-Williams. Da mesma forma é possivel obter a

magnetizacdo a partir de sua minimizac3o, a qual deve ser a mesma que foi obtida na Secao

Versdo Fi nal Honol ogada
07/ 05/ 2024 18: 00



27

anterior, mesmo sendo considerada outra metodologia de abordagem do problema:

i —; In|2 cosh(B.Jm + BB)|. (2.36)

g(T,B,m) =

Realizando a conexdo com a termodindmica, tem-se a energia livre de Helmholtz. Contudo
essa funcdo novamente precisa ser minimizada com respeito ao parametro livre m. Assim,

temo-se:
dg(T, B, m)

. =0 .. Jm—Jtanh(fJm+ B) =0 (2.37)

Dessa equacao de extremo encontra-se a equacdo para o modelo de Curie-Weiss,

que por sua vez coincide com a encontrada no modelo de Bragg-Williams:

m = tanh(SJm + 5B). (2.38)
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Capitulo 3

Nocoes de Métodos Dinamicos em

Mecanica Estatistica

3.1 Processos estocasticos

Um processo estocastico pode ser compreendido como um processo no qual va-
ridveis aleatérias como posicdo, orientacdo, mutacao e selecao natural sao indexadas por um
indice t, que pode indicar o tempo. Assim, qualquer processo no qual seja relacionada a pro-
babilidade com dependéncia temporal é um processo estocastico (FERREIRA FILHO, 2005).

Para cada instante de tempo ¢ é obtida uma variavel aleatéria diferente, gerando
uma sucessdo de variaveis, e uma funcdo de densidade de probabilidades. Os valores assumi-
dos por esta varidvel aleatéria sdo chamados de estados, podendo, ser dos tipos discreto ou
continuo (YNOGUTI, [2011).

As cadeias de Markov s3o os processos estocasticos mais conhecidos. Eles sdo
processos compostos pela sequéncia de eventos cuja evolucdo sé depende do estado do sistema
no tempo imediatamente anterior, ou seja, o estado do sistema em um instante ¢ 4+ 1 depende
somente do estado do sistema no passo temporal imediatamente anterior (¢). Essa definicdo
pode ser colocada em linguagem matematica adequada, definindo-se um vetor probabilidade
de estado P, e uma matriz de transicdo U, que governa a evolucdo de P, como (FERREIRA
FILHO, 2005):

P, =UP. (3.1)
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A matriz de transicdo U tem tamanho (N + 1) x (N + 1), e cada um de seus
elementos representa a probabilidade de transicao de um estado para outro, cumprindo a
condicao que a somatéria das componentes de cada fila resulta em 1, garantindo que o sistema

migrard para alguma configuracdo. Cada modelo em especifico terd sua matriz de transicao.

3.2 Equacdao mestra

Uma equacdo mestra consiste em uma equacao de perda e ganho para um conjunto
de estados indexados por um indice n, cujas probabilidades de ocupacdo sdo indicadas por P, (t)
e com taxas de transicdo entre tais estados definidas por w,,, (ZWANZIG, 2001).

Em termos matematicos, tem-se que a probabilidade de encontrar um sistema no
estado y em um tempo t é dada por P(y,t) e sua taxa de variacdo depende das taxas de

variacdo de probabilidade conforme a equacdo:

OP(y,t)

= Tentro _Toraa 3.2

onde Tjentro € a taxa de variacdo de probabilidade para o estado y e T%,,, é a taxa de variagao

de probabilidade para um estado /. Tais taxas sdo dadas por,

Taentro = Z P(ylu t) w(yl — y)? (33)
y/

Ttora = ZP(M) w(y = y). (3.4)

O termo w(y' — y) representa a probabilidade de que o sistema mude de ' para y em um
tempo determinado, e w(y — y’) é a probabilidade de que o sistema mude de y para ¥/

Assim, utilizando as Egs. e [3.4] a equacdo mestra pode ser escrita na forma,
OP(y,t
Wel) S PGy ) wly' = 9) — Plw.t) wly - ). (35)

Y

A parte mais dificil das equacdes mestras é conhecer ou obter as probabilidades de
transicdo associadas a cada problema. A investigacdo de cada problema fisico é o que permite

o calculo dessas probabilidades e obter os parametros consistentes.
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O caso estacionario onde a probabilidade ndo depende do tempo corresponde a
condicdo de equilibrio do sistema, e isso leva ao principio de balanco detalhado (SALINAS,
1999).

Especificamente, as configuracdes de equilibrio do sistema devem ocorrer para

t — 00 e nesse caso %—f = 0. Ent3o tem-se
aP ! ! /
5 =0 Py t) w(y —y) =Py t) wy —y). (3.6)

Esta é a conhecida condicdo de balanco detalhado, a qual indica que o fluxo de probabilidade
de um estado para o outro é igual, isto é, que a probabilidade do sistema mudar de um estado
para o outro é a mesma. Nota-se que as taxas de transicdo w(i — j) devem estar relacionadas

com a matriz de evolugdo U presente na Eq[3.1] (CORRERA; FRANK| [2011).

3.3 Modelo da urna de Ehrenfest: 12 aplicacao dos mé-

todos dinamicos

O modelo da urna de Ehrenfest é um dos primeiros modelos que utilizaram os
processos estocasticos para explicar a evolucdo ao equilibrio de um sistema. Ele foi proposto
por Paul e Tatiana Ehrenfest, como uma alternativa para o problema de irreversibilidade dos
gases (SALINAS, 1999).

Neste modelo sao consideradas duas urnas 1 e 2, e 2R bolas diferentes, as quais
estao enumeradas de 1 a 2R, as bolas representam, por exemplo, as moléculas que compdem
um gas, € as urnas sao os compartimentos que contém o gas. Assim, teria-se a representacao
microscépica de um gas contido em um recipiente e sua expansdo (EHRENFEST; EHREN-
FEST), 1906).

Na condicdo inicial ¢ = 0 as 2R bolas estdo na urna 1. O processo dindmico
consiste em selecionar um nimero entre 1 e 2R de forma aleatéria e a bola com esse nimero
é trocada de urna, o mesmo processo é repetido a cada 7 segundos. Dado que o niimero total

de bolas no sistema é constante, se tem o vinculo (SALINAS), 1999):

Ny + N, = 2R. (3.7)
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E intuitivo que quando o sistema atinja a situacdo de equilibrio as duas urnas
terdo a mesma quantidade de bolas (N; = Ny = R). Porém existem algumas flutuacdes em
torno do equilibrio que podem ser investigadas por esse modelo, sendo possivel mostrar que

as flutuaces decaem no tempo.

Figura 3.1: Representacdo modelo da urna de Ehrenfest

2R N4 N, N4 N,
coo © copP|o O o |0 oo
o ©00 o o o° o oo ° o o
0o ©
0 0
0, 6°° o0 °°l o o o ©%o o O
@] @) O O
o o © ) @) o) O o
(a)t=0 (b)t>0 (c)t— 00

Na Fig 3.1 é possivel observar como é a dindmica do sistema, (a) é a condigdo inicial para t = 0 na
qual todas as bolas estdo na urna 1 antes de comecar a realizar as mudancas das bolas nas urnas,
(b) mostra o comeco do processo de troca, (c) depois do sistema atingir o equilibrio onde as duas

urnas tém a mesma quantidade de bolas R. Fonte: elaborado pela autora.

Na dinamica, s é o nimero de passos e o tempo total ¢ é dado por t = s7. A
partir daqui, é definido P(Ny, s, Ny) como a probabilidade de encontrar N; bolas na urna 1
no tempo ¢t = s7, dado que no instante ¢ = 0 o nimero de bolas na urna 1 é N; = N,.
No instante ¢t = (s + 1)7 um estado com N; bolas na urna 1 sé sera atingido se no tempo
imediatamente anterior o sistema estiver no estado N; — 1 ou Ny + 1 na urna 1, pois se pode

trocar apenas uma bola por vez. A equacdo mestra deste sistema é dada por (SALINAS,

1999):

P(Ny,s+1; Ng) = w(Ny—1 — Ny)P(N;—1; Ng) +w(N; +1 — Ny)P(N1+1; Ny). (3.8)

As probabilidades de transicdo sdo obtidas considerando que para que uma bola
troque de urna, ela precisa ser sorteada. Assim, a probabilidade de se sortear uma bola em

uma dada urna é proporcional ao niimero de bolas que estao na mesma. Assim,

N,

2R

2R— N, +1
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Ny +1
2R

w(N +1— Np) = (3.10)

é possivel notar que para aumentar N; para N; + 1, uma bola que estd na urna 2 deve ser
sorteada. Por isso, w(Ny — Ny + 1) = N2/2R, a mesma explicagdo aplica para w(N; —
Ny —1).

Agora é possivel escrever de novo a equacdo mestra para o problema. A fim de
estudar o problema em termos mais simétricos, é realizada a seguinte mudanca de variavel
n = N7 — R. No equilibrio tem-se n = 0 com (N; = N, = R) e a Eq. resulta em:

R—(n—-1)
2R

R+ (n+1)

P(n,s+1;ng) = R

P(n—1,s;n0) + P(n+1,s;n9).  (3.11)

Na equacdo anterior existe uma dependéncia temporal s. Como foi indicado an-
teriormente, na condicdo de equilibrio a probabilidade ndo pode depender do tempo, nem da

condicdo inicial de ngy, com efeito, a probabilidade no equilibrio tem que cumprir a relacao:

P(n) = w P(n—1)

+R—|—(n+1)
2R

S Pln+1), (3.12)

cuja solucdo dessa equacdo é dada por (SALINAS, 1999)

2R)! 1\ 28
P(n) = (R+7(l)!(])%—n)! (2) , (3.13)

que é uma distribuicao binomial. A partir daqui é possivel obter o valor esperado e o desvio
quadratico médio como (n) = 0 e (n?) = R. Para R — oo a express3o anterior toma a forma

gaussiana (SALINAS| 1999))

P(n) — pa(n) = (WR)% exp (_n) , (3.14)
e a evolucao temporal do valor esperado esta dada por:
(n(s)) = >_nP(n,s;ng), (3.15)

a qual é possivel utilizar com a Eq3.11| para obter o valor médio de n(s + 1):

m@+1»=<1_;)m@». (3.16)
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Considerando (n(s = 0)) = ng, se obtém,

s =m0 (1- ) (317)

que indica que quando R e s sao grandes tem-se um decaimento exponencial. Desse modo,
para o limite s — oo (tempos grandes), R — oo (ndmero grande de bolas), 7 — 0 (intervalos

pequenos), com t = s7 e 1/a = R7 sendo fixos, é obtido:
(n(s)) — ngexp(—at), (3.18)

o que indica que o valor esperado apresenta um decaimento da forma exponencial em direcao
ao valor nulo no equilibrio, assim o sistema decai de forma irreversivel para o equilibrio na

média (SALINAS, 1999).

3.4 Modelo de Ising e Dinamica de Glauber

Agora sera indicado um 22 modelo que demonstra os métodos de fisica estatistica
fora do equilibrio em acdo: o modelo de Ising dinamico. Roy Glauber foi um fisico estaduni-
dense que trabalhou em varias areas da fisica como a mecanica quantica, eletromagnetismo e
mecanica estatistica, ganhador do prémio nobel de fisica no ano 2005 pela elaboracao da teoria
quantica de coeréncia Optica, estabelecendo as bases da déptica quantica mostrando a relacdo
da mecanica quantica com a éptica. Em fevereiro do ano 1963, ele publicou seu modelo
relacionado com a resolucdo do modelo de Ising dependente do tempo, o qual se tornou muito
famoso e sera analisado nesta secdo (FRIEDRICH; KLEPPNER; HERSCHBACH, 2023).

O modelo de Ising é definido no equilibrio, ou seja, ele ndo apresenta qualquer
evolucdo temporal. O que sera feito aqui é adicionar um comportamento dinamico, escrevendo-

se a correspondente equacdo mestra.

3.4.1 Sistema de um spin

Primeiramente é considerado um sistema composto por um (nico spin que pode
assumir os valores 0 = 1 ou —1. Em auséncia de um campo magnético externo nenhum dos
estados é favorecido, e a taxa por unidade de tempo de uma particula ir de um estado para

outro (w) esta dada por /2 (GLAUBER, 1963). Assim, a probabilidade de um spin assumir
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um valor ¢ em um tempo t pode ser descrita pela equacdao mestra da forma (3.5)):

dP(o,t)  « a
i = =5 P(ot) + SP(=0.) (3.19)

Na equacdo anterior o sinal que acompanha o termo «/2 indica a qual estado o
spin pode mudar, e o sinal do termo o em P(o,t) indica a probabilidade do spin estar nesse
estado no tempo t. Para as probabilidades deve ser conservada a condicdo de normalizacdo,
na forma P(1,t) + P(—1,t) = 1. E também é possivel definir a funcdo m sendo a diferenca

das probabilidades da forma:

m<t) = p(l,t) _p(_lat) = ng(gv t)a (320)

tal funcdo tem ligacdo com a magnetizacao do sistema.

Como foi explicado anteriormente a magnetizacdo é a diferenca dos spins orienta-
dos de forma positiva e dos orientados de forma "negativa". Derivando-se m(t) e considerando
sua variacdo temporal, considerando (3.19)) tem-se:

om(t)

m(t) = (o(t)) .. 5 = —ap(1,t) + ap(—1,t) = —am(t). (3.21)

Considerando a condicdo inicial (¢ = 0) a solucdo para a equacdo diferencial

anterior é da forma:

m(t) = m(0)e ", (3.22)

a qual resulta em um decaimento exponencial em direcdo ao equilibrio com um tempo carac-
teristico de 1/, ou seja, dado que ndo ha direcdo preferencial, a magnetizacdo final deve ir a

zero quando t — o0.

3.4.2 Dinamica de Glauber no modelo de Ising

Com as andlises realizadas anteriormente é possivel considerar um sistema com
mais spins da forma correspondente com o modelo de Ising. A partir do hamiltoniano do
modelo de Ising em uma dimens3o na auséncia de campo magnético externo: (GLAUBER,
1963):

N
H= —JZO'Z‘O'Z‘_H. (323)
i=1
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Na secdo 3.2 foi explicado que as probabilidades de transicdo w devem ser escolhi-
das de acordo com o sistema que estd sendo analisado. No presente caso, Glauber considerou
uma probabilidade de transicio dependente dos spins vizinhos que tem influéncia sobre a

orientacdo que terad o spin o0;, a taxa de transicao considerada por Glauber foi:

1 1
wi(o;) = 2 1— §'y<7i(02~_1 +0i11)] (3.24)

essa probabilidade de transicdo dependente dos valores que tenha cada spin e seus primeiros
vizinhos, e possui trés possibilidades:

Figura 3.2: estados do spin i e seus primeiros vizinhos

Ti—1 05 O]

MM A
I Y

Fonte: adaptado de (KRAPIVSKY P.L. REDNER S.| [2010)

Em relac3o a figura anterior as probabilidades de transicdo para cada caso podem

ser obtidas realizando a substituicdo dos valores dos spins na Eq3.24] e resulta em:

(@) wi(o:) = a1~ ), () wilo) = 5o, (€) wilo2) = (1 +7). (325)

O parametro v indica a tendéncia de alinhamento do spin em questao, de forma que
se v > () a tendéncia é de alinhamento paralelo favorecendo um comportamento ferromagnético
e se v < 0 a tendéncia é de alinhamento antiparalelo em relacio a seus vizinhos, favorecendo
o comportamento antiferromagnético (GLAUBER| [1963)).

Para caracterizar a situacdo de equilibrio obtida para t — oo, Glauber considerou

o principio do balanco detalhado [3.6] da forma:
P(—O'Z) 'LU(O'i — —O'i)

P(—o))w(—0; = 0;) = P(oy)w(o; — —0;) .. Plo) = pE——— (3.26)

Versdo Fi nal Honol ogada
07/ 05/ 2024 18: 00



36

Assumindo que isso acontece para t — 00, tem-se que as probabilidades P(o;) e

P(—o0;) devem ser dadas pela distribuicdo de Boltzmann:

P(-0;) _ gzexp(=BE,) _ exp[-BJoi(0i1 + 0is1)] (3.27)
P(o;) 7 exp(BE,) exp [8Joi(0i1 + 0is1)] '
entdo, considerando ((3.26)) e (3.24):
exp [—BJoi(0i1 +0i1)] 11— %’701‘(01‘—1 + i) (3.28)

exp [BJoi(0m1 4+ 041)] 1+ %701‘(01‘—1 + 0i41)

A partir da expressao anterior é possivel encontrar v, ja que foi estabelecida a
relacdo entre as probabilidades e taxas de transicdo. Sendo = = [0;(0;_1 + 0;41)] € K = 3,

sao considerados os seguintes resultados matematicos:

exp(z) = cosh(z) + senh(z) ; exp(—x) = cosh(x) — senh(x), (3.29)

senh(z)
cosh(z)

substituindo |3.29/ em [3.28| e usando a identidade tanh(z) = é obtida a relac3o:

1 —tanh(Kz) 1- %’yai(ai,l +0i11)

= . 3.30
1+ tanh(K:v) 1+ %’yal-(ai,l + Ji+1) ( )

A partir da identidade tanh(ay) = a(tanh(y)) vélida para a = 0,1, —1, é possivel
escrever:

tanh(Kx) = tanh(2K E;) = E; tanh(2K), (3.31)

com E; = [0;(0;-1 + 0:41)]/2, pois E; = —2,0,2 para as combinacGes possiveis dos valores
de 0, 1,0, 0441
Com a expressao encontrada em [3.31] substituindo K e considerando [3.30[é pos-

sivel encontrar o valor de 7:

U,(O'z 1+ Uz+1) tanh(QJﬁ) =1 —fyo'i(di_l + Uz‘+1)a
5 92 (3.32)

com v = tanh(2J5).

1—

Dessa forma é possivel substituir o valor de v em [3.24] e obter:

1 1
wl(al) = 50& 1— 5 tanh(QJﬂ)O'i(O'l’,1 + Ui+1) . (333)
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A partir daqui Glauber realizou um esforco notavel para a resolucdo da equacdo
mestra. Porém, n3do serdao mostrados tais resultados, sendo considerados outros aspectos
importantes desenvolvidos no modelo e que permitem contato com o que sera feito mais

adiante.

3.4.3 O papel do campo magnético na dinamica de Glauber

De forma semelhante ao trabalho que foi realizado anteriormente, é possivel anali-
sar o comportamento do sistema em presenca de um campo magnético externo B. A presenca
de um campo externo favorece a preferéncia dos spins para algum dos dois estados (-1 ou +1)
de 0. Para um sistema com um Unico estado a taxa de transicdo passa a ser (GLAUBER,
1963):

w(o) = ;a(l — bo). (3.34)

A fim de determinar o parametro b, é considerado o hamiltoniano desse sistema

de um dGnico spin na presenca de um campo magnético B:
H = —uBo, (3.35)

(1t € o momento magnético préprio do spin analisado e o seu spin. Para este caso também se
exige que no equilibrio o principio de balanco detalhado seja satisfeito da forma da Eq)3.26, a
probabilidade também é obtida de forma semelhante a Eq/3.27}

P(_Uz) _ %exp<_BEﬂ') _ exXp [_(MBB)U] (3 36)
P(03) 7 exp(BE,) exp [(uBp)o]
Para a probabilidade de transicdo, de forma analoga a (3.28, é obtida:
w(o; — —o;) _ %oz(l — bo) _ 1 ba' (3.37)
w(—o; — 0;) 501+ bo) 1+ bo

Usando as identidades agora com z =0 e K = uB/KgT chega-se em uma

expressao do tipo [3.30} considerando que a sempre serd 1 ou —1, se tem que:

tanh(Kz) = tanh(KE;) = E; tanh(K) (3.38)

1 —o tanh(uBB) 1—bo

1+ 0 tanh(uBB) 1+ bo’ (3.39)
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com FE; = 0;, pois E; = —1 e 1 para os possiveis valores de ;. Da igualdade é possivel obter

b de forma similar a ~, sendo:

_ pB )
b = tanh ( ) (3.40)

substituindo na probabilidade de transicdo [3.34}

w(o) = ;a 1~ tan ( }?ST) . (3.41)

Pode-se observar que a probabilidade de transicao depende do préprio spin, do
momento magnético, do campo externo e da temperatura. Desta forma, dependendo do
campo magnético externo incidente a probabilidade de transicdo sera diferente. Quando existe
uma mudanca de temperatura a probabilidade de transicio mudard também, mesmo sem uma
variacdo no campo externo incidente. Vale a pena notar que para 7" — oo a probabilidade de
transicdo volta a ndo depender do sinal do spin.

Também é possivel observar que o aumento da temperatura tende a diminuir a
tendéncia de alinhamento em um sentido em particular e a diminuicdo da temperatura tende

a aumentar essa tendéncia.
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Capitulo 4

Modelo de Moran

O modelo de Moran é um modelo dinamico do tipo estocastico, utilizado na area
de biologia para o estudo de dindmica de populacdes finitas. Os pardmetros aleatérios do
modelo sdo mutacdes, recombinacdes genéticas e selecdo natural (MORAN, 1958).

A investigacao desse modelo se darad usando técnicas semelhantes as apresentadas
anteriormente. Tais semelhancas tornam evidentes a ponte que existe entre fisica estatistica

e a fisica dos sistemas complexos.

4.1 Caracteristicas do modelo

O modelo de Moran aqui sera utilizado para se modelar a dindmica do cancer.
Considere uma populacdo de células somaticas que podem estar em dois estados: saudavel e
cancerigeno. Os estados de cada célula podem ser atualizados a cada intervalo de tempo 7.
Em cada passo temporal, uma das células da populacao é escolhida para se "reproduzir" e,
no mesmo, instante outra é escolhida para morrer, isso garante que o tamanho do sistema nao
muda no tempo. Em um dado instante ¢ o sistema tem N, células cancerigenas e N, células

saudaveis com N = N, + N, constante.
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Figura 4.1: Representacdo esquematica do sistema que se busca modelar através do modelo de Moran.

s @) ©

A Fig.4.1 apresenta um sistema que tem células saudaveis (s) e cancerigenas (c), o nimero total de
células cancerigenas é representado por V. e de células saudaveis N;. O total de células é a soma

representada por N. Fonte: elaborado pela Autora

A dindmica do modelo se d& como segue: uma célula é escolhida ao acaso, se ela
for cancerigena, sua filha também serd uma célula cancerigena e ird substituir alguma outra
célula, também escolhida ao acaso. Se a célula escolhida para se reproduzir for saudavel, a
célula filha podera ser saudavel ou Sofrer uma mutacdo passando a ser cancerigena de acordo
com uma probabilidade e ent3o segue-se o processo de substituicdo. Esse processo de troca

de estado é governado por uma probabilidade de mutacdo . Esquematicamente tem-se:

Figura 4.2: Producdo de uma célula filha de uma célula saudavel.

Para o primeiro caso, uma célula saudavel deixa uma descendente cancerigena. A taxa de mutacdo
associada é u. O segundo caso é para uma célula saudavel produzir uma célula filha saudavel. Fonte:

elaborado pela Autora

Ainda, sabe-se que o cancer é uma doenca genética em que a célula cancerigena
perde a nocdo de integracao com o todo, passando a se reproduzir de forma desordenada e de
forma muito mais intensa que uma célula saudavel. Essa propriedade é emulada pelo fitness.

O fitness é uma grandeza que em dinamica de populacdes mede o nimero de
descendentes deixados por um organismo. Pode-se adaptar essa grandeza ao presente contexto

atribuindo a cada tipo de célula uma taxa de reproducao r: se r > 1 a célula em questao deixa
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em média mais que uma descendente por geracao, se r = 1 a célula em questao deixa em
média uma descendente por geracdo, e se r < 1 a célula em questdo deixa em média menos
de uma descendente por geracdo.

Assim, a divisdo desordenada de uma célula cancerigena pode ser modelada atribuindo-
se as células cancerigenas um fitness r maior que 1 e as células saudaveis um fitness igual a

1:
= fitness de célula saudavel S: r =1

» fitness de célula cancerigena C: r > 1

4.1.1 Probabilidades nos processos de reproducao e morte celular

Com o que foi exposto até agora é possivel estabelecer as probabilidades de nas-

cimento e morte do modelo.

Probabilidades de nascimento

A probabilidade de nascimento de uma célula saudavel é:

P=(N50) 1), (4.1)

essa expressao é obtida percebendo que, para que uma nova célula saudavel surja na populacao,
uma célula saudavel escolhida ao acaso deve se reproduzir (primeiro termo); ainda, tal célula
saudavel tem uma taxa de reproducdo r = 1 (segundo termo) e, por fim, a "célula filha" deve
ser do mesmo tipo da m3e, ou seja, ndo pode sofrer o processo de mutac3o (terceiro termo).

Da mesma forma, a probabilidade de que uma célula cancerigena surja na popula-
cao é:

Po= .y ey, (4.2)

De forma semelhante a P, tem-se que o primeiro termo do lado direito indica que
para que uma nova célula cancerigena surja na populacdo, uma célula cancerigena escolhida
ao acaso deve se reproduzir, tal célula tem uma taxa de reproducao r > 1; mas ainda existe
outra possibilidade de uma célula cancerigena surgir, o que é dado pelo terceiro termo, que
indica a probabilidade de que uma célula saudavel se reproduza e sofra mutacao p para uma

célula cancerigena.
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Probabilidade de morte

A fim de manter constante o tamanho da populacdo, também é considerada a

probabilidade de morte. A probabilidade de morte de uma célula saudavel é dada por,

(4.3)

ou seja, uma célula saudavel deve ser escolhida ao acaso para morrer. A probabilidade de

morte de uma célula cancerigena é dada por.

N.
P.=== 4.4
o= (4.4

4.1.2 Normalizacao

Como o fitness das células cancerigenas é maior que 1, a fim de manter o tamanho
da populacdo constante, um fator de normalizacdo deve ser acrescentado as probabilidades.

Esse fator de normalizacdo é dado pela soma de 4.1 e [4.2}

N+ N.(r—1
P.s+P..= N< )’ (4.5)

assim, as probabilidades de reproducdo depois de serem normalizadas sdo da forma:

P.s= 4.
+s N+NC(T— 1) Y ( 6)

N.r+ pu(N — N,)
N+ N.(r—1)

P, = (4.7)

4.1.3 Probabilidades de transicao

O estado do sistema que esta sendo analisando pode ser especificado pelo nimero
de células cancerigenas ., havendo N + 1 estados possiveis para ele. Pelo apresentado acima,
vé-se que em cada passo temporal o sistema pode manter o niimero de células cancerigenas,

aumentar em uma unidade ou diminuir em uma unidade (ver o diagrama abaixo).

Versdo Fi nal Honol ogada

07/ 05/ 2024 18: 00



43

Dessa forma, a probabilidade de transicdo, no tempo ¢, entre os estados N, e

N.+ 1 é dada por

wi(N. = N, + 1) = (4.8)

M (),

esta probabilidade é composta pelo produto das probabilidades de nascimento de uma célula
cancerigena pela probabilidade de morte de uma célula saudavel. A probabilidade de transicao,

no tempo t, entre os estados N. e N. — 1 é:

S I T

esta probabilidade é composta pelo produto das probabilidades de nascimento de uma célula
saudavel que n3o pode sofrer mutacdo e a probabilidade de morte de uma célula cancerigena.
Por fim, a probabilidade de transicdo, no tempo ¢, do sistema estar no estado N, e se manter

no estado N, é:

wy(Ne =& N.) =1 —wy(N. = N.+ 1) — wy(N. — N, — 1). (4.10)

4.1.4 A Equacao mestra do modelo de Moran

As regras da dinamica descritas acima indicam que a evolucdo temporal do sistema
é uma cadeia de Markov, isto que dizer que o sistema pode ser descrito por meio de uma
equacao de diferencas que envolvem somente estados imediatamente anteriores. Definindo-
se a probabilidade do sistema ter N, células cancerigenas no tempo ¢ por P,(N.), pode-se

escrever a equagéo mestra associada a esse processo como:

P,1(N,) = P(N.—Dw(N, — 1 = N.) + P,(N.)w(N, = N,)+ .
+P,(N, 4+ D)w(N,+1— N,).

O primeiro termo do lado direito da equacdo acima corresponde a probabilidade
do sistema estar em um estado com N, — 1 células no tempo t e sofrer uma transicao para o
estado V., o segundo indica a probabilidade de transicdo associada ao sistema se manter com
a mesma quantidade de N, células e pode ser obtida a partir de[4.10, e o dltimo termo indica

a probabilidade do sistema ter N, 4 1 células cancerigenas e passar a ter N, células. Nesse
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caso as probabilidades de transicao sao dadas por:

| WNe=1)r+pu(N—=N.+1) (N—=N.+1
w(Nc_léNC)_[ N+ (N.—1)(r—1) < N ﬂ (4.12)
(V=N ) (N1
wNe 1= Ne) = [N+(Nc+1)(r—1) ( N )] (4.13)
e
w(N, = Ny =1 - &5 ]X[[)([x_(lN_)Qf ;ﬁ]* k] (4.14)
A partir dessas probabilidades de transicdo a equacdo mestra do modelo é:
(Ne—1)r+u(N =N, +1) /N —N.+1
i [1 SR e MNW ! (319)
(N—N.—1)(1—p) (N.+1
F(Ne+1) [N+(Nc+1)(r—1) ( N )]

Percebe-se que existem N + 1 equacdes desse tipo. Entdo, pode-se definir um vetor probabi-
lidade de estado P,, e uma matriz de evolucao U semelhante com a apresentada na Secdo 3.2
que guiam a evolucdo dinamica do sistema. Para este caso especifico de dindmica do cancer,
a matriz de evolucdo U cumpre com as condicdes anteriormente mencionadas na Secdo 3.1,
mas agora ela também é tridiagonal, ja que sé transicoes entre os estados N., N.+1e N.—1

sao permitidos. As entradas da matriz U neste caso sao dadas por:

Uneve = w(Ne = No), (4.16)
UNmNc_l - w(NC - 1 — NC)7 (417)

e
Un.no41=w(N.+1— N.). (4.18)

Gerando uma matriz da forma:
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UO70 Uo’l 0 0
U0 U1 U2 0
U=10 w1 uss ugz - |

0 0 U372 ’U/3’3

a matriz U, como ja foi mencionado, é utilizada para atualizar o vetor de probabilidade P4,

gerando a dindmica. A forma matricial da equacao de evolucdo do presente caso é:

Pi1(0) uppo up1 O 0 P,(0)
Piiq(1) uio uin uiz 0 Pi(1)
P2 = 0 wugy ugzo upgs P(2)
Pi1(3) 0 0 ‘usp uss Py(3)

A titulo de exemplo, para o caso de N = 3, a equacao vetorial de evolucao do

sistema sera,

Pa)] f1-n T 0 o] [Ro)
Pea(D)] | m 1_2(31(;ij)r) 32((114:;)) Of [£(1)
Fra(2) 0 Sorg 1 0| R
P1(3) 0 0 sty 1) |P3)]

A dindmica deste problema é inteiramente caracterizada pelos autovalores e autovetores da
matriz U. A evolucdo temporal considerada na base formada pelos autovetores de U é dada
por: (P;); = Ni(Fy);. Pelo fato da matriz de evolugdo ser estocdstica, o que garante que
maior autovalor tem médulo 1 tem-se que para ¢ — oo o autovetor associado a tal autovalor
representa a configuracdo que serad encontrada. A figura 4.3, apresenta todos os autovalores

da matriz U para o caso de N = 3, comprovando que o maior deles tem valor 1.
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Figura 4.3: autovalores da matriz U para o Modelo de Moran para o caso especifico de N = 3

1.0 )
(a) °
(b)
. 08l
g
H °
2 06 (©
5
<
04r
[ ]
0.2+ (d)
1 2 3 4

Nidmero de Autovalor

O grafico apresenta os autovalores obtidos para o modelo de Moran para o caso pontual de N = 3,
considerando ¢ = 0,2 e r = 1,2. (a) é o primeiro autovalor que tem valor 1, (b) é o segundo
sendo 0,924, (c) o terceiro com valor 0,692, e (d) é 0,272. Satisfazendo a condi¢cdo que o maximo

autovalor é 1 Fonte: elaborado pela Autora

Para o grafico foram utilizados os parametros . = 0,2 para a probabilidade de
mutacdo de células saudaveis a cancerigenas, e r = 1,2 a fim de manter a condicdo de divisao
celular desordenada das células cancerigenas.

Cada autovalor tem seu préprio autovetor associado. Considerando que o autovalor
méaximo é 1 e que P, = U'P(0), este autovalor é o mais importante, visto que os seguintes
autovalores seguem diminuindo. A mesma dinamica pode ser aplicada e analisada para casos

com N maiores, porém, de forma analitica, apresenta um nivel de complexidade elevado.

4.2 Modelo de Moran com reservatorios celulares

No modelo de Moran para a dindmica do cancer as células cancerigenas tém um
fitness maior que as células saudaveis. Por ser um modelo para populacdes de tamanho
finito, mas constante, o denominador das equacdes que descrevem a dindmica muda para
cada interacdo e isso aumenta o grau de dificuldade dos célculos do tratamento analitico do
problema.

Na busca de mitigar tal inconveniente, é proposto um modelo alternativo com taxas

de reproducdo iguais mas introduzindo dois reservatérios que contém células de cada tipo em
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estado congelado, que podem “alimentar” o sistema com células saudaveis ou cancerigenas.
Agora, uma célula pode ser filha de alguma célula do sistema de interesse e também pode vir
de algum dos reservatério, e, as equacdes ndo apresentam a dificuldade descrita.
Especificamente, o sistema de interesse ainda é formado por NV células com estado
interno variavel, mas o estado interno de uma dessas células pode ser determinado pelas células
do sistema de interesse, ou por Ny células de um reservatério de células saudaveis, ou por Ny

células cujo estado interno é cancerigeno.

Figura 4.4: Modelo de Moran com dois reservatérios
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A figura 4.4 apresenta o modelo proposto com dois reservatérios, Ny de células cancerigenas e Ny

de células saudaveis, o sistema de interesse com o total de IV células. Fonte: elaborado pela Autora

Quando uma das células do sistema de interesse morre, sua posicao pode ser
ocupada por uma célula de algum dos reservatérios, por alguma célula filha do préprio sistema,
incluindo a descendente da prépria célula que morre mantendo a condicdo de que pode ser
saudavel ou cancerigena.

Os fatores de mutacido (u) e fitness podem ser contornados mediante a variacdo do
tamanho dos reservatérios, ja que um aumento no tamanho do algum reservatério representa
um aumento na probabilidade de que a célula que ocupe a posicdo da célula que morre seja

desse reservatorio.
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4.2.1 Carateristicas e parametros do modelo com reservatdrios celu-

lares

De forma similar ao modelo original de Moran, é considerada uma populacao de
tamanho N constante formada por células saudaveis (/Ny), células cancerigenas (IN.) e dois
reservatérios que contém células de cada tipo em estado congelado. Cada divisao celular é
acompanhada pela morte de uma célula: é isso que mantém o tamanho da populacdo, N,
constante, da mesma forma que o modelo original. Em termos matematicos, os parametros

fundamentais para o modelo s3o:
» Ny: Ndmero de células no reservatério de células cancerigenas;
= N;: Nimero de células no reservatério de células saudaveis;
» N: Tamanho da populacdo do sistema: N = N, + N .

Em cada unidade fundamental de tempo, uma célula do sistema com N células de
estado variavel é escolhida para se reproduzir e uma célula, também desse sistema, é escolhida
para morrer. A escala temporal do sistema é dada por N unidades fundamentais de tempo,

ou seja, corresponde em média a atualizacdo de toda a populacao.

4.2.2 Probabilidades nos processos de reproducao e morte celular do

modelo com dois reservatorios
Probabilidades de nascimento

A probabilidade de que uma célula saudavel seja escolhida para se reproduzir é:

(N —N.)+ N
Pig= :
N + Ny + N

(4.19)

Para que uma nova célula saudavel surja na populacdo, uma célula saudavel escolhida ao acaso
deve se reproduzir, ou uma célula do reservatério N; de células saudaveis ocupard a posicao
da célula saudavel morta. Da mesma forma, a probabilidade de que uma célula cancerigena

se reproduza esta dada por
Nc + NO

=-_-°¢ 7 4.20
TCTNE N+ N (4.20)
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Probabilidade de morte

Note que somente as células com estado interno varidvel podem morrer. A proba-

bilidade de morte de uma célula saudavel esta dada por:

NN,

P.gs= N (4.21)
e a probabilidade de morte de uma célula cancerigena é:
Ne
Pc= N (4.22)

4.2.3 Probabilidades de transicao

As probabilidades de transicao para este caso sao obtidas de forma semelhante ao

modelo de Moran original, agora também considerando os reservatérios, da forma:

N.+ Ny
w(N. — N.+1) = N—I—N0+N1(

N_Nﬁy (4.23)

N
esta probabilidade é composta pelo produto das probabilidades de nascimento de uma célula
cancerigena, considerando a probabilidade de que uma célula cancerigena ingresse ao sistema
a partir do reservatério Ny, e a probabilidade de morte de uma célula saudavel.

A probabilidade de transicdo, no tempo ¢, entre os estados N. e N, — 1 é:

(4.24)

MM%NEU:VN—M+M%NN,

N+No+ N \N

esta probabilidade é composta pelo produto das probabilidades de nascimento de uma célula
saudavel, relacionando também a probabilidade de que a célula que entrara no lugar da célula
morta venha do reservatério N; e a probabilidade de morte de uma célula cancerigena. Por
fim, a probabilidade de transicdo, no tempo ¢, do sistema estar no estado N, e se manter

neste estado é

w(N, = N,) =1 —w(N. = N, + 1) — wy(N. = N, — 1). (4.25)
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4.2.4 Equacao mestra para o modelo com dois reservatérios

A equacdo mestra para esta adaptacao do modelo de Moran é a mesma obtida no
modelo original conforme a Eq. [4.11] porém, as expressdes das probabilidades de transicdo

apresentam algumas diferencas:

w(N, 41— N,) = [(N - SVN(;?NTO Tz)v(j)v - 1)] : (4.27)
(S
o= [ (][R ()] e

Novamente a titulo de exemplo, considera-se um sistema como N = 3 células.
Nesse caso o sistema pode estar em um estado sem nenhuma célula cancerigena, com 1, 2 ou

3 células cancerigenas. O sistema de equacGes para tal sistema é dado por:

Pry1(0) (Nojilzi/rlis) 3(N5>V+1Ef+3) 0 0 £(0)
Biia(1) _ (N0+A]7\(/J'1+3) 3](\[10\/0?%112) 3(1\1201111?;113) 0 F(1) _
Fi11(2) 0 3(]\?0]101¢12+3) 32(%81%115) (ND+]\1[\171+3) Fy(2)
Pia(3) 0 0 3(NéVJS—~J\_f?+3) (Nojioltfira)_ 12(3)]

Da mesma forma que para o modelo de Moran sem reservatérios, é possivel caracterizar a
dindmica do sistema através dos autovalores e autovetores da matriz de evolucao. Novamente
a fim de mostrar que haverad uma configuracao dominante para tempos longos, mostra-se na
Figura 4.5 os 4 autovalores de matriz de evolucdo para N = 3. O autovetor associado ao

maior autovalor fornece a configuracao dominante para tempos longos.
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Figura 4.5: autovalores da matriz U para o modelo de Moran com dois reservatérios para N = 3

1.0F o
I (a)
. 0.8/ (b)
E
S
S 06
5 (c)
< I °
0.4
0.2f @
o
1 2 3 4

Nidmero de Autovalor

O grafico apresenta os autovalores obtidos para o modelo de Moran com dois reservatérios para o
caso pontual de N = 3, considerando Ny =5 e Ny = 1. (a) é o primeiro autovalor que tem valor 1,
(b) é o segundo sendo 0, 778, (c) o terceiro com valor 0,481, e (d) é 0,111. Satisfazendo a condi¢do

que o autovalor maximo é 1. Fonte: elaborado pela Autora

Para obter os autovalores anteriormente apresentados, foram substituidos os ta-
manhos dos reservatérios de forma que o tamanho do reservatério de células cancerigenas N,
seja b vezes maior que N1, a fim de manter a condicdo de que as células cancerigenas se
reproduzem de forma desordenada (condicdo emulada pelo fitness no modelo de Moran origi-
nal). E de forma implicita, considerando a probabilidade de mutacdo (1) do modelo de Moran
original de células saudaveis a cancerigenas (ver figura 4.2). Este Gltimo caso apresenta uma

facilidade, ja que todo o problema pode ser contornado a partir do tamanho dos reservatorios.

4.3 Comportamento para populacoes infinitas e tempos
longos

O estudo do movimento Browniano em mecanica estatistica representa uma das
principais validacdes da teoria e estd presente em qualquer livro texto da area [Ver por exemplo
((REICHL, 2016), (SALINAS, [1999), (PATHRIA, 2016)))]. O que ha de fisicamente mais
relevante nesse estudo é a obtencdo de uma equacao de difusdo onde o coeficiente de difusdo

é obtido em termos de parametros microscépicos da dinamica do sistema. A equacao de
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difusdo associada ao movimento Browniano sé pode ser obtida no limite de um sistema muito
grande e para intervalos de tempo fundamentais muito pequenos. Tais limites permitem a
"passagem ao continuo”. Seguindo os passos de Mark Kac em seu artigo de 1947 (KAC,
1947)), foi escrita a equacdo de difusdo generalizada associada a dindmica do céncer.

Kac, em seu famoso trabalho para um movimento Browniano generalizado, ou
seja, onde a particula browniana esta sob acdo de uma forca externa, apresenta a equacao de
difusdo generalizada creditada a Smoluchowski, dada por,

orP O0?P B
2

D —

0
ETn . 9 (PF), (4.29)

|

a equacado acima sem o ultimo termo do lado direito corresponde a equacdo de difusdo usual,
obtida por exemplo, para o movimento Browniano sem forca externa sobre a particula. O
altimo termo do lado direito oferece o papel de uma forca externa sobre o sistema. Especifi-
camente a forca externa sobre o sistema é dado pelo parametro F.

A fim de obter uma equacdo semelhante a anterior para o modelo de Moran com
reservatoérios celulares se realizard a "passagem ao continuo"das variaveis dinamicas discretas
do sistema. Primeiro é considerada a equacdo mestra que tem a forma [4.11] realizando as
substituicdes respectivas para o caso com dois reservatérios, as probabilidades de transicao

estdo dadas por |4.260} [4.27| e |4.28, a equacao mestra tem a forma:

HHWJzﬂwrﬁw“M_”+MMN_WF*»

N(N + Ny + Ny)

oo [ () [SE (-
HUw+1wUV_§%JiKZT%§’+UL

Com o propésito de chegar na equacdo de difusdo geral para este problema, sdo realizados
alguns ajustes matematicos e mudancas para reescrever o problema em termos de variaveis

continuas. Considerando N — o0, sdo introduzidas as seguintes variaveis:

N,
=" =N,A 4.31
v N ’ (431)
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onde x é a densidade de células cancerigenas. A é o inverso do nimero de células do sistema,
que corresponde ao incremento ou decremento infinitesimal no limite de N — oo, para a

variavel x, as novas variaveis do sistema sao definidas por:

» Tamanho do reservatoério principal de células do sistema:

= Tamanho relativo do reservatério de células cancerigenas:

Ny="12 (4.33)

= Tamanho relativo do reservatério de células saudaveis:

H1
Ny = —. 4.34
= (434)
Ao realizar as substituicGes na Eq. [4.30} a equacdo obtida deve estar em termos de x, A, o,

(11, € pode ser analisada separando-a em 4 partes, onde sdo obtidos os seguentes resultados

para cada parte:

= Produto dos tamanhos dos reservatérios (NV(N + Ny + Ni)) considerado como termo

em comum em Py(N, — 1), P(N,), e P,(N.+1) :

1 1
= 4.35
N(N + No+N1)  as(po+pl+1) (4.35)

= Termo que considera a probabilidade no tempo (¢ — 1):

Py(Ne = 1) [(Ne = 1) + No)(N — (Ne = 1))] =
1 (4.36)
Py(x — A) E(x — A+ )1 —xz+A)
= Termo que considera a probabilidade no tempo (#):
P,(N.)[1 = (N.+ No)(N —N.) — N(N —N.+ Ny)| =

(4.37)

Pe) [ 35 (1= (o o)1 = 2) = (1 + g — )]
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= Termo que considera a probabilidade no tempo (¢ + 1):

PN, + D) [(N.+ D[N+ N, — (N +1)]] =
(4.38)

Pz + A) A12(x+A)(1+u1—x—A) |

Observando os termos obtidos, e a relacdo que eles tém com [4.30] é possivel notar que [4.36),
e estdo sendo multiplicados por [4.35, Dessa forma é possivel agora reescrever a

equacao mestra em termos das novas variaveis:

1
P () — Px) = m{[(l‘ — A+ o) —z+ A)] Pz — A)- (4.30)

(@ + o) (1 = 2) + (1 + pn — )] B(2) + [( + A)(1+ pn — o = ARz + A)},

aplicando uma agrupacdo de termos, dividindo ambos lados por 4, o qual é um intervalo

temporal microscépico, podem ser reescritos os termos da seguinte forma:
= Derivada parcial de P em relacado a t:

OP(w,t) _ Pual) = Pla)

4.40
ot 4] (4.40)
» Derivada de segunda ordem de P em relacdo a x:
P P(x—A)+P A) — 2P,
P _ (x )+ Pz + A) () (4.41)

0x? A2

com as expressdes obtidas sao realizados alguns calculos para que esteja em um formato
coincidente com [4.20
oP A? 0*P A

0
ot O(po + 1 + 1) (9332—{—(5(/10—1-#1—1-1)%[

Thtg — o + Tp] - (4.42)

A expressdo anterior ainda pode ser modificada com a finalidade de identificar as partes e cada

componente. Como partes principais do sistema de interesse tem-se:

= Termo D:
A2
D= 4.43
(ko + 1 + 1) (443)
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= Ultimo termo da Eq4.29

Apig 0 H1
PF) = — — 1—z-22P 4.44
(PF) 6(po + p1 + 1) 3«%’[ ) xuo] (444)

9
ox

|

Comparando os dois lados de é possivel realizar o calculo da forca F' caracteristica para

o sistema, e encontrar sua relacdo com as carateristicas do sistema:

1 9 Ao [ m] d
—~F —(P)=- 1—2—a22| =P 4.45
f 395< ) 6(po + pa +1) to] Oz (4.43)
Chegando em F:
Apof l m]
F(z) = l—x—o—]|. 4.46
(@) 6(po +p1 + 1) o (4.46)

Note que a forca generalizada depende da razao de py por pg a qual, por sua vez, depende
dos tamanhos dos reservatérios. Assim, ao modificar o tamanho dos reservatérios a forca sera
diferente, implicando em um favorecimento de células cancerigenas ou saudaveis. A titulo de

ilustracdo considere o caso de Ny = Ny, nesse caso ji; = iy € assim:

_ Apof
F(2) = 5ot [1—2a]

Note que F' = 0 para x = 0.5, isto é, para um nimero de células cancerigenas
igual ao nimero de células saudaveis. Ao ocorrer qualquer desvio desse valor de equilibrio uma
forca restauradora surge no sistema buscando estabilizar novamente o sistema na configuracdo
condizente com x = (. Variando-se os valores das taxas de mutacdo o valor de x de equilibrio

mudara.
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Capitulo 5

Sintese

A formulacdo do modelo de Moran possui muitas semelhancas com as formulacGes
para os conhecidos modelos dinamicos da urna de Erhenfest e o Modelo dinamico de Ising
proposto por Glauber. Antes de mais nada todos eles s3o modelos estocasticos Markovianos,
ou seja, modelos com evolucao temporal discreta e que n3o dependem da "histéria do sistema”,
mas somente do estado atual do sistema.

Ainda todos esses sistemas possuem uma configuracao de equilibrio que é atingida
para tempos longos. Tal configuracdo é a associada ao maior autovetor da matriz de evolucdo
do sistema. Para o modelo de Moran foi mostrado, a modo de exemplo, a matriz de evolucdo
e os auto-valores obtidos para o caso especifico de N = 3. Na continuacdo é apresentado
um grafico com os autovalores para um sistema com N = 20 células. Esse grafico permite
observar melhor a diferenca entre os autovalores obtidos para diferentes valores de taxa de

mutacdo (i) e de reproducio (r).
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Figura 5.1: comparacdo dos autovalores obtidos para o modelo de Moran original com diferentes valores de
werpara N =20
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O gréafico apresenta os autovalores obtidos para o modelo de Moran original, para N = 20, con-
siderando diferentes valores de 1 e 7. (caso 1) autovalores obtidos com = 0 e r = 1, (caso 2)
autovalores obtidos com p = 0,2 e r = 1,2, (caso 3) autovalores obtidos com p = 0,5 e r = 1,5,

(caso 4) autovalores obtidos com p = 0,7 e r = 3. Fonte: elaborado pela Autora

A figura 5.1 apresenta os autovalores obtidos para 4 combinacdes diferentes de
taxa de mutacdo e fitness para o caso de N = 20. O caso 1 ocorre quando n3o existe
probabilidade de mutacdo e a reproducao para os dois tipos de células é igual, ou seja, as
células cancerigenas ndo possuem qualquer vantagem em relac3o as células saudaveis. O caso
2, se da para u = 0,2 e r =1,2: Agora hd uma vantagem evolutiva das células cancerigenas
em relacao as células saudaveis. Nos casos 3 e 4 essa vantagem evolutiva é acentuada.Para
dada um dos casos considerados tem-se 20 autovalores com valores decrescentes, com o maior
deles sendo igual a 1. Nota-se que a medida que a vantagem evolutiva cresce (aumento de
p e de r), ...hd um decréscimo cada vez mais acentuado na diminuicdo dos autovalores.
Isso indica uma convergéncia cada vez mais intensa para a configuracdo associada ao maior
autovalor, ou seja, a configuracdo com todas as células em estado cancerigeno.

A fim de realizar algumas configuracdes entre os modelos estudados sdo conside-
radas as equacoes e para as probabilidades de transicao para o modelo da urna de
Ehrenfest; a equac3o para a dindmica de Glauber; as equacdes e para as as
probabilidades de transicdo para o modelo de Moran original, e as equacdes [4.26] e [4.27| para as
probabilidades de transicdo do modelo de Moran com reservatérios celulares. Essas equacdes

representam um formato bem diverso, representando as peculiaridades de cada sistema.
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Pode-se observar que considerando o modelo de Moran com = 0 e r = 1 suas
taxas de transicdo passam a ser as mesmas que as obtidas no modelo da Urna de Erhenfest.

Da dinamica de Glauber para o modelo de Ising tem-se o parametro v o qual
indica a tendencia de alinhamento do spin sendo analisado, quando v > 0 é favorecido o
comportamento ferromagnético. De forma semelhante para o modelo de Moran a taxa de
mutacdo u funciona como a tendencia da célula virar cancerigena ou ndo, para u > 0 existe
uma tendencia de mutacao da célula descendente da uma célula saudavel ser cancerigena,
assim existe uma tendencia favorecendo o estado cancerigeno do sistema.

A fim de realizar a comparacao com as taxas de transicao entre o modelo de
Glauber e do modelo de Moran é necessario observar primeiramente que as formulacoes sao
ligeiramente diferentes. As taxas de transicdo para a dinamica de Glauber foram obtidas num
contexto de equacdo mestra, enquanto que as equacdes para o Modelo de Moran s3o dadas
em termos de equacdes de diferenca. Para realizar as comparacdes devem ser obtidos Tyeptro

e Tyorq da equacgdo[3.2] Veja o esquema da figura 5.2.

Figura 5.2: Esquema modelo de Moran em termos de equacdo de diferencas

ﬂifﬁfﬁt?'()
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A imagem apresenta o esquema coincidente com a equacdo de diferencas para o modelo de

Moran. Fonte: elaborado pela Autora

Assim, é possivel escrever o modelo de Moran da mesma forma que o modelo de
Glauber para o sistema de 1 spin, mas neste caso, cada termo de [3.2| estd composto pelos
dois termos como é explicado no diagrama acima, entdo a eq)3.19 para o modelo de Moran

resulta em:

% — [Pt(NC — 1)w(NC -1 — Nc) + Pt(Nc + 1)w(NC +1— Nc>] o
ot (5.1)

[P,(No)w(Ne = No — 1) + P(N)w(N. = N+ 1)],
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considerando que [3.2 pode ser escrito da forma:

OP(t)

8t = ]Dt"r‘l(NC) - Pt(Nc)7 (52)

obtendo:

Pt+1<Nc) - Pt(Nc) = Pt(Nc - 1)w(Nc -1 Nc) + Pt(Nc + 1)w(Nc + 1— Nc)+ (5 3)
P(NJw(N, - N.) — P,(N,). |

Da condicao de balanco detalhado tem-se que P, e P, sdo iguais, assim, para o modelo de

Moran para t — oo:

A l(N—NC)[Nc (1—2u+7" +MN]

N[(N = N,) +
—1)7’—1—,u(N—NC+ ) N—-N.+1
Nt (N.—D(r—1) ( N )]*

BN+ 1) [(N—Nc—l)(l—u) (N +1>]_

PN, - 1) l(Nc

N+(N.+D)r-1)\ N

Quanto ao papel do campo magnético na dinamica do modelo de Ising, este fa-
vorece o ordenamento em uma dada direcdo. No contexto de Moran, a mutacdo e a taxa de
reproducdo mimetizam o mesmo efeito, favorecendo as células cancerigenas (mas o oposto
também poderia ocorrer alterando somente os sinais).

Finalmente, uma interpretacao para o potencial quimico pode ser obtida em termos
dos tamanhos dos reservatérios de células saudaveis e cancerigenas. Dado que o potencial
quimico representa a tendéncia que uma molécula de um elemento entrar no sistema de
interesse, essa tendéncia aqui pode ser obtida através dos tamanhos relativos dos reservatorios

de células ou da taxa de reproducdo de uma dada célula.
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Capitulo 6

Conclusao

O cancer é uma doenca genética evolutiva que pode ser modelada através do
modelo de Moran. Tal modelo estocastico possui suas raizes nos métodos de fisica estatistica
fora do equilibrio e vérios paralelos podem ser evidenciados. Tal correlacdo mostra uma grande
nimero de portas que ligam a area da biologia com a fisica.

Visando aclarar a ponte existente entre fisica e biologia, ou em outros termos, entre
mecanica estatistica e sistemas complexos, primeiro utilizou-se o famoso laboratério tedrico
denominado Modelo de Ising. Esse modelo foi estudado em seu aspecto original de equilibrio
e em sua versdo dinamica.

O modelo de Moran foi explicado com suas principais caracteristicas, e foi con-
siderado a modo de exemplo um caso especifico para facilitar a compreensdo do modelo e
variacOes ao alterar parametros. Foi proposto o modelo de Moran com reservatérios celulares
com a finalidade de facilitar os calculos, como outra forma de abordar o problema. Finalmente,
foram apresentados os célculos e adaptacdes realizadas para o caso de populacdes infinitas,
chegando na equacdo de difusdo geral e a forca correspondente ao sistema. Por fim foi possivel
mostrar como se identifica cada parametro do modelo de Moran com os obtidos para o modelo
de Ising e para a urna de Ehrenfest.

Como continuidade deste trabalho é sugerido:

» Solucionar o modelo de Moran inteiro de forma computacional a partir das probabilidades

para encontrar informacdes relevantes sobre o modelo e seu futuro uso na drea medica;

» Analisar a equacao de difusdo obtida a fim de identificar os parametros faltantes de

forma analitica e computacional.
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