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Resumo

O foco do presente trabalho consiste em explorar a viabilidade de se realizar
o teletransporte de estados quanticos arbitrarios em cendrios onde a presenca
de um ambiente externo reduz a pureza do estado de entrada e do canal de
transmissao de informagao. Para investigar o comportamento destes protoco-
los em condigoes realistas, selecionamos os principais mapas de decoeréncia
registrados na literatura relativos a descricao deste fenémeno, incluindo a re-
presentacao de estados mistos através dos operadores de Kraus e de sistemas
em equilibrio térmico cujo Hamiltoniano é descrito pelo modelo de Heisen-
berg. Neste contexto, provamos que existem casos nos quais a influéncia de
fatores externos (como o aumento da temperatura e das taxas de decoerén-
cia) e a imersdo de qubits em ambientes distintos contribui para aumentar
a semelhanca entre as propriedades da informacao original e as do estado
teletransportado. Além disso, estudamos o método de teletransporte probabi-
listico sob a influéncia dos mesmos tipos de ruidos analisados para o protocolo
deterministico, e os resultados aqui apresentados demonstram que o primeiro
processo é capaz de aumentar ainda mais o valor esperado da fidelidade média

do estado teletransportado.

Palavras-chave: Teletransporte Quantico. Informacao Quantica. Emaranhamento. De-

coeréncia.



Abstract

The main focus of this work is to explore the feasibility of conducting the
teleportation protocol in scenarios where the presence of an external environ-
ment reduces the purity of the input state and the transmission channel. To
investigate the behavior of these protocols under realistic conditions, we se-
lected the main decoherence maps reported in the literature concerning the
description of this phenomenon, including the representation of mixed states
through the Kraus operators and systems in thermal equilibrium whose Ha-
miltonian is described by the Heisenberg model. In this context, we proved
that there are cases in which the influence of external factors (such as increa-
sing temperature and decoherence rates) and the immersion of those qubits in
distinct environments help increasing the similarity between the properties of
the original information and the teleported state. In addition, we studied the
probabilistic teleportation protocol under the influence of the same noise con-
ditions analysed for the deterministic protocol, and the results here obtained
show that the first process can outperform the expected value of the average
fidelity of the teleported state.

Keywords: Quantum Teleportation. Quantum Information. Entanglement. Decoherence.
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Capitulo 1

Introducao

A hipotese de que a fisica quantica poderia atuar sensivelmente sobre o
processamento de informagoes em sistemas digitais (Bennett and Brassard, 1984; Ekert,
1991; Shor, 1996 e Grover, 1996) foi elaborada décadas apos o surgimento da teoria da
informagao classica e do avanco da computacao digital em larga escala, até ser definiti-
vamente estabelecida no final do século anterior. Sua origem pode ser atribuida a John
Von Neumann, que introduziu a nocao de entropia quantica através de um operador den-
sidade vinte anos antes de Claude Shannon, e seu desenvolvimento é fruto do trabalho de
pesquisadores renomados como Werner Heisenberg, Erwin Schrodinger, Erhard Schmidt,
John Bell, Karl Kraus, Richard Feynman, Charles Bennett, Alexander Holevo, William
Wootters, David Deutsch, Arthur Ekert, Peter Shor, Lov Grover, Asher Peres, David
DiVincenzo e Guifre Vidal, dentre outros.

Neste campo de conhecimento, a Teoria da Informacao Quantica aborda
conceitos relacionados a estados quanticos, canais e medidas, e o teletransporte quantico
- um mecanismo de transmissao de estados quanticos - sobressai-se como uma das linhas
de pesquisa mais relevantes. A idéia basica por tras deste procedimento é a codificacao
e a divisao do contetddo original da mensagem em duas partes, as quais sao enviadas
separadamente por um canal quantico (um par de qubits emaranhados) e outro cléssico,
sendo este ultimo nada mais do que um meio de comunicacdo comum (como e-mail,
telefone, etc;) pelo qual emissor e receptor podem intercambiar informagoes. Aliado a
isto, é necessario que exista um aparato de medidas especifico e um conjunto de correcoes
unitarias que possibilitem a reconstrucao do estado original no final do processo.

Durante algum tempo, acreditou-se que o teletransporte seria uma mera
conjectura, ja que existem observaveis que sao nao-comutativos e que, portanto, nao
poderiam ser medidos simultaneamente em uma unica copia de um estado quantico
(Einstein et al., 1935). Contudo, Bennett, Brassard, Crepeau, Jozsa, Peres, and Woot-
ters demonstraram a viabilidade do teletransporte quantico em Bennett et al., 1993 ao
utilizar um estado da base de Bell para simular o canal de transmissao de informacao, cuja
realizacao experimental foi verificada por Bouwmeester et al., 1998 e Boschi et al., 1998.

Todavia, quando este canal é implementado em sistemas reais, o par emaranhado presente
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em sua estrutura torna-se vulneravel & acao do ambiente que o circunda, e o emaranha-
mento deste sistema é gradativamente destruido pelo fenomeno conhecido como decoerén-
cia. Por este motivo, priorizamos neste trabalho o uso de estados mistos na composicao
do estado de entrada e do canal de transmissao de informacao, visto que pretendemos

investigar os mecanismos de teletransporte em cenérios realistas.

1.1 Consideracoes Preliminares

Neste trabalho, visamos nao s6 aprimorar procedimentos especificos de te-
letransporte quantico como também construir novos protocolos utilizando canais quan-
ticos mistos, cujos mecanismos de decoeréncia podem ser descritos pelos operadores de
Kraus (capitulo 3) ou por cadeias de spin (capitulo 5). Além de aplicar o método de
teletransporte padrao para cenirios ainda nao explorados, nenhum destes modelos havia
sido analisado pelo método de teletransporte probabilistico (capitulo 4), e, até o presente
momento, nao ha registro de mecanismos de teletransporte que utilizem canais mistos
cujo estado final tenha alcangado fidelidade um ao término do processo (Oh et al., 2002
e Taketani et al., 2012). Por outro lado, segundo Massar and Popescu, 1995, estes meca-
nismos podem ser substituidos por procedimentos classicos de transmissao de informacao
quando o valor da fidelidade for menor ou igual a 2/3. Portanto, ap6s o encerramento
destes protocolos, vamos comparar os resultados obtidos através das referidas abordagens
para determinar os métodos mais eficientes em cenérios onde a fidelidade assuma valores
entre 2/3 e 1.

1.2 Objetivos

Construiremos protocolos de teletransporte quantico onde o estado tele-
transportado e o canal de transmissao de informacao serao expostos a processos de de-
coeréncias baseados na acdo dos operadores de Pauli (Apéndices A e C), que podem ser

divididos em duas categorias distintas:

(1) Na primeira etapa, analisaremos os principais modelos de decoeréncia utilizados

para representar acoes externas do ambiente sobre sistemas quanticos, como:
(1.a) Inversao de Fase ou Atenuagao de Fase, associado a ocorréncia da operagao o,;
(1.b) Inversao de Bit, associado & ocorréncia da operacao o,;

(1.c) Despolarizacao, associado a ocorréncia simultanea das operacdes o,, o, € 0., de
forma que a polaridade do sistema seja reduzida eqiiitativamente até que este se

aproxime de um estado completamente misto;

(1.d) Atenuagao de Amplitude, responsavel por dissipar energia de um estado excitado

do sistema para o ambiente.
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(2) Em seguida, aplicaremos conceitos de Mecanica Estatistica para sistemas em equili-
brio térmico sob a perspectiva do modelo de Heisenberg. O canal de transmissao de
informacao sera formado por dois elétrons cujos spins interagem através das cons-
tantes de acoplamento j; sob a presenca de um campo magnético externo h,, cujo

Hamiltoniano obedece a equagao geral dada por
HAP = 5o (7 ® S7) + 5y(S) ® 8)) + (82 ® 87) + he, (S2 @ I7) + ho, (I © S7),

onde S; = (h/2)oy, Sy = (h/2)o, e S, = (h/2)0, s@o os operadores de Spin.

Ambas as propostas serdao analisadas pelos métodos de teletransporte direto
(deterministico) e condicional (probabilistico). Enquanto o primeiro segue a seqiiencia
de passos introduzida em Bennett et al., 1993 e adotada como padrao na maioria dos
procedimentos de teletransporte quantico, o segundo prioriza os resultados associados a
uma das quatro medidas projetivas efetuadas por Alice em seu subsistema. O objetivo
principal deste trabalho consiste em encontrar cenarios onde a presenca de decoeréncia
e o ajuste dos parametros especificos de cada modelo maximizem o célculo da fidelidade

média do estado final de Bob em relacao & informacao original enviada por Alice.

1.3 Contribuicoes

O enfoque nas propriedades dos principais modelos de decoeréncia documen-
tados na literatura e a andlise subseqiiente dos processos de teletransporte que utilizam
canais quanticos mistos revela aspectos fundamentais para a compreensao deste meca-
nismo de transmissao de informacao. Parte dos resultados originais elaborados nesta tese

pode ser encontrada em Fortes and Rigolin, 2015 e Fortes and Rigolin, 2016.

1.4 Organizacao do Trabalho

As ferramentas matematicas e 0s conceitos necessarios para a compreensao
deste trabalho segundo o formalismo adotado na Teoria da Informacao Quantica serao
desenvolvidos no capitulo 2. A estrutura do protocolo de teletransporte original sera a
referéncia para os modelos descritos pelos operadores de Kraus elaborados no capitulo 3,
e a proposta para o protocolo de teletransporte condicional e suas respectivas aplicacoes
serao introduzidas no capitulo 4. No capitulo 5, adaptaremos os métodos apresentados
nos capitulos precedentes para construir novos protocolos de teletransporte, onde estados
puros serao enviados através de canais cujos Hamiltonianos sao descritos pelo modelo de
Heisenberg. Os resultados mais relevantes obtidos ao longo do trabalho serao destacados
no capitulo 6. Nos Apéndices A, B e C, revisaremos respectivamente fundamentos basicos
de Algebra Linear, os postulados da Mecanica Quantica e as principais portas logicas

quanticas utilizadas para operacoes sobre até dois qubits.
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Capitulo 2

Fundamentos de Informacao Quéantica

Neste capitulo, abordaremos temas especificos da area de Informacao Quan-
tica (Nielsen and Chuang, 2011; Benenti et al., 2007 e Mermin, 2007) e discorreremos
sobre os topicos mais relevantes em cada secao para que, de posse destas informacoes,
estejamos aptos a desenvolver os protocolos de transmissao de informacao apresentados

nos capitulos seguintes.

2.1 Qubits e Sistemas de Dois Niveis

A contragao da expressao quantum-bit (empregada para distinguir bits quan-
ticos de sua contraparte classica) originou o termo Qubit. Em sistemas computacionais,
um bit é representado pelos digitos binarios discretos 0 e 1 e equivale & menor unidade
de informacao que pode ser utilizada em um determinado procedimento, enquanto um
qubit pertence a uma faixa continua de valores contida nas diversas configuracoes que
um sistema fisico de dois niveis pode assumir. Exemplos de qubits em sistemas reais sao
encontrados nos mais variados cenérios, como na restri¢cao das energias do atomo de hi-
drogénio ao conjunto que engloba seu estado fundamental e o primeiro estado excitado,
nos diferentes arranjos para a transmissao de fo6tons polarizados em eixos perpendiculares
e em propriedades intrinsecas da matéria (como as orientagoes up e down do spin de um
elétron em uma determinada direcao quando este é submetido a presenca de um campo
magnético).

A descricdo matematica de um qubit é caracterizada por um vetor de duas
dimensoes expresso em funcao de estados de base ortonormais, os quais, por sua vez, estao

associados a um espaco de Hilbert. Sua representacao matricial padrao é dada por

|o>:(;>e|1>=<2>, 2.1)

e, portanto, qualquer qubit pode ser descrito como uma combinacao dos estados de base
da Eq. (2.1) como

W) = l0) + 5[1), (2.2)
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onde os coeficientes a e 3 obedecem a condi¢ao de normalizacao |a|? + |3|> = 1 prevista
pela Eq (B.7).

Note que o fato de a normalizagdo da Eq. (2.2) ser semelhante a relagao
cos’z + sin?z = 1 para um parametro real = arbitrario permite que o e B possam ser
substituidos pelas funcoes trigonométricas seno e cosseno se em pelo menos uma destas
houver um fator de fase acoplado que nao contribua para o calculo do quadrado de seu

respectivo modulo. Assim,
0 .0
|¥) = cos §|0) +sin e 1) (2.3)

é uma das representacoes adotadas para descrever um qubit em funcdo de parametros

associados a grandezas geométricas como 6 e ¢, onde a opc¢ao pela dependéncia em relacao

a /2 em detrimento de 6 é necessaria para que |¥) pertenca ao grupo de simetria SU(2).

Por outro lado, mostramos no final da se¢ao B.2 que estados proporcionais

entre si por um fator de fase global descrevem sistemas idénticos. Dito isto, outra repre-

sentacao igualmente valida é obtida ao multiplicar a fun¢ao de onda da Eq. (2.3) pelo
fator e%w, e

0 i 0
) = cosge*%ym +sin §e7¢|1> (2.4)
é a forma mais utilizada para representar um qubit em funcao de 6 e ¢ dada a simetria

entre seus coeficientes em relacao a estes angulos.

Figura 2.1: Representacao de |V) na Esfera de Bloch.
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.

Na figura 2.1 é possivel visualizar a representacao geométrica das Eqs. (2.3)
e (2.4) na superficie conhecida como a esfera de Bloch, onde a posicao de |¥) pode ser

determinada pelos parametros reais 6 e ¢ (localizados via coordenadas esféricas) ou pelo
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vetor geométrico 7 (expresso em funcao das coordenadas cartesianas x, y e z). Repare
que os estados |0) e |1) estdo posicionados como vetores orientados em sentidos opostos
sobre um mesmo eixo e que todos os estados ortogonais encontram-se defasados de 6 = ,
em analogia direta com a descrigdo do comportamento de um sistema de spin 1/2 no
experimento de Stern-Gerlach (Feynman et al., 1963).

Ao longo deste trabalho, notaremos que a comparacao entre dois sistemas
quanticos especificos serd essencial para a compreensao dos resultados que serao apresen-
tados nos capitulos seguintes, e um dos modos de se obter informacdes relativas a esta
analise reside no estudo da funcao denominada de fidelidade, a qual pode ser classificada
como uma medida da "similaridade"entre estes estados. Para exemplificar, considere dois
estados puros |Piicial) o |pfinal) “onde o primeiro é um estado arbitrario e o tltimo é a
configuragao assumida pelo estado anterior apés uma determinada transformacgao. Neste

cenéario, a fidelidade é definida como

F= <\Ijinicial‘Pfinal"IIinicial> = <\I]inicial‘(|\pfinal> <\I/final‘) |\I[im'cial>
- ’ <\Ijz’nicial | \Ilfinal> |2 - ‘ <\ijinal | qjinicial) |2 - <\ijz'nal | -Pinicial | quinal) . (25)

Ao observar esta expressao, constatamos que a fidelidade assumira os valores
F =0 quando |W;piciar) € |V fina) forem ortogonais e F' = 1 se os mesmos forem idénticos,
e, de forma intuitiva, seria razoavel supor que qualquer outra configuracao se enquadraria

em algum valor intermediério entre estes extremos. De fato, se definirmos os estados

’

, o 0,
’\Ijim'cial> = |O> e ’\Ilfinal> = COS§|O> + Sln§6 ¢|1> (26)

em relacao a base computacional padrao e recorrermos as representacoes matriciais de

ambos, notaremos que a fidelidade resultante serd dada por

0 2

/ / Cos 3 0
F:|<\vmz|wﬁml>|2=‘[1,o][ ] —cos’. (27)

sin gei‘b

Visto que 0 < 00525 < 1 e que qualquer sistema arbitrario de coordenadas pode ser
adaptado para descrever os estados exibidos na Eq. (2.6), conclui-se que 0 < F' < 1.

As Egs. (2.2) e (2.3) definem a representacao completa de um qubit em
funcao de apenas dois parametros: a e 5 ou 6 e ¢. Para descrever sistemas que possuem
mais de um qubil, é necessario dispor de uma expressao geral que leve em conta todos
os elementos presentes contidos neste cenério, e, neste caso, um sistema com N-qubits é

representado por um produto tensorial através da expressao

|21) @ |22) @ ... ® |xN) = |x1)|X2), ..., |TN) = |T122 . .. TN). (2.8)
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A representacao deste produto em sua forma expandida serd empregada apenas quando
julgarmos necessério, e, por conseguinte, a notacao condensada mostrada no altimo termo
da Eq. (2.8) sera adotada como padrao no presente trabalho.

A Eq. (2.8) também pode ser utilizada para representar ntimeros inteiros em
forma de matrizes. Para isso, basta escrever o niimero em questao em sua forma binaria
correspondente e efetuar o produto tensorial de todos os bits. Para exemplificar, vamos
converter o numero 5 (expresso na base decimal) para a base binéria através da relagao
15)10 = [101)5 = |1)2 ® |0)2 ® |1)2, onde a ordem de cada base é indicada respectivamente
pelos indices 10 e 2. Ao efetuar o produto tensorial entre as matrizes |1)s, [0)2 e |1)2,

obtém-se a matriz coluna denotada por

T

Su=(00000100), (2.9)

2

onde T indica a transposicao da matriz cujo tnico elemento nao-nulo encontra-se na
sexta linha. Por extensao, a transcricao de um nimero inteiro N para sua forma matricial

correspondente é dada por

|N>10=<00...1...00)T, (2.10)

onde o digito 1 é precedido por N digitos nulos. Ao todo, um conjunto de N bits na base
bindria permite a representacdo de 2V nimeros inteiros entre 0 e 2V,

Uma outra aplicacao relevante para a Eq. (2.8) esta implicita na repre-
sentacao que distingue qubits emaranhados de estados separaveis (se¢oes 2.3, 2.7 e 2.8).
Um estado puro é dito emaranhado se nao puder ser escrito a menos de uma constante

multiplicativa sob a forma reduzida de
0) = [21) ® |22) ® ... ® |zw), (2.11)

onde os estados |z;) residem em espacos de Hilbert independentes. Assim, enquanto um
estado da forma |¥) = \%(|0A> ®|0p) 4+ |14) ®105)) = \%(|0A> +114)) ®|0p) é separavel,
o sistema |U') = \%(!0,4) ® [0g) + |14) ® |15)) estd emaranhado.

2.2 O Operador Densidade

Deste ponto em diante, abordaremos sistemas sobre os quais nao hé infor-
macao suficiente para determinar com exatidao seu vetor de estado, como, por exemplo,
uma maquina térmica que produz [ estados aleatorios quaisquer |V, ), |Vy),..., |¥;) ndo
necessariamente ortonormais. Em cenarios como este, que chamamos de mistura estatis-
tica, s6 é permitido supor que ha uma probabilidade nao-nula de que o sistema se encontre
em algum dos possiveis estados |¥y), e, portanto, é preciso descrevé-lo como uma combi-

nacao entre estes diferentes estados dispondo apenas do conhecimento da probabilidade
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pr associada a |Wy). Para isso, vamos introduzir o operador densidade

l

p =PV (V1] + po| W) (Waf + ... + o Vi) (V] = Zpk‘qjk><qjk‘a (2.12)
k=1

onde pj, representa a chance de o sistema ser encontrado em |Wy). Se a informacao relativa
a este estado estiver completa - ou seja, pp = 1 - o operador densidade ¢ reduzido a
p = Vi) (V| e o sistema assume as caracteristicas de um estado puro.

Embora aparentemente a expressao que defina p seja mais complicada do
que a de um estado |¥) expresso em termos de suas componentes, as propriedades dis-
cutidas nos Postulados do Apéndice B continuam sendo vélidas para esta configuracao.
Se aplicarmos um operador sobre o sistema e mensurarmos a probabilidade de obter o
resultado s,, associado a algum estado de base, a probabilidade total e o valor esperado
das medidas relacionadas a este operador podem ser calculados e expressos em funcao de
p, COMO mostraremos a seguir.

Quando o estado do sistema é igual a |Uy), sabemos da Eq. (B.16) que
Pu, = (V| P | W) (2.13)

é a probabilidade de se obter o valor s,, como resultado de uma determinada medida e o
sistema colapsar para o estado |u;). Portanto, ao considerar que a chance de o estado do
sistema em algum momento ser igual a |U;) é dada por pg, a probabilidade total de s,,

ser o resultado da medida ao serem considerados todos os [ estados |Uy) equivale a

l l
=D oipu = Y ol Uel P ). (2.14)
k=1

k=1

Expressao idéntica é obtida através do célculo do traco total sobre ppui, pois

Te(pPu) = S5y (sl Pulutg) = S5 (5] (Shos pRIWNWA]) Pulu)
= S0 (b o 0 O Pty ) = S0y (32 p (0 Pty s W) )

= S Py (0 s ) 1) = S0, pu{ 2,

Ty), (2.15)

e, portanto, p; = Tr(,o]f’ui).
Por sua vez, de acordo com as Egs. (2.15) e (B.17), o valor esperado de um

operador arbitrario O ¢ dado por

(0) = S0 supi = S0y S0, (Sl PO P98 ) = 0y (e posa (01, 0 )

= e (0 s (el P [90) ) = Xy (04[O W), (2.16)
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e, ao calcular o traco do operador pé, constata-se que

Te(p0) = Yy (wilpOlus) = S, (il (S pel ) (W) Ol
= S (i el ) Olus) ) = iy (S0, (Wil Ofus) (i W) )
= >y PO (20 fua) (ual) [Wx) = Dy pr(i|O[ W) = (O). (2.17)

Logo, continuamos aptos a realizar previsoes sobre o comportamento do
sistema calculando grandezas como as probabilidades p; e o valor esperado de O (intro-
duzidos nas secoes B.2 e B.3) através das relacoes p; = Tr(pP,,) e (O) = Tr(pO).

De forma semelhante, existem expressoes andlogas para a equagao de Schro-
dinger (Eq. (B.1)) e para a expressao que fornece a evolugdo no tempo de um estado
|W(tg)) em t =ty para |¥(t)) em t =t (Eq. (B.2)) discutidas na secao B.1. A dinamica

do operador p (Neumann, 1955) obedece a relagao

ih S olt) = [H, p(1)], (2.18)

e a evolugao temporal de |U(ty)) quando este é submetido & agao de um operador unitario
Ul(t, to) é dada por

p() = Sy Pl () (W(0)] = S5y 2l (8, 10) W (10) (W (10) U (1, o)
= U(t,to) (Shcs PRIR(E0)) (Wa(to)]) Ut ) = UL to)p(to) UL to)T. (2.19)

Visto que a presenca de U(t, ) ndo altera a probabilidade de colapso da fungdo de onda
para os autoestados do sistema (Eq. (A.25)), o mesmo se reflete para os coeficientes s,,
dos estados de base |u;)(u;| que compoem a representacao diagonal de p, os quais, neste
caso, sao os proprios autovalores do sistema.

Existe ainda uma analogia com a Eq. (B.13) que revela o que ocorre quando

o sistema é medido: neste caso, a nova configuracao assumida por p é igual a

pt) =5 (2.20)

e assim, se a informacao disponivel sobre o sistema no instante ¢ estiver restrita ao co-
nhecimento dos coeficientes py associados a |¥y) na Eq. (2.12), o resultado obtido com a
medida de um projetor Pu,. sobre o operador p(t) é suficiente para determinar a estrutura
de p'(t).

A seguir, demonstraremos as principais propriedades do operador densidade

que nos permitirao distinguir sistemas puros de estados mistos.
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(1) p é hermitiano (consulte a Eq. (A.22)):

ph= (Zpk‘qjkxqjk‘) Zpk (W) ((Wi])T = Zpk’qjk (Wil =p. (2.21)
(2) Trp=1:
S Guilplus) = SO0 Gl (Zk PRIV (W] ) )
=2 i (Zk L P Wi (Walui) ) = 3204 (Zﬁczl Pk|<uz‘|‘1’k>|2> =2iapi=1

(2.22)
(3) p é um operador nao-negativo:
(B0l (1)) = (B(0)] (Sl el (] ) [2(0))
= Dt (O[T (U@ (1)) = Yoo prl(D(1)[ W) > 0, (2.23)

onde |®(t)) representa um estado geral arbitrario com coeficientes que dependem do
tempo. De posse destas informagoes, mostraremos que a andlise das propriedades (1),
(2) e (3) na matriz que representa o operador densidade de um sistema qualquer é sufici-
ente para classificar seu grau de pureza.

Considere a decomposicao espectral de p em termos de seus autoestados |u;)
tal que p = Y1 | sy, |u;) (w;]. De acordo com a Eq. (2.23), (®(¢)|p|®(t)) > 0 para qualquer
estado arbitrario. Entao, se |®(t)) = |u;), (u;|plu;) > 0 e disto segue que

Su; > 0 (2.24)

para qualquer autovalor de p, cuja representacao matricial expressa em funcao da base

lu1), |ug), |us), ..., |un) é dada por
Suy 0 0
0 Suy " 0
p=1 . (2.25)
0 0 Suy

Como Trp = 1, seus autovalores estao restritos ao vinculo 1 s, =1, e

visto que s,, > 0 segundo a Eq. (2.24), entao

0< s, <1. (2.26)
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Por outro lado,

sz 0
) 0 532 o0
= . 5 | (2.27)
0 0 so
e, de acordo com a Eq. (2.26),
Trp* =) s2 <L (2.28)
i=1

Assim, observe o que ocorre na Eq. (2.28) para Trp? = 1: neste caso, s,, =
les, = 0parai # j, e, como hd somente um autovalor nao-nulo, o sistema sera
necessariamente um estado puro, pois p = |u;)(u;|. Visto que o trago é uma propriedade
independente da representacio matricial em questdo, o resultado do calculo de Trp? é
suficiente para revelar se um sistema é puro ou uma mistura estatistica: enquanto o
primeiro caso est4 restrito a condicao Trp? = 1, o segundo apresenta Trp? < 1.

No proximo topico aplicaremos as propriedades do operador densidade para

sistemas de um qubit.
2.2.1 O Operador Densidade para um Qubit

Mostramos na Eq. (2.3) que uma das possiveis representagoes para um qubit

em funcao dos parametros 6 e ¢ era equivalente a
|W) = cos §|O) + sin 3¢ 1), (2.29)

e, portanto, a matriz de seu respectivo operador densidade é dada por

cos? ¢ sin 2 cos e—i®
pfupu = | N simpcosae (230
sin g cos Se sin” &

Na Eq. (A.42), por sua vez, demonstramos que qualquer matriz pode ser
expressa como uma combinacdo de I, o,, 0, € 0,. Desta forma, a Eq. (2.30) pode ser

escrita como
p=a(l)+blo,)+ cloy) + d(o.); (2.31)

e, visto que Trp = 1, Tr(I) = 2 e Tr(o,) = Tr(o,) = Tr(o.) = 0, conclui-se que o

coeficiente a deve ser obrigatoriamente igual a 1/2. Logo, p pode ser reescrita em termos
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dos parametros z, y e z das matrizes de Pauli como
1
p =5 {1 +2(0) +y(0,) + 2(02)} (232)

onde x = 2b, y = 2c e z = 2d, e sua forma matricial se reduz a

(2.33)

1
P=3

1+2 z—1wy
r+wy 1—=z2 .

Por sua vez, o célculo do determinante da expressao (2.33) resulta em
1 2 _ 2 2
det,o:Z(l—x -y —2°), (2.34)

e, lembrando que o vetor 7 da esfera de Bloch de raio unitario (Fig. 2.1) estéa associado

as coordenadas z, y e z tal que \7|2 = 2?2 + y% + 22, entao
1
detp = 2 (1 - 17 %) (2.35)

descreve a Eq. (2.34) de forma mais compacta.

Por outro lado, de acordo com a Eq. (2.24), os autovalores s,, e s,, de
p nunca sao negativos, e como a representacao matricial em (2.25) implica em detp =
Suy X Sy, segue que detp > 0e 0 < ]?\ < 1. Logo, o conhecimento das coordenadas de 7
permite que qualquer estado quantico seja identificado na esfera de Bloch. Se o sistema
for somente um estado puro, entdo s,, = 1 e s,, = 0 (ou o inverso) e | 7| = 1, mas,
de um modo geral, detp > 0 e 0 < ]7)\ < 1. Em suma, estados puros sao representados
por pontos situados na superficie na esfera de Bloch, e sistemas mistos sao descritos por
vetores cujos modulos sao menores do que o raio desta esfera.

Considere agora um caso especial. Suponha que exista uma probabilidade
nao-nula de que o qubit esteja em qualquer um dos estados arbitrarios associados aos
parametros 6 e ¢. Neste caso, a matriz do operador densidade para um sistema no qual
todas as configuragoes sao igualmente provaveis so6 poderia ser determinada se a Eq. (2.30)

fosse integrada sobre todas as direcoes do espaco via

1 [ ™ cos? ¢ sin 2 cos e—i® 1
_ L[y / 40 sin 0 2 SnyC08; x -1, 2.36
p 47 J, ¢ 0 [ sin g cos gew sin? g 2 ( )

onde o termo 1/47 garante a normalizacao de p em relagdo ao parametro ¢.
Repare que a Eq. (2.36) implica em p> = 1] = Trp? <lex =y =2=0
em (2.33), revelando que o sistema em questao resume-se a um ponto localizado no centro

da esfera de Bloch. Se calcularmos o valor esperado de qualquer um dos operadores de
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Pauli sobre p para este cenério, veremos que

1 1
<0k> =Tr (pO'k) =Tr (§IO'k> = §Tr (O'k> = O, (237)
e, neste caso, dizemos que o sistema esté despolarizado. Um sistema polarizado é aquele
em que pelo menos uma das componentes (o) (onde k = z,y, z) nao é nula.

Para um estado qualquer descrito pela Eq. (2.32), o valor esperado do ope-

rador o é dado por

1
(o) = Tr(pog) = Tr {5(1 +x0, +yo, + zaz)ak} = k. (2.38)

Observe com atencao o resultado da Eq. (2.38) e note que (oy) é igual & propria compo-
nente k. Deste modo, se vérios estados descritos pelo mesmo operador densidade sobre o
qual nao ha nenhuma informacao disponivel forem preparados de forma idéntica, é possi-
vel obter os valores das componentes x, y e z e determinar p com boa aproximacao apos
a realiza¢do de um extenso nimero de medidas aleatérias para (o), (o) € (02).

No préximo topico discutiremos a relagao do operador densidade com siste-

mas que possuem mais de um qubit.
2.2.2 O Operador Densidade para Sistemas Compostos

Finalizaremos esta secao analisando a estrutura do operador densidade para
sistemas compostos de mais de um qubit. Sejam os operadores lineares e os estados de base
{04 |u;)} € Hy e {OP;|w))} € Hp, e seja |¥) o vetor de estado do sistema em Hyp =
H, ® Hp tal que |¥) = S SN Duy(Jus) @ [wy)), onde Ny e Np sdo as respectivas

dimensoes dos espacos vetoriais Hy e Hg. O operador densidade deste sistema é dado por

Na,Np Na,Np

p=IW)W[= > > DuDjlu) @ |w)((u] @ (wy, (2.39)

jp=1 il=1

mas, para que todas as expressoes sejam exibidas em uma notacao mais compacta, omi-
tiremos os limites indicados nas somas e condensaremos o produto tensorial |.) ® |.) na

forma |[.)|.). Logo, se definirmos o coeficiente D;; D}, como
D; D}, = pit jps (2.40)
a Eq. (2.39) pode ser reescrita como

p= 10 (] = 3757 puplus) wr) s sy | (2.41)

Jp il

Agora, suponha que apliquemos sobre o sistema um operador OeH que
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atua somente sobre os vetores que residem em H 4. Sob esta restricdo, O pode ser expresso

cOomo
O=0a1I" (2.42)

onde O atua apenas nos estados relativos ao subsistema H,4 e I” mantém inalterados os
vetores pertencentes a Hp. Considere ainda que seja necessério calcular o valor esperado

de O4, e observe que

(0%) = (0) = Tr(pO) = ¥, (el (w,|pO ),
= S (el (] (5 i o) wn) () (O4 @ I8)udluwg). (2.43)

Como (ug|u;) = i, (Welwi) = 641 € (Wplwy) = 9,4, a Eq. (2.43) se reduz a
(0% = paji{us|O*ui). (2.44)
ijil

Neste ponto, faremos uma breve digressao para introduzir o conceito de
traco parcial. Em um sistema cujos estados de base sejam combinacoes de vetores perten-
centes a espacos vetoriais distintos A e B, o operador densidade relativo ao subsistema A

é definido como

pt =Trpp = Z (wq|plw,y), (2.45)

q

e, analogamente, o operador densidade relativo ao subsistema B é definido como
PP =Trap =" (wilplus). (2.46)

Por outro lado, segundo as Egs. (2.41) e (2.45), o elemento de matriz pf; é

dado por
oty = {wilo ) = (sl (32, Cwlolw) ) fus)
= (wl {2, (wal (5 Soa prvsoluad s () [ s = X2 puare (2:47)

Com os resultados fornecidos pelas Eq. (2.47), podemos retornar & Eq. (2.44) e calcular

o valor esperado de O# através de

(0%) = Suy0 o (10 u) = 50, (sl ) (5O o)
= 5, tulo? (S, T ] ) Oy = 50, (uilp O ws) = Te(pA0%), (2.48)
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e, de forma semelhante, (OF) = Tr(pPOP).
Portanto, se pretendemos reduzir o operador densidade de um sistema para

que este fique somente em funcao do subsistema A, calculamos a expressao dada por

o =Tesp =3 wglolu) (2.49)

q

sobre os estados de base |w,) de B. Se, por outro lado, desejarmos saber a probabilidade de

este sistema reduzido estar associado a algum dos estados de base |u;) de A, computamos

pi = (wilp™us), (2.50)

e, finalmente, se quisermos calcular o valor esperado de um operador O“ que atua somente

em estados pertencentes ao espaco vetorial H 4, basta efetuar a operacao
(O = Tr(prO™). (2.51)

Note que os subsistemas A e B também podem ser compostos, pois em
momento algum mencionamos que estes sao formados por estados de base de apenas um
qubit. Estas propriedades serao fundamentais para o calculo das probabilidades associadas

aos sistemas compostos que serao analisados nos proximos capitulos.

2.3 A Decomposicao de Schmidt

Sistemas puros compostos de dois qubits podem ser descritos de uma forma
particularmente elegante descoberta pelo matematico alemao Erhard Schmidt. Mostra-
remos ao longo da secao que, se p; ¢ um numero real positivo que satisfaz a condicao
sz pi =1 e |¥) é um estado puro bipartite tal que |¥) € Hy p = Hy ® Hp, podemos
expandir este estado em fung¢ao de um conjunto particular de bases ortonormais |u;) € Hy4

e |u;) € Hg como

W) = 3 VBl = VI D+ VBRI (2.52)

cuja expressao ¢ denominada de decomposicao de Schmadt.
Dado um estado arbitrario |¥) € Hyp = Hy ® Hp, é sempre possivel

expressa-lo em termos de estados de base |u;) € Hy e |w;) € Hg como

W) = ZDi,l|Ui>a’wl>b7 (2.53)
il
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ou, de forma mais compacta,

U) = [t)altii), (2.54)
i
onde |4;)y = >, D;|wi)p. Embora o conjunto de todos os estados do tipo |u;).|w;)s seja
uma base ortonormal, nao devemos esperar que a mesma propriedade permaneca valida
para a combinagao dos pares |u;),|d;), (salvo em casos particulares).
Como ainda nao fixamos nenhuma restricao para a escolha dos estados de
base, selecionaremos |u;), admitindo que a representacao de p” seja diagonal nesta base.

Logo,

i=k
= pilui)aa(udl, (2.55)
=1

e, lembrando que operadores densidade sao hermitianos, nao-negativos e possuem trago
unitario (Eqs. (2.21), (2.22) e (2.23)), entdo p; > 0e Yi—rp; = 1.

Visto que p? é a matriz densidade reduzida para o subsistema A obtida
através do calculo de Trp(|W)(V]), a Eq. (2.55) deve ser idéntica a

ot = Top (|0)(T))
= vl (i lua)al@sdoatuslois]) leg)s = 2, lusdaa sl (52, o6l idonisheg)o)
= S s s (2, 5 o () ) = 32 Vs (o1 (32, Fhung ) iy
=i i) aaug o5y = 32, o]0 b|ui)aa(uy], (2.56)

onde |w,), ¢ uma base ortonormal em Hp. Logo, a relagao ,(u;|u;), = p;d;; deve ser
satisfeita, e, portanto, os estados |4;), serdo ortogonais (mas nao ortonormais).
., . ~ . ~ !’
Se os tltimos forem expressos em funcao de um fator de normalizacao |u;),

tal que |u;), = [d;)p/\/Di» @ Eq. (2.54) pode ser reescrita como

(W) = S22 [udaltis)s = Soimy [uida (V/Bilwihs) = Soimy v/Pilui)alu)s
= VP11 Dal1 Vo 4 /Prlk)alk Yo, (2.57)

e a demonstragao estd completa.

Ao analisar a matriz
pB = TI'A TTA Z\/E\/p_jhh ]u >ba u]\ (F ’ Zpl|u bb (258)
)J

constatamos que o nimero de autovalores nio-nulos k ¢ idéntico ao de p”. Esta ¢ uma

propriedade de sistemas bipartites puros denominada de nimero de Schmidt do estado
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|¥), o qual é invariante por transformagoes unitarias locais e cujo valor é utilizado para
distinguir estados separaveis de sistemas emaranhados. Observe na Eq. (2.57) que a fungdo
de onda descrita por |¥) é expressa por um estado separavel quando o nimero de Schmidt
¢ igual a um, e que para k > 1 e p; # 1 o sistema bipartite em questdo sempre estara
emaranhado. Mostraremos a seguir um exemplo de aplicagdo da decomposicao de Schmidt
ao reformular a demonstragao da Eq. (2.52) para um estado bipartite puro de dois qubits.

Se um sistema bipartite puro e arbitrario de dois qubits for descrito por
W) op = al00)qp + 0]01)ap + ¢|10)0p + d|11) 4y (2.59)
e sua respectiva matriz densidade for expressa como

la®| ba* ca* da*
b* b bt db*

b8 = ab® || ¢ ’ (2.60)
ac* bt |*| dc*

ad* bd* cd* |d?|
a matriz densidade relativa ao subsistema A sera equivalente a

la®| + 0| ca* + db*
A’B) - * * 2 2 ) (261)
ac* +bd* |*| + |d?|

pt =Trp(p
onde {a, b, ¢, d} sdo coeficientes complexos e |a?| + |b?| + || + |d?| = 1.
Na demonstracao da validade da decomposicao de Schmidt, escolhemos uma
base apropriada para a qual a representagao matricial de p” seria diagonal (Eq. (2.55)).
Porém, como o objetivo deste exemplo é¢ o de construir um procedimento geral para
qualquer vetor de estado de dois qubits, nao estabeleceremos valores iniciais para os para-
metros {a, b, c,d}, salvo o fato de que os 1ltimos serdo considerados como niimeros reais
(sem perda de generalidade) para simplificar os calculos subseqiientes.
Posto isto, ¢ necessario conhecer os autovalores e autovetores associados ao
subsistema A para que este possa ser reescrito em funcao de uma base diagonal. O célculo

de det(p? — s,,1) = 0 fornece o par de autovalores

Sug = % <1 — /1 —4(ad — bc)2> e Sy = % (1 + /1 —4(ad — bc)2> (2.62)

e os respectivos autovetores dados por

1—2(c+d)?—+/1—4(ad—bc)? 1—2(c+d)?++/1—4(ad—bc)?
) e fur) = (Nu,) )

|uo>:<zvuo>[ T ol ]; (2.63)
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onde os coeficientes N, e V,,, sao equivalentes a

1
0 2 ac+bd 2 ac+bd

; =\ 2 . _\ 2
N, 1\/4Jr (12(c+d)2\/14(adbc)2> o N, — \/4+ <12(c+d)2+w/14(adbc)2) . (2.64)

O processo de diagonalizagao que utilizaremos nesta etapa (Griffiths, 2005)
torna-se factivel quando existe uma matriz unitaria e invertivel S (a matriz de diagona-
lizagdo) para a qual a matriz equivalente ao produto SpAS~! seja diagonal. Enquanto a
matriz inversa S—! ¢ construida de forma que cada coluna contenha os autovetores da

matriz que serd diagonalizada como

o(uo)a  a(l]ur)a (2.65)

G [ a(0[uo)a  a{0lu1)a ] :

S pode ser determinada utilizando-se os cofatores da matriz inversa ou via regra de Cra-
mer.

Com isso, a representacdo diagonal de p” ¢ dada por

L (1- VT—4(ad—0eP) 0

S ASfl —
’ 0 5 (1 VT —4(ad = b0p)

. (2.66)

na qual, como esperado, os elementos da diagonal principal sao os proprios autovalores s,
e sy, (uma vez que a nova base de p# é formada pelos autovetores |ug) e |u1)). De posse
destas informacgoes, podemos reescrever o estado global p em funcao dos estados de base
|u;)q € repetir a seqiiéncia de passos adotada na dedugao da decomposi¢ao de Schmidt.
A relacao entre as bases {|ug)a, [u1)a} € {0)a,]1)s} implica em um sistema

linear simples de quatro incégnitas dado por

{ o) = y1/0) + y2|1); N |0) = @1]uo) + za|wr); (2.67)

lu1) = y3]0) + ya|1); 1) = z3lug) + a|us);

onde y1 = 1(0uo)1, y2 = 1{uo)1, y3 = o(Olur)1, ya = 1(Hur)1 e {1, 2,23, 74} sdo os

coeficientes que devem ser determinados. Como os parametros {yi, Y2, Y3, Y4} S40 reais, as

relagoes x1 = 1(ug|0)1 = y7, 2 = 1{(w1]0)1 = y5, x5 = 1(uo|1)1 = y5 € x4 = 1{us1|1); = yj

também fornecem solucgoes reais e permitem que o estado inicial seja reescrito como

’\Ij>a,b = (a:cl -+ ng)]uo>a\0)b + (bl'l —+ dmg)‘U0>a’1>b
+(axy + cxq)|u1)a|0)p + (be + dzy)|ur)a|1)s. (2.68)

Ao denotar os coeficientes associados aos novos estados de base por Dy =

ary + cxg, Do1 = bxy + dxs, D1y = axy + cxy € D1y = by + dzy, recorremos a ex-
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pressao |V) = >, Djifu;)a|wr)y fornecida pela Eq. (2.53) e efetuamos a substitui¢ao
das combinacoes ), D, |lwi)y por |u;), = >, Dij|wi), gerando o conjunto de estados
[40)s = Doo|0)2 + Do 1|1)s € |t1)s = D10|0)2 + D1 1]1),. Como previsto, os estados

~ DOO ~ DlO
|to)y = e i) = ’ (2.69)
Dy Dy

sdo ortogonais, visto que (to|tio)s = Sug, p{Uo|t1)s = 0, p(t1|to)y = 0 € p(dr|u1)p = Su,-
Deste modo, se introduzirmos um novo conjunto de estados ortonormais

|u;)p = |d;)s//Pi onde
Do = Sug € P1 = Sus; (270)

|¥) pode finalmente ser representado através da decomposigao de Schmidt em fungao dos

estados de base |u;)q|u;)y como

|0) = V/Poluo)altg)s + V/Prlur)aluy s, (2.71)

onde os tltimos satisfazem a condi¢do necessaria ,(u;|u;), = b(u;|u;>b =0,

Antes de encerrar, mostraremos que existe uma relacao direta entre o nu-
mero de Schmidt e a grandeza C'(|V)) denominada de concorréncia, a qual esté associada,
ao conceito de emaranhamento de formagao (Wootters, 1998). Para o exemplo em questao,

a concorréncia é dada por
C(|¥)) = 2|ad — bel, (2.72)

0 que, por sua vez, permite que os autovalores de p possam ser expressos como

Sup = (1 —/1— C(\\I!>)2) e Sy, =3 <1 +4/1— C(|\If>)2) , (2.73)

onde 8,, < Sy, -
E evidente que apenas o autovalor s,, pode ser nulo (uma vez que o valor

minimo de s,, é igual a 1/2), e tal condicao é satisfeita quando

1—\/1-C(¥)?=0=1/1-C(|¥))*=1= C(|¥)) =0, (2.74)

0 que é possivel apenas se s,, = 1 e ad = be. A ultima condigao implica no desmem-

bramento de |W¥),, como um produto de dois estados puros |¢p), = 20|0)s + 21|1)s €
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|©)y = wo|0)y + w1|1)s, de forma que

[W)ap = [B)al®)s = (20|0)a + 21[1)a) (wo|0)y + w1 [1)s)
= a\OO}mb + b’01>a,b -+ 0’10>a,b + d’ll)ayb, (275)

onde a = zywy, b = zywy, ¢ = zywy e d = zyw; garantem a igualdade ad = be e refletem a
auséncia de emaranhamento do estado bipartite.
A grandeza C'(|V)) também pode ser analisada em funcao dos autovalores

Sy € Su,. Segundo a Eq. (2.73),

O(W)) = /I— (1~ 255, )% = /T~ (1 25,,)% (2.76)

e, como pudemos constatar, C'(|¥)) = 0 para s,, = 0 ou s,, = 1. Como 0 < s, < 1/2
e 1/2 <'s,, <1, a concorréncia ¢ uma funcao continua situada no intervalo [0, 1], cujo
valor maximo C(|¥)) = 1 ocorre para s,, = S,, = 1/2. Note que a dependéncia de C(|¥))
é diretamente proporcional a s,, e exibe comportamento inverso em relagao a s,,, e, de
fato, a primeira associa¢ao sera valida sempre que C(|W)) estiver expressa em termos do
menor autovalor do sistema sob andlise (Wootters, 1998).

Todas as propriedades demonstradas nesta secao sao validas para sistemas
bipartite cujos estados de base |k)q|k’), possuam dimensio N > 2. Em suma, o sistema
p? admite somente um autovalor nio-nulo e o estado |¥),; serd separdvel se e apenas
se o nimero de Schmidt for igual a um, cenario no qual a concorréncia C(|¥)) é nula.
Do contrario, o estado bipartite estard emaranhado, e, quando o numero de Schmidt
for méaximo e os autovalores do sistema forem idénticos entre si, |¥),, serd um estado

maximamente emaranhado.

2.4 Purificacao

A purificacao de sistemas arbitrarios esta relacionada aos conceitos discu-
tidos na secdo 2.3 sobre a decomposicio de Schmidt. Seja p o sistema de interesse e p?
um sistema independente que serd convenientemente associado ao primeiro. Mostraremos
que é sempre possivel escolher p? de modo que o sistema bipartite resultante seja um
estado puro |¥) e a condicio p? = Trp|¥)(¥| seja satisfeita no processo de purificacdo
de estados qudnticos.

Vimos que a Eq. (2.53) descreve de forma geral um estado puro de dois

qubits como

Na,Np

W) = Z Di|ui)alwi)s, (2.77)

il=1

onde |u;) € Hy e |w;) € Hp. Por sua vez, a Eq. (2.39) apresenta a expressao geral para a
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matriz densidade deste estado dada por

Na,Np Na,Np

p=I0)(W[= Y > DiaDj,(ush ) (gl (wy), (2.78)

Jp=1 l=1

permitindo que p? seja calculado através da expressio

o = T 0)(W]) = 52, oyl (325 o0 Dia Dl ) (g ) ) e
= Zl Zz] Dile;'{,l|ui>aa<uj|~ (2'79)

Se dispusermos de um sistema arbitrario expresso por p = D pis|ui)aa(u;]
e quisermos associd-lo a um vetor de estado |¥) para o qual p? = Trp(|¥)(¥|), basta en-
contrar os coeficientes D;,; e D7, que satisfacam a relagao pg =), D; D3, e, de fato, tal
solugdo sempre existird se Hp possuir dimensao igual ou superior & de H,4 (Benenti et al.,
2007). Comprovaremos esta afirmacdo no proximo exemplo, no qual o sistema p? sera
descrito por um qubit.

Sabendo que os elementos pf} obedecem a relacao

pio = DooDgo + Do1 Dgy, piy = Doo D7y + Dor D7y,
pio = DiwDgy + DuDgy, pty = DigDiy + Dii D5 (2.80)

e que py e piy sempre podem ser descritos como elementos reais através de transforma-
¢Oes unitarias adequadas, escolheremos Dg; = 0 para simplificar o calculo dos elementos

restantes e consideraremos D e Di; como ntimeros reais. Assim, para

Aye _ oA A A | A2
Do = ot D= G =0 ¢M .81
VP Poo
o estado purificado resultante se resume a
A\ A A |1 ,A 2
1) = Sl l0y + L2 1), 10y, + \/ poori 1Pl gy gy, (2.82)
V Poo Poo

Como a escolha dos elementos D;; e D;; nao invalida a relagao pf} =
> DiiDj) a Eq. (2.82) representa um método de purificagao que é vélido para qual-
quer sistema descrito por p?. Quando este tltimo estiver expresso em sua representacio
diagonal p? = > pilui)aa (] = pih|uo)aa(to] + pii|u1)aa(usl, o calculo dos coeficientes
D, e D;,z fica ainda mais simplificado: Dy, = \/pOAO, Dy = /p{ e Doy = D1y = 0. Com

isso, se o tltimos forem redefinidos como piy = po e pi = p1, o estado purificado da Eq.
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(2.82) passa a ser dado por

(W) = v/D0l0)al0)s + V/Pil1)al1)s = Z Vil alu)s, (2.83)

expressao semelhante & apresentada na Eq. (2.52). Como afirmamos no inicio desta se-
¢ao, h4 uma relacao direta entre a decomposicao de Schmidt e a purificagao de estados

quanticos.

2.5 Os Operadores de Kraus

Os operadores de Kraus desempenharao um papel fundamental no desen-
volvimento dos modelos de decoeréncia que apresentaremos nos capitulos seguintes. Ini-
cialmente, suponha que estejamos interessados em descrever um sistema p? que coexiste
sem interagir com p® = |0)4;(0] em algum instante de tempo ty, assumindo a priori que
o tltimo represente o ambiente externo & p?. Se, em um dado momento, um operador
unitario U4 (¢, ) atuar sobre todo o sistema global descrito por p2 = p4 @ |0),,(0], a

dindmica resultante ser& dada por

p—rodf b0
U

10) ——

Figura 2.2: Representacao esquemdtica de um circuito que simula o processo de decoeréncia
sobre um estado de entrada arbitrdrio p.

p P =UphPUT = U(p* @ [0)u(OUT, (2.84)

onde U & a forma contraida de UAP(ty,¢). A Fig. 2.2 ilustra o modelo simplificado de um
circuito que simula a Eq. (2.84) para um estado de entrada arbitrario p.

Observe que a escolha de |0),,(0] ndo acarreta perda de generalidade, pois,
de acordo com a discussao na secao 2.4, o processo de purificacao permite que qualquer
estado possa ser acoplado a uma escolha adequada de um qubit auxiliar onde a associacao
de ambos resulte em um estado puro de dois qubits. Logo, se p? fosse um estado misto,
poderiamos purifica-lo e associar a notagao |0),,(0] ao par resultante.

Como p? ¢ o sistema cuja andlise nos interessa, precisamos saber de que

modo sua dinamica evolui ap6s a acio de U5 (ty,t). Ao computar
pt = Tep(pF) = Tep [U(p" @ [0)u(O0)UT] = Xy o(wil U0}y p* 40U )y, (2.85)

o fisico alemao Karl Kraus (Kraus et al., 1983) atribuiu as notagdes Ej e E,I para a
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expressao ,(w|U|0), e seu respectivo complexo conjugado 4(0|UT|wy)p, compactando a
Eq. (2.85) para

P =" Eup'E] (2.86)
k
ou, de forma explicita,
pAt) =" Eilto,t)p™ (to) Ef(to, ). (2.87)
k

Por este motivo, os termos Ej. e E,Z foram batizados de operadores de Kraus.
O célculo de >, E,ZE]C revela uma das propriedades mais importantes asso-

ciadas aos termos FEj. Como a transformacao U é unitaria,

Y ELE: = (01U wi e (wil U0}, = »(0]UTU0), = ,(0[0), = 1, (2.88)
k k

também conhecida como a Relacao de Completeza para os operadores de Kraus. Outra
caracteristica relevante consiste na preservacdo das propriedades que caracterizam p”
(apresentadas nas Egs. (2.21), (2.22) e (2.23)) ap6s o mapeamento de p'# na transformacao
S:pt—=pA=3 EkpAE,i, visto que

(1) p'# & hermitiano:

<P'A>T _ (Z EM)AE11>T _ Z <E,1>T (pA)TEl]; _ ZEkpAEZ _ p/A; (2.89)

k

(2) a unitariedade do traco é preservada:

Tr (p4) = Tr (X, Bep BL) = 2, Tr (0" Bl )

=Tr (pA Yok E,iEk> =Tr (p?) = 1; (2.90)
(3) p'4 é ndo-negativo:
VP ) 0 =Y (U Ep Bl W) = Y o{@ilp?|@h)a = 0; (2.91)
I k

onde |W), € Hy e | D), = E|T),.

Desta forma, os requisitos necessarios para que um sistema seja classificado como um
. ~ ~ !

operador densidade sdo preservados na conversio de p? para p 4.
As Eqgs. (2.85) e (2.86) revelam que a evolugdo unitaria de um sistema

composto gera uma representacdo via operador-soma que pode ser simplificada com a
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adocao dos operadores de Kraus. Se o raciocinio que leva a Eq. (2.86) for elaborado
no sentido inverso, as propriedades e conclusoes subseqiientes continuarao sendo validas,
como mostraremos a seguir.

Considere um operador de evolu¢ao U que atua sobre os estados |U), e |0),

sob as seguintes hipoteses:

Ul¥)al0)y = Z By W) alwi)y © ELE, =1. (2.92)
k

Note que a agdo de U consiste em transformar o estado inicial |¥),]0), em um estado
emaranhado equivalente a ) |, Fj|V),|wy)p, onde a tnica informacao disponivel sobre os
estados Ej e E,Z é a de que a relacao de completeza E,ZE]C = I da Eq. (2.88) é satisfeita.
Ao calcular o produto escalar ,(¥|,(0|UTU|W¥),|0)s, verificamos que

LT (O[UTT0)al0, = (52, o (Wl (| B ) (52, Bl W) alwi}s)
= (L1 o (WIS EID)a syl ) = 30 UIE] ElW)a = (W) = 15 (2.93)

e, portanto, U é um operador unitario em relagdo ao estado |¥),|0).

Se desejarmos estender esta analise para um operador densidade geral p?,
basta lembrar que o mesmo pode ser representado por p?* = Y. p;|¥;), o(V;], de acordo
com a Eq. (2.12). Assim,

pt="Trp (3, U(p* @ p?)UT)
=Trp (32, Upil Wi)a o (i) (106 5 (ONUT) = Trp (32, pilV[Wi)al 006 o (Wil (O]UT)
= >, o{wil (Zipz-(Zl By Vy)a|wi)s) (Zpa<‘Pi|b<wp|E£)) [wi)s
=300 S Bl W)a o (Wi Ef = 300 3 Br(pil Wida o (i) Ef = 3, EnpEf,  (2.94)

cujo resultado & idéntico ao da Eq. (2.86); logo, p* pode ser mapeado por operadores
que satisfazem as mesmas propriedades obedecidas pelos operadores de Kraus através
da relacdo p4 — Dok EkpAE,:. A seguir, introduziremos um teorema fundamental asso-
ciado a estes operadores que nao serd demonstrado, e, para mais informacoes, consulte
Benenti et al., 2007.

Teorema da representacio de Kraus: Se um mapa S : p?* — p'4 satisfaz as

seguintes propriedades:
(1) & linear: S(p1p™ + p2p®) = p1S(p?) + p2S(p”);
(2) preserva a hermiticidade do sistema;
(3) preserva o trago do sistema;

(4) é completamente positivo;
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entao este mapa possui representacoes via operador-soma e evolugao unitaria (Eqs. (2.86)
e (2.92), respectivamente).

Deste modo, O Teorema da representacao de Kraus garante a validade de
todas as equacoes deduzidas ao longo desta secao quando os requisitos (1 — 4) forem
satisfeitos pelo mapa responsavel pela transicio p?* — p’A contida no espaco composto
Hyp = Hy ® Hp. Para o caso da Eq. (2.92), podemos supor sem perda de generalidade
que ndo havia emaranhamento entre os sistemas p? e p? antes da acdo de S, como
mostraremos a seguir.

Considere o sistema composto de dois qubits pZ = p* @ pP = pA ®@0)4,,(0|
e um operador geral U que atua no espaco H = H, ® Hp, o qual satisfaz os requisitos
estabelecidos pelo Teorema da representacao de Kraus. Se representarmos as matrizes
associadas a estes objetos de forma explicita em funcio do subsistema B, p*® e U podem

ser descritos como

PP = (P30]0)aa (0] + P§110)aa (1] + P15l 1)aa{0] + i 1)aa(1]) © [0)es(0]

[ poo Py | 0 0
Pfo Pfl | 0 0 p? | 0
= - = | = =1=| -1 - e
0 0 | 0o | O
[ 00 | |
A | B
U=A®[0)p0 +B®|0)u(l|l +C|1)n0| + D@ |L)w(l|l=| — | — |,
C | D

(2.95)

onde p, 0, A, B, C e D sdo matrizes 2x2 associadas ao subsistema A (sendo 0 constituida
apenas de elementos nulos). Repare que a representacdo das matrizes p*? e U na Eq.
(2.95) nao segue o ordenamento da base computacional padrao.

Sabendo que a dinamica de p? apés a acdo de U sobre o sistema global é
dada por Trp (Up*UY), entao

A A B pt 0 Al Cf ApAAT ApACT
P :TI‘B :TrB
C D 0 0 B’ DI Cp*AT CpACt
= Ap*AT + CpACT. (2.96)

Por hipotese, U é um operador que se enquadra no Teorema da representacao de Kraus e

satisfaz todos os itens propostos pelo mesmo. Neste caso, o item 3 afirma que a unitarie-
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dade do traco deve ser preservada, e, portanto,

Tr(p") = Tr(p™) = Tr(Ap* AT + Cp*CT)
= Tr(ATAp* + CTCp*) = Tr{(ATA + C'C)p"}; (2.97)

o que implica em ATA + C'C = I (onde I é a matriz Identidade 2x2). Com isso, duas
informagoes importantes surgem desta analise. A primeira é que a Eq. (2.86) implica
que A e C devem ser classificados como operadores de Kraus, e a segunda é decorrente
do resultado fornecido pela Eq. (2.97), ao revelar que dois operadores de Kraus geram o
mapa mais simples possivel associado a transformagoes sobre um tinico qubit (excluindo-se
a hipotese de uma evolugdo unitaria dada por um operador do tipo UTU = I).

Vejamos um outro exemplo que ilustra a aplicacao dos operadores de Kraus.

Seja a transformacao unitaria U dada por
U =cosa(I* @ IP) +isina(oc? @ o?), (2.98)

onde « é um parametro real. Ao longo deste trabalho, transcreveremos vetores e ope-
radores para suas respectivas formas matriciais sempre que tal escolha acarretar uma
simplificacao dos célculos subseqiientes. Assim, a representacao dos produtos tensoriais

I* ® IP e 0! @ 08 na base computacional padrio como

1 0 0O 00 01
01 00 0010
I'®I? = e ot@ol = (2.99)
0010 01 00
0 0 01 1 0 00
possibilita a conversdo de U e UT para as matrizes
CoS & 0 0 18in « CcoS & 0 0 —1sin «
U_ 0 .co'soa i8in a 0 o Ut 0 c'os.a —1sin « 0 .(2.100)
0 isina cosa 0 0 —isina cos
7sin o 0 0 CcoS & —1sin « 0 0 CcoS &

Por sua vez, se considerarmos a escolha usual de p? = |0),(0] e a expressio

mais geral possivel associada a p” como

M:[aﬂ, (2.101)

onde a + d = 1, o estado inicial do sistema global (representado na base computacional
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padrao) sera dado por

a 0 b 0
00 020
A,B A
PP = oA @ [0)u0] = (2.102)
0 d 0
0O 00O
Assim, a aplicacdo do operador U sobre p® gera o estado
a cos? o —1bcos asin « bcos® o —1a cos o sin o
/ 1ccos « sin o dsin® o 1d cos « sin o csin® o
p AP =UptPUT = . . . . ,(2.103)
ccos? o —id cos o sin o d cos® o —jccos asin o
1@ COS (¢ SIN ¢ bsin® o 1b cos v sin «v asin® «

. ’ , ~ /
e sabemos que, se quisermos mapear p 4 apos a transformacio p*? — p 4B, basta com-

/A,B)

putar p 4 = Trg(p ), cujo resultado serd dado por

, acos?a+dsin®a beos? a + esin? a
p A = 2 <92 9 2 (2]‘04)

ccos“a+bsin“a  asin® o + dcos* o

Por outro lado, sejam
COS & 0 0 2 8in o

EQ = e E1 = o (2105)

0 CcoS & 781N o 0
os dois operadores de Kraus obtidos através das expressdes Ey = ,(0|U|0), e By =

»(1|U]0)5. Ao utilizar a representacio via operador-soma para o sistema p”, obtemos

como resultado a relacao

Eop*E} + E\p*El = (2.106)

ccos?a+bsin?a asin®a + dcos? a

acos?a+dsin?a  beos?a + csin® a ]
)

a qual concorda com a Eq. (2.104).
Com este exemplo, encerramos a secao destacando novamente a eficiéncia
atribuida ao uso dos operadores de Kraus e de suas respectivas representacoes para calcular

mapas do tipo p?* — p'4.

2.6 Entropia

O conceito de entropia foi formulado pelo fisico e matematico alemao Ru-
dolph Clausius em 1865 durante o desenvolvimento da teoria de reversibilidade de pro-
cessos termodinamicos ciclicos, e tem sido continuamente aprimorado e empregado em

areas tao diversas quanto Fisica Estatistica, Quimica e Teoria da Informacao. No pri-
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meiro exemplo, a entropia estd relacionada a previsao das propriedades macroscopicas
mais provaveis que um sistema podera apresentar a partir das possiveis configuracoes
assumidas por seus microestados, mas, no segundo exemplo, o conceito de entropia estéi
associado principalmente a estabilidade de arranjos moleculares e reagoes quimicas. Por
sua vez, no ultimo exemplo, utiliza-se a idéia de entropia para quantificar a informa-
¢ao acessivel em processos que envolvam transmissao de informacao, seja esta classica ou
quantica. Nesta secao, apresentaremos as formulacoes de entropia propostas por Shannon
e Von Neumann, incluindo o conceito introduzido pelo tultimo que relaciona a perda de

informacao util em tarefas computacionais a variacao da entropia total do sistema.
2.6.1 A Entropia de Shannon

O matematico, engenheiro e criptografo americano Claude Shannon revolu-
cionou a ciéncia da Teoria da Informacao ao elaborar um algoritmo que nao s6 quantifica
a razao entre a informacao acessivel e o conteido original de uma determinada mensagem
como também fornece o nimero minimo de bits necessarios para a transmissao de qual-
quer mensagem codificada. Com o intuito de formular uma grandeza que expressasse a
ignorancia em relacao a informacao util contida no sistema, Shannon construiu sua fungao
(denominada de entropia) considerando as seguintes premissas, onde p; é a probabilidade

de ocorréncia de uma determinada variavel a;:
(1) S>0;
(2) a entropia de eventos distintos seria acumulativa, ou seja, S(p1,p2) = S(p1) + S(p2);
(3) S(p;) deveria ser monotonica e continua em p;;

(4) S(1) = 0; visto que para p; = 1 nao haveria davida sobre a ocorréncia do estado a;.

Observe que o item 2 sugere que tal grandeza deveria ter uma dependéncia
logaritmica em relacao a p;, enquanto o item 1 impoe a condicao de positividade para S.
Visando atender a todas as premissas e considerando 0 < p; < 1, Shannon concluiu que
S(p;) deveria ser proporcional a —log(p;) e a propria probabilidade atrelada a apari¢ao
do caracter a;. Desse modo, a entropia de um conjunto A = {ay, as,...,a;} para o qual

a; ocorre com probabilidade p; foi definida como

S(P1,P27 cee ,Pk) =N IOgQ(pl) — P2 logz(pQ) — ... Dk 10%2(2%) = - Zle Di 1Og2(pi)a (2-107)

onde S(p1,pa,--.,px) € conhecida como a entropia de Shannon.
O significado da Eq. (2.107) pode ser depreendido de um exemplo simples
para um sistema binério que admita apenas as taxas p; = p e po = 1 — p relativas a

A = {ay,ay}. Considerando lim, oz log,(x) = 0, a entropia S(p1,p2) é dada por

S(p1,p2) = —p1logy(p1) — p2logy(p2) = —plogy(p) — (1 —p)logy(1 —p),  (2.108)
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sendo nula para p = 0 ou p = 1 e méxima para p = 1/2, como mostra a Fig. 2.3. No

S(p)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Y

Figura 2.3: Entropia de Shannon para wm sistema bindrio.
Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007.

primeiro caso, a ocorréncia dos eventos a; e as é Gnica e nao hé ignorancia associada a
presenca destes caracteres. A medida que o valor de p se aproxima de 1/2, a informacao
disponivel para a ocorréncia de a; e ay diminui até se tornar nula para p; = py = 1/2,
cenario em que estes elementos serdo equiprovaveis e S(p1, p2) atinge seu valor méaximo.
Para conjuntos A = {ay,as,...,a;} de dimensdo k > 2, S(p1,p2,...,px) =0se p;=1e
S(p1,p2,---,0k) = —% le logQ(%) = log,(k) para p; = py = -+ = pp = 1/k. Logo, os
valores de S(p1,pa, - .., px) estdo restritos ao intervalo [0, log,(k)].

Em seguida, Shannon considerou uma mensagem composta de N registros

classicos onde cada um conteria um tnico elemento de um conjunto A dado por
A=A{ay,aq,...,ax}, (2.109)

onde a; é uma selecao de [ bits que pode ocorrer com probabilidade p; em cada registro
mas que, em média, encontra-se distribuida ao longo dos N registros com a freqiiéncia
aproximada de Np;. Logo, a probabilidade de uma mensagem de {z1, xo, ...,z } registros

conter uma, distribuicao particular com elementos de A é dada por

p(&?l,I‘Q, . ,JJN) = p(ﬂ?l = ai)p(xg = Clj) .. p(SEN = ah) = PiPj---DPhn (2110)

para cada ordenacao distinta de um total equivalente a

N!
— (2.111)
[Tiz (NVpi)!
uma vez que N! inclui seqiiéncias semelhantes {z1,xs,..., 2N} geradas pela permutagao

de (Np;)! elementos a;.
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Apoés esta andlise, Shannon prosseguiu com a investigacdo do nimero mi-
nimo de caracteres necessarios para a transmissao completa de uma mensagem codificada
em N registros preenchidos com um tnico elemento de A = {ay, as,...,ax} e descobriu
que este valor é dado por NS(p1,pa, ..., pr). Nao provaremos este resultado (que pode ser
encontrado em Cover and Thomas, 2006), mas discutiremos suas implicagdes.

Se calcularmos

NI
log, (W) (2.112)

e recorrermos & aproximacao de Stirling para a qual logy,(N!) = Nlog,(N) — N/In(2) +
O(log,(N)), observaremos que

log, (ﬁ@) = log,(N!) — log, (Hf:l (Npi)!> = logy(N!) = 21, logy(Np;)!
~ Nlogy(N) = 5 = S8, (Npiloga(Npi) — 22

= Nlogy(N) — 25 — Sy Npilogy(N) — S5, Npilogs(pi) + g

= Nlogy(N) — Nlogy(N) — NZle pilogs(pi) = NS(p1,p2, - 0k)-  (2.113)

Desta forma, de acordo com os resultados fornecido pelas Eqs. (2.110) e
(2.111), existem

|
N ~~ ONS(P1p2,Pk) (2.114)
k(Np ) '
Hi:l (Npi)!
combinagoes distintas para uma determinada configuragao dos xq, xs, ..., Ty registros, e,
por conseguinte, cada seqiiéncia particular z}, z,, ..., 2y desta configuracio pode ocorrer

com uma probabilidade condicional igual a

’ ’ ’ ]_ _
(pcond’pini> - p($17 Loy 7xN> - m =2 NS(pl,pg,...,pk)7 (2115)

onde p;,; ¢ dada pela Eq. (2.110). De acordo com Shannon, NS caracteres sao sufici-
entes para identificar estas seqiiéncias, e, portanto, qualquer mensagem que satisfaca as
consideracoes prévias pode ser codificada com este niamero.

A Eq. (2.115) implica que S(p1,pa,...,pr) também pode ser relacionada
aos fatores p(z;): de fato,

/7

— logy (27 NSWrp)) = — T logy{p(a), 29, - ., ay) } = = logy {p(wy)p(2) - . p(xy)}
= S(p1, D2y D) = — % S logy{p(a))}. (2.116)

Exploraremos estes conceitos com mais detalhes no exemplo a seguir.
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Considere uma mensagem com quatro registros {z,xs,x3, 24} que deve
ser codificada da forma mais compacta possivel com caracteres cuja probabilidade de
ocorréncia é conhecida previamente como p; = %, Py = i e p3 = py = é; e seja A =
{a1,as,as,a4} o conjunto destes caracteres. Uma tentativa de solucionar este problema
seria codificar os registros {1, 2, z3, x4} na base computacional {00, 01,10, 11} e utilizar
dois bits por registro para identificd-los. Tal método, contudo, s6 otimizaria a codificacao se
todos os p; fossem iguais, pois, ao calcular a entropia associada ao conjunto A, constatamos

que

! 4
1 1 7
_ ; Z10g2 (4_1) =2 e S(p1,p2,p3,p1) = —;pi log, (p;) = 7 (2.117)

e, portanto, deve existir uma seqiiéncia que exija um ntmero médio de bits por registro
aproximadamente igual a 7/4 ~ 1.75.

Uma solucao efetiva surge quando definimos
a1 =0, a, =00, az =000 e as = 001, (2.118)

onde os respectivos nimeros de bits [; = 1, I, = 2 e I3 = [4 = 3 foram escolhidos de
forma que [; = log(p;). Com isso, sdo necessarios em média menos do que dois bits para
a transmissao da mensagem codificada, uma vez que Z?Zl pil; = 71 = S(p1,p2,p3,p4). De
uma forma geral, salvo o caso em que p; = ps = --- = pg, a codificagdo 6tima ocorre
quando relegamos um numero maior de bits para os elementos a; que possuem a menor
freqiiéncia p;, e assim sucessivamente. Para este exemplo, o nimero médio de bits por

registro coincide com o valor previsto pela entropia de Shannon.
2.6.2 A Entropia de Von Neumann

O matematico hungaro John Von Neumann contribuiu para o surgimento
da Teoria da Informagao Quéantica ao adaptar as idéias desenvolvidas por Shannon para a
analise de sistemas quénticos. Ao propor que um estado p possuiria uma entropia associada

dada por

S(p) = —Tr{plogy(p)}, (2.119)

Von Neumann transpés o conceito sobre a razao entre a informacao 1til disponivel e o
contetido original de uma determinada mensagem (secdo 2.6.1) para a relagdo entre a
pureza de um estado quantico e a estrutura de seu respectivo operador densidade.

Se a decomposicao espectral de p estiver expressa na forma diagonal dada
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por p = SN sy |ti)aa(u], a Bq. (2.119) se traduz em

S(p) = = Xl (unl (0% sl ] ) 1ogy (3200 s, ) (1) )
= 0t S 108 (s, ) ) ) o )

= — Zf\;l Su; 1085(Su;) = S(Suyy Sugs - -+ s Sun )5 (2.120)

e, visto que o calculo do trago é independente da base de estados escolhida, a grandeza S(p)
é equivalente ao calculo da entropia de Shannon para os autovalores do sistema em questao.
Conseqilientemente, a entropia de Von Neumann satisfaz propriedades semelhantes as

discutidas na secao 2.6.1, como
(1) S(p) = 0;
(2) S(p*, p%) = S(p") +S(p");
(3) S(p) é continua em p;
(4) S(p) =0 para s,, = 1, pois — Zf\il Su; 1085 (5y,) = 5u; 10gy(5y,) = 0;
(5) 0<5(p) < logy(N);
(6) S(UpUT) = S(p)

Repare que o resultado do item 5 é idéntico ao limite maximo calculado

para a entropia de Shannon, pois, para 0 < s,, < 1 e s, = Sy, = *+*Suy = %, S =

_1
N

discutidas apos a Eq. (2.19): como o mapeamento de U sobre p preserva seus autovalores,

A log,y(+) = log,(N). J& o item 6 decorre das propriedades de operagdes unitérias
a expressao S(p) = S(Suy, Suy, - - - » Suy ) Dermanece inalterada.
De forma andloga ao exemplo analisado na secao 2.6.1, calcularemos a en-

tropia de Von Neumann para um sistema simples de um qubit. Em sua forma diagonal, p

é representado por

p = pol0)(0] + p1[1)(1] = lzz)o ; ] : (2.121)

onde py e p; s@o os autovalores associados ao sistema. Logo, a entropia S(p) para este

po 0 ] [108“2(190) 0 ])
0 p 0 log,(p1)

D = —pology(po) — p1logy(pr),  (2.122)

modelo equivale a

S(p) = —Tr{plogy(p)} = —Tr (

:_Tr<

cujo resultado coincide com S(pg,p1) e confirma a Eq. (2.120).

Pology(po) 0
0 p1logy(p1)
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Se utilizassemos o qubit da Eq. (2.121) para transmitir uma mensagem entre
duas localidades distintas, obterfamos o mesmo resultado de (2.122) ao substituir este pro-
cedimento por um protocolo classico no qual py e p; seriam as respectivas probabilidades
de um dado receptor obter os bits 0 e 1 (gracas a ortogonalidade dos estados |0) e |1)).
Analisaremos este cendrio no exemplo a seguir ao comparar a rela¢ao entre protocolos

quanticos e classicos para estados nao-ortogonais.

/.6>
DI

>0,

Figura 2.4: Fxemplo de um par estados ndo-ortogonais.
Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007.

Sejam py = p e p; = 1 —p a probabilidade de se obter os respectivos estados

nio-ortogonais |0) e |1) indicados na Fig. 2.4 e dados por
0) = cosf|0) +sinf[1) e |1) = sin0|0) + cosf|1), (2.123)

cujo produto interno <(~)|1> = sin 26 é nulo apenas para 6 = 0. Para este exemplo, conside-
raremos 0 < 6§ < 7/4 sem perda de generalidade. O operador densidade relativo a estes

estados é expresso por

sin? § + p cos 20 sin 260 /2

= p|0)(0| + (1 — p)|1)(1| =
p =pl0)(0] + (1 — p)[1)(1 [ sin 20/2 cos? ) — pcos 20

] C(2.124)

e seus autovalores resultam em

Sup = 3 (1 — /1 —4p(1 — p) cos? 29) e Sy =3 (1 + /1 —4p(1 — p) cos? 29) , (2.125)

cuja respectiva entropia de Von Neumann dada por S(p) = —su, 1085 (Sus) — Suy 1089 (Su,)
esté ilustrada na Fig. 2.5 em funcao de p para diferentes valores de 6.

A analise do grafico revela que S(p) = S(po,p1) se e apenas se § = 0
(condiciio na qual os estados |0) e |1) sdo ortogonais), e que, & medida que o valor deste
angulo aumenta, a entropia do sistema diminui até atingir S(p) = 0 para § = 7/4, cenario
no qual nio ha informacao util transmitida (visto que os estados |0) e |1) ndo podem ser

distinguidos entre si). Por este motivo, ndo existem procedimentos cléssicos que repliquem
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]
2
0.8 - ,
3
0.6 - .
=
n
0.4 4
0.2 - .
5
O L | | L | L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Figura 2.5: Entropia de Von Neumann do operador densidade relativo ao par de estados
ndo-ortogonais |0) e |1) em fungdo de 6. Os respectivos indices de 1 a 5 estio associados aos
valores de 6 = {0; 0.2%; 0.47; 0.67 ¢ 0.8%}.
Fonte: Figura adaptada de Benenti et al., 2007.

a transmissao de estados quanticos nao-ortogonais.

Outra contribuicao de Von Neumann para a Teoria da Informacao Classica
e Quantica baseia-se na estimativa da entropia gerada no momento em que a informagao
de um sistema sofre uma determinada alteragdo (Neumann, 1955). Nao ha mudanca de
entropia quando o processo é reversivel, como na substituicao do valor de um bit apos a
acao de uma porta NOT (Apéndice C). Entretanto, para processos irreversiveis (como o
ato de "apagar"um bit na memoria de um registro classico), a entropia do universo que

circunda o sistema em questao sofre um aumento equivalente a
S =kn(2), (2.126)

onde k =~ 1,38x10"%m? Kg/s*. K ¢ a constante de Boltzmann. Com esta analise, conclui-
mos o estudo da entropia associada a estados classicos e quanticos, e nas proximas secoes

(2.7 e 2.8) discorreremos sobre as propriedades especificas de sistemas emaranhados.

2.7 Concentragao de Emaranhamento

Os avancos tecnologicos introduzidos com a adocao de sistemas quanticos
em tarefas informacionais refletem-se principalmente no aumento da velocidade de proces-
samento de dados e na reducao do niimero total de bits necessérios para a implementacao
de algoritmos especificos, gracas a existéncia de uma propriedade imprescindivel para a
execucao da maioria destas tarefas: o emaranhamento. Neste contexto, uma das condi-
¢oes necessarias para otimizar os principais protocolos de comunicacao quantica ¢ a de que

o emaranhamento entre os estados quanticos utilizados nestes processos deva ser maximo,
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ou, em outras palavras, que os coeficientes de Schmidt destes estados sejam idénticos (se-
¢ao 2.3). Para sistemas bipartite, existem quatro combinagoes possiveis que se enquadram
nesta condicao:

(@) = B o) = O o) = BUHI0 ) — BUZRO (9197

onde o conjunto de estados |®T), |®7), |UT) e |¥~) foi denominado de base de Bell
em homenagem as contribuigoes do fisico irlandés John. S. Bell, também conhecido pelo
teorema da desigualdade de Bell (Bell et al., 1964). Note que qualquer estado de dois
qubits maximamente emaranhado pode ser equivalente a um dos quatro estados da Eq.
2.127 a menos de uma fase global ou transformacoes unitérias locais.

Todavia, o equilibrio entre o emaranhamento destes coeficientes é extre-
mamente dificil de ser mantido em sistemas reais para escalas de tempo da ordem de
milissegundos, e estes, caso nao sejam transformados em estados mistos, sofrem altera-
¢oes que reduzem o grau de emaranhamento destes sistemas (Li et al., 2000). Um exemplo

deste caso ocorre na transigao do estado |®*) para

1 n
—— + —|11
V1+n? \/1+n2|

onde o parametro 0 < n < 1 indica que |®;7) é um estado parcialmente emaranhado. Re-

|@7) — [Py) =

100) ), (2.128)

pare que a condi¢ao n &~ 1 aproxima os coeficientes dos estados [00) e |11) e contribui para
o limite |®}) ~ |®T), e que, & medida que os valores de n decrescem, o emaranhamento
entre estes estados diminui e [®;7) se aproxima de |00). Observe ainda que a generalidade
da Eq. (2.128) é independente do parametro n: estados para os quais os coeficientes asso-
ciados a |11) s@o superiores aos do estado |00) podem ser obtidos aplicando-se uma porta
NOT (Apéndice C) em cada qubit de |D;).

Gracas a fragilidade associada ao emaranhamento destes sistemas e a neces-
sidade de executar os principais protocolos de transmissao de informacao de modo fiel a
sua formulacao original, fez-se necessario o desenvolvimento de métodos que convertessem
estados parcialmente emaranhados em algum dos estados da Eq. (2.127). Com este in-
tuito, apresentaremos nesta secao o procedimento da destilacao de qubits, e mostraremos
como converter sistemas semelhantes aos da Eq. (2.128) em estados maximamente ema-
ranhados. Antes de prosseguir, é necessario ressaltar que a substitui¢ao do parametro n
por coeficientes complexos nao altera o resultado das probabilidades calculadas a seguir.

Sob estas consideragoes, os qubits do estado que sera destilado expresso por

‘(I)+>2 s = |OO>2’3 n\11>273

_ 2.129
Vi+n2 V1+n2 ( )

serao indicados pelos indices 2 e 3 e, paralelamente, introduziremos um qubit auxiliar



2.7 CONCENTRACAO DE EMARANHAMENTO 37

associado ao indice 1 com coeficientes semelhantes aos de |®;7) 5 descrito por

0)1 n|1);

o0 = Vi+nZ V1+n?

(2.130)

Conseqiientemente, existird um sistema global |U); 53 formado pelo produto tensorial
entre [¢); e |®)a 5 tal que

[W)125 = [0 )23 = (7552) (10)1 +n[1)1)(|00)23 +n[11)25)
= (1+n2) |000 1,2,3 +n]011>123 +n|100>123 —|—n2|111>123 (2131)

Em seguida, podemos submeter os qubits 1 e 2 a acao de uma porta Cnori 2

(Apéndice C) de forma que
Cnori2|¥)123 = ﬁ {1000} 23 + n|011)1 23 + n|110)1 23 + n?|101)1 25} (2.132)

e reescrever o estado global |U); 53 como |U)s; 3. Com isso, permitimos que o mesmo
possa ser expresso como a soma de um produto entre os estados separaveis do sistema 2

e o novo par emaranhado formado pelos qubits 1 e 3 dado por

‘\Ij>271,3 = ﬁ {‘000>27173 + TL‘].O].>27173 + n\110>2 1,3 + n2\011>2 1 3}

= \/11J:;7;4|()>2 X (ﬁ|00>173 + \/%Hl)l’g) + 1+n2 |1>2 & <f’01>1 3+ \f|10>1 3) (2133)

Logo, se o subsistema 2 for medido na base computacional, o estado

)23 + Jo3 = [UF)a3 (2.134)

1 1
—101 —110
Vel Vel

pode ser obtido com probabilidade igual a

2
2 2n?

1 +n? (14 n2)?

caso a medicdo provoque o colapso deste subsistema para o estado |1)o. Note que Py, é
nula para n = 0 e maxima para n = 1.

E importante ressaltar que é possivel reverter o processo de destilacio para
gerar um estado imperfeito a partir de um par de qubits maximamente emaranhado, e
que o limite maximo previsto para a probabilidade de sucesso de destilacao em sistemas
bipartite emaranhados (Vidal, 1999) ¢ dado por Py, = 2n%/1+n? (cujo resultado ¢
superior ao obtido na Eq. (2.135) para 0 <n < 1).

Para encerrar, discorreremos brevemente sobre a relacao existente entre a

destilacao de estados emaranhados e a entropia de Von Neumann. Se [. é o numero
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minimo de estados idénticos aos da Eq. (2.128) que podem ser obtidos a partir de N
estados perfeitamente emaranhados e [~ é o niimero méaximo de estados da base de Bell

que podem ser destilados em um total de N copias de |®;),;, entao
1 .1
lim = = lim = = S(p?) = 5(p°) = E(|Y)ap), (2.136)

onde a grandeza E(|1)),) € [0, 1] é denominada de emaranhamento de formagao de um es-
tado puro bipartite. Neste caso, os respectivos valores minimo e maximo de E(|1)), ) ocor-
rem para estados separaveis e pares de qubits maximamente emaranhados (Benenti et al.,
2007). Mostraremos nos capitulos seguintes que a extensao desta analise para estados mis-
tos nao ¢é trivial, uma vez que a complexidade do emaranhamento e de suas propriedades
em sistemas deste tipo exige uma compreensao maior do que a necessaria para a analise

de estados puros.

2.8 Separabilidade

Retomaremos a discussao abordada nas secoes 2.3 e 2.7 para analisar méto-
dos que permitem distinguir estados separaveis de sistemas quanticos emaranhados. Dado
um sistema bipartite composto de dois subsistemas independentes A e B e contido em

Hyp = Hj® Hp, dizemos que ele é separavel se existir uma representacao equivalente a
(W)ap = e @ |6 (2.137)

se o sistema for descrito por um estado puro ou
PP =" prlpft @ pf) (2.138)
k

quando p8 for um estado misto, onde p, > 0e > pp = 1.

Sistemas desta natureza sempre satisfazem a desigualdade de Bell e podem
ser criados via operacgoes locais e comunicacao classica, e determinar se um dado estado
misto possui decomposicdo semelhante a Eq. (2.138) ndo é uma tarefa trivial para a
maioria dos casos. Felizmente, o fisico israelita Asher Peres (considerado um dos primeiros
a mesclar a Mecanica Quantica com a Teoria da Relatividade e um dos pioneiros na Teoria
da Informacao Quéntica) desenvolveu um método pratico que dispensa tal investigagao.

Considere um sistema p¥ e uma base ortonormal |u;)|w;) contida no espago

composto Hy p = Hy ® Hp, onde o elemento de matriz pfl’ﬁp é dado por
A,B ,
Pitjp = (sl (wil p ™) [wy) (2.139)

Visto que os autovalores de qualquer matriz densidade sao nao-negativos e supondo que
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pB seja expressa pela Eq. (2.138), Peres observou que a matriz

()" = e { (o) @ ol (2.140)

também deveria ser separavel, onde os elementos

{(p™"P)} P (2.141)

ilip pj,l;i7p

ABYTa g30 fruto da transposicio dos coeficientes de pA® em

que compoOem a matriz (p
relacao aos projetores |u;)(u;| e |u;)(u;| atrelados ao subsistema A. Logo, a existéncia de
pelo menos um autovalor negativo para a matriz da Eq. (2.140) implicaria que p® nao
seria separavel, e que, portanto, o sistema estaria emaranhado.

Mostraremos um exemplo com a aplicacao do critério de Peres para o estado

de Werner dado por

1
ptP = il P)IYP  p|U ) 0p ap (T, (2.142)

onde 458

¢ a matriz Identidade associada ao espaco Ha g, |V )4, pertence a base de
Bell apresentada na Eq. (2.127) e 0 < p < 1. A representacao matricial de p® na base
computacional padrao e sua matriz transposta em relacao ao subsistema A sao dadas

respectivamente por

1—

1—
7T 0 0 0 7T 0 0 =3
0o 42 2 o X2 0 0
AB __ 4 2 A,B\Ta __ 4
P - 1+ e (p ) - 1+ ) (2143)
0 -5 &5 0 0 0 = 0
000 500
onde os autovalores da tltima sao iguais a s,, = % € Sy, = Suy = Suz = # > 0. Como

Sup < 0 para 1/3 < p < 1, concluimos que o estado de Werner esta emaranhado.

Aliado as contribui¢oes de Horodecki (Peres, 1996, Horodecki et al., 1996),
demonstrou-se que o critério de Peres consolida-se como condi¢ao necessaria e suficiente
para determinar a separabilidade de estados mistos em sistemas de dimensoes 2x2 e 2x3.
Ha sistemas com dimensoes superiores chamados de estados emaranhados ligados (bound
entangled states) que ndo podem ser destilados via operagoes locais e comunicagao classica
e cujas matrizes densidade parcialmente transpostas nao possuem autovalores negativos.
Para estes estados, o critério de Peres obviamente falha; todavia, sua abrangéncia nao
deve ser subestimada, visto que existem estados emaranhados que sao detectados por este

critério e que nao violam a desigualdade de Bell.
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2.9 Decoeréncia

Uma das principais caracteristicas que distingue a Mecanica Quantica da
Mecanica Classica é o fato de um sistema quantico poder se apresentar como uma su-
perposicao de estados ortogonais, os quais, por sua vez, estao associados a resultados

especificos de medidas de grandezas fisicas. Se p & um operador densidade tal que

ﬁ:kwmwn+wmwuh:[%'|;2r (2.141)

onde |a|> + |B]> = 1 e {a, B} # 0, é possivel gerar amostras que contenham apenas os
estados |0) e |1) distribuidos com as respectivas freqiiéncias |a|? e |8]* sem que ocorra su-
perposicao entre os mesmos; logo, sistemas mistos podem ser relacionados a configuracoes
especificas de estados classicos que sao descritos por misturas estatisticas. Entretanto, se
|0) e |1) sao estados ortogonais associados a autovalores reais, ndo ha modo de reproduzir

o estado

) = al0) + B[1) (2.145)

empregando somente conceitos classicos, e, portanto, estados puros como o da Eq. (2.145)
sao essencialmente quanticos.

Os elementos que nao pertencem a diagonal principal da matriz de um
operador densidade sao denominados de termos de coeréncia (ou termos coerentes), e sua
estrutura auxilia a identificar o carater quantico do sistema em questao. Note que a adicao
dos fatores (a3*)|0)(1] e (a*3)[1)(0] & Eq. (2.144) reconstréi a superposi¢ao «|0) + 5]1) e

recupera o estado [¢), visto que

o* aB

o' |

]=4M®+ﬁHDmWN+WﬂD=WNM- (2.146)

A Eq. (2.146) revela que a pureza de um sistema depende diretamente da
presenca e da forma pela qual se apresentam os termos coerentes. A medida que a magni-
tude destes elementos se aproxima de zero, o sistema tende a assumir as caracteristicas de
um estado completamente misto, e, no cenério particular em que estes termos sao nulos,
;) (uil,

onde p é uma mistura estatistica que pode ser utilizada para descrever um conjunto de

sempre existird uma representacao diagonal para este sistema dada por p = s,,

estados classicos u; distribuidos com freqiiéncia s,, .

Quando um sistema puro interage com um meio externo e as informacgoes
relativas ao estado [¢) sdo expostas a este meio, ocorre um fenémeno que afeta o estado
global no qual este sistema esta inserido e destroi a pureza da funcao de onda original:

a decoeréncia. Por este motivo, dedicaremos esta secao a andlise dos principais tipos
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de mapas associados ao fenémeno responsavel pela supressao do carater quantico de sis-
temas puros, e, neste contexto, o modelo mais simples que se enquadra nesta categoria
manifesta-se na interacao entre dois qubits através de uma porta Cyor (Apéndice C),

como mostraremos a seguir.

Figura 2.6: Representacao esquemdtica de um circuito que simula o processo de decoeréncia
mais simples possivel que pode atuar sobre um estado de entrada arbitrdrio p: a porta Cnor, , -
O circulo preenchido no qubit de controle denota que a ativacao da porta ocorre quando o ’
estado de entrada € igual a |1).

Seja 1Y), = a|0), + B|1)s € Ha o sistema de interesse e considere um
ambiente descrito por |0), € Hp (se¢oes 2.4 e 2.5) tal que o estado global |¥);uicia Seja
dado por

|\Ij>inicial = W])a ® |O>b = (a|0>a + ﬁ|1>a)|0>b = a|00>a,b + B|01>a,b' (2~147)

Se o mecanismo que representa a acao de uma porta Cyor,, (ilustrado na Fig. (2.6))
operar sobre |W);.icia, 0 par de qubits inicialmente independentes passa a existir sob a

forma nao separéavel dada por
V) finat = ]00)a,6 + B|11) 4, (2.148)

onde |VU) fina € H = Hy ® Hp é um estado puro emaranhado cujo operador densidade é

descrito por

prinat = |*|00)a 0 (00] + (3)[00)ap ap (11| + (@ B)[11)ap ap(00] + [BI*[11)ap ap(11]

laf> 0 0 apB*
0 00 O
- . (2.149)
0O 00 O
a*f 0 0 [Bf

Ao investigar o mapa p?* — p'# implicito na Eq. (2.149), constatamos que

pA="Trp (prma) = (I* ®4{0]) prina (I* @ |0)s) + (14 @ (1]) prina (14 @ 1))

= [a?|0)aa (0 + [B*[1)aa(l] = o 0] (2.150)
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é um estado misto, e que, portanto, a pureza relativa a |¢), foi destruida. O mesmo pode

ser afirmado para o subsistema B, uma vez que o operador

P/B - TrA (pfinal) - (a<0| 0%y IB) /Ofinal (|0>a ® ]B) + (a<1| 0%y IB) pfinal (|1>a ® ]B)

= P I0)u{0] + 18111 = [ Vo ] (2151)

¢ matematicamente idéntico a p’A. Por este motivo, uma outra maneira de interpretar o
conceito de decoeréncia seria associa-lo a uma evolugao unitaria que provoca a interacao
entre sistemas quanticos inicialmente isolados, reduzindo a pureza individual de cada
subsistema deste conjunto para gerar um estado global emaranhado.

Quando a transformacao que rege a dinamica do sistema nao for conhecida

a priort, o estado
a1 ,
pt= 5(] +7r.0) (2.152)

e suas respectivas coordenadas na esfera de Bloch

!

7 =2,y 2) (2.153)

apresentadas nas Eqs. (2.32) e (2.35) podem ser obtidos através de um mapa linear gerado

por matrizes de rotacao M e deslocamento A tal que

/

x My My M x A,
7/ = M? + A = y/ = M21 M22 M23 Yy + Ay . (2154)
/ M3y Msy Mss z A,

Neste caso, a configuracio do sistema p “ passa a depender nio s6 das coordenadas de 7
como também dos elementos Mj; e A;.

Ao longo desta se¢ao, mostraremos que a relagao (2.154) pode ser analisada
através de dois tipos de abordagens distintas para que x', y e 2’ sejam expressos somente
em funcao das coordenadas analogas de 7 na primeira, M, e A; serao construidos a
partir dos coeficientes implicitos nos operadores de Kraus, e na segunda estimaremos estes
elementos através de realizacoes experimentais especificas.

Inicialmente, suponha que o mecanismo de decoeréncia possa ser modelado

por uma representacao via operador-soma (se¢ao 2.5) como

pr=S(p") =) EwpEj, (2.155)
k

onde os termos Ej, sao os operadores de Kraus sujeitos ao vinculo ), E,iEk = I. Se estes
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termos forem expressos em fungao das matrizes de Pauli (Eq. (A.41)), a relacao

3
Ek = Z apo; + bk] (2156)

=1

onde 01 = 0,, 03 = 0y € 03 = 0, permite que as matrizes M e A sejam construidas em

fungao dos coeficientes ay; e by, como (Benenti et al., 2007)

My =370, [alja7k + aj;ak + <|bz|2 -3 |azp|2> Nje+i Y0 €xp (biaiy, — b?alp)}
e Ay =203 mAki, (2.157)

Neste caso, 7 passa a depender apenas das coordenadas de 7 na Eq. (2.154).
Quando nao ha meios de se obter informagoes sobre ay; e by na Eq. (2.156), os
elementos M;, e A; devem ser calculados através de medidas experimentais. Ao comparar

os coeficientes associados as duas representacoes padrao de p? (Egs. (2.33) e (2.146)) em

1 s 2 *
troa—iy | _ | altaft (2.158)
r+iy 1—z a* B |B)”?

1
A:_
P=3

observamos que as coordenadas de 7 relacionam-se aos termos « e [ como
1 5 1 5 1 . .
Stz =laP, S(1-2)= 18P e S(r—iy) = (af)" (2159)

Desse modo, se orientagoes especificas do estado [¢)), forem enviadas em nimero suficiente
para que o resultado das medidas de 7 pertenca a uma distribuicao estatistica confia-
vel, Mj, e Aj surgem como solucoes do sistema de equagoes condicionado a escolha dos
coeficientes iniciais o e 5. Como veremos a seguir, estas relacoes podem ser simplificadas
se definirmos |¢)), como um vetor situado em algum eixos cartesianos da esfera de Bloch.

Suponha que a fun¢do de onda esteja alinhada na diregao do eixo r = (0,0, 2)

em duas configuracoes possiveis:

(1) [)a=10) > a=1ecB=0= (@)= () =0, () =1
Mz +c, = (33/)1;
Mas + ¢, = (¥ )1; (2.160)

’

Mss + ¢, = (2 )1.

2) [Wa=1)=a=0e B=1= ()= (y)2=0, (2)2=—1c¢
~Myz+cp = (2)s;
~Maz +cy = (y ) (2.161)

/

—M33 + C, = (Z )2.
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De imediato, a resolugao dos sistemas (2.160) e (2.161) fornece as trés com-
ponentes do vetor ¢ e os elementos da primeira coluna da matriz M. Se |¢), for enviado

sobre os eixos r = (1,0,0) e r = (0,1,0) tal que

(3) [)a=50)+ 1) =a=F=F=(x)s=1(ys=(2)5=0¢

— My + ¢, = (¥ )s; (2.162)

— Mg + ¢ = (24
_M22 + Cy — (y/)4; (2163)

—Msy+c, = (2 )y

os seis elementos restantes que compoem M surgem como solugao do novo par de sistemas
lineares gerados pelas hipoteses (3) e (4). Com isso, as incognitas 2', y' e 2 podem ser
obtidas através da Eq. (2.154) para qualquer condicdo inicial {z, v, 2}, permitindo que p'4

seja determinado como

pA = (2.164)

1
2

1+2 o —iy
¢4y 1-2 |

de acordo com a Eq. (2.152).

De uma forma geral, o mecanismo dos mapas de decoeréncia é mais avancado
do que o do exemplo para o modelo Cyor, € a acao do ambiente é fruto de uma interacao
complexa com o sistema inicial p#. Contudo, mostramos na Eq. (A.42) que os operadores
de Pauli e a matriz Identidade formam um conjunto linearmente independente de matrizes
2x2 e que as mesmas podem ser combinadas para descrever qualquer mapa unitario que
atue sobre um sistema de dois niveis, como mostra a Fig. (2.7). Se quisermos incluir estes
operadores em uma transformacao arbitraria geral, o resultado do traco sobre os estados
de base do sistema ambiente implicito no estado global deve ser igual & soma de quatro
elementos distintos, e, por isso, a matriz associada ao operador densidade do ambiente
deve possuir dimensao 4x4.

Assim, podemos imaginar que este subsistema seja formado por um par de

qubits como
| DY = |00)p . + B]01)pe + ¥|10)pc + 6|11y, (2.165)

onde |al?+|8]%+ |v[*+]d|* = 1. Logo, seu respectivo operador densidade e o estado inicial
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Figura 2.7: Representacao esquemdtica de um circuito que simula o processo completo de
decoeréncia sobre um qubit arbitrdrio p. Os circulos vazios e preenchidos denotam que a
atwagao das portas o5, oy € 0, ocorre quando os estados dos qubits de controle sao

respectivamente iguais a |00), |01) e |10).

do sistema global corresponderao respectivamente a

pB,C = |CI)>b,c b,c<q)|
= |04‘2|00>b,c b,c<00| + |ﬁ|2|01>b,c b,c<01| + |7|2|10>b,c b7c<10| + |5|2|11>b,c b,c<11| + ...

LR
2 (2.166)
0]
|af?p?
|3]2 ot ..
€ Pinicial = PB’C X pA = o o |/y|2pA , (2167)
[6[2p"
onde p? é o sistema de interesse e - - - indicam elementos fora da diagonal principal.
Por sua vez, se o mapa da evolugao que atua sobre todo o sistema for

expresso em funcdo dos estados de base do subsistema {B,C}, a matriz UB%4 deve

conter os elementos o; e I de forma que

dA 0 0 0
0 o2 0 0

UBCA — . on o | (2.168)
0 0 0 IA

0i), o estado final do

e, considerando a hermiticidade dos operadores de Pauli (0T
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sistema global serd equivalente a

__77B,C,A B,C,A
Pfinal = U pinicialUT

|2AAA

lafotpio

A A_A
_ o [BF ey pla, o o (2.169)
. L 2o pAad .

0]2p"
Neste caso, a analise do mapa

p*=S(p") = Trpe (pfinat)

= laPofotod + |BPopo o + hPodptod + EINAIY  (2170)
revela que os operadores o' e I estdo atrelados aos coeficientes do estado inicial do
subsistema B,C na Eq. (2.165). Como o médulo quadratico destes coeficientes indica
a probabilidade de ocorréncia dos mesmos, p”* pode ser submetido a uma determinada,
operagao sempre que o respectivo coeficiente associado a mesma na Eq. (2.170) for nao-
nulo. Repare que a semelhanca desta equagao com a representacao via operador-soma da
Eq. (2.86) possibilita a defini¢ao de

Ey = |6|I*, Ey=|alo?, B, = |5|02’!4 e By = |ylod, (2.171)

permitindo que os operadores de Kraus sejam associados ao mapa mais geral possivel para
descrever decoeréncias arbitrarias que atuam sobre um qubit.
Se expandirmos as matrizes da Eq. (2.170) em func¢ao de seus parametros

internos como

pA:% 1—5—'2 T —1y ’ crpramA:% 1—2 x4y
r4+iy 1—=z r—1wy 1+=z
1— —(x+i 1 -
oAphah = 1 S L B T o B A LA L IO R T o)
—(x —iy) 1+z2 —(z + iy) 1—2

a condi¢io |§|> = 1 — |a|? — |B|? — |y|? implica que p'* equivale a

N { (ol + 1821 —2) + (WP + 16 A+2) (ol = BR)( + iy) + (= |72 + [0]?) (= — iy) }

21 (el = 18P) (@ —iy) + (= |y + 62z +ay) (ol + B2+ 2) + (v +162)(1 - 2)

J{ 1+ {1 2(jaf* + 8]} = Uquwmwmhmw+%m}
2L {1 =208+ WY +i{1—2(jal> + 72}y 1—{1—2(a2 +|8P)} = ’

(2.173)

’ / ’ ~ . ~
e revela que x , y e z podem ser expressos como transformacoes lineares dos parametros
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analogos em p? antes da acdo de UP“4. Logo, as relacoes
o ={1=2(18 + P}y = {1=2(aP + )}y e 2" ={1-2(la* + |81} 2 (2.174)

nao s6 quantificam a contracao que os respectivos eixos cartesianos da esfera de Bloch
sofrem apds a modificacao do sistema de interesse como também descrevem todos os tipos
de decoeréncia existentes que atuam sobre um qubit, de forma semelhante a Eq. (2.171).

Nos topicos a seguir, destacaremos os modelos mais relevantes associados

aos mapas descritos pela Eq. (2.170).
2.9.1 Inversao de Bit

O primeiro modelo a ser analisado serd o do mapa conhecido como Inversao
de Bit. Vimos no Apéndice A que os autovalores dos operadores de Pauli possuem modulo
unitario e mostramos no Apéndice C que estes operadores podem sem empregados para
simular operagoes logicas sobre qubits. Por ora, basta dizer que os autoestados |+) e |—)

do operador o, podem ser decompostos como

(10) = 1)), (2.175)

N | —

(10) +11) e |-) =

N | —

+) =

onde o,|+) = |+), 0.|]—) = —|—) e |[0) e |1) sdo os autoestados do operador o, tal que
2,10) = 1) ¢ 7,[1) = [0).

Neste exemplo, a acao de o, sobre estes estados é equivalente & operacao
classica de inversao de bit efetuada pela porta logica NOT. Para || = |y| = 0 na Eq.

(2.170), o sistema de interesse se reduz a
Pt =S(p") = ool ptol +1612p", (2.176)

onde |a|? e |6]? sdao as respectivas probabilidades de p? sofrer a acdo do operador o,
ou de permanecer inalterado. Se reescrevermos estes coeficientes em funcao de um tnico

parametro 0 < p < 1 tal que |a|> =pe 6> =1 —p, a Eq. (2.174) se resume a

’

=z, y=01-2p)y e 2z =(1-2p)z, (2.177)
e a representacao dos operadores de Kraus em (2.171) resulta em

By=(VI=p) 1" ¢ By = (Vp)ol, (2.178)

A

4 e I* podem atuar sobre p* com probabilidades respectivamente

comprovando que o
iguaisapel—p.
A Eq. (2.177) e a Fig (2.8) mostram que a coordenada x ¢ a tnica que

néo sofre contracdo com a transformacao induzida pelo mapeamento p* — p'4. De fato,
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quando p* for semelhante a algum dos autoestados de o, e visto que o, |+)(+]o, = |+){+],
oo|=Y—=|o. = |=){(=| e |a]* +|§]* = 1, a Eq. (2.176) prediz que

S(|+>aa< + |) = |+>aa< + | e S(|_>aa< - |) = |_>aa< - |a (2179)

UBCA njo afeta sistemas orientados sobre o eixo x. Ao

e que, portanto, a transformacao
mesmo tempo, a Eq. (2.177) revela que as coordenadas y e z sofrem contracoes idénticas
geradas pelo fator (1 — 2p), e, por conseguinte, o modelo de Inversao de Bit restringe o
mapeamento da esfera de Bloch a um elipsoide situado sobre o eixo x para p € |0, 1[, como

ilustra a Fig (2.8) para p = 0.3. Note ainda que a condi¢do p = 0 reproduz o instante

Figura 2.8: Efeito do mapa de Inversio de Bit na esfera de Bloch para p=0.5.
Apenas o eizo x ndo sofre contragdo.
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.

em que nao h& decoeréncia atuando sobre o sistema, enquanto que em p = 1 o estado
original p? ¢ submetido apenas a acio do operador o, e, tal qual em um cenario classico,
o mesmo pode ser recuperado apoés a aplicacao de uma segunda operagao de inversao de
bit.

Por sua vez, configuragoes intermediarias do pardmetro p na Eq. (2.176)

sempre geram estados mistos, pois

(0 )2 = (p)?o(p*) o + (p)(1 — p)olproitp® + (p)(1 — p)ptodptod + (1 — p)*(p?)?
= Tr(p*)? = (p)*Tr{(p*)?co} + 2(p)(1 — p)Tr(poipof) + (1 — p)*Tr(p*)?
= (1= 2p+2p")Tr(p?)* + 2(p)(1 — p) Tx(p?oy phay))?, (2180)

de onde depreende-se que p'# seria um estado puro apenas se a condicdo (secao 2.2)
Tr(p?)? = Tr(ptoplod)? = 1= Tr(p )2 =1 -2p+ 20 + 2p— 20 =1 (2.181)

fosse satisfeita.
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Embora nao haja restricao quanto a pureza do sistema inicial que impeca a
hipotese Tr(p?)? = 1, o produto dos termos p? e o' pot explicitados na Eq. (2.172) gera
estados como pofptod para os quais Tr(p?opto)? < 1, e, portanto, Tr(p4)? < 1.
Obtém-se conclusdo idéntica com a andlise do raio 7 associado aos coeficientes da Eq.

(2.177) para | 7| = /()2 + ()2 + ()2, visto que | 7’| < 1 para 0 < p < 1. Argumento

analogo prova que os modelos de Inversao de Fase e Inversao de Bit e Fase geram estados
mistos para p # {0, 1}.
2.9.2 Inversao de Fase

As conclusoes obtidas para o modelo de Inversao de Bit podem ser esten-
didas para o mapa de Inversao de Fase com a simples permutacao dos eixos x e z e seus
respectivos coeficientes na Eq. (2.176). Assim, considerando que os autoestados de o, for-

mam a base computacional padrao e obedecem a relacao 0.|0) = |0) e 0.|1) = —|1), a

escolha de o = f = 0 na Eq. (2.170) gera o estado misto
pt=S(p") = hPolptol + (60", (2.182)
onde a parametrizacao de |y|> = p e |0]> = 1 — p define as coordenadas
g =01=2p)x, Yy =(1—-2p)y e 2 =2 (2.183)
e permite a construcao do par de operadores de Kraus dados por

By = (ﬂ) I e By = (yp) ol (2.184)

De forma analoga ao modelo de Inversao de Bit, as probabilidades de o sistema inicial
sofrer inversao de fase ou de permanecer inalterado sao respectivamente iguais a pe 1 —p.
Conforme o esperado, a Eq. (2.183) estabelece que apenas o eixo z é pre-

servado na transformacao p* — p'4, ilustrada na Fig. (2.9) para p = 0.3. As relagoes
5(10)aa(0]) = 10)aa(0l € S([1)aa(l]) = [1)aa(l] (2.185)

também confirmam a invariancia de S(p”) para os autoestados de o, e, do mesmo modo,
enquanto a condicdo p = 0 reflete a auséncia de decoeréncia em p'4, sua configuracao em
p = 1 permite que o sistema original seja recuperado com uma nova aplicagao da operacao
0.. Obviamente, tal cendrio nao pode ser reproduzido para estados classicos, uma vez que

estes ultimos ndo exibem fatores de fase do tipo e para 6 # 0.
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Figura 2.9: Efeito do mapa de Inversio de Fase na esfera de Bloch para p=0.3.
Apenas o eizo z ndo sofre contragao.
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.

2.9.3 Inversao de Bit e Fase

O modelo de Inversao de Bit e Fase é obtido da Eq. (2.170) para o = v = 0,

cujo mapa
pt=S(p") = 1Bloy p’oy + 160" (2.186)

corresponde a acao dos operadores 05‘ e I associados as respectivas probabilidades |3]? =

p e |0]> = 1 — p. Por sua vez, os operadores de Kraus sao expressos como

By = <\/1Tp> I* e By = (vp) ol (2.187)

. ~ . ~ ~ /
e, assim como nos modelos de Inversdo de Bit e Inversao de Fase, a transformacao p? — p 4
afeta apenas dois dos eixos cartesianos representados na esfera de Bloch. Como previsto,
~ . / ~
a Eq. (2.174) garante a preservacdo do eixo y, uma vez que as coordenadas de p 4 sdo

dadas por
g =01-2p)x, Yy =y e 2z =(1—2p)z, (2.188)

cuja transformagao encontra-se representada na Fig. (2.10) para p = 0.3.
Como os autoestados |®) e |®) de o, podem ser expressos em fungao de |0)
e |1) segundo as relagoes
|®) =

(10) +:]1)) e [©) = 5 (10) —i[1)), (2.189)

DN | —
DN | —
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Figura 2.10: Efeito do mapa de Inversiao de Bit e Fase na esfera de Bloch para p=0.3.
Apenas o eizo y nao sofre contragao.
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.

para as quais 0,|®) = |®) e 0,|®) = —|®), 0 mapa
S(|®>aa< ® |> - ‘®>aa< ® | € S<|®>aa< © |> = |®>aa< © | (2'190)

também confirma a Eq. (2.188). Tal qual nos modelos precedentes, a transformacao S(p?)
efetuada para p = 1 permite que uma nova aplicagao de o, restaure o sistema inicial, e,
de forma semelhante ao argumento utilizado para o modelo de Inversao de Fase, o mapa

de Inversao de Bit e Fase nao possui correspondentes cléssicos.
2.9.4 Despolarizagao

O processo de Despolarizagao é um fenémeno no qual o sistema ambiente

induz p” para o estado misto p“ segundo a relacio

§h = S0 = () + (1-p) ", (2.191)

onde 0 < p < 1, indicando que ha uma probabilidade nao-nula dada por 1 — p de o
sistema inicial ndo sofrer nenhum tipo de decoeréncia e p de p? ser transformado no estado
completamente misto dado por I/2; cenario no qual o sistema encontra-se despolarizado
(secao 2.2).

A Eq. (2.191) sugere que o mapa de Despolarizagao inclui de forma eqiii-
tativa as transformacoes associadas aos modelos de Inversao de Bit, Inversao de Fase e
Inversao de Bit e Fase, uma vez que o estado final nao apresenta qualquer informacao

relativa aos operadores de Pauli. De fato, visto que

oypto, o pto) +olptol + pt
4

A A_A A A _A A A _A
I
3 (2.192)
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segundo a Eq. (2.172), a transformagao dada por S(p?) também pode ser descrita como
P = S = (2) odphod + (2) ofphof + (2) odptod + (1 2) oA, (2199

ou, de forma mais compacta,

ph=5(p") = (%) applol + (%) o, 0oy + (%) ol plol + (1 - p/> P, (2.194)
parap =3p/de0<p < 3/4.
Assim, de acordo com a Eq. (2.193), o conjunto dos operadores de Kraus

para o modelo de despolarizacao é descrito por

3
E0:< 1—%)#‘, EI:( 2)0;‘, Egz( g>a§‘eE3:( g)af,@.l%)

e as coordenadas cartesianas da Eq. (2.174) sao dadas por

r=0-pz, y=1-pyez=>10-pz (2.196)

Como os coeficientes associados as matrizes de Pauli na Eq. (2.195) sao idénticos entre si,
os eixos perpendiculares descritos na Eq. (2.196) sofrem contragao uniforme em todas as
direcoes e preservam a estrutura esférica da esfera de Bloch original.

A Fig. (2.11) apresenta um exemplo da transicio p* — p4 para p = 0.3,
onde o raio |?/] é inversamente proporcional & magnitude de p. A medida que esta au-
menta, o sistema aproxima-se gradativamente de um estado completamente misto e os
trés eixos se contraem na direcao da origem até o valor limite correspondente a p = 1,

onde, de acordo com a Eq (2.192), o colapso para

, 1 1 1 1 I
A A A _A A A _A A A _A A
p~ = (Z) Sptol + (Z) o, ploy, + (Z_l) Sptol + (Z) pt = 3 (2.197)

torna impossivel a recuperagao do estado inicial (visto que toda a informagcao contida
originalmente em p” seria absorvida pelo ambiente). Conseqiientemente, a restrigao p > 0
, . . . ~ . ~ . ’

¢ suficiente para impedir a reversdo do processo de despolarizacio e garantir que p 4

jamais retorne a configuracdo inicial assumida pelo estado puro p?.
2.9.5 Atenuacao de Fase

O modelo de Atenuacao de Fase descreve a decoeréncia de sistemas que per-
dem informacoes relativas a fase de seus autoestados através de processos nao-dissipativos,
como, por exemplo, o espalhamento de um tnico fé6ton que viaja em uma guia de onda ou

a perturbacao de estados eletronicos de um atomo devido a interacao com cargas elétri-
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Figura 2.11: Efeito do mapa de Despolarizacio na esfera de Bloch para p=0.3.
Os eixos x, y e z sao contraidos de forma simétrica.
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.

cas externas distantes do mesmo (Nielsen and Chuang, 2011). Como a ac¢ao do ambiente
sobre estes sistemas ocorre de forma aleatéria, cada evento pode ser descrito por uma

transformacao do tipo

R.(6) = [eig " ] , (2.198)

a qual, por sua vez, pode ser associada a uma distribuicao gaussiana como

p(0) = \Z% (2.199)

para 0 < A < 1, onde R.(f) representa uma rotagao da esfera de Bloch por um angulo 6

arbitrario em torno do eixo z.
Se considerarmos o sistema inicial da Eq. (2.145) cujo operador densidade

é dado por

a_ | lof af 2.200
g [a*@ WI (2200

e que o mapa p? — p4 é equivalente a transformacio p(0)R2(0)p* R4 para todos os
valores possiveis de 6, entao
P = [T PO RO RIA(0)do

T B e (e L PP I T G K
B f < ) [ (ei9) ot |B’2 ]d@ [ (6_’\) o B ’5‘2 .(2.201)

Note que a tnica diferenga entre as Eqgs. (2.201) e (2.200) é a presenca do fator de fase
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e~ adquirido pelos termos de coeréncia.

Visto que o mapa (2.201) s6 afeta os elementos situados fora da diagonal
principal de (2.200), sua acio sobre o sistema p* apdés NV transformacoes sucessivas durante
um periodo de tempo ¢ finito gera um fator de fase igual a e V. Por sua vez, se t é uma
varidvel resultante da soma de incrementos de tempo At tal que t = NAt, entao, para

N — oo,

lim e ¢ = 0. (2.202)
At—0

Logo, os termos de coeréncia tendem a desaparecer com o decorrer do tempo, enquanto

o estado final do sistema aproxima-se de

, 2
pA = [ |O(‘)| ] : (2.203)

tal qual a Eq. (2.200).

Repare que a Eq. (2.159) implica na igualdade das Eqs. (2.183) e (2.201),
e, por conseguinte, na equivaléncia entre os modelos de Atenuacao de Fase e Inversao de
Fase, visto que a variagao dos eixos x e y é homogénea e que somente a coordenada z é
preservada na transformacio p* — p'“. A mesma relacao pode ser estendida aos primeiros
mapas de decoeréncia apresentados nesta secao, uma vez que os modelos de Inversao de
Bit e Inversao de Bit e Fase podem ser construidos de forma semelhante ao de Atenuacao
de Fase (com a simples permutagio de R.(f) na Eq. (2.198) por rotagdes equivalentes a
R.(0) ou R,(0) em torno dos eixos x e y, respectivamente).

Além disso, o Teorema da Liberdade Unitéaria na Representacao de Operador-
Soma (Nielsen and Chuang, 2011) permite que qualquer mapa seja representado por con-
juntos de operadores de Kraus distintos se a acao dos mesmos gerar resultados idénticos

para o sistema final. Assim, embora os operadores

Eé:[vl_p 0 ]eE;:[\/ﬁ 0] (2.204)
0 VI p 0 —p

apresentados em (2.184) satisfacam as Eqgs. (2.201) e (2.203) respectivamente para 1—2p =
e~ e p = 1/2, a representagio adotada como padrao para descrever o mapa de Atenuacao

de Fase é dada por

1 0

E:
0 0 vI—A

eE1:

0
/i ] , (2.205)
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onde

la|? (VI=X)ap*

( T )\) o8 8P (2.206)

ph= Z Ewp(Ep)T =
k

e p=(1—+/1—X) /2 garantem a equivaléncia entre as Eqs. (2.183) e (2.201) no regime
0 < p < 1/2. Contudo, a restricdo 0 < A < 1 impossibilita a recuperagao do sistema
inicial como no mapa de Inversao de Fase, e qualquer semelhanca entre os dois modelos
extingui-se para o intervalo 1/2 < p < 1.

Para finalizar, observe que, de acordo com a Eq. (2.206), a a¢ao individual

de cada operador E} ¢ dada por
Eol0Y = [0Ya, Eoll)a = VI —=A[1)a e Ei|1)e = VAL, (2.207)

e, portanto, um qubit com energia no nivel fundamental |0), ndo poderia sofrer atenuagao
de fase. Por outro lado, um sistema excitado |1), teria sua amplitude de probabilidade
reduzida pelos fatores 1 — X ou A, cujo resultado final dependeria da agao dos respectivos
operadores Fy ou E7. Como nao hé transigao entre os estados |0), e |1),, processos deste

tipo ocorrem sem perda de energia.
2.9.6 Atenuacao de Amplitude

Vimos que os processos implicitos na transformacio p* — p’A para o mapa
de Atenuagao de Fase sao conservativos, e, portanto, reversiveis. O modelo de Atenuacao
de Amplitude, por sua vez, é utilizado para descrever processos irreversiveis, onde a perda
de informagao dos autoestados do sistema de interesse ocorre com dissipacao de energia
para o ambiente através de dinamicas nao-unitarias.

A representacao padrao dos operadores de Kraus para o mapa de Atenuacao
de Amplitude baseia-se na discussao que encerra a andlise do modelo de Atenuacao de
Fase, com a substituicao do termo v/A[1)(1] em (2.205) por \/p|0)(1| de forma que

Lo X ﬂ)] (2.208)

EOZ
0 V1—p

eE1: 0 0

onde os mesmos obedecem as relacoes
E|0)a = [0V, Eol1)a = V1= A1)y e Ey|1)s = VA0),. (2.209)

Neste caso, nenhuma alteragdo ocorrera sobre qubits cujos estados estejam situados no
nivel fundamental |0),, mas sistemas excitados como |1), terdo sua amplitude de proba-
bilidade reduzida devido a agao destes operadores. Na demonstra¢ao a seguir, provaremos

que F; é responséavel pelo decaimento |1), — [0),.
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O estado misto p'# pode ser calculado através da representacao via operador-

SO1mna como

lal*+ (p) 16> (VI—Dp)ap”

VI=pas a-ppp |0 2

Pt = B (B =
k

onde p? e E), sao fornecidos respectivamente pela Eqs. (2.145) e (2.208). Observe que as

coordenadas modificadas relacionam-se com as originais via

d=(VITp)e v = (VIR e F=propn o)

e que o coeficiente associado ao projetor |1),,(1] apoés N aplicagoes sucessivas deste mapa

é dado por

(i)™ = (1=p)"|B (2.212)

Figura 2.12: Efeito do mapa de Atenuagdo de Amplitude na esfera de Bloch para p=0.5.
Os eizos x, y e z conlraem-se na dire¢io do ponto (0,0,1) que representa o estado |0).
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.

De acordo com a Eq. (2.202) e consideragoes precedentes, a parametrizagao

de p= MAt et = NAt para {M, N} — oo resulta em
; L —Mt : AN : —Mt
—_ A e g

Al}glo (1 - MAt)2z =e V' = tllglo (p11)" tllgloe 0, (2.213)
confirmando que aplicagbes continuas da Eq. (2.210) sobre o sistema inicial eliminariam as
superposices associadas as excitacoes do estado fundamental até que p'“ se estabilizasse
sobre o mesmo e toda a energia fosse dissipada.

A Fig. (2.12) exibe um exemplo desta transi¢do para p = 0.3. Note que a

contragao da esfera de Bloch ocorre na dire¢do do ponto que representa o estado |0),.
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2.10 Reducao de Emaranhamento

U

10> —— —

Figura 2.13: Representacdo esquemdtica de um circuito que simula o processo de decoeréncia
sobre apenas um dos qubits do estado p.

Se um estado emaranhado puro possui ao menos um qubit exposto a acao de
um sistema externo, o processo de decoeréncia nao so6 reduz a amplitude das superposicoes
existentes entre todos os seus constituintes como também afeta o grau de emaranhamento
entre os mesmos. Como nao pretendemos demonstrar esta afirmacgao para um caso geral,
comprovaremos sua validade em um exemplo para um sistema de dois qubits sujeito a
acao do mapa de Atenuacao de Fase.

Considere um ambiente representado por |0). € H e que o sistema inicial
seja descrito pelo operador densidade do estado |®*),, € HAP (Eq. (2.127)) como

1
Pt =101, an(®F| = 3 (2.214)

_ o O =
o O O O
o O O O
_ o O =

Se os operadores de Kraus apresentados na Eq. (2.205) atuarem apenas sobre o subsistema,

B, 0s mesmos podem ser expressos como

0 0
VA0 9 915
0 0
0

VA

EMP =10 Ef =

o O O O
o O O O

e o estado final do sistema exibido na Fig. (2.13) sera equivalente a

1 0 0 vV1I—2MX
0 00 0
'AB _ V1 AB A B(1AB\t _ 1
= _F E =3
P Zk_o kP ( k ) 2 0 00 0

VI-X 00 1
= 1 (|00)ap 000 + VT = A00Yap ap (11| + VT = X|11)ap ap(00] + [11)0p ap(11]) . (2.216)
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Repare que p“F se aproxima de uma mistura estatistica classica a medida
que a magnitude do parametro A aumenta, visto que os termos de coeréncia da Fq.
(2.216) tendem a desaparecer. Como a condi¢ao 0 < A < 1 esta implicita na Eq. (2.205),

e a relacao
p A = phB = 2(100)ap as(00] + [00)ap ap (11| + [11)ap ap(00] + [11)ap ap(11]) (2.217)

s6 é satisfeita para A = 1 (condic¢ao na qual os dois sistemas encontram-se maximamente
emaranhados), conclui-se que o grau de emaranhamento de p ¥ & inferior ao de p™5.
A anélise deste exemplo pode ser estendida para outros mapas de decoerén-
cia e sistemas composto de ordem superior a dois, para os quais é possivel mostrar que
a perda de coeréncia em estados quanticos emaranhados sempre acarreta a reducao do

emaranhamento existente entre seus subsistemas.

2.11 Mecanica Estatistica

Os fenémenos de decoeréncia que ocorrem um determinado sistema quando
este interage com um meio externo também podem ser analisados sob a 6tica dos conceitos
da Mecanica Estatistica. Neste contexto, considere um sistema inicialmente isolado de
influéncias externas contendo um conjunto de N particulas (cuja interagdo muitua pode
ser desprezada). Se cada particula possuir uma determinada energia F;, a energia total

do sistema serd constante e igual a
=N
E=>Y nkE, (2.218)
i=1

onde n; ¢ o numero de particulas que apresentam energia semelhante. Na condicao de
equilibrio, a distribuicao de energia entre estes componentes é independente do tempo
(Callen, 1985) e proporcional a grandeza 6_%, e, neste caso, o sistema assume a configu-
racao mais provavel dentre os possiveis cenarios permitidos pelos microestados relativos
a temperatura 7" em questao, onde k é a constante de Boltzmann apresentada na Eq.
(2.126).

Se estes constituintes forem indistinguiveis, a probabilidade classica de uma
unica particula possuir o valor especifico de energia F; é equivalente a

1 E;
pi = Znie_ﬁ, (2.219)

onde a funcao de particao Z dada por

5]

i

i=N
Z = E n;e” kT,
i=1

S

(2.220)
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¢ uma constante que engloba todos os valores possiveis de energia que podem ser assumidos
por cada elemento do sistema.

Visto que a descricao de um sistema quantico deve conter todas as infor-
macoes relativas as configuracoes que cada particula pode assumir individualmente, um
operador densidade expresso em uma base ortonormal de autoestados |uy,) com degene-

rescéncia n; poderia ser utilizado para este fim, o qual, neste caso, seria dado por

p =00 (Bem i ) Jun unt] + 07 ’1‘2( ‘ ﬁ) ) g

=n _En n =n; _E; n; n;
b T (B T g | = 3 DY SO e ugs) (e
L _
e T 0 0
— 1|l 0 . e ... 0 (2.221)
Z . .
L0 0 e i |

Repare que p; = Tr(pP,,) = Znie” ©F satisfaz as Egs. (2.15) e (2.219) quando o subespago
n; esta contido em Pui. Observe ainda que a condigao imposta pela Eq. (2.22) preserva a
Eq. (2.220), visto que

E;

Trp=1=2Z=>) ne i, (2.222)
i=1
A notacao associada a p pode ser simplificada se notarmos que as grandezas
E; estao relacionadas aos autovalores do operador Hamiltoniano que rege a evolugao tem-
poral do sistema, de acordo com as Eqgs. (B.4) e (B.8). Se os vetores |u,,) sdo autoestados

de H de forma que

I u I 1 5 1 5
ol (8 ) o = (e ) ) = ) = (61) e,
(2.223)
a Eq. (2.221) se resume a
1
p= Eei%’ (2.224)

cujos coeficientes p; ; = (ugy,|p|uy,;) sdo fornecidos diretamente pela Eq. (2.223). Tal qual
nas secoes precedentes, mostraremos como aplicar estes conceitos com um exemplo sim-
ples.

Suponha que a energia de um par de qubits seja proveniente da interagao
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entre os spins destes subsistemas de forma que o operador Hamiltoniano seja descrito por
HAP = j(oh © o7), (2.225)

onde j é a variavel que representa o acoplamento entre os referidos spins. De imediato, a

representacao de H na base computacional padrao como

(2.226)

. O O O
O . O O

o O O .

0
J
0
0

e a solucdo de det(H4P — s,.I) = 0 fornecem os autovalores duplamente degenerados j
e —J, 0s quais, por sua vez, estao associados respectivamente aos estados da base de Bell

(Eq. (2.127)) na seguinte ordem:
uo) = [P Vap, 1) =[P Vap, |uz) = [T )ap e |ug) =¥ )ap. (2.227)

Se reescrevermos HAB segundo a ordenagio exibida na Eq. (2.227) como

j 0 0 0
0j 0 0

HAP =) é oo | (2.228)
00 0 —j

entao, de acordo com a Eq. (2.224), p 4B pode ser expressa diretamente em funcao dos

autoestados de H4? como

€~ &T 0 0 0
, 1| 0 e# 0 0
A,B
= . 2.229
p A 0 ekJT 0 ’ ( )
0 0 e¥r

onde Z = 2(6_7%’% + ekiT) = 4 cosh (j/kT).

Por sua vez, se os projetores relativos a base de Bell forem decompostos em
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fungao da base computacional padrao (Eq. (2.214)) como

|(I)+>a,b a,b<q)+’ = %

_ o O =
[

_ O O =

o O O O

o O O O O
e}

U5 ap ap(TF] =3 . (2.230)

SO = = O o o o o
SO R B O o o o o

o o o O
o O O O
o o o O
|
—_
—_
o o o O

o operador densidade da Eq. (2.229) pode ser descrito nesta mesma base como

P48 = L (10%)ap ap @]+ 10 )as an{TH) + 07 (107 o ap(@ |+ 18 Doy an (97}

cosh (j/kT) 0 0 —sinh (j/kT)
1 0 co.sh (j/kT) —sinh (j/k:T) 0 (2.231)
0 —sinh (j/kT)  cosh (j/kT) 0
—sinh (j/kT) 0 0 cosh (j/kT)

No capitulo 5, analisaremos subsistemas formados por pares de qubits em
equilibrio térmico com um ambiente externo para simular canais mistos em protocolos de
teletransporte quantico, e mostraremos que, nestes casos, a substituicao do formalismo
adotado na representacao dos operadores de Kraus da secao 2.5 por sistemas semelhantes

aos da Eq. (2.231) simplifica a descricao destes modelos.

2.12 O Gato de Schrodinger

Encerraremos este capitulo analisando o famoso experimento mental elabo-
rado pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger denominado de O Gato de Schrédinger.
Suponha que exista uma caixa opaca que abriga um gato e um mecanismo composto de
um martelo, um frasco contendo veneno, um detector e uma amostra de um elemento qui-
mico radioativo. Considere ainda que o dispositivo seja preparado para acionar o martelo
na direcao do frasco caso o detector capte qualquer sinal de radioatividade, liberando uma
dose de veneno suficiente para provocar a morte do animal. Desse modo, enquanto nao
houver decaimento espontaneo por parte do composto quimico, o sistema interno formado

pelo mesmo e o gato pode ser representado em t = 0 por
(W)ap = |1)alVivo)s, (2.232)

onde {|0)4;]1)a} € H? e {|Vivo)y; |Morto),} € H® sdo os estados de base associados

respectivamente & atividade do referido elemento e & vida do gato (a qual depende exclu-
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sivamente da transigao |1), — [0),).
Por outro lado, se o intervalo de tempo decorrido coincidir com a meia-vida

do composto radioativo, supoe-se que o sistema evolua para o estado

|1)a|Vivo), + |0)4|Morto),
\/5 9

o qual apresenta um operador densidade semelhante ao exibido na Eq. (2.214), e, neste

(W) ap = (2.233)

cenario, a perspectiva de um observador externo para os dois subsistemas corresponderia
as probabilidades py = p; = 1/2 de o gato ser encontrado vivo ou morto. Ha, portanto,
uma contradicao: o ato de observar equivale a efetuar uma medida sobre o sistema que
provoca o colapso do mesmo para um de seus estados de base, determinando assim o
estado final associado a vida do gato. Contudo, antes de qualquer perturbacao externa,
a Eq. (2.233) prevé que o tltimo existiria em uma superposi¢ao e, portanto, nem vivo e
nem morto. Teria sido a Mecanica Quantica vitima de uma contradicao imposta por seus
proprios postulados (Apéndice B)?

Aparentemente, o paradoxo pode ser solucionado de forma simples e ele-
gante quando o ambiente é considerado como parte integrante do sistema global que

envolve a caixa. Ao representa-lo por estados de base como {|0).;|1).} € H®, a expressao

|1)o|Vivo),|1). + |0)o|Morto)y|0).
V2

substitui a Eq. (2.233) e permite que o subsistema composto A, B seja derivado do calculo
de

[0) g pe = (2.234)

pAB = TropABO = % (|1)a]Vivo)y o (1]a(Vivo| 4 |0)4|Morto), (0], (Morto|)
1 0 00
00 0O
—1 2.235
2100 0 0 ( )
0 001

Desta forma, os estados que representam a vida do gato obedeceriam a uma
mistura estatistica exclusivamente classica (sem superposigio e emaranhamento) antes
da realizacao da medida sobre os estados de base do subsistema ambiente, eliminando o
paradoxo inicial. Contudo, o problema persistiria se 0 mesmo argumento fosse aplicado
para descrever um sistema ambiente de dimensao infinita, pois tornaria-se necessario con-
siderar sempre um novo estado de base para que os anteriores nao fossem descritos por
superposicoes. Até o presente momento, nao ha explicacao que solucione esta questao de

forma definitiva.



Capitulo 3

Teletransporte Quantico Direto

Iniciaremos este capitulo adaptando o protocolo original de teletransporte
quantico (elaborado por Charles Bennett e colaboradores) para o formalismo que descreve
estados quanticos através de seus respectivos operadores densidade, assumindo que todos
os qubits envolvidos no processo representem estados puros e que o emaranhamento do
canal seja maximo. Para canais parcialmente emaranhados, mostramos em Fortes, 2012
que, embora a pureza do estado de entrada nao tenha relacao direta com grandezas tais
como a probabilidade de sucesso e a fidelidade associada ao estado obtido por Bob ao
final do processo, 0 mesmo nao ocorre para os qubits que compoem o canal. Sob este as-
pecto, introduziremos consideracoes adicionais e estenderemos estes conceitos na proxima
secao para construir um modelo geral que pode ser aplicado em qualquer mecanismo de
teletransporte, considerando que todos os estados envolvidos no processo possuam algum

grau de impureza.

3.1 Teletransporte de Estados Arbitrarios através de Canais Pu-

ros

3.1.1 O Protocolo Original

O protocolo original de teletransporte quantico criado por Charles Bennett
e colaboradores em Bennett et al., 1993 e discutido em Rigolin, 2005 envolve apenas
sistemas que podem ser associados a vetores de estado. Nesta secao, revisaremos este
procedimento sob a 6tica do formalismo de operadores densidade, adotando a notacao
convencional que relaciona os indices 1 e 2 para os qubits de Alice e 3 para o de Bob.
Com isso, podemos descrever respectivamente o estado de entrada e o canal perfeitamente

emaranhado (ilustrados nas Figs. 3.1 e 3.2) como

@)1 = ]0)1 + Bl1)1 = (10)(L]), = {|a*(|0){0]) + (aB")[0)(1] + (a*B)L)0] + [B[1) (1]}, (3.1)

e |OF)y = W2etlllze  (1o+) (@), = 1(]00)(00] + [00) (11 + [11)(00] + [11)(11]), , , (3.2)
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0s quais, por sua vez, compoem o estado global descrito por

= (1)), ([ 2T){PT),
= 1| {|000><000| +1000)(011| + |011)(000| + |011)(011|}123
1(a8*) {]000)(100| + |000)(111] + [011)(100| + |011)(111[}
L(a*B) {]100)(000| + |100)(011] + [111){000| + |111)(011[}
31817 {1100)(100] + [100) (111 + [111)(100| + [TT1)(111[} , . (3.3)

123

123

Qubitde Boh

Canal

o
D

Qubit de Alice “\

Figura 3.1: Teletransporte de informacio qudntica entre dois pontos distintos através de um
estado emaranhado de dois qubits. As cores vermelha e azul referem-se respectivamente a Alice
e Bob, e a barra intermedidria representa o canal gerado pelo emaranhamento entre estes qubits.

Informacgao
Original

J
O<_ _» “~_

Qubits de Alice ’j\ Qubitde Bobh

Canal
emaranhado

Figura 3.2: Canal gerado pelo emaranhamento (representado pelo sinal ondulatério em verde)
entre os qubits de Alice (vermelho) e Bob (azul). A esquerda, a informagio original de Alice
(representada pela cor amarela).

Note que a substituicao da base computacional associada aos indices 1 e 2

(Eq. (3.3)) pelos projetores correspondentes da base de Bell (Eq. (2.127)) permite que p
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seja reescrito como

p = 112712 12(2F]) (|03 + BI1)3)(a*3(0] + B*5(1])
+1(27 )12 12(27 ) (a]0)3 — BI1)3) (a3(0] — B*3(1])
F3(TH) 12 12T (B]0)s + al1)3)(8*5(0] 4+ a*3(1])
+3(1T )12 12T ) (=B10)3 + | 1)3) (—=5875(0] + a*3(1])
+ termos cruzados do tipo |P1)a303(P7|, [P )3 23(PT, .. (3.4)

cujas implicacoes exploraremos no exemplo a seguir.

Informacéao
Original

.

Qubits de Alice .
R emaranhado Qubitde Boh

Medidas
f f
L. P |
= ~F

Resultados

Figura 3.3: Elementos necessdrios para a realizacio de um teletransporte qudntico: os cabos de
conexao e 0s moniltores representam respectivamente a base de medidas utilizada por Alice e o
resultado obtido apds a realizacdo das mesmas.

De acordo com a Eq. (2.20), o sistema global colapsa para

r_ PP
" T(pP)

(3.5)

apos a realizacdo de uma medida arbitraria (Fig. 3.3) associada ao projetor P;. As-
sim, suponha que Alice tenha obtido o estado |®*), , ao medir o primeiro par de qu-
bits na base de Bell: Logo, se P, = |®T),, ,,(®T], entdo PpP; = () {|e*)(@*[},, ®
{(a]0) + B]1))(a*(0] + B*(1])}, e Tr(pP;) = 1/4, e, por conseguinte, p = {{eFN (T}, ®
{(]0) + B]1))(a*(0] + B*(1])},. Neste caso, a informagdo contida no estado original é
transferida para o qubit de Bob com fidelidade um.

Todavia, se o resultado da medida sobre os qubits 1 e 2 pertencer a alguma
das trés possibilidades restantes, o estado final sera diferente da informacao enviada por
Alice e Bob precisara efetuar transformagoes especificas para corrigir seu qubit (Apéndice

C). Para isso, basta que ambos se comuniquem enviando dois bits através de um canal
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Estado Informacéo
Emaranhado Original
e o / @)
Qubits de Alice Qubitde Bob

Alice informa a Bob procede de
Bob o resultado acordo com a
da medida informacéo de Alice

Canal
Classico

Figura 3.4: Confirmacdo do resultado da medida de Alice através de um canal cldssico: Bob
manipula seu estado de forma que o mesmo torna-se idéntico a informagdo original enviada por

Alice.

’ Resultado obtido por Alice \ Qubit de Bob \ Corregao

|©7) a|0) + B|1) I
) a|0) — B[1) 0.
o) a|l) + 5|0) s
|w) al|l) — 510) | ioy ou 0,0,

Tabela 3.1: Resultados associados as medidas de Alice e as respectivas corre¢ées que devem ser
aplicadas por Bob.

classico (Fig. 3.4) segundo a relagio

00 = [®1), 01=|®7), 10=|U") e 11=|U7), (3.6)

e, em seguida, Bob aplique as respectivas operacoes listadas na tabela 3.1.

Observe que a confirmagao deste resultado através de um canal classico é
parte imprescindivel do processo, uma vez que Bob nao possui informagoes adicionais
até que Alice as revele. Se assim nao o fosse, o primeiro teria que considerar todos os

resultados como igualmente provaveis, e seu qubit seria descrito por

1
P3 = 1,2<(I)+|P|q)+>1,2 + 1227 [p|P )12 + 1,2<\I’+|P|‘Ij+>1,2 + 12007 |p| U )10 = 51- (3.7)

Visto que p? ¢ um estado completamente misto (segao 2.2), seria impossivel estabelecer
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qualquer relacdo entre o mesmo e a informacao original enviada por Alice. Repare ainda
que, embora o estado de Bob seja alterado instantaneamente ap6s a medida sobre os dois
primeiros qubits, a informagao transmitida nesta etapa é sempre aleatoria (pois o processo
de medigao é probabilistico), o que, por sua vez, preserva os principios da relatividade
geral (Einstein, 1916).

O calculo das probabilidades relativas a estes cenarios revela que
N N 1
Tr(p| @7} (D7) = Tr(p W) (W) = Te(p| )W) = 7 (3-8)

e que - como esperado - todas possuem o mesmo valor, uma vez que o canal e os estados
da base de medidas s@o maximamente emaranhados. Assim, com as informacoes contidas
na tabela 3.1 e os resultados das Eqgs. (3.6) e (3.8), Bob sempre ira dispor de meios para
obter a configuracao inicial enviada por Alice, e, por isso, o protocolo opera com fidelidade

e probabilidade total de sucesso iguais a um.

3.2 Teletransporte de Estados Arbitrarios através de Canais Mis-

tos

3.2.1 O Modelo Geral

As funcoes relativas a fidelidade e a probabilidade total de sucesso asso-
ciadas ao envio do estado inicial s6 podem atingir simultaneamente os limites F' = 1
e Plal = 1 a0 final de um mesmo procedimento se o par de qubits inserido no canal
for um estado puro maximamente emaranhado. Por sua vez, o emprego de estados pu-
ros parcialmente emaranhados garante a obtencao da fidelidade maxima mas limita o
alcance da probabilidade total (Li et al., 2000; Agrawal and Pati, 2002; Rigolin, 2009 e
Fortes and Rigolin, 2013), e, até o presente momento, nao ha registro de qualquer proce-
dimento que utilize canais mistos no qual seja possivel obter fidelidade um ao longo do
processo. Todavia, a fidelidade média total é uma grandeza que pode ser analisada como
um indicativo da proximidade entre os resultados previstos pelo método em questao e o
protocolo original, e sua estrutura depende unicamente do tipo de decoeréncia que atua
sobre o sistema considerado. Com isso em mente, construiremos nesta se¢cao um modelo
geral de teletransporte de estados quanticos arbitrarios considerando que os mapas de
decoeréncia atuem de forma independente em cada componente do sistema.

Mostramos na secao 2.5 que o cenario mais simples possivel ocorre quando
um qubit sofre uma reducao de pureza provocada por algum tipo de decoeréncia que

modifica seu operador densidade (Eq. (2.86)) para

p = EwpEl, (3.9)
k

onde E,i sao os operadores de Kraus que representam a acao do ambiente sobre o sistema
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em questao. Desta forma, se N > 1 qubits estiverem expostos a mecanismos independen-
tes de decoeréncia, cada operador Fj atuard somente em seu respectivo subsistema e a
dinamica global que rege p' sera equivalente a acao individual de cada mapa sobre um
unico qubit.

Assim, sejam pP € Hyp = Hy ® Hp a descrigao de um sistema bipartite
em um instante inicial g, EZA € Hye Ef € Hp os operadores de Kraus que simulam
a acdo de dois ambientes distintos e 547 o estado subseqiiente a p*F apds a atuacio
de um mapa arbitrario sobre apenas um de seus constituintes em ¢t > t,. Para descrever
este procedimento, vamos considerar que o processo de decoeréncia ocorre inicialmente no
qubit B (ja que tal escolha ¢ irrelevante para a determinacdo de p?) e que operadores

do tipo I ® Ef € H,4 p nao afetam o subsistema A em
P =Y {I"@El} pM P (1M @ (ED)T}. (3.10)
p

Visto que a acao dos mapas ocorre de forma independente, raciocinio semelhante deve
ser empregado para a transformacao sobre o qubit A, e o estado final do sistema apoés a

exposicao de seus constituintes a mecanismos de decoeréncia distintos é dado por

P8 = S {Br e 1P} |5, {1 @ BB} B {11 @ (BR)}] {(Bf) 1)
=Y B @ EF oM {(EN) @ (B))'} (3.11)

Se desconsiderarmos a dimensao dos sistemas analisados e os indices asso-

ciados as respectivas somatorias para definirmos o operador
E,=E'®E} (3.12)
onde E;, € Ha g, a Eq. (3.11) pode ser exibida tal qual a Eq. (2.86) como

p =" ELpPE, (3.13)
Lp

Logo, argumento semelhante pode ser estendido para a anélise de um sistema tripartite

pA’B’C: se B, € Hy, By € Hp e B, € He sao operadores de Kraus independentes, o estado

final do sistema é dado por

pABC =5 ABA® BP @ B} pAB {(BY)! © (BP)! o (EC)')
= > i1y Eripp™PCEL, (3.14)

onde Ej;, = El® EE ® Epc representa a estrutura de um operador geral que atua

simultaneamente nos trés qubits.
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E importante ressaltar que as Eqgs. (3.13) e (3.14) permanecem vélidas
mesmo que um ou mais de seus constituintes nao sofram decoeréncia: para tanto, é so6
igualar os operadores de Kraus em questao a operacao de Identidade e fixar a respec-

AB.C antes da acao dos

tiva soma em apenas um termo. Se quisermos simular o estado p
referidos mapas, por exemplo, basta definir um tnico operador Ej;, = 1 ®@ [P @ I¢ e
restringir as somatorias a condicao k =1 =p = 0.

Ao longo das proximas secoes, apresentaremos sistemas bipartite mistos
que obedecem a Eq. (3.13) e que podem ser utilizados como canais de teletransporte
para diferentes combinagoes dos operadores Ej, e dos mapas discutidos na segao 2.9.
As analises subseqiientes serao divididas em dois grupos: no primeiro, os mecanismos de
decoeréncia atuarao uniformemente sobre um par de gqubits imersos em um tnico meio
externo, e no segundo os constituintes do canal serao corrompidos por operadores de Kraus

heterogéneos. Com isso, o estado global do sistema exibido em (3.2) e descrito por

pP=p1@p23 (3.15)

passa a depender apenas da informacao inicial de Alice, e, para que o enfoque sob as
referidas analises seja o mais geral possivel, abordaremos cenérios em que p; possa ser
descrito tanto estados por puros como por sistemas mistos.

Por sua vez, a representacao dos canais e da base de medidas sera adaptada
de modo a simplificar ao maximo os calculos envolvidos nestes processos. Por conveniéncia,
considere um sistema bipartite puro inicialmente isolado cuja funcao de onda no instante

to seja descrita respectivamente por

|P Yoy = cos6]00),, + sinO]11),,, (3.16)
onde 0 < # < 7 e cos’d + sin?f = 1. Neste contexto, assumiremos que o operador
densidade

cos?’¢ 0 0 5sin26
0 0 0 0
A,B +\ (T
=12 (Lo l)as = 3.17
P (| 9>< 0|)a,b 0 0 0 0 ( )
$sin20 0 0 sin*6

descreverd a estrutura do canal de teletransporte sempre que nao houver interacao entre
este e o ambiente que o circunda.

De forma semelhante, para 0 < ¢ < 7 e cos®¢ + sin?¢ = 1, a base de
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medidas formada pelos estados

@) = cos $|00) + sin g[11), [@,) = sin$|00) — cos ¢[11),
(W) = cos ¢[01) +sin ¢[10) e |V ) = sin ¢[01) — cos ¢[10) (3.18)

pode ser utilizada para determinar o subsistema de Bob (Eq. (2.20)) se considerarmos

que as medidas projetivas Pf sejam expressas como
PZ-(Z> = OALQ X ]3, (319)

onde 01,2 é um operador que atua apenas nos qubits relativos ao subsistema de Alice.
Ao descrever o protocolo de teletransporte original, demonstramos que as
funcoes relativas a probabilidade total de sucesso e a fidelidade do estado de Bob eram
iguais a um (visto que o emaranhamento da base de medidas era maximo e que nao havia
decoeréncia sobre o canal), e, portanto, independentes dos coeficientes da informagao

original descrita por
()1 = a|0)1 + B[1)1. (3.20)

Logo, deste ponto em diante, pautaremos nosso objetivo inicial na busca de expressoes
que dependam das probabilidades pg, p, e py (associadas respectivamente ao tempo de

4B 3 decoeréncia induzida pelo

exposicao do estado de entrada e dos qubits do canal p
ambiente) e dos parametros 6 e ¢ (que definem respectivamente os graus de emaranha-
mento do canal e da base de medidas), mas que sejam independentes dos coeficientes « e
. Neste sentido, se considerarmos que Alice gera um novo estado descrito pela Eq. (3.20)
cada vez que o protocolo é executado, é razoavel assumir que seus coeficientes obedecam
a distribuicoes aleatorias equiprovaveis restritas aos intervalos 0 < a<1e 0 < (<1, e,
sob este aspecto, mostraremos que é possivel estimar o valor esperado de qualquer termo
proporcional a || e |B| para construir fungbes que nao dependam do valor arbitrario
destes coeficientes.

Seja f(x) uma funcao associada a uma variavel x no intervalo a < z < b
tal que a freqiiéncia de sua distribuicdo esteja condicionada a fungao p(x). Neste caso, o

valor esperado de f(x) é dado por

>aap()f(2)

x)) = 3.21
= .
se x é uma variavel discreta ou
z=b
(f(z)) = fx:“]_[)(x)f(x)dm (3.22)
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quando a distribuicao de z for continua, onde p(x)dx é a densidade de probabilidade
associada & ocorréncia da mesma.
Quando a freqiiéncia p(x) for constante e independente do valor especifico

de z, a Eq. (3.22) se resume a

fmap@)f@)de _plx) [[7) flo)de [ f(x)de

flx)) = e = g , 3.23
R T Y e e
e, para o caso especial em que Zizflp(x) = 5:; p(x)dr =1, as Eqs. (3.21) e (3.22) serdo

respectivamente equivalentes a

() = S p@te) ¢ () = [ ple) o) (3:24)

Visto que nao consideramos a presenca de fatores externos que privilegiem a
ocorréncia de valores especificos para a e [, podemos supor que as distribuicoes relativas
a estes coeficientes e as estimativas associadas ao colapso da fun¢ao de onda |¥); na base

computacional satisfacam a Eq. (3.23). Assim, considere que
o=z e [BP=1—2 (3.25)

sejam as probabilidades associadas respectivamente ao colapso de uma configuragao es-
pecifica do qubit original de Alice para os estados |0); e |1);. Se computarmos os valores
de 0 <z <1 para todas as configuragdes possiveis que |¥); pode assumir, esperamos que

seu valor esperado seja igual a 1/2. De fato, visto que f;fol dr =1,

=1 r=1 1‘2 1 1
(z) = / oo = / e = H -1 (3.26)
r= T= 0

e, de modo semelhante, f;:ol |8]2dx = f:ol (1 — z)dz = 1/2. Com isso, o raciocinio em-
pregado na Eq. (3.26) pode ser aplicado para calcular o valor esperado de qualquer termo
proporcional a |a| e |3], considerando que x assume todos os valores possiveis no intervalo
0,1] para |a] =z e |8] = V1 — .

Ao longo das préximas se¢Oes, mostraremos que o conhecimento dos resul-

tados fornecidos pelas relagoes

(o) = (81 =1/2, (o) =(8") =1/3
e (laf8*) = {al* (1 = |a*)) = (1 = |B]*) [B]*) = 1/6 (3.27)

é suficiente para calcular o valor esperado das funcoes apresentadas nos capitulos 3, 4 e
5.
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’ Base de Bell Generalizada \ Indice ‘

;) 7
;) 1
W) 11
7y) v

Tabela 3.2: Indices associados aos estados da Base de Bell Generalizada.

3.2.2 Canais Mistos com Decoeréncia Homogénea
Inversao de Fase

Iniciaremos a descricao de canais que apresentam decoeréncia homogénea
analisando o comportamento de dois qubits sob a influéncia de um meio simulado pelo
mapa de Inversdo de Fase. De acordo com a Eq. (2.184), se em um determinado instante
t > to o sistema pP apresentado na Eq. (3.17) for submetido & influéncia de um ambiente

externo cujos operadores de Kraus sejam dados por

Ed = (VT—pa) T4, Ef = (V) od, BB = (VI—m)I® ¢ EP = (Jm)o? (3.28)

para 0 < {p,,pp} < 1, as expressoes E;, = Ef* @ Ef e lepzo ElyppA’BElTp relativas

respectivamente as Eqgs. (3.12) e (3.13) prevéem que p™? seja modificado para

cos? 6 0 0 2(pa—3) (pp—3)sin26
/ 0 0 0 0
Pfﬁfp = 0 00 0 . (3.29)
2(pa—3) (pp—3)sin20 0 0 sin? 6

onde adotamos o indice I F|IF para destacar o tipo de decoeréncia que atua em cada
qubit.

Repare que p, e p, impoem restricoes a p’lﬁfp semelhantes as que o para-
metro p exerce para o modelo de um qubit: se por um lado o sistema inicial s6 pode ser
recuperado caso as condigoes p, = p, = 0 ou p, = pp, = 1 sejam atingidas, por outro seu
estado final torna-se completamente misto para p, = p, = 1/2.

Se utilizarmos o operador densidade da Eq. (3.29) para representar um
canal de comunicacao real, podemos construir modelos de teletransporte distintos para
cada configuracao especifica do estado de entrada. Assim, consideraremos inicialmente

que a informacao inicial seja um estado puro arbitrario descrito por

la)?  ap*
_ , 3.30
P [ B |p)? ] (3:30)
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e, analogamente ao procedimento descrito na secao 3.1.1, adotaremos a notacgao introdu-
zida com a tabela 3.2 supondo que Alice tenha obtido o estado | )1 apos a realizagao
de uma medida sobre seu par de quibts (indicado pelos indices 1 e 2). Desta forma, o
projetor P? referente a Eq. (3.19) sera expresso em funcio de O;, = (1P PS]), s € 0
estado de Bob serd dado por

ps = PpP? [Tr(pP?) = 1/Tr(pP?)
|ar)? cos? 6 cos® ¢ (Pa —3) (P — 3) (af*) sin 26 sin 2¢

| (e 1) (o — 1) (0" ) sin 205in 26 |B[2sin? O sin? 6

,(3.31)

onde Tr(pP?) = |af? cos? 6 cos® ¢ + |B|? sin® @ sin® ¢.
De acordo com a Eq. (2.5), a fidelidade relativa aos estados das Eqgs. (3.20)
e (3.31) é equivalente a

F, = (W], W) = 1/Te(pP?) x {|a* cos? 6 cos?

+3 (pa = 3) (o = 3) oI sin 20 5in 26 + | 3" sin? O sin” 6} (3:32)

e, se empregarmos raciocinio semelhante para o calculo das fungoes F; associadas as
medidas projetivas restantes, constataremos que a fidelidade média total F olrFITF obedece

a Eq. (3.24) através da relagio

1 1Y . .
Foiri Zp,z alt 4 1811+ 81015 (3 ) (5 ) sin2esinze, (339

onde o indice O|/F|IF realca a auséncia de decoeréncia no estado de entrada e p; =
Tr(pPy).

Com isso, podemos obter o valor esperado da fun¢ao deduzida na Eq. (3.33)
se substituirmos diretamente os coeficientes |al?, |3]* e |a|?|8]? pelos valores calculados

na Eq. (3.27). Para o modelo em questdo, a associacao entre estas relagoes implica em

<F>0\1F|IF = ; {1 + 2 <pa - %) <pb - %) sin 26 sin 2¢} . (334)

Observe que o limite classico (F) = 2/3 discutido em Massar and Popescu, 1995 pode ser
reproduzido tanto para § = 7/2 ou ¢ = 7/2 (casos em que ndo ha emaranhamento no
canal ou na base de medidas) bem como para p, = 1/2 ou p, = 1/2 (cenarios em que o
canal apresenta-se como um estado completamente misto).

Vejamos agora o que ocorreria se houvéssemos considerado um cenario no

qual o estado de entrada fosse misto. Suponha que p; tenha sido exposto a um tipo de
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decoeréncia semelhante a que modificara a estrutura do canal tal que

, (3.35)

onde py define o grau de pureza de ;. Apoés o célculo de F; = 1(W¥|py|¥); para os quatro

resultados associados & medida de Alice em relagdo a p = p; ® pa 3, conclui-se que

FIFIIF\IF = Eszze = ’O‘|4 + ‘5’4
—16]a?|81* (po — 3) (Pa — 3) (o — 3) sin 20 sin 20, (3.36)

e, nesse caso, o valor esperado da fidelidade média total é dado por

<F>IF\IF\IF = ; {1 —4 (po — %) (pa — %) (pb — %) sin2«9$in2¢} , (3.37)

onde o indice I F|IF|IF refor¢a que todos os qubits sofreram decoeréncia de inversao de
fase. Uma vez que as expressoes (3.34) e (3.37) diferem entre si apenas pela presenca do
fator 2 (po — %), deduz-se que pg, p, € py satisfazem propriedades semelhantes as discutidas

na Eq. (3.34) para os dois tultimos parametros.
Inversao de Bit

Os operadores de Kraus do mapa de Inversao de Bit para um sistema bi-

partite podem ser construidos a partir de (2.178) e de modo anélogo a Eq. (3.28) como

Ef = (VT=pa) I*, E{ = (Vpa) 02, EE = (VI—m) 1P e EF = (ym)ol, (3.38)

e, de acordo com as Eqs. (3.12) e (3.13), sua agdo sobre o estado da Eq. (3.17) produziria

um operador densidade igual a

(1 —ps)cos® 0+ p, 0 0 %(l—pS—O—Qpp) sin 20
pAB 0 (pa)sin® 0 + py, — p, 3(ps — 2py) sin 26 0
1B 0 +(ps —2py)sin20  (—pa)sin®6 + p, — p, 0
2(1 = ps+2p,)sin 20 0 0 (1 —ps)sin®0 + p,

(3.39)

para 0 < {pa,ps} < 1, ps = Da + Db, Pp = Pabb € DA = Pa — Pp. Tal qual na Eq. (3.29), o
grau de pureza do sistema ,0;2"?3 ¢ maximo para p, = p, = 0 ou p, = p, = 1 e nulo para
Pa = Pb = 1/2

Para os calculos subseqiientes, adotaremos o mesmo procedimento utilizado
na descricao do modelo de Inversao de Fase, considerando inicialmente um estado de

entrada idéntico ao da Eq. (3.30). Neste caso, quando o sistema de Alice colapsar para
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|4 )12, 0 estado final de Bob sera dado por p; = 1/Tr(pP?)
P30 P31y

i i
P P
?00 ?01 ’ onde

P;soo ={(1 — pa — pp) 08?0 + papy } |a|* cos® ¢ + {pa cos? 0 + pysin® 6 — papb} 8|2 sin? ¢,
Py, = Haf)sin20sin2¢, py, = L(a*B)sin20sin2¢,
p3,, = {pasin® 0 + p, cos® 0 — papy } |a]? cos? ¢ + { (1 — pa — py) sin® 0 + paps | |8]* sin® ¢
e Tr(pP?) = p(I) = 1+ (1 — 2p,) cos 20(1 — 2|8]* + cos2¢) + (1 - 2|5]*) cos 2¢.  (3.40)

Note que, ao contrario do estado apresentado na Eq. (3.35), apenas os termos da diagonal
principal sofrem modificacoes.
O célculo de F; para cada uma das trés possibilidades de medidas restantes

revela que a fidelidade média total é igual a

FO\IBIIB = ZzplFZ =1l-p+4 (pb - %) |ﬁ|2 —4 (pb - %) WVL
+2pa (py — 3) (Jaf? = |B7) — 2|a|?| 8|2 sin 20 sin 2¢), (3.41)

e, utilizando os valores fornecidos pela Eq. (3.27), deduz-se que o valor esperado de F na
Eq. (3.41) ¢ dado por

_ 2 1 . .
(F)OHBHB = = {1 + = (=pa — Po + 2papy + sin 260 s1n2¢)} ) (3.42)

3 2
A discussdo subseqiiente a Eq. (3.34) relativa aos parametros p,, py, 0 € ¢ pode ser
adaptada para a Eq. (3.42) sob outro enfoque: repare que as escolhas concomitantes de
Pa=1/2,pp=1/2e0=¢=n/80oup,=1,p,=1e6 =m7/2 (ou ¢ = 7/2) para dois

cenarios distintos igualam esta funcio ao limite cldssico (F) = 2/3 apresentado em

0|IB|IB
Massar and Popescu, 1995.
Se a decoeréncia responsavel pela transformacao do canal também houvesse

atuado sobre o primeiro qubit, este seria descrito por

(1 —=po) [ + (po) 1B af*
a*f3 (po) lee* + (1 = po) 18I

1= , (3.43)

e o valor esperado da fidelidade total resultaria em

<F>IB\IB\IB = % {1 + % (_pO — Pa — Db
+2 (popa + Pops + Palb) — 4PoPapy + sin 260 sin2¢) }, (3.44)
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a qual, por sua vez, pode ser expressa de forma mais compacta como

(P = 5 {14 3 (-0 + 2 0upn + o+ o) — 45, +sin2sin20) b, (349
onde ps = po + Pa + Pb € Dp = PoPaPb-

E interessante comparar o efeito dos mapas de Inversiao de Fase e Inversio
de Bit sobre o sistema puro da Eq. (3.30) com os estados de entrada apresentados nas
Eqgs. (3.35) e (3.35). Observe que o parametro py afeta apenas os termos situados nas
diagonais principal ou secundéria e que, em ambos os casos, o grau de pureza é minimo
para po = 1/2 e méaximo para py = 0 ou py = 1; condigao na qual o estado original ainda

poderia ser recuperado com as correcoes unitarias listadas na tabela 3.1.
Despolarizagao

O mapa de Despolarizacao representa um fenémeno irreversivel resultante
da atuagdo homogénea das operacoes o, 0, € 0, (se¢do 2.9.4). Assim, seu efeito sobre um

sistema de dois qubits é descrito pelo conjunto de operadores de Kraus dado por

B = (1) 1 B = (V) ot B = (V) o B = (V)
Ep = (\1-2) 17, EP = (VE)ol, EF = (VE)ol e Ef = (/%) 0P, (3.46)
para 0 < {pa, pp} < 1. Se adotarmos a notagao introduzida na Eq. (3.39) para ps; = p, + ps

e Pp = PaDb, @ acao dos termos EJA e EP sobre o sistema bipartite apresentado na Eq.

(3.17) modifica este para o estado expresso por

2c0s? 6 — pycos® 0 + 3p, 0 0 (1= pa) (1 — pp)sin 20
' 0 Pasin® @ + pycos?f — p 0 0
AB _ 1 a 2Pp
/’Dm -2 L2 s2p 1 s (347)
0 0 Pa cos” 0 + pysin® 0 — 5p, 0
(1 —pa) (1 —pp)sin26 0 0 2sin” 0 — p,sin®6 + 1p,

cujo grau de pureza atinge seu valor méximo apenas para p, = p, = 0 e decresce & medida
que p, e p, se aproximam de 1.

Os resultados fornecidos pelas Eqs. (3.31) e (3.40) sugerem que se o estado
puro da Eq. (3.30) for enviado em um processo de teletransporte através de um canal
descrito pela Eq. (3.47), todos os termos relativos ao subsistema de Bob serao afetados,
independentemente do resultado da medida de Alice. De fato, quando consideramos o

cenario em que os dois primeiros qubits assumem a configuragao |®, )12, o estado de Bob
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colapsa para p; = 1/Tr(pP?)

I i
P P,
?00 ?01 7 onde
P30 P311

pgoo = {(4 — 2p,) cos* 0 + p, } |a|? cos? ¢ + {2pa cos® @ + 2p, sin § — pp} 18] sin? ¢,
Py = 3 (1= pa) (1= py) (") sin 20sin 29, py = 3 (1 = pa) (1 = py) (o 3) sin 26 sin 26,
P3,, = {2pasin® 0 + 2p, cos? 0 — p, | |a)? cos® ¢ + {(4 — 2p;) sin® 0 + p, } |B|* sin® ¢

e Tr(pP?) = p(I) = L {|a|* (2cos® § — p, cos 20) cos® ¢ + | B]? (2sin® 6 + p, cos 20) sin® ¢}. (3.48)

Note que nenhum dos quatro termos da matriz py na Eq. (3.48) esta imune a decoeréncia
induzida pelo mapa da Eq. (3.46), e efeito semelhante ocorre quando os qubits de Alice
colapsam para os estados |®, )12, [Uh )12 e |V, )10

De acordo com a Eq. (3.27), o calculo de F; para cada uma destas possibi-

lidades gera a funcao

FO\D\D = lezE = % - % (pa +pb) + %papb
—2(1 —pa) (1 = pp) (1 — sin(20) sin(29)) (18> — [B]*), (3.49)

cujo valor esperado é dado por

(F)opp = 341 = 1 (Do +po — pape) + 5 (1 — pa) (1 — p) sin(26) sin(2¢) }.  (3.50)

Observe que a condicdo p, = p, = 1 corresponde ao limite classico (F)
(Massar and Popescu, 1995).
De modo semelhante aos modelos de Inversao de Fase e Inversao de Bit, o

cenério no qual o estado de entrada sofre decoeréncia semelhante & que atua nos qubits do

canal aumenta ligeiramente a complexidade da expressao final de (F) Se a informacao

o|D|D*
inicial de Alice for igual a

5= | (L=8)laP +(5)[5P (1~ po) " (351)
(1 —po) B (%) laf?+ (1-2) |8/
para 0 < pg < 1, o valor esperado da fidelidade total sera equivalente a
(F)pop = %{1 — 3 (Po + Pa + Pb — PoPa — PoPb — Palb + DoPals)
+1(1 = po) (1 = pa) (1 — py) sin(20) sin(2¢)}, (3.52)

onde a combinacao dos elementos p;, p; e p; segue estrutura semelhante a distribuicao

dos termos p; e p; em (3.50).
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Atenuacao de Amplitude

Encerraremos esta secao analisando o modelo de Atenuacao de Amplitude,
o qual, tal como o mapa de Despolarizacao, apresenta-se como um processo irreversivel
cuja dinamica afeta todos os coeficientes do sistema inicial.

Se adaptarmos a Eq. (2.208) para um sistema de dimensao 2 x 2, observa-

remos que

B =

! 0 },E{‘_[Oml,Ef_[l 0 1eElB—l0 ‘/IT"} (3.53)
0 vI—pa 0 0 0 VvIi—pp 0 0

representam os operadores de Kraus do modelo de Atenuacao de Amplitude para um

sistema bipartite, onde 0 < {p4,pp} < 1. Conseqiientemente,

1 — (1 — papsy) sin® @ 0 0 % (1 —pa) (1 —pp)sin20
, 0 Pa(l — pp) sin®f 0 0
Piian = o, (3.54)
0 0 (1 — pa)pysin® 6
v/ —pa) (1 — py) sin26 0 0 (1 —pa) (1 — py) sin® 0

é o estado final do canal de teletransporte apds a acao deste mapa sobre o sistema da Eq.
(3.17).

Tal qual no modelo anterior, todos os elementos p;ij do subsistema de Bob
sofrem alguma modificacao em relagdo aos respectivos termos ps,; presentes na Eq.(3.30).
Se Alice obtém o estado |®; )12 como resultado ap6s a medigao do primeiro par de qubits,

i !
P3P
?00 ?01 7 onde

por exemplo, o estado final de Bob ¢ dado por p; = 1/Tr(pPI¢)
P30 P31y

P30 = 11— (1 = papy) sin® 0} |a]* cos® ¢ + {(1 — pa)pysin® O} [ 3] sin® ¢,
Py = 1V (1 =pa) (L= p)(af) sin20sin 29, py, = 1/(1—pa) (1 = pp)(a* ) sin 20 sin 26,
P3y = {Pa(l = py) sin® 0} Jaf cos® ¢ + {(1 = pa) (1 — pp) sin 0} | ] sin® ¢
e Tr(pP?) =p(I) = {1 — (1= p,sin®0) } |a|? cos® ¢ + (1 — p,sin® ) | 3] sin® ¢. (3.55)

O céalculo das funcoes p; e F; para as quatro possibilidades de medidas aliado

aos resultados da Eq. (3.27) fornece a funcao

<F>0\AA|AA = % {1 + % (—Pa — Db + 2PaDb) sin’ @
+35v/(1 — pa) (1 — py) sin 20 sin 2¢} : (3.56)

cujo limite classico <F>0|AA\AA = 2/3 (Massar and Popescu, 1995) pode ser obtido para

Pa = p» = 1. Por sua vez, se analisarmos o caso em que a informacao inicial de Alice
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também é exposta a decoeréncia induzida pelo mapa de Atenuacao de Amplitude tal que

VIi—po(@B)  (po)|BI
constataremos que a fungao (F)AAMAMA é igual a
<F>AA\AA|AA = %{1 - % + % (1 - pO) (_pa — Dy + 2papb) sin® ¢
+1/(T=po) (1 —pa) (1 — 1) sm2esm2¢}. (3.58)
Repare que a maximizac¢ao das fungoes <F>O\AA\AA e (F}AAMA‘AA ocorre para ¢ = /4, mas,

ao contrario dos resultados obtidos para os modelos de Inversao de Fase, Inversao de Bit e
Despolarizacio, as Eqgs. (3.56) e (3.58) apresentam fatores proporcionais ao termo sin? 6,
0s quais, por sua vez, impedem que o valor maximo destas fungoes ocorra para 6 = /4.

De fato, quando o grau de emaranhamento da base de medidas é méximo

(¢ = m/4), as solucdes das equacoes O(F) /00 =0 e O(F) /06 = 0 sao dadas

0|AA|AA AA|AA|AA

respectivamente por

8<F>O|AA\AA
00

_ 2V —p)0—p)
B oA Pa Db = 2paDb
o(F) 2/(1 = pa)(1 — py)

AA|AA|AA
R e e i t 20 = . .
a0 0= tan( >AA‘AA‘AA VI =10 (Pa + Pb — 2paps) (3:59)

Como 0 < py < 1 e, portanto, /1 — py # 0, a condi¢do 6 = 7/4 em (3.59) implica em

=0 = tan (20)

T
tan (260) = tan 5 00 Dat Py - 2papy = 0. (3.60)
Por outro lado, a relacao

Pa + Db — 20aPb > Pl + Dy — 2Palb = (Pa — 5)° > 0 (3.61)

é sempre valida para 0 < p, < 1 e 0 < p, < 1. Visto que a igualdade da Eq. (3.61) s6

pode ser satisfeita para p, = p, = p, a verificagao desta hipotese na Eq. (3.60) mostra que
2p—2p* =0=p(1—p) =0 (3.62)

e (F) 6

possui solucdo apenas para p = 0 ou p = 1. Logo, as funcdes (F) AALAAIAA

0|AA|AA

atingem seus respectivos valores maximos quando os canais sao parcialmente emaranhados
(0 # m/4).
Nas proximas secoes, mostraremos que todas as fungoes associadas ao mo-

delo de Atenuagao de Amplitude atingem seu valor maximo para 6 # /4, e exploraremos
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as conseqiiéncias desta importante propriedade ao comparar estes modelos em cenarios

com canais parcialmente emaranhados.

3.2.3 Canais Mistos com Decoeréncia Heterogénea

Os quatro mapas analisados para os modelos de canais com decoeréncia

homogénea podem ser permutados entre os operadores Ef* e Ef da Eq. (3.11) dada por
PP = B @ B o P (BN @ (B))T) (3.63)

gerando doze combinagoes distintas de pares heterogéneos neste sistema: 0|/ F|IB, 0|1 F|D,
O|IF|AA, O|IB|IF, 0|IB|D, O|IB|AA, O|D|IF, 0|D|IB, 0|D|AA, 0|AA|IF, 0|AA|IB e
0|AA|D. Como as expressoes relativas & fidelidade média total e seu respectivo valor es-
perado sao obtidas através do mesmo procedimento descrito na secao 3.2.2, evitaremos a
repeticao dos referidos calculos para destacar as propriedades e implicagoes mais relevan-

tes destas fungoes na proxima secao.

3.3 Analise do Valor Esperado da Fidelidade Média Total

Ao longo deste capitulo, discutiremos o comportamento do valor esperado

da fidelidade média total para os seguintes cenérios:

(1) Canais que sofrem um tnico tipo de decoeréncia (canais homogéneos), independen-

temente do grau de pureza e do mapa que atua sobre o estado de entrada;

(2) Canais com mecanismos de decoeréncia distintos (canais heterogéneos), com consi-

deragoes idénticas as do item (1) em relagdo ao estado de entrada;

(3) Configuragoes nas quais os qubits de Alice (referentes ao estado de entrada e a
respectiva metade do canal) sejam corrompidos por um tnico tipo de decoeréncia e

de forma distinta ao processo que atua sobre o qubit de Bob.

3.3.1 Entrada Pura em Canais com Decoeréncia Homogénea

Mostramos nas secoes 3.2.2 e 3.2.3 que os mapas apresentados em 2.9 ge-
ram quatro possibilidades onde um par de qubits pode sofrer decoeréncia homogénea e
doze casos de sistemas bipartite cujos qubits apresentam decoeréncias oriundas de fontes
distintas. Como todos os estados se enquadram nos requisitos necessarios para simular
canais mistos em procedimentos de teletransporte quantico, a unicidade de cada modelo
serd determinada pela configuracao do estado de entrada e pelos valores atribuidos a cada
parametro.

Assim, considere inicialmente um protocolo no qual apenas o subsistema de

Bob sofre decoeréncia, enquanto os qubits 1 e 2 de Alice permanecem isolados e com seu
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grau de pureza mantido intacto. Neste caso, o canal de teletransporte sera descrito pela
Eq. (3.10) como

PP =Y {rPeE} P (B, (3.64)

onde p, é o parametro que controla a acao do ambiente sobre o canal. Se substituirmos
0s termos Eg pelos operadores de Kraus discutidos na secao 2.5, podemos comparar o
comportamento de (F) para os modelos da Eq. (3.64) (cujos canais sofrem decoeréncia
parcial) com os quatro canais homogéneos analisados na se¢ao 3.2.2, como mostraremos
a seguir.

Na secao 2.9.2, vimos que a tendéncia da atuacao do mapa de Inversao de
Fase sobre um qubit isolado é a de restaurar a configuracao original dos coeficientes do
estado corrompido para p — 1. Todavia, o canal descrito por 5** na Eq. (3.64) é formado
por um par emaranhado, e o estado do sistema depende das propriedades simultaneas de
ambos os qubits. Neste caso, quando a condicao sin 20 sin2¢ > 0 for satisfeita, a funcao

obtida da Eq. (3.34) para p, = 0 e dada por

<F>0‘0|1F = g {1 - <pb - %) sin 26 sin 2gz§} (3.65)

decresce a medida que p, aumenta, onde o indice 0|0|/F destaca que o referido mapa atua

apenas sobre o qubit de Bob.

<Fm>

1.0}

0.9F

0.8

0.77 __'O'O'IF
— (O-1IF-1IF

0.6
0.5F

04F

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 0 ¢
Figura 3.5: Grdfico de (F) em fun¢io de ¢ para 0 = 7/4 e p, = pp = 1. As cores azul e
vermelha referem-se respectivamente a (F') e (F) e a linha horizontal tracejada

0[0|TF O|IF|IF?
representa o limite cldssico correspondente a (F) =2/3. Os melhores resultados estdo

associados ao modelo O|IF|IF.

A Fig. (3.5) mostra a dependéncia de <F>ouqu e (F) em funcao de ¢

para § = /4 ep, =p, = 1. Como 0 < 0 < w/2 e p, > 1/2, a Eq. (3.65) revela que o

0|0|TF
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valor de (F), . deve diminuir & medida que ¢ se aproxima de 7/4, e, em contrapartida,
a Eq. (3.34) prediz que (F)

fato, repare que as duas curvas atingem respectivamente seus valores maximo ((F) = 1)

orpie S€GUIra o caminho inverso, visto que {p4;py} > 1/2. De

e minimo ((F) = 1/3) para ¢ = 7/4 e que a segunda supera a primeira em todos os

pontos no intervalo 0 < ¢ < 7/2, aumentando significativamente o valor de (F). Deste

<Fm>
1.0
0.87
0.6 ---0-0-1B
| — (0-1B-1B
0.4
0.27
C o

Figura 3.6: Grdfico de (F) em funcio de ¢ para 0 = 7/4 e p, = pp = 1. As cores azul e
vermelha referem-se respectivamente a (F), . € (F)g 5,5, € @ linha horizontal tracejada
representa o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. Os melhores resultados estdo

associados ao modelo 0|1 B|IB.

modo, sempre que o produto dos fatores sin 26 e sin 2¢ for igual a um nimero positivo,

a dependéncia de (F') em relagdo a p, s6 podera ser estritamente crescente se o qubit de
Alice no canal estiver exposto ao mesmo tipo de decoeréncia que atua sobre o subsistema
de Bob.

A aplicacao do mapa de Inversao de Bit sobre os dois componentes do canal
também promove melhorias para (F) em relacio & Eq. (3.64) quando os coeficientes E;’
apresentam decoeréncia semelhante & dos termos exibidos em (2.178). De modo anélogo

ao mapa de Inversio de Fase, a fungdo (F),,, pode ser derivada da Eq. (3.42) para

olo|T

Po = 0 como

<F>0‘0“B = ; {1 - % (py — sin 20 sin 2gz5)} , (3.66)

e a Fig. 3.6 simula a comparagao entre esta e a fungao <F>0‘IB|IB para 0s mesmos parame-

tros exibidos na Fig. 3.5. Note que, embora a magnitude de (F) sempre decresgca com

olo|IB

o aumento de pj, sua distribuigdo ocorre de forma inversa a da fungao (F), ., uma vez

que nao ha acoplamento entre os parametros py, e ¢ na Eq. (3.66). Logo, para 0 < 0 < 7/2,

a curva relativa a funcao (F) é sempre crescente quando ¢ se aproxima de /4.

0[0|IB
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Ja a adaptagao da Eq. (3.50) para p, = 0 gera a fungao

(F) o0 = g {1 — ipb + % (1 — py) sin(20) sin(2¢)} , (3.67)

a qual, como esperado, ¢ sempre superior a (F), , , para 2/3 < (F) < 1, uma vez que

o processo de decoeréncia induzido pelo mapa de Despolarizacao é irreversivel. Embora

0|D|D

seja possivel encontrar cendrios em que (F), , , seja ligeiramente superior a (F) , para

determinados valores de 0, em nenhum destes casos estas funcoes encontram-se acima do

limite (F) = 2/3. A Fig. 3.7 ilustra o exemplo préximo ao estdgio final de despolarizagio

destes modelos para 0 = 7/4 e p, = p, = 0.95. Repare que a distribuicao de (F))

0|D|D

em torno do ponto (F) = 0.5 (configuracio na qual os estados tornam-se completamente

mistos) é praticamente constante.

<Fm>

0.525 F TR
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Figura 3.7: Grdfico de (F) em fungio de ¢ para 0 = /4 e p, = pp = 0.95. As cores azul e
F ol € <F>O\D\D' Nenhuma das curvas atinge o limite

vermelha referem-se respectivamente a (F)
classico correspondente a (F) = 2/3. Os resultados associados ao modelo 0|D|D sdo inferiores
aos do modelo 0|0|D.

Se por um lado as Egs. (3.65), (3.66) e (3.67) atingem seus respectivos
valores maximo e minimo para 0 = ¢ = 7/4, o cenario envolvendo o mapa de Atenuagio
adaptada da Eq (3.56) para p, = 0

de Amplitude ¢ mais sutil. Considere a fungao (F), .,

e descrita por

<F>0\O\AA = g {1 + % (—pb sin®@ + /(1 — pp) sin 20 sin 2¢)} , (3.68)

e observe que o aumento de p, também implica na redugao de (F') Por sua vez, a

0j0jAA"
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funcao dada por

<F>0\AA|AA - % {1 + % ((—pa — Py + 2papy) sin 6
/(1= pa) (L= py) sin 205in26) } (3.69)

contém fatores semelhantes aos da Eq. (3.68), exceto pelo coeficiente associado ao termo

sin? 6.

045 . .

0.65
0.60 :
0.55
0.50

045 F

‘\"“\““\““\“\‘_“r““\“q)
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(b) 0 = 7/4.

Figura 3.8: Grifico de (F) em fungdo de ¢ para p, = 0.5 e pp = 0.82. As cores azul e
vermelha referem-se respectivamente a <F>O|0&A € (F)ganjaa- € @ linha horizontal tracejada
representa o limite cldssico correspondente a (F') = 2/3. O valor mdzimo de ambas as fungoes
para (a) 0 = 0.7 supera os resultados exibidos para (b) 0 = /4, e os melhores resultados estao

associados ao modelo 0|AA|AA.

O calculo de O(F) /06 = 0 para ¢ = 7/4 fornece a solu¢ao dada por

o0loj]AA

OCE ) ojojan
09

— 0= tan(20) = VITP (3.70)

0]0]AA Db
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e, gracas a presenca do fator sin®f, a condicdo § = 7/4 ¢ satisfeita somente para p, = 0

(de forma andloga a Eq. (3.59)). Conseqiientemente, para que a fungio <F>O\0|AA atinja

seu valor maximo, o canal também deve ser parcialmente emaranhado e, neste caso, é

possivel que <F>O|AA\AA supere <F>O\O|AA para valores especificos de p, e py. Para o exemplo
das Figs. 3.8a e 3.8b, (F); ,4ua > (F)opous Para p, = 0.5, pp = 0.82 e 0 = {0.7;7/4}; e,
nestes cendarios, os valores das fidelidades relativas aos canais parcialmente emaranhados
(0 = 0.7) sao superiores aos resultados de um experimento simulado nas mesmas condi¢oes
para canais perfeitamente emaranhados (6 = 7/4).

Como a presenca de decoeréncia no qubit de Alice no canal consegue au-
mentar a magnitude de (F) para combinacdes especificas dos parametros ¢, 0, p, e p, em
relacao a Eq. (3.64), os canais relativos aos modelos 0|/ F|IF', 0|IB|IB, 0|D|D e 0]AA|AA
também podem ser comparados com o intuito de maximizar a fidelidade do estado de saida
p3. Nestes casos, a escolha do canal mais adequado depende sensivelmente da configuracao

particular dos parametros mencionados, como mostram as Figs. 3.9a, 3.9b e 3.9c.

<Fm>
<Fm> Fm

0.75F

i 0.7
0.70 !

0.65 7
[ 0.6

0.60
055 051

0.50 | t
F 04

045

P N RS R, P B T S S RO R
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5

(a) 0 =0.2. (b) 6 =1.2.

<Fm>

P TR el R R B
2.0 2.5 3.0

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(c) 6 =1.35.

Figura 3.9: Grdfico de (F) em fun¢dio de ¢ para p, = 0.1 e pp = 0.3. As cores azul, vermelha,
marrom e verde referem-se respectivamente a <F>0\IF\IF7 <F>O\IB\IB’ (F) e <F>O‘AA|AA,
linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F') = 2/3. Os melhores
resultados estao associados respectivamente aos modelos (a) 0|AA|AA; (b) O|IB|IB e (c)
O|IF|IF.

0|D|D €a

Suponha inicialmente que Alice tenha fixado a decoeréncia sobre seu qubit
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no canal em p, = 0.1 e que Bob tenha interrompido um processo semelhante sobre o
seu estado em p, = 0.3. Para § = 0.2 e 0 < ¢ < m/2, a curva descrita pela fungdo
(F)

de (F) = 0.75. Porém, a medida que o grau de emaranhamento do canal se aproxima de

olaajaa @ Fig. 3.9a é notoriamente superior as trés concorrentes e atinge valores acima
0 = m/2 ~ 1.57, h4 um revezamento na hierarquia que define os canais mais eficientes:
observe nas Figs. 3.9b e 3.9¢ que 0|/ B|IB revela-se como a melhor opgao para § = 1.2
no intervalo proximo a 0.5 < ¢ < 1.3, enquanto o canal 0|/ F|IF apresenta-se claramente

como a melhor escolha para 6 = 1.35.

<Fm>

<Fm>

0-1B-1B
— 0-D-D
— 0-AA-AA

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a)6=02. | (b) o= 12

<Fm>

S S S S SR
0.2 04 0.6 0K 1.0

(c) 6 =1.35.

Figura 3.10: Grdfico de (F) em funcdo de py para p, = 0.1 e ¢ = 7/4. As cores azul,
vermelha, marrom e verde referem-se respectivamente a (F') (F) (F)oipip
(F) e a linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a
(F) = 2/3. Os melhores resultados estdo associados respectivamente aos modelos (a) 0|AA|AA;
(b) O|IB|IB e (¢) O|IF|IF.

€

O|IF|IF’ 0|IB|IB’

0|AA|AA?

A comparacao entre estes sistemas também pode ser analisada sob aspec-
tos além da manipulacao dos graus de emaranhamento do canal e da base de medidas.
Suponha novamente que a decoeréncia sobre o qubit de Alice no canal tenha atuado até
pa = 0.1 e que ela e Bob concordem em utilizar a mesma base de medidas em todos os
eventos. Visto que todas as expressdes relativas a (F) atingem seu valor maximo para
¢ = m/4, é natural que o grau de emaranhamento das medidas seja pré-determinado com

esta configuracao. Assim, se o valor de 6 for conhecido previamente, o referido cenario
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permite que Bob adquira a liberdade de interromper o processo de decoeréncia sobre
seu estado no momento em que julgar conveniente, como mostram respectivamente os
resultados das Figs. 3.10a, 3.10b e 3.10c para 6 = 0.2, § = 1.2 e § = 1.35. Repare que

o aumento de p, reduz o valor geral de (F) e que (F) é a unica curva que nao

0|AA|AA
apresenta comportamento linear, gracas a competicao entre os fatores proporcionais a p

e /1 — p, implicitos na Eq. (3.56). Observe ainda que raramente ha superposicao entre

as curvas.
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(a) 6=0.2. (b) 6 =1.2.
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(c) 6 =1.35.

Figura 3.11: Grdfico de (F) em funcio de p, = py = p para ¢ = 7/4. As cores azul, vermelha,
marrom e verde referem-se respectivamente a (E'), 1m0 (F) o rpiss (Fopip € Fojanjans € 0

linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. Os melhores
resultados estao associados respectivamente aos modelos (a) 0JAA|AA; (b) O|IB|IB e (c)
O|IF|IF.

Suponha agora que exista um mecanismo que controle a acao dos mapas
Ef e Ef sobre os qubits do canal tal que p, = p, = p. Cenérios deste tipo ocorrem
quando o ambiente interage simultaneamente com estes qubits, de forma que Alice e Bob
nao conseguem isolar a acdo do meio externo sobre um respectivo estado sem afetar o
processo de decoeréncia sobre o outro constituinte do canal. Para 6§ = 0.2, a Fig. 3.11a

mostra que (F) supera as outras fungoes enquanto as probabilidades de decoeréncia
e (F)

para valores de p acima deste ponto. Na Fig. 3.11b, a ultima funcao supera todas as outras

0|AA|AA

nao atingem o valor p ~ 0.7, tornando-se significativamente inferior a (F')

O|IF|IF 0|IB|IB
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para 6 = 1.2 e nao ha sobreposicao entre esta e as curvas restantes, tal qual na Fig. 3.11a.
A Fig. 3.11¢, por sua vez, revela que o canal 0|/ F|IF apresenta-se como a melhor opgao
para 6 = 1.35.

Na proxima secao analisaremos a fidelidade de modelos que possuem canais

homogeéneos e entradas mistas.

3.3.2 Entrada Mista em Canais com Decoeréncia Homogénea

<Fm>

--- 0-IB-1B
— IB-IB-1IB

=7

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 3.12: Grdfico de (F) em funcgdo de ¢ para 6 = /4, po=po =08 ep,=0.2. As cores

azul e vermelha referem-se respectivamente a (F) e (F)p1prps € @ linha horizontal

O|IB|IB
tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F') = 2/3. Os melhores resultados estio

associados ao modelo IB|IB|IB.

<Fm>

Figura 3.13: Grdfico de (F) em funcdo de ¢ para = 7/4, po = 0.2 e p, = pp = 1. As cores
azul, vermelha e marrom referem-se respectivamente a (F) F>O\IF\IF e (F) ea

linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F') = 2/3. Os melhores
resultados estao associados aos modelos O|IF|IF e IF|IF|IF.

0[0|IF~ < IF|IF|IF’
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<Fm>

---0-0-1B
— 0-1B-1B
— IB-1B- 1B

Figura 3.14: Grdfico de (F) em fun¢io de ¢ para 0 = w/4, po = 0.4 e po = pp, = 1. As cores
azul, vermelha e marrom referem-se respectivamente a (F) F>0\IB|IB e (F) ea

linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. Os melhores
resultados estao associados aos modelos 0|IB|IB e IB|IB|IB.

o[0|IB” < IB|IB|IB’
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Figura 3.15: Grifico de (F) em funcdo de ¢ para 6 = /4, pg = 0.5 e p, = pp = 0.95. As cores
azul, vermelha e marrom referem-se respectivamente a (F') (E)oipip € F) pipp- Nenhuma
das curvas atinge o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. Os resultados associados aos

modelos 0|D|D e D|D|D sao inferiores aos do modelo 0]0|D.

0[0|D?

O primeiro fato relevante decorrente da comparacao entre entradas puras
e mistas pode ser constatado observando-se as curvas exibidas na Fig. 3.12: o de que
é possivel aumentar a eficiéncia de um determinado processo destruindo-se a pureza do
estado de entrada. A manifestagao deste fenémeno ocorre para o modelo I B|I B|I B sempre
que apenas uma das condigoes {p,; pp} > 1/2 é satisfeita, e o aumento de p, contribui

IB|IB|IB e <F>
Contudo, o cenario anterior ¢ uma excecao em relacao aos demais processos,

para ampliar a defasagem entre as funcoes (F) OBl

pois, de uma forma geral, a manifestagido de decoeréncia sobre o estado de entrada reduz
o valor esperado da fidelidade média total. Assim, embora as Figs. 3.13, 3.14, 3.15 ¢ 3.16
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--- 0-0-AA
— 0-AA - AA
— AA-AA-AA

045 . ,

Figura 3.16: Grdfico de (F) em fungdo de ¢ para 6 = 7/4, po = 0.3, p, = 0.5 e p, = 0.82. As
cores azul, vermelha e marrom referem-se respectivamente a (F)y o 415 (F)g aa1aa €
<F>AA‘AA|AA, e a linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a

(F) =2/3. Os melhores resultados estio associados aos modelos 0JAA|AA e 0]0]AA.

<Fm> <Fm>

0sf

0.70
°r A NN 0.65
0.6

0601 __. IB-IB-IB

- IF-1F-1F

osf  — IF-IB-IB [ — IB-IF-IF \ ;
| — IF-D-D 055F — IB-D-D
04f — IF- AA - AA [ — IB- AA - AA . o
r 0507’ S e
P S S S S R S SR B L ‘\“¢ “‘““““““““““F"““““(t
05 1.0 15 2.0 25 3.0 05 10 15 20 25 30
(a) 0 =0.6, po =ps =0.1 e pp, = 0.25. (b) 6 =0.15, pg =p, = 0.1 e pp = 0.12.
<Fm>
<Fm>

070}
0.65F

0.60
--- AA-AA-AA

055" — AA-IF-IF
| — AA-IB-IB
0.50 -

I — AA-D-D
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\0'45;\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ L
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 ¢ 05 10 s ¢
(c) 6=0.3, po =0.1 e p, = pp = 0.25. (d) 8 =1.35, pg =ps =0.1 e pp =0.2.

Figura 3.17: Comparacio entre modelos que possuem entradas mistas e canais homogéneos
onde o estado de entrada é mantido inalterado. As figuras exibem os grdficos de (F) em fungdo
de ¢ e a linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. Os

melhores resultados estio associados respectivamente aos modelos (a) IF|AA|AA; (b)
IB|AA|AA; (c) D|AA|AA e (d) AA|IF|IF.
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revelem que a inser¢ao das fungoes (3.37), (3.44), (3.52) e (3.58) nos graficos 3.5, 3.6, 3.7
e 3.8a provoque o decréscimo de (F), a inclusdo do estado de entrada no contexto de
estados mistos ainda é valida, pois aproxima estes protocolos de cenérios mais realistas e

gera novos tipos de analises e comparacoes relevantes para os modelos em questao.
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Figura 3.18: Comparacao entre modelos que possuem entradas mistas e canais homogéneos
onde o canal é mantido inalterado. As figuras exibem os grdficos de (F') em fun¢do de ¢ e a

linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F') = 2/3. Os melhores
resultados estao associados respectivamente aos modelos (a) AA|IF|IF; (b) AA|IB|IB; (c)
AA|D|D e (d) IF|AA|AA.

Deste modo, tal qual nas Figs. 3.9a, 3.9b e 3.9¢, suponha inicialmente que
o estado inicial de Alice p; seja pré-determinado e que ela e Bob desejem escolher o canal
que maximiza a fidelidade total ao final do processo. As Figs. 3.17a, 3.17b, 3.17c e 3.17d
resgatam respectivamente as Eqs. (3.35), (3.43), (3.51) e (3.57) para reproduzir o estado de
entrada em cenarios nos quais o emprego de canais com decoeréncia uniforme de natureza
distinta a de p; supera os modelos onde um tnico mapa atua sobre todos os qubits.
Repare que o valor maximo de todas as funges ocorre para ¢ = /4 e que cada grafico
mostra uma configuracao na qual a troca de canal é sempre vantajosa para o conjunto
de parametros selecionados. Observe ainda que a magnitude de (F') foi expandida em até
10% em relacao ao valor original nas Figs. 3.17a, 3.17b e 3.17d, chegando a ultrapasséa-lo

em até 20% deste valor para o exemplo da Fig. 3.17c.
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Por outro lado, a comparacao entre processos simulados com um tnico ca-
nal para os quatro tipos de entrada possiveis também gera conclusoes interessantes. As
Figs. 3.18a e 3.18b apresentam respectivamente cenérios nos quais as funcoes (F)
e (F)

sistema de entrada, e fenomeno semelhante ocorre na Fig. 3.18¢ para a funcio (F)

IF|IF|IF

15p)s 580 ultrapassadas pelos modelos onde a decoeréncia do canal é distinta a do

D|D|D

quando p; é igual a IB ou AA. Na Fig. 3.18d, por sua vez, a permuta do mapa AA por

IF em p; constitui-se como a tnica alteracao vantajosa em relacao a (F>AA|AA‘AA.

Assim, verificamos sob dois pontos de vista distintos que a combinacao de
mecanismos de decoeréncia independentes geram fungdes que superam o valor de (F) em
relacao a acao de um tinico mapa sobre todo o sistema. De uma forma geral, a troca de
canais em relacao a um estado de entrada previamente escolhido gera resultados mais

significativos do que o processo inverso.

3.3.3 Entrada Pura em Canais com Decoeréncia Heterogénea
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(a) 0 =7/4, p, =0.16 € pp = 0.2. (b) 6 =0.15, p, = 0.1 e p, = 0.2.
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Figura 3.19: Comparacao entre modelos que possuem entradas puras e canais heterogéneos
onde o qubit de Alice no canal é mantido inalterado. As figuras exibem os grdficos de (F) em
funcao de ¢ e a linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a
(F) =2/3. Os melhores resultados estio associados respectivamente aos modelos (a) O|IF|AA;

(b) 0|IB|AA; (c) O|D|AA e (d) 0JAA|IB, O|AA|D e 0|AA|IF.
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Na anélise dos protocolos discutidos nas secoes 3.3.1 e 3.3.2 para canais
com decoeréncia homogénea, estabelecemos comparagoes para uma configuracao fixa da
informacao original (em relagao aos quatro tipos de canais) e para mecanismos com estados
de entrada distintos (sujeitos a um canal de transmissao pré-estabelecido). Nesta se¢ao,
adaptaremos estas analises para o subsistema de Bob em processos que possuem canais
com decoeréncia heterogénea.

A figura 3.19a exibe os graficos de (F') para procedimentos de teletransporte
com entrada pura nos quais a decoeréncia do qubit de Alice no canal é descrita pelo mapa
de Inversao de Fase, enquanto o estado de Bob é exposto aos modelos analisados na
segdo 3.2.1. Observe que os valores relativos aos canais heterogéneos 0|/ F|IB, 0|IF|D e
0|IF|AA sao superiores aos do canal 0|/ F|IF para a maior parte do intervalo contido
em 0 < ¢ < m/2 e que, nas condigbes especificadas pela simulagio, Alice e Bob devem
descartar a hipdtese de realizar o processo de teletransporte com um canal homogéneo.

Argumento semelhante pode ser aplicado quando permutamos os indices
IF e IB: observe na Fig. 3.19b que a exposicao do terceiro qubit aos mapas de Inversao
de Fase, Despolarizacao e Atenuacdo de Amplitude pode aumentar em até 10% o valor

méximo de (F), . -

Por sua vez, as propriedades do mapa de Despolarizacao e os resultados
exibidos nas secoes 3.3.1 e 3.3.2 indicam que a troca de decoeréncia em pelo menos um

qubit do canal também deve promover melhorias em relacio a (F) (para alguma

0|D|D
configuragao especifica dos parametros envolvidos no processo), e a Fi‘g.| 3.19¢ apresenta
um exemplo onde os mapas I B e AA satisfazem esta premissa.

A substitui¢ao do ultimo qubit do canal 0|AA|AA por IF, IB ou D também
pode ser vantajosa, embora tal configuracao ocorra para uma faixa restrita de valores em
relagdo aos parametros 0, p, e pp. Assim como em outros cenédrios onde havia a presenca
do mapa de Atenuacdo de Amplitude em algum dos componentes do sistema (Figs. 3.17d

e 3.18d), o ganho final em relacao a (F') é sutil se comparado as Figs. 3.19a, 3.19b e 3.19c.

Repare que o valor méximo de (F’) na Fig. 3.19d é acrescido de aproximadamente

0|AA|AA

1% na comparacao com a funcio <F>0|AAuB~

Deste modo, quando a informacao original é descrita por um estado puro,
mostramos que é possivel aumentar a fidelidade total de canais que sofrem decoeréncia
homogénea se alterarmos o ambiente que atua sobre o qubit de Bob. Na préxima secao,
finalizaremos este capitulo analisando cenérios onde o estado de entrada e o qubit de
Alice no canal sofrem o mesmo tipo de decoeréncia, para os quais apresentaremos novos
exemplos onde a substituicdo do estado de Bob (e do subsistema de Alice) superam a

fidelidade de protocolos que possuem um tnico tipo de decoeréncia.
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3.3.4 Entrada Mista em Canais com Decoeréncia Heterogénea
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 \ 0.5 1.0 1.5 2.0 . 2.5 3.0 ¢
(a) =08, pg =p, =0.1 e p, =0.2. (b) 6 =0.15, pg = p, = 0.09 € p, = 0.16.
<Fm> <Fm>
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0.66
0.64

0.62] AA - AA -TF

| — AA-AA-IB
060 — AA-AA-D
‘0,5““]0““]5““2,0‘ 25““30“¢ “"0,‘5““]‘0““],‘5““, X ¢
(c) 6=0.2, pg = ps, = 0.1 e p, =0.15. (d) 6 =1.5, po = ps = 0.04 € pp = 0.06.

Figura 3.20: Comparacio entre modelos que possuem entradas mistas e canais heterogéneos
onde o qubit de Alice no canal e o estado de entrada sdo mantidos inalterados. As figuras
exibem os grificos de (F') em fungdo de ¢ e a linha horizontal tracejada representa o limite

cldssico correspondente a (F) = 2/3. Os melhores resultados estao associados respectivamente
aos modelos (a) IF|IF|AA; (b) IB|IB|AA; (¢) D|D|AA e (d) AA|AA|IF.

Encerraremos este capitulo com dois tipos de anélises situadas em cenarios
mais realistas do que os apresentados nas secoes 3.3.2, 3.3.3 e 3.3.3. Suponha que um tnico
meio envolve todo o sistema de Alice, enquanto o qubit de Bob é descrito por um mapa
independente do primeiro par. Se considerarmos que a decoeréncia do estado de entrada p;
é semelhante & do qubit de Alice no canal e adaptarmos as comparacoes exibidas na secao
3.3.3, obteremos resultados como os das Figs. 3.20a, 3.20b, 3.20c e 3.20d, comprovando
que a alteracao do ambiente que atua sobre o qubit de Bob pode ser vantajosa em relacao
aos modelos analisados. Repare que os valores assumidos por estas funcoes e a diferenca
entre as mesmas assemelham-se ligeiramente aos resultados exibidos respectivamente nas
Figs. 3.19a, 3.19b, 3.19c e 3.19d.

Visto que Bob pode determinar o tipo de decoeréncia mais adequado para
melhorar a fidelidade relativa a um determinado procedimento, podemos conceder a Alice
liberdade de escolha semelhante. Assim, enquanto o qubit de Bob no canal ¢ mantido

inalterado, Alice pode adaptar seu sistema para a configuracao que julgar conveniente. As
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<Fm>
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0sf 0.70|

071 0.65

____________________________________

--- IB-1B-IB
0.60 \

0.6

--- IF-IF-IF

b — IB-IB-IF — [F-IF-1IB
051
b — D-D-IF [ — D-D-1B
0.55 —_
oal  — AA-AA-TF 55: AA - AA - 1B \ /
[ R e R g ““\““\““\““\‘"N_L_"uf“‘\“q:
05 1.0 15 K ns 0 15 270 75 10
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<Fm> <Fm>

070
065
0.60{
0.55]

0.50f

¢ [ S ¢
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(c) =04, pg =ps, =0.12 e p, = 0.2. (d) 6 =1.35, pg =ps = pp = 0.1.

Figura 3.21: Comparacio entre modelos que possuem entradas mistas e canais heterogéneos
onde o qubit de Bob no canal é mantido inalterado. As figuras exibem os grdficos de (F) em
fungdo de ¢ e a linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a
(F) =2/3. Os melhores resultados estdo associados respectivamente aos modelos (a)
AAJAA|IF; (b) AA|AA|IB; (c) AA|AA|D e (d) IF|IF|AA.

Figs. 3.21a, 3.21b, 3.21c e 3.21d mostram cendrios onde o emprego de canais heterogéneos
consegue otimizar os procedimentos baseados na agao de um tnico tipo de ambiente sobre
todo o sistema. Com isso, concluimos este capitulo provando que a distribuicao de mapas
de decoeréncia distintos em relacao ao estado de entrada e ao canal de transmissao de
informacao pode melhorar a fidelidade de protocolos onde um tinico mapa atua sobre todo

0 sistema.
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Capitulo 4

Teletransporte Quantico Condicional

O modelo geral de teletransporte quantico introduzido na secao 3.2.1 para
descrever os protocolos analisados no capitulo 3 pode ser denominado de "teletransporte
quantico direto", visto que os participantes nao interferem na execucao do processo até
que o resultado da medida sobre o sistema de Alice seja revelado. Neste contexto, mos-
tramos que esta informacao é obtida de forma aleatéria com probabilidade p;, e que as
possibilidades de medidas associadas aos projetores Pf estao incluidas no célculo da fi-
delidade média e de seu respectivo valor esperado, satisfazendo as condiges > Pf =1
e ijpi = 1. Porém, como o resultado de F = ZZj piF; na Eq. (3.24) depende da
distribuicao dos valores especificos de 0 < p; < 1, a fidelidade total sera sempre menor
do que o valor maximo associado a uma ou mais funcoes particulares F;. Com isso em
mente, abordaremos neste capitulo a analise do método de teletransporte condicional, no
qual serao considerados apenas os resultados de medidas que maximizem as fidelidades
parciais em um mesmo procedimento para investigar fungoes que superem a fidelidade
total associada ao teletransporte direto.

Antes de prosseguir, contudo, é importante revisar as expressoes mais rele-
vantes apresentadas nos capitulos anteriores. Assim, suponha inicialmente que o par de
qubits de Alice tenha colapsado para algum dos estados da Eq. (3.18). Logo, segundo
as Eqgs. (2.20) e (3.19), o estado final de Bob sera descrito em funcao de uma medida

projetiva especifica Pf e do sistema global p como
ps = PP [Tx(pPy), (4.1)

, . . L, ~ /
e o calculo de sua respectiva fidelidade serda baseado na comparacao entre p; e o estado

puro da Eq. (3.1) dado por
[W)1 = |0)1 + B[1)1. (4.2)
Por sua vez, de acordo com a Eq. (3.25), a ocorréncia dos autoestados |0) e

|1) em (4.2) esta atrelada aos coeficientes o e 3 de acordo com as freqiiéncias |a|> = z e

97
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|8%] =1 — x tal que
lal =V e |8 =V1-u, (4.3)

onde 0 < z < 1. Desse modo, de acordo com as Egs. (2.15) e (2.5), a probabilidade de

colapso de pé em relagao ao projetor Pf serd equivalente a
pi(x) = Te(pP?), (4.4)
e sua fidelidade serda dada por
Fy(x) = 1(¥] ] ¥)y, (4.5)

onde o indice 7, z indica que (4.4) e (4.5) dependem explicitamente de P? e do valor de x
em (4.3).

A idéia central do teletransporte condicional é simples: de posse das infor-
macoes anteriores, Alice e Bob prosseguirao na execucao de um determinado protocolo até
o fim somente se o resultado da medida de Alice sobre o primeiro par de qubits obedecer
a escolha prévia de um estado em particular. Baseando-se neste conceito e nas Eqs. (4.1-
4.5), podemos remodelar o protocolo de teletransporte direto e descartar as informagoes
relativas a trés das quatro medidas projetivas de Alice, condicionando a realizacao do pro-
cesso somente & obtencao do estado desejado. Assim, embora a condicao sz pi(r) =1
continue sendo valida e esteja implicita em todos os eventos, o calculo de p; e F; em
relacao aos coeficientes a e § para cada valor de 0 < x < 1 sera efetuado apenas para o
subsistema independente descrito pelo projetor Pf. Neste caso, a probabilidade final de

sucesso sera dada por

pi = /IZIPz‘(SU)dSU, (4.6)

=0

onde sz p; = 1, e a fidelidade média relativa a um evento particular seré igual a propria

fidelidade calculada para o estado em questao de forma que
Fi(x) = Fi(x). (4.7)

Por sua vez, de acordo com as Eqgs. (3.22) e (4.6), a funcdo que descreve o

valor esperado da fidelidade média é fornecida pelo céalculo de
o _ s pi@)Fi(@)de _ 7] pi()Fi(x)da

Pem B : 4.8
) f;::_O pi(z)dx Di (4.8)

e, com isso, as funcoes p; e (F'); serdo independentes dos valores especificos de || e |3,
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sendo expressas somente em funcao dos parametros que governam as taxas de decoeréncia

sobre o sistema e os graus de emaranhamento do canal e da base de medidas.

Observe que a soma do produto entre as grandezas p; e (F'); da Eq. (4.8) é

igual a
S-S wis) - [ (mans)o [ 3=

(4.9)

e que, portanto, a média ponderada das fidelidades condicionais associadas aos subsiste-
mas independentes Pf ¢ idéntica ao resultado obtido para o valor de (F) no método de
teletransporte direto. Desta forma, a relacdo exibida na Eq. (4.9) conecta as probabilida-
des e fidelidades calculadas em ambos os processos e revela que p; e (F); serdo inversa-
mente proporcionais entre si quando o valor de (F') for mantido constante. As implicacoes
desta propriedade serao fundamentais para a andlise dos modelos que desenvolveremos

nas proximas secoes.
4.1 Entrada Pura em Canais com Decoeréncia Homogénea e He-

terogénea

Tal qual no Capitulo 3, considere novamente que a informacao inicial seja

descrita pela Eq. (3.30) como

) aB*
_ , 4.10
. [ @B 13 ] o

e suponha que o sistema de Alice colapse para o estado Oy, = (125)(®@51),, em um
processo de teletransporte cujos qubits do canal sofrem decoeréncia homogénea de Inversao
de Fase (Eq. (3.29)). Vimos na se¢ao 3.2.2 que a probabilidade associada a este resultado

é igual a
p,. = Tr(pP?) = |af® cos® 6 cos® ¢ + | | sin® O sin” ¢, (4.11)

mas, neste caso, vamos considerar apenas a fidelidade parcial implicita no resultado da
Eq. (3.33) dada por

B |a|* cos? 0 cos? ¢p+|B|* sin? O sin? ¢+2|a|2|,8|2(pa—%) (pb—%) sin 26 sin 2¢
Lz |at|2 cos? 0 cos? ¢p+|B|2 sin? O sin? ¢ :

F

(4.12)

Suponha ainda que o nimero de repeticoes deste procedimento seja sufici-
ente para que o pardmetro x relativo aos coeficientes |a| e || das Egs. (4.11) e (4.12)

assuma todos os valores possiveis dentro do intervalo 0 < x < 1, e que a conclusao de cada
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processo esteja condicionada somente a obtencao do estado Oy, = (125)(®51),,- Logo,

segundo as Eqgs. (3.27) e (4.4), a probabilidade total associada a este evento é igual a

=1 1
p, = / p,dr = 1 (1 4 cos 20 cos2¢), (4.13)

=0

e o calculo da fidelidade média total através da Eq. (4.8) resulta em

(4.14)

FY = =0 , I
() (1 4 cos 26 cos 2¢)

B z=1 F,.p, dx 2 {1 N 2 (pa — %) (pb — %) sin 26 sin 2¢}
P, 3

Observe que a fungao calculada em (3.34) e descrita por

<F>OuFuF = g {1 + 2 (pa - %) (pb - %) sin 20 sin 2gz5} (4.15)

difere da Eq. (4.14) pela presenca do denominador 1 + cos 26 cos 2¢ no altimo termo, e

que ambas serao idénticas apenas se a condigao
cos20cos2¢0 =0=0=mn/4 ou ¢p=m/4 (4.16)

for satisfeita. O mesmo argumento pode ser aplicado para as func¢oes associadas aos estados
|(bq_5>1,27 |\I]$>1,2 € |\I]¢_>>1,27 visto que <F>IV = <F>1 €

) =), =2 {1 L 2(m—3) (- 3) sin2esin2¢}. (17

e 3 (1 — cos 26 cos 2¢) ’

e, portanto, conclui-se que os métodos de teletransporte direto e condicional relativos
ao modelo O|IF|IF s6 serao equivalentes quando o canal e a base de medidas estiverem
perfeitamente emaranhados.

Por outro lado, para os cenarios que obedecem a condicio (F); # (7>0‘1F‘1F,

a relagdo demonstrada na Eq. (4.9) para

(F) =) _pi(F) (4.18)

=1

prevé que o valor de (F') serd inferior a um dos pares das fidelidades condicionais e superior
ao outro quando os valores dos parametros destes sistemas forem mantidos fixos. De fato,

o célculo das expressoes p,,, p,,, ¢ p,, de modo semelhante ao da Eq. (4.13) revela que

—_

1

p, =D,y =~ (1 +cos26cos2¢) e p,, =p,, = 2 (1 — cos26 cos2¢), (4.19)

4
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e permite que as fidelidades sejam expressas como

(4.20)

3

F) -2 {1 N (Pa — 3) (2 —25) sin 20 sin 2¢} |

provando que a condi¢do (F), > (F) ocorre para p; < 1/4.

P

<Fm>
0.5F A
[ = (0-1F-1Fe0-IF - IF - LILILIV
oal 075]
03 0.70
02k 0.65:
01 060
ns 10 15 ‘7 0 725 20 ‘ ¢ ‘ ¢
— 0-IF-1IF-LIV
— (- 1IF-1IF-ILIII
20 ¢ 0.5 10 15 20 25 20 ¢
(c) 6=0.5. (d) 6 =0.5.
P
- 0-1IF-1F- LIV
= (0-1IF-IF - ILIII
0.5 10 5 20 25 o ¢ - | - | ¢
(e) 6 =1.0. (f) 6 =1.0.

Figura 4.1: Grdficos de p, (na coluna & esquerda) e (F) (na coluna & direita) em funcio de ¢
para pg = pp = 0.2. As linhas horizontais tracejadas representam respectivamente p, = 1/4 e o

limite cldssico correspondente o (F) = 2/3. Para 0 = w/4, todas as probabilidades sio iguais e a
fungao <F>O|1F|1F é idéntica aos pares (F),/(F),, e (F), /(F),,, relativos ao teletransporte
condicional do modelo O|IF|IF. Para 6 # w/4, os melhores resullados estdo associados as

fidelidades condicionais.
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Note que as probabilidades parciais da Eq. (4.19) nao dependem de p, e
Py € que as mesmas sO serao equivalentes para § = ¢ = w/4, tal qual suas respectivas
fidelidades condicionais. Como estas classes de funcoes sao inversamente proporcionais

entre si, a probabilidade total associada ao par que possui a maior fidelidade é dada por

P =2 % 1(1 — |cos 260 cos 2¢|) = L W. (4.21)
4 2 2

Assim, embora o resultado da Eq. (4.21) nao ultrapasse o valor de 1/2 e seja, portanto,
inferior ao valor P, = sz pi(z) = 1 associado a teletransportes diretos, a escolha das
medidas condicionais relativas a Py, < 1/2 ndo s6 aumenta a fidelidade média total como
economiza recursos praticos quando associada a demanda de menos emaranhamento no
canal, como mostram as Figs. 4.1a-4.1f. Repare que as curvas nao podem ser distinguidas
para 6 = 7/4 e que ha simetria reflexiva em torno dos eixos ¢ = /4 e ¢ = 3w /4 para os
pares (F),/(F),, e (F),,/(F),,, aolongo do intervalo 0 < ¢ < m. Observe ainda que p; e
(F), sdo inversamente proporcionais, como previsto pela Eq. (4.9).

As Eqgs. (4.16), (4.19) e (4.21) e os resultados apresentados para o tele-
transporte condicional do canal O/ F|IF coincidem com os dos modelos de canais com
decoeréncia parcial (Eq. (3.64)) quando o qubit de Bob sofre a agdo dos mapas de Inversao
de Fase, Inversao de Bit e Despolarizacao. Para o canal 0|0|IF’, por exemplo, as fidelidades

parciais expressas por

— 2 (py — %) sin 20 sin 2¢
(F) = 3 {1 (1% cos 20 cos 20) } ’ (4.22)

onde os sinais + e — definem respectivamente as funcoes (F), = (F),, e (F),, =

s6 podem ser idénticas & Eq. (3.65) onde

(F)opor = ; {1 — <pb — %) sin 26 sin 2¢} (4.23)

se § = ¢ = 7/4. Este resultado é valido para todos os modelos que ndo possuem a presenga,
do mapa de Atenuacao de Amplitude no estado de entrada ou nos qubits do canal, e o
comportamento exibidos pelas curvas das fidelidades parciais destes cenérios é idéntico

ao das Figs. 4.1b, 4.1d e 4.1f.
Por outro lado, compare a fidelidade obtida na Eq. (3.68) e descrita por

<F>O\O|AA — 2 {1 + 1 (—pb sin?@ + /(1 — pp) sin 20 sin 2gb> } (4.24)

3 2
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Figura 4.2: Grificos de p, (na coluna a esquerda) e (F) (na coluna a direita) em funcio de
(a-b) ¢ e (c-f) O para p, = pp = 0.2. As linhas horizontais tracejadas representam
respectivamente p, = 1/4 (a esquerda) e o limite cldssico correspondente 4 (F') =2/3 (a
direita). Para 0 = /4, todas as probabilidades sao iguais, embora a fun¢do <F>O|0\AA e 08 pares

(F),/(F),, e (F), /(F),,, relativos ao teletransporte condicional do modelo 0|0]AA exzibam
comportamentos distintos. Os melhores resultados estao associados as fidelidades condicionais.

com as expressoes relativas ao canal 0|0|AA dadas por

% 2 | 2cos?0cos? ¢ + (2 — pp) sin® Osin® ¢ + (1/2) 1/(1 — py) sin 20 sin 2¢
(1 4 cos 260 cos 2¢) ’

(4.25)
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onde os sinais + e — referem-se respectivamente a ¢ = I, IV e ¢ = [I,II1. Como a

solugao de (F), = (F)

. opoaa SO € satisfeita para ¢ = m/4 e § = 7/2 (condigao na qual ndo ha

emaranhamento no canal), um dos pares das fidelidades condicionais sempre estara situado
acima da curva relativa ao teletransporte direto para 0 < 6 < 7/2e ¢ # w/4. As Figs. 4.2b,
4.2d e 4.2f mostram que a auséncia de simetria em relacao ao parametro # - caracteristica
de modelos que possuem a presenca do mapa AA em pelo menos um dos qubits do canal
- também se manifesta na comparacao entre as fidelidades parciais, e, conseqiientemente,
o mesmo padrao é encontrado nos modelos de teletransporte condicional para os canais

0|AA|AA, O|TF|AA, 0|TB|AA, 0|D|AA, 0|AA|IF e 0|AA|IB e 0|AA|D.
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0.9 F
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-D-D -LIV
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(a) 6=0.2. (b) 6 =1.2.
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| — 0-D-D-LIV

04f
[ = 0-AA-AA -LIV

0-1F-IF - LIV
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“‘“HH“H“HH“H“HHM‘(‘J
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(c) 6 = 1.35.

Figura 4.3: Grifico de (F) em funcio de ¢ para p, = 0.1 e p, = 0.3. As cores azul, vermelha,
marrom e verde referem-se respectivamente as medidas de \@;;) e |¥,) relativas ao

<F>0|IB\IB7 <F>O|D|D7€ <F>0\AA|AA7
horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F') = 2/3. Os melhores
resultados estao associados as fidelidades condicionais dos modelos (a) 0|AA|AA, (b) 0|IB|IB;
O|IF|IF e (c) O|IF|IF.

teletransporte condicional dos modelos (F) e a linha

O|IF|IF’

A simetria observada para as fidelidades parciais dos modelos 0|0|.X e 0|.X |.X
em relacao ao parametro ¢ permite que canais distintos sejam comparados em anélises
semelhantes as discutidas na sec¢ao 3.3.1 nos cenarios em que estas funcoes descrevem os
resultados obtidos para uma medida projetiva Pf em comum. As Figs. 4.3a-4.3c ilustram

esta idéia ao comparar as fidelidades relativas as medidas de |®) e [¥_) entre os modelos
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(F) F) F)

nas Figs. 3.9a-3.9c. Note que o padrao inicial relativo a ordem entre as curvas é mantido,

€ (F) 14,44 Para o mesmo conjunto de parametros utilizados

O|IF|IF? < 0|IB|IB? < 0|D|D

embora o valor maximo de cada fungdo oscile entre pontos distantes dos eixos ¢ = w/4
e ¢ = 3m/4. Em particular, quando 6 ou ¢ assumem estes valores, devemos observar

resultados idénticos aos obtidos em teletransportes diretos.

4.2 Entrada Mista em Canais com Decoeréncia Homogénea e He-
terogénea

Os resultados da comparacao entre as fidelidades parciais dos modelos de
teletransporte condicional que possuem entrada mista nao diferem dos apresentados na se-
cao 4.1 se a decoeréncia sobre o estado de entrada for descrita pelos mapas de Inversao de
Fase, Inversao de Bit ou Despolarizacao. Por sua vez, os modelos onde o processo de Ate-
nuacao de Amplitude atua sobre o qubit inicial geram funcoes univocas para as fidelidades
condicionais <F>1 e, portanto, suas propriedades devem ser analisadas individualmente.

Este fenémeno interessante pode ser visto nas Figs. 4.4a-4.4f na simula-
e (F)

e (F),,, na transicdo entre 6 < m/4 e

¢do do modelo condicional AA|IF|IF: observe que as fungoes (F) alternam-se

I II

respectivamente com as curvas relativas a (F),,
0 > 7/4 e que todas as fidelidades parciais superam o valor maximo da curva descrita

pela funcio (F) Repare ainda que a sobreposicao em pares volta a ocorrer para

AA|IF|IF*
0=n/dep= 7r/‘4,‘ embora com uma ligeira diferenca: para a tltima condigdo, sao as
curvas relativas as medidas de @) e [W]) que coincidem respectivamente com as fungoes
[5) e |¥,) (Figs. 4.5a e 4.5b). Os resultados deste exemplo sio compativeis com todos
os protocolos de estados mistos do tipo AA|X|Y, onde {X;Y} € {{F,IB,D}.

Considere agora um protocolo de teletransporte condicional onde o mapa
de Atenuacao de Amplitude esteja presente sobre o estado original e em pelo menos um
dos qubits do canal. Além de gerar fungoes independentes para cada uma das fidelida-
des parciais, modelos deste tipo nao apresentarao qualquer superposicao entre as curvas
quando o canal for maximamente emaranhado. Este fato pode ser observado nas Figs.
4.6a-4.6f, onde as fungoes (F), e (F) e (F)
para 0 ~ 0.96 (Figs. 4.6¢ e 4.6d).

Por sua vez, o teletransporte condicional do modelo I B|IB|IB herda pro-

s6 coincidem respectivamente com (F)

11 v I1Ir

priedades semelhantes as discutidas no inicio da secao 3.3.2. Independentemente do grau

de emaranhamento do canal, o grafico de uma das fidelidades parciais de <F>13|13\13 ird

relativa & mesma medida condicional sempre

sobrepujar integralmente a fungao (F), 5
que as relagdes p, > 1/2 e p, < 1/2 (ou o inverso) forem satisfeitas, e a distancia entre
ambas sera favorecida com o aumento de py. A Fig. 4.7 ilustra um exemplo para 8 = 0.5
e os mesmos valores de pg, p, e py exibidos na Fig. 3.12.

Para finalizar, retomaremos o argumento utilizado nas Figs. 4.3a, 4.3b e

4.3¢ na comparagao entre modelos que possuem canais mistos de naturezas distintas.
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— AA-IF-TF -1
— AA-IF-IF-1I
AA -TF-1F-1II

AA -IF-1F-1V
--- AA-IF-IF

2.0

(a) 0= 06. - (b) 6 = 0.6.

P <Fm>

0.70

_______________________________

0.65

060f =— AA-IF-IF-LIV
— AA -IF-IF-ILIIT
--- AA-TF-TF

P S TS et S Y Y ST S T S Y S R N e
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 ¢ 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(c) 0 = /4. (d) 0 = /4.

AA -IF-TIF -1
AA -IF-1F-1I
AA -IF-1F-1II

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(e) 0 =1.0. (f) 6 = 1.0.

Figura 4.4: Grificos de p, (na coluna & esquerda) e (F) (na coluna & direita) em funcdo de ¢
para po = pg = pp = 0.25. As linhas horizontais tracejadas representam respectivamente

p, = 1/4 (& esquerda) e o limite cldssico correspondente a (F) =2/3 (4 direita). Para ¢ # /4

e 0 # 7/4, as quatro fidelidades condicionais sao distintas. Para 0 = /4, a fungao <F>AA|IF\IF

e os pares (F),/(F),, e (F),,/](F),,, relativos ao teletransporte condicional do modelo

AA|IF|IF exibem comportamentos distintos. Os melhores resultados estao associados as

fidelidades condicionais.

As Figs. 4.8a ¢ 4.8b exibem as fidelidades relativas as medidas de |[®]) e [¥)) para
quatro sistemas diferentes e apresentam resultados semelhantes aos das Figs. 3.17a e
3.18a, comprovando a eficicia das trocas em relacdo ao modelo I F|IF|IF por outros

tipos de canal com decoeréncia homogénea ou pela alteracio do estado de entrada p;.
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P <Fm>
0.30 0.70

028

026 065 -

024

0.60 — AA-JF-IF-LII
— AA -1F-IF-1ILIV

--- AA-IF-IF

022f

020 f

OAO‘ - 0.5 1.0 ‘IAS‘ - ‘24‘0‘ - ‘2.5‘ - ‘3A0‘ ‘ ‘ 0.5 1.0 - ‘1.5‘ - 2.0 2.5‘ - ‘3.0‘
(a) ¢ = /4. (b) ¢ = 1/4.

Figura 4.5: Grificos de p, (na coluna & esquerda) e (F) (na coluna & direita) em funcio de 0
para po = pg = pp = 0.25. As linhas horizontais tracejadas representam respectivamente

p, = 1/4 (a4 esquerda) e o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3 (a direita). Para ¢ # 7/4
e 0 # w/4, as quatro fidelidades condicionais sio distintas. Para ¢ = /4, a fungao (F)

T _ — AA|IF|IF

e os pares (F), [(F),, e (F),,;/(F),, relativos ao teletransporte condicional do modelo

AA|IF|IF exibem comportamentos distintos. Os melhores resultados estao associados as
fidelidades condicionais.

Nas Figs. 4.8¢ e 4.8d, por sua vez, a comparacao do modelo IF|IF|IF com alteracoes
envolvendo respectivamente os qubits de Alice ou de Bob para sistemas de canais com
decoeréncia heterogénea mostra que estas alteracoes se revelam vantajosas através de

resultados semelhantes aos obtidos nas Figs. 3.20a e 3.21a.
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— AA-AA-AA -1
— AA-AA-AA-TI
— AA-AA-AA-1II

AA -AA-AA -1V

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(a) o ﬂ/47. (b) 0 = 7r/4.

P <Fm>

0.7
0.6

[ — AA-AA-AA-LIV
| — AA-AA-AA-ILII

0.5

pal - AA-AA-AA
¢ 0s 1.0 15 ‘70 25 30 ‘ ¢
(c) 6 = 0.96. (d) 6 = 0.96.
? <Fm> — AA-AA-AA -1
0.70
— AA-AA-AA-TI
0.65 — AA-AA - AA -TIT
o0l — AA-AA-AA-TV
0.557
0.50
0.45
0.40
05 1.0 15 2.0
(e) 6= 1.2. (f) 6= 1.2.

Figura 4.6: Grdficos de p, (na coluna a esquerda) e (F) (na coluna a direita) em funcio de ¢
para po = pa = pp = 0.25. As linhas horizontais tracejadas representam respectivamente
p, = 1/4 (@ esquerda) e o limite cldssico correspondente & (F) = 2/3 (a direita). Para ¢ # /4
e 0 # 0.96, as quatro fidelidades condicionais sao distintas. Para 0 =~ 0.96, a funcdo
(F)AAMA‘AA e os pares (F),/(F),, e (F),,/(F),,, relativos ao teletransporte condicional do
modelo AA|AA|AA exibem comportamentos distintos. Os melhores resultados estao associados
as fidelidades condicionats.
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--- 0-IB-IB - LIV

05F
5 — IB-IB-1IB - IV

04F

03F

02F N .

0.0 0.5

Figura 4.7: Grifico de (F) em funcdo de ¢ para 0 = 0.5, pg = p, = 0.8 e pp = 0.2. As cores

teletransporte condicional dos modelos (F')

azul e vermelha referem-se respectivamente as medidas de \Cb;f) e |Wy) relativas ao
0|IB|IB 2<F>
representa o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. Os melhores resultados estio

associados as fidelidades condicionais do modelo I B|IB|IB.

BlBE €0 linha horizontal tracejada

<Fm>
08 ]

0.7F

0.6

--- IF-1IF-IF - LIV

<Fm>
o8]

07f

0.6

--- IF-1IF-IF - LIV

05f [

r — IF-IB-IB - LIV 05f  — IB-1F-IF - IV
04f — IF-D-D -LIV | — D-IF-IF - LIV

I — IF-AA-AA -LIV 04r  — AA-IF-IF -LIV
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0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(a) 0 =0.6, po =0.05, p, =02 e p, =0.25. (b) 6 =0.7, po = 0.3, p, = 0.05 e p, =0.1.
<Fm> <Fm>
o0sf 09F

i 08 ]
0.7/ E

---------------------------------- 0.7, 7

0.67 0.6

L --- IF-IF-IF - LIV F --- IF-IF-IF - LIV

— IF-IF-IB - LIV 0sf  — IB-IB-IF - LIV

O30 IF-IF-D -LIV | — D-D-IF-LIV

| — IF-IF- AA -LIV S AA-AA-TF-TIV
0'47““\””\““\““ L PR S A S SRS BRI R Y L.

¢ ¢

2.5 3.0

2.0

0.5

(c) 6=0.8, po =ps, =0.1 e p, =0.2.

1.0 1.5

2.5 3.0

2.0

0.5

(d) 0= 0.6, PO = Pa = 01e Py = 0.05.

1.0 1.5

Figura 4.8: Comparacao entre modelos com entradas mistas em diversos cendrios: (a) canais
homogéneos onde o estado de entrada é mantido inalterado; (b) canais homogéneos onde o
canal é mantido inalterado; (c) canais heterogéneos onde o qubit de Alice no canal e o estado de
entrada sao mantidos inalterados e (d) canais heterogéneos onde o qubit de Bob no canal é
mantido inalterado. As figuras exibem os grdficos de (F) em fungdo de ¢ e a linha horizontal

tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. Os melhores resultados estao
associados respectivamente aos modelos (a) IF|AA|AA; (b) AA|IF|IF; IB|IF|IF; (c)
IF|IF|AA e (d) AA|AA|IF; IB|IB|IF.
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Capitulo 5

Teletransporte Quantico em Cadeias de Spin

Os mecanismos de decoeréncia que atuam sobre sistemas arbitrarios de dois
niveis (se¢ao 2.1) abordados nos capitulos 3 e 4 sao baseados em observagoes experimen-
tais, e, por isso, os resultados apresentados para (F) podem ser obtidos em fendomenos
fisicos completamente distintos se as grandezas associadas aos qubits forem adequadas
para o cendrio em questao. Todavia, embora a acao do ambiente seja descrita pelo forma-
lismo dos operadores de Kraus, mostramos na secao 2.11 que é possivel simplificar a analise
da decoeréncia sobre um sistema puro em equilibrio térmico com um ambiente externo
quando a descricao do Hamiltoniano deste sistema incluir a temperatura de equilibrio do
meio. Cenarios como estes sao encontrados em regimes especificos de determinados mate-
riais (como em um gas de particulas fracamente interagentes confinadas em um recipiente

fechado), e o estado final do sistema ¢ descrito pela Eq. (2.224) como
p= —e kT, (5.1)

onde Z é a funcao de particao que inclui as probabilidades associadas as possiveis configu-
racoes dos microestados deste sistema, H ¢ o Hamiltoniano que define a dinamica destes
constituintes, k£ é a constante de Boltzmann e 7' é a temperatura de equilibrio do meio.
O proposito central deste capitulo consiste em mostrar que é possivel mani-
pular um estado como o da Eq. (5.1) que possua um Hamiltoniano pré-determinado para
construir um canal de teletransporte quantico misto e, com isso, investigar regimes onde a
fidelidade total possa ser melhorada com o controle adequado dos parametros intrinsecos
em H e p. Para isso, utilizaremos apenas sistemas de spin 1/2, e consideraremos que o
Hamiltoniano total pode ser aproximado pela soma da interacao entre dtomos vizinhos

numa cadeia de spins segundo o modelo de Heisenberg dado por

HYP = 5,(S50 @ S2) + 5, (S5 @ SP) + j.(S2 @ S2) + he, (2 @ IP) + h,, (1" ® SP),
(5.2)

onde os indices A e B referem-se a atomos adjacentes, S; = (1/2)0;, ju, jy € j. representam

111
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as constantes de acoplamento entre os spins destes subsistemas e h,, e h, denotam a
presenca de campos magnéticos externos direcionados de forma independente para cada
atomo.

Neste contexto, portanto, podemos analisar um par de atomos que esteja
termalizado com o ambiente externo e identificid-lo como um canal quantico misto descrito

por

, 1 A,B
PP = e (5.3)

e, para fins de simplicidade, assumiremos que a constante h estard implicita nos valores
dos parametros j,, j, € j. € que os campos magnéticos podem ser regulados para atuar
com a mesma intensidade sobre cada qubit tal que h,, = h,, = h,. Desta forma, a Eq.
(5.2) é reduzida a
HAP = j—x(aA®aB) + j—y(O'A®O'B) + j—Z(O'A®O'B) + E(UA<§§>IB+IAQZ)UB) (5.4)
- 4 T T 4 Y Y 4 z z 9 z z /) .
e, com o auxilio das notagoes ¥ = j, + j, e A = j, — j,, podemos escrever a matriz

associada a H4® na Eq. (5.4) como

Eth, 0 0 2
1 o - = 0
HY = — S (5.5)
Z| 0% k0
2 0 0 LZ&-—nh,

Se introduzirmos a notagdo n = \/16h.,” + A2, os autovalores de (5.5) serdo

descritos por

jz+77 jz—77 E_jz E+jz
Sup = y Suy = 1 , Sup = 1 e Sy; = — T (5.6)

0S quais, por sua vez, estarao associados aos respectivos vetores nao normalizados

. 4h, + o 4h, —
54300 = (5 100)as + 1 167000 = (L5772 100h + 100 (5

e aos estados W), , e [¥7),, da base de Bell apresentada em (2.127). Logo, os autoestados
de HAP podem ser relacionados & base ortonormal definida por
£ )a, |27 )as

|#" las |

Ay}

, fun) = yJuz) = [T )y e fuz) = [T )ap, (5.8)

Ayl

|a,b

onde 3oy = \/ (255)* + 1€ [¢]up = 1/ (#572)" + 1.

Por sua vez, segundo a Eq. (2.221), o canal de teletransporte p' 4 pode ser
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representado em fungao dos estados |u,,) de (5.8) pela matriz dada por

_Jjz+n

e~ kT 0 0 0
, 0 e 00
AB _ (1,34 N | = 1 N
0 0 ewt
onde Z =2 {64% cosh (777) + e~ T cosh (41{%)} : (5.9)

Deste modo, quando os projetores |ug, ) (u,, | forem decompostos em funcao da base compu-
tacional padrao de forma semelhante ao procedimento utilizado na Eq. (2.230), a estrutura

final do canal sera descrita nesta base por

e’ {cosh (x) — (4%) sinh (X)} 0 0 (%) e "sinh (x)
AB_ 1 0 e”cosh (w) —e7 sinh (w) 0
Pz 0 —e7 sinh (w) €7 cosh (w) 0
(%) e " sinh () 0 0 e {cosh (x) + (%) sinh (X)}

(5.10)

ondeT:ﬁ;—zT,w:M%eX:%iT.

Com isso, para construir mecanismos de teletransporte com canais seme-
lhantes ao modelo da Eq. (5.10), basta escolher um cenério fisico especifico e atribuir
valores para os parametros contidos na Eq. (5.5). Se aplicarmos os métodos apresentados
na se¢ao 3.2.2 para o estado de entrada puro arbitrario da Eq. (3.30), o valor esperado da

fidelidade média total para o caso geral serd dado pela funcao

(F) _ e?™n {cosh (w) — sin (2¢) sinh (w)} — Asin (2¢) sinh () + 27 cosh ()
s 3n {cosh (x) + €27 cosh (w)} ’
(5.11)

0 que, por sua vez, possibilita que a fidelidade relativa a cada modelo seja analisada

diretamente em funcao dos parametros ¢, 7, w e x.

5.1 Teletransporte Direto

5.1.1 O Modelo XY

O modelo XY ¢é utilizado para descrever a Eq. (5.3) em cenarios onde os
spins dos qubits interagem em pares através de acoplamentos anisotropicos restritos ao
plano XY. Embora os autoestados |uy,) definidos na Eq. (5.8) permanecam inalterados
para este modelo, as condigoes j, # j, e j. = 0 implicam que o operador Hamiltoniano

H#4B e seus autovalores exibidos respectivamente nas Eqgs. (5.4) e (5.6) sejam expressos
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como

HAP = & (02 @ol) + L& (o) @of) + (02 @ 1P + 4 ® 0?)

A
h. 00 £
00 2 0

= e
0 20 0
20 0 —h
Sug = N/4, Suy = —N/4, Su, =2/4 e s, = —X/4. (5.12)

Repare que nao ha degenerescéncia entre os autovalores s,,, visto que {j.; j,} # 0.

Segundo as Egs. (5.9) e (5.10), a representagao do canal de teletransporte

I
p B na base dos autoestados de H4? como

(5.13)

fornece a funcao de particao dada por Z = 2 {Cosh (4,%) + cosh (MLT) }, e, por sua vez, a

conversao de (5.13) para a base computacional como

[ cosh (x) — (%) sinh () 0 0 (%) sinh () ]
JAB 1 0 cosh (w) sinh (w) 0
i 0 sinh (w) cosh (w) 0

I (%) sinh () 0 0 cosh (x) + (%) sinh () |

(5.14)

e sua respectiva aplicacdo em protocolos que utilizam entradas puras gera a fungao

o {cosh (w) — sin (2¢) sinh (w)} — Asin (2¢) sinh (x) + 27 cosh ()
Koy 3n {cosh (x) + cosh (w)}

(F) , (5.15)

de acordo com a Eq. (5.11). Como a decoeréncia sobre o canal pode ser analisada em
funcao dos efeitos que o campo magnético externo induz sobre este sistema, discutiremos
inicialmente a fidelidade total de qubits que interagem somente através de acoplamentos
entre seus spins, analisando o modo como a combinacdo dos parametros da Eq. (5.15)

influencia a dependéncia de (F) em relagdo aos mesmos.

X,Y,hy

A condi¢ao h, = 0 e a manipulacao das variaveis w, x e 7 permitem que a

Eq. (5.15) seja expressa diretamente em fungio dos parametros relativos a base de medidas
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e as constantes de acoplamento como

(Fyy =5 — 5 tanh (4?@) {2s1n (26) + tanh <4kT)} (5.16)

atinja seu valor méaximo, con-

Se investigarmos as condi¢des necessarias para que (F),
cluiremos que o sinal global atribuido aos produtos 2 sin (2¢) tanh (j,./4kT) e tanh (j, /4kT)
tanh (j, /4kT') deve ser necessariamente positivo, e que, neste caso, o sinal relativo ao valor
de j, serd oposto aos sinais de sin (2¢) e j,. Visto que a contribuicdo do primeiro produto

¢ maxima para |sin (2¢)| = 1, podemos adaptar a Eq. (5.16) para este cendrio como

1 1 4
tanh (4k:T)‘ + — 5 tanh (4kT) tanh (4kT> ' : (5.17)

— 1
<F>X,Y:§+3

<Fm>

— X)Y: jx=-1
— X)Y: jx=-2
— X,)Y: jx=-3

N e ¥ |
1 2 3 4

Figura 5.1: Grdfico de (F),, em funcdo de kT para ¢ = 7/4 e j, = 10. As cores azul,
vermelha e marrom referem-se réspectivamente aos valores de j, = =1, jo, = -2 ¢ j, = —3, e a
linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. A fidelidade
€ inversamente proporcional & temperatura.

Por sua vez, a variagdo de (F)), , em relagao as constantes de acoplamento

X, Y
é dada por
8@% = (24kT) {2 sin (2¢) + tanh (j—T> } sech2 4kT)
e “G =~ (shy) {tank (7)) seck® (%) ¢ logo,
G o sech? (4fi) (5.18)

para i = x;y. Desta forma, os valores de j, e j, que maximizam a fidelidade total surgem
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como solucao da condicao

IF) 1

Ji ,
, = 0 = sech? (—) =0= . — =0 = |7;| = o0. (5.19
I wT) =T o ) rew (o) e B9

Deste ponto em diante, assumiremos que os valores adimensionais apresentados nos pro-

ximos exemplos representam grandezas que podem ser reproduzidas em cenérios reais.

<Fm>

— X.Y:kT=4
— X,Y:kT=8
— X,Y:kT=1¢

- 40 - 20 20 40

Jx

Figura 5.2: Grdfico de <F>X’Y em fungao de j, para ¢ = 3mw/4 e j, = —40. As cores azul,
vermelha e marrom referem-se respectivamente aos valores de kT =4, KT =8 ¢ kT =16, ¢ a
linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. A fidelidade

€ proporcional G constante de acoplamento j,.

A Fig. 5.1 comprova que a fungio descrita pela Eq. (5.17) é inversamente
proporcional & temperatura, e a Fig. 5.2 apresenta um exemplo no qual a proporcao entre a
magnitude dos valores de |j,| e |j,| e a ordem de kT é suficiente para simular a aproximacao
que maximiza a fidelidade total dada por |j;| — oo. Observe que as dependéncias de
O(F),,/0j; em relagdo a j, e j, na Eq. (5.18) diferem entre si apenas em relacdo a
constante multiplicativa associada a sech? (j;/4kT), e que, portanto, o grafico de <F>x,y
em fung¢ao de j, apresentard um padrao idéntico ao de j, se as curvas forem comparadas
em determinados regimes especificos associados a temperaturas distintas.

Por outro lado, se analisarmos a Eq. (5.16) sob outro enfoque, podemos
encontrar regimes onde a a¢ao do ambiente consegue melhorar o valor da fidelidade total.
Neste sentido, observe que o aumento da temperatura tem um impacto maior sobre o
produto tanh (j,/4kT') tanh (j,/4kT) do que sobre 2sin (2¢) tanh (j,/4kT), j4 que os dois
termos tanh (j;/4kT) dependem da variavel T'. Conseqiientemente, o fato de a combinacao
dos referidos termos atingir valores proximos de zero antes do segundo produto faz com
que sua contribuicdo para o valor final da fidelidade seja menos relevante. Além disso,

repare que o valor seguinte de (F), . é necessariamente menor do que o anterior quando

XY
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o sinal global de cada produto é positivo, e que a fidelidade é sempre menor do que 1/2
quando ambos o0s sinais sao negativos. Visto que os cendrios de interesse s6 podem ser
encontrados quando os sinais destes produtos forem opostos e que (F) «y deve estar acima
de 2/3, o sinal global associado ao produto 2sin (2¢) tanh (j,/4kT') deve ser positivo, pois
2sin (20)],
idénticos e opostos ao de sin (2¢) e, assim, a Eq. (5.16) pode ser reescrita neste contexto

= 2 > |tanh (jy/4kT>|max = 1. Neste caso, os sinais de j, e j, serdo

como

tanh (4/€T> tanh (4kT) ‘ . (5.20)

Jo 1
h _ -
tan <4k:T) ‘ 6

<Fm>

0.80 |

0.75
— XY jx=-1
— X,Y: jx=-5
— X)Y: jx=-1C

0.70 |
0.65F

0.60 |

0.55F

T = kT
1 ? 3 4
Figura 5.3: Grdfico de <F)X,Y em fun¢do de kKT para ¢ = /4 e j, = —0.05. As cores azul,
vermelha e marrom referem-se respectivamente aos valores de j, = —1, j, = =5 e j, = =10, e a
linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. A fidelidade
€ proporcional & temperatura na regigo 0 < kKT < KT, para um determinado valor critico T.

O cenéario apresentado na Eq. (5.20) implica que a fidelidade ira superar

o valor inicial de (F), , = 1/2 e atingir um determinado valor limite se a temperatura

X,y

aumentar de 7" = 0 até um ponto critico T'= T, o qual surge como solu¢ao da condig¢ao

AF),, 0o 2sin(2¢) cosh (4ch> + sinh <4ch) i (5.21)
oT sinh <2izTc) 2Ja

Neste estagio, como a contribuigdo do produto |tanh (j,/4kT") tanh (j,/4kT)| torna-se
praticamente nula, (F) | & aproximadamente igual ao termo | tanh (j,/4kT)|, e, portanto,
inversamente proporcional a 7. O regime inicial pode ser estendido a medida que as

constantes de acoplamento se aproximam dos limites |j,| — oo e |j,| — 0, mas a fidelidade
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estard sempre aquém do valor maximo correspondente a (F'), , = 1, visto que

— 1 1
lim (F)yy = 5t3 lim

gz | =00, |jy|—0 |z |00

4kT

3 11
tanh ( J >‘ =5+ 3~ 083 (5.22)

O exemplo da Fig. 5.3 confirma estas previsoes. Note que, embora o valor

maximo da fidelidade situe-se proximo a (F), . ~ 0.83, o grafico de sua funcio exibe

Xy
o efeito desejado nos intervalos 0 < kT < kT, para um determinado valor critico 7.
Observe ainda que o aumento na magnitude de |j,| expande a regido de proporcionalidade
da fidelidade em relacao a temperatura.

Considere agora os cenérios nos quais os qubits do canal sofrem a acao de

um campo magnético externo. Note que as propriedades de (F') na Eq. (5.15) passam

X,Y,hs
a depender sensivelmente do valor de h, implicitos nas variaveis 1 e x, e que, a exce¢ao dos
resultados obtidos para ¢, a variacao da fidelidade em relacao aos parametros restantes

torna-se mais complexa.

<Fm>

— X,Y,hz: kT=1
— X,Y,hz: kT=2.5
— X,Y,hz: kT=5

L L | L L L L | hZ
10 20 30

Figura 5.4: Grdfico de <f>X’Y7hZ em fungao de h, para ¢ = /4, j, = —10 e j, = 10. As cores
azul, vermelha e marrom referem-se respectivamente aos valores de kT' =1, KT'=2.5 e kT = 5.

Todas as curvas superam o limite cldssico correspondente a (F) =2/3. A relagdo de
proporcionalidade entre a fidelidade e o campo magnético depende da temperatura.

O exemplo da Fig. 5.4 mostra a dependéncia da fidelidade calculada na Eq.
(5.15) em fung¢do do campo magnético. Repare que as curvas se aproximam de um valor
em comum a medida que a magnitude de h, aumenta e que a elevacao da temperatura

altera o comportamento de (F) em relacao ao respectivo campo, transitando entre

X,Y,hzy

regimes onde esta dependéncia ¢ estritamente decrescente para outros onde (F), &
proporcional a h,. Deste modo, existem cenarios onde o ajuste dos parametros ¢, T', j, e
Jy Possibilita que o aumento na intensidade do campo magnético externo incremente os

resultados associados a fidelidade total, como mostram as Figs. 5.5 e 5.6. Note que o valor

maximo de (F) chega a ser 20% maior do que a fidelidade correspondente a h, = 0.

X,Y,hz
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0.65
0.60 }
; --- XY
055 — X,Y,hz: hz=5
0.50 — X,Y,hz: hz=7.5

L — X,Y,hz: hz=10
0.45

0.40 |

= ~ -

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 5.5: Grdfico de (F)X’Y’hz em fungao de ¢ para kT =5, j, = —10 e j, = —0.01. As
cores azul, vermelha, marrom e verde referem-se respectivamente aos valores de h, =0, h, =5,
h, =75 e hy, =10, e a linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a

(F) =2/3. A fidelidade é mdzima para ¢ = /4.

A variagao de (F)

campo magnético, e o valor de h, determina se o comportamento do sistema situa-se

xyn, COm a temperatura também ¢ influenciada pelo
mais proximo do previsto em (5.17) ou em (5.20). Assim, ¢ possivel ajustar a intensidade
do campo para obter regimes onde a fidelidade seja proporcional & temperatura, como
mostra a Fig. 5.7. Observe que pequenas variacoes na magnitude de h, aumentam o

valor de (F)

torna-se inversamente proporcional & temperatura acima de um valor critico h,.. Com

v, Daregiao que abrange os valores mais baixos de kT, e que a fidelidade
y4sltz

<Fm>

--- XY

— X,Y,hz: hz=5

= X,Y,hz: hz=7.5
— X,Y,hz: hz=10

~ L
L4 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L

Jx
- 15 - 10 -5 5 10 15

Figura 5.6: Grdfico de (F), ., em fun¢do de j. para ¢ = 3w /4, kT =5 e j, = —10. As cores
azul, vermelha, marrom e verde referem-se respectivamente aos valores de h, =0, h, =5,
h, =7.5 e h, =10, e a linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a
(F) =2/3. A fidelidade é proporcional & constante de acoplamento j.

estes exemplos, provamos que é possivel intensificar a acao de fatores externos associados

ao meio ambiente (como a temperatura e o campo magnético externo) para favorecer o
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processo de teletransporte de estados puros em canais do tipo XY

<Fm>
0.835
- XY
0.8307 — X,Y,hz: hz=0.6
7 — X.Yhz hz=0.7
— X,Y,hz: hz=0.71

0.825

0.820 |

L T S T S S S S S S |
0ns 10 15 20

kT

Figura 5.7: Grifico de (F), ., em fun¢io de kT para ¢ = /4, j, = —20, j, = —0.1. As
cores azul, vermelha, marrom e verde referem-se respectivamente aos valores de h, = 0,
h,=0.6, h, =0.7 e h, = 0.71. Todas as curvas superam o limite cldssico correspondente a

(Fy =2/3. A fidelidade €é proporcional & temperatura na regigo 0 < kT < kT, e no intervalo
0 < h, < h,. para determinados valores criticos T, e h,,.

5.1.2 O Modelo XXZ

O modelo X X7 aborda cenarios onde os spins dos sistemas bipartites des-
critos pela Eq. (5.3) interagem no espago tridimensional de forma que o acoplamento
associado ao eixo Z seja anisotropico em relacao ao plano XY. Neste caso, as condicoes

Ju = Jy =J € j. # j definem respectivamente o Hamiltoniano e os autovalores de (5.4) e
(5.6) como

HAB =1 (62 @ol + ol @ol)+ Lol @ol)+ (ol @ IP + ' ®ob)

j4+2h 0 0 0
0 -7, 23 0
= e
0 27 —7, 0
0 0 0 7j.—2h,
Sup = Jz + 2Rz, Suy = J. —2hy, Su, =2 —J. € Suy = —2§ — Ja; (5.23)

associando os tltimos aos respectivos estados [00)ap, [11)ap, Y )ap € [¥7)as, de acordo
com a Eq. (2.127). Note que ha degenerescéncia entre s,, € s,, para h, = 0.

O canal de teletransporte pode ser descrito em funcao dos autoestados de
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H#4B de acordo com a Eq. (5.9) como

e~ 0 0 0
Jjz—2hz
, 1 0 e~ Bt 0 0
A B
B o 5.94
P Z 0 0 eHE 0 ’ (5:24)
0 0 0 %F

onde Z =2 {e% cosh (25 /kT) + e~ % cosh (QhZ/kT)}, ou transcrito em relagdo aos esta-

dos restantes da base computacional padrao como

Jz+2hz
e~ i 0 0 0
JAB _ 1 0 eit cosh (2j/kT)  —e” ¥ sinh (2j/kT) 0 (5.25)
A 0 —e 7 sinh (2j/kT) e cosh (27 /kT) 0 T
0 0 0 e

segundo a Eq. (5.10).
Ao aliar os resultados de (5.11) e (5.25) as restrigoes impostas as constantes
de acoplamento, determinamos a func¢ao relativa ao valor esperado da fidelidade média

total para o caso geral como

~ 2cosh (h./2kT) + ezir {cosh (j/2kT) — sin (2¢) sinh (j/2kT)}

<F>X,X,Z,hz - G . ) (526)
3 {COSh (h./2kT) + ezt cosh (j/QkT)}
onde a condicao h, = 0 resulta em
— 2+ e3it {cosh (j/2kT) — sin (2¢) sinh (j/2kT)}
<F>X,X,Z - ° (527)

3{1 + esir cosh(j/ZkT)}

A discussao sobre os valores do pardmetro ¢ que maximizam a funcao (F)) , ..

em (5.17) tal que |sin (2¢)] = 1 também é valida para o modelo X X7, de forma que a

funcao
_ 2 cosh (h./2kT) + e3fr {cosh (j/2kT) + |sinh (j /2kT)|}
(E)xxmn. = - , (5.28)
3 {cosh (h./2kT) + ezt cosh (]/2kT)}
resume o comportamento da Eq. (5.26) para pontos proximos do valor limite de <F>X1X7Z7hz .

Entretanto, a auséncia de anisotropia no plano XY impede que a Eq. (5.28) sequer ul-

trapasse o limite classico (F) = 2/3, pois a minimiza¢do da varia¢io de (F), . ,, em
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relacao a 7, fornece a solugao

a F Jz ; ; .
% = 0= e cosh (%) {cosh (&) + [sinh (34) |} = 0= j. = —o0, (5.29)
e, neste caso, a fidelidade é igual a

lim  (F)

Jz——00, h=0

= 2cosh (h,/2kT)/3 cosh (h,/2kT) = 2/3. (5.30)

X,X,Z,hy
De fato, a inequagao

(F) > 2/3 = et |sinh (j/2kT)| > e cosh (j/2kT)

X,X,Z,hz

= ‘e% — e*%‘ > eI + e 3T (5.31)

prova que esta hipotese jamais sera satisfeita.
Contudo, se acrescentarmos uma pequena anisotropia em uma das constan-

tes de acoplamento do plano XY em (5.11) tal que j, = j e j, = j+A para —|e| < A < |¢|

e € = 0, a fungdo (F), ., pode ser modificada para

<F> __ 2ncosh (n/4kT)+6231.€72T n{cosh (2j+A/4kT)—Sin_(2¢) sinh (2j+A/4kT)}—A sin (2¢) sinh (n/4kT) (5 32)
XX AR 2ok Bn{cosh (n/4kT)+e2]kizT cosh (2j+A/4kT)} ’

cuja aproximacao na auséncia do campo h, resulta em

— N 2+e2]1;72T {cosh (2j+A/4kT)—s§n (2¢) sinh (2j+A/4kT) } —sin (2¢) (A /4KT)

(F) ~ P ,(5.33)
3{ 1+e2kT cosh (2j—|—A/4kT)}

X, X+A,Z

onde consideramos cosh (A/4kT) =~ 1 e sinh (A/4kT) ~ A/4kT. Neste caso, a condi¢ao
(F)s xonpn. > 2/3= |Asinh (/4kT)| > e3rn {cosh (25 + A/4kT) — [sinh (25 + A/4kT)|} (5.34)

pode ser satisfeita para determinados valores de T, j, j., h, e A.

Assim, as Eqgs. (5.32) e (5.33) superam o valor de (F) = 2/3 quando os
parametros sin (2¢) e A apresentam sinais opostos, e a respectiva contribui¢ao dos termos
proporcionais a sinh (n/4kT) e sinh (A/4kT) para j, — —oo permite que o sistema exiba
resultados semelhantes aos analisados para o modelo XY. Note que mudancas signifi-
cativas no valor destas funcoes so irao ocorrer se A assumir valores comparaveis aos de
J, aumentando a defasagem entre j, e j,. A andlise destas propriedades e os resultados
obtidos para este modelo serao discutidos a seguir.

A Fig. 5.8 apresenta cenérios onde a anisotropia da Eq. (5.33) gera fungoes
que ultrapassam o limite classico (F) = 2/3 e alcancam (F) = 1 para kT ~ 0, de forma

analoga aos resultados da Fig. 5.3. Observe que a fidelidade é proporcional & magnitude



0.1 TELETRANSPORTE DIRETO 123

de A e que a ordem dos valores desta variavel é proxima a de j.

<Fm>

1.0

0.9 I

i --- XX.Z

i — XX+AZ:A=-05
0.8

i — XX+AZ:A=-1

i — XX+AZ:A=-1.5
0.7

0.6

Figura 5.8: Grdfico de <F>X7x+A’Z em fungao de kT para ¢ =7/4, j =2 e j, = —10. As cores
azul, vermelha, marrom e verde referem-se respectivamente aos valores de A =0, A = —0.5,
A =—-1eA=-1.5, e alinha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente
a (F) =2/3. A fidelidade ¢ inversamente proporcional & temperatura.

Na seqiiéncia, o exemplo da Fig. 5.9 mostra a relacao entre a maximizacao

de (F)

a um mesmo valor para j, — —oo, e, como a ordem de A é dez vezes inferior & de j, o

xxs+az € @ constante de acoplamento j.. Todas as curvas convergem em diregao

limite destas fungoes é inferior a (F') = 1.

<Fm>

— XX+AZ: j=1
— XX+AZ: =15
— X X+AZ: =2

- 10 -5 5 10

jz

Figura 5.9: Grdfico de <F>X,X+A,Z em fungdo de j, para ¢ =w/4, kT =1 e A =—0.5. As
cores azul, vermelha e marrom referem-se respectivamente aos valores de j =1, j =1.5 e j =2,

e a linha horizontal tracejada representa o limite cldssico correspondente a (F) =2/3. A
fidelidade ¢é inversamente proporcional a constante de acoplamento j,.

No exemplo da Fig. 5.10, por sua vez, observamos regimes onde a func¢ao
(F)

critico T, e supera o limite classico correspondente a (F) = 2/3, tal qual nas Figs. 5.3 e

x.x+a.zn, ¢ proporcional & temperatura no intervalo 0 < kT < kT, para um valor

5.7. Note que a anisotropia relativa as diferencas j, — j, e j, — j, € da ordem de A.
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<Fm>

0.695
0.690 [
i — XX+AZ: jz=-9.6
0.685 |
C —_ X X+AZ: jz=-9.7
0.680 ¢ — X X+AZ: jz=-9.8
0.675 |
0.670 |
A N S S R S S S NS U S| kT
02 04 06 08 10
Figura 5.10: Grdfico de (F), ., , , em fun¢io de kT para ¢ = /4, j = —10 e A = —0.1. As
cores azul, vermelha e marrom referem-se respectivamente aos valores de j, = —9.6, j, = —9.7
e j. = —9.8. Todas as curvas superam o limite cldssico correspondente a (F) =2/3. A

fidelidade ¢ diretamente proporcional o temperatura na regido 0 < kT < kT, para um
determinado valor critico T,.

O modelo (F)

modelo XY na presenca de um campo magnético externo. Repare que a discussao relativa

x.x4a.zn, também apresenta resultados semelhantes aos do
a Fig. 5.4 é valida para o exemplo da Fig 5.11, e que, portanto, devemos encontrar cenarios
como os da Fig. 5.12, onde a fidelidade é proporcional a h, e & temperatura. Observe ainda
que a relacdo apresentada na Fig. 5.9 entre (F)

x.x4az € J- também ¢ vilida para a Eq.

(5.32), independentemente do valor de h,.

<Fm>

— XX+AZhz kT=1.5
— XX+AZhz kT=2
— X, X+AZ hz:kT=2.5

I . . . . I . . L = . . . I . . . . I hz
-20 - 10 10 20

Figura 5.11: Grdfico de (F)y ., ;. em fungio de h. para ¢ =7/4, j = =9.5, j. = —10 e
A = —0.2. As cores azul, vermelha e marrom referem-se respectivamente aos valores de
kT =15, kT =2 e kT = 2.5. Todas as curvas superam o limite cldssico correspondente a
(F) =2/3. A relagdio de proporcionalidade entre a fidelidade e o campo magnético depende da
temperatura.

Desta forma, concluimos que os protocolos baseados em canais descritos pelo
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<Fm>

0.685

- XX+AZ

— X X+AZ hz:hz=0.4
= X, X+AZ hz:hz=0.5
— X, X+A,Z hz: hz=0.55

0.680
0.675

0.670

S N ¥
0.2 04 0.6 0K 1.0

Figura 5.12: Grdfico de <F>X,X+A,Z,hz em fungao de kT para ¢ =7/4, j=—10, j, = -9 ¢
A = —0.2. As cores azul, vermelha, marrom e verde referem-se respectivamente aos valores de
h,=0,h, =04, h, =0.5 ¢ h, =0.55. Todas as curvas superam o limite cldssico

correspondente o (F) =2/3. A fidelidade é diretamente proporcional & temperatura na regido
0 < kKT < KT, e no intervalo 0 < h, < h,, para determinados valores criticos T, e h,.,.

modelo X X Z sao ineficientes quanto ao proposito de substituir mecanismos classicos de
transmissao de informacao, visto que o patamar relativo a (F) = 2/3 jamais é superado.
Porém, provamos que a modificacao nos valores das constantes de acoplamento através de
uma pequena anisotropia no plano XY altera as propriedades destes sistemas, permitindo
que todos os parametros possam ser ajustados para fornecer resultados semelhantes aos
obtidos nos cenarios mais relevantes do modelo XY. Com isso, mostramos novamente que
é possivel intensificar a acao de fatores do ambiente para otimizar o teletransporte de

estados puros através de canais descritos pelos modelos de Heisenberg.

5.2 Teletransporte Condicional

5.2.1 O Modelo XYZ

Encerraremos este capitulo com a aplicacao do método de teletransporte
condicional (apresentado no capitulo 4) para o modelo geral XY Z, considerando que as
constantes de acoplamento j,, j, e j. possam assumir qualquer valor arbitrario. Neste
contexto, a transmissao dos estados puros arbitrarios de (3.30) através de canais descritos

pela Eq. (5.10) fornece as probabilidades

1 cos (2¢) sinh (x)h,
it n {cosh (x) + %= cosh (w)}

p, = (5.35)

e as respectivas fidelidades condicionais

<F> __ 2ncosh (x)+sinh (x){—Asin (2¢)F8h. cos (2¢) }+ne7z {cosh (w)—sin (2¢) sinh (w)} : (536)

i 3{n cosh (x)F4h. cos (2¢) cosh (x)+ne?iz cosh (w)}
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onde o indice 7 e a ordem dos sinais — e + referem-se respectivamente as notagoes dos
pares [/IV e I1/I11 introduzidas na tabela 3.2.

<Fm>

1.00 |

0.98 -

0.96 [

i — X,YZhz- LIV
— X.Y.Z.hz- ILII
-~ XY.Z.hz

0.94
092
0.90 [

0.88 [

T S S, SR ¥
| ) 3 4

Figura 5.13: Grifico de (F) em fungio de kT para ¢ = 0.9, j, = —10, j, = 10, j, = —10 e
h, = 1. As cores marrom, azul e vermelha referem-se respectivamente a <F>O\IF\IF e aos pares

(F),/(F),, e (F),,/(F),, relativos ao teletransporte condicional do modelo geral XY Z. Todas
as curvas superam o limite cldssico correspondente a (F) = 2/3. A fidelidade se mantém estdqvel
na regigo 0 < kT < kT, para uwm determinado valor critico T, e torna-se inversamente

proporcional o temperatura para T > T,.

Note que as probabilidades p; da Eq. (5.35) serdo iguais quando o campo
magnético externo for nulo ou o emaranhamento da base de medidas for maximo, tal que
h, =0 ou cos (2¢) = 0. Neste cenério, de acordo com as Eqgs. (4.9) e (5.11), os resultados

obtidos para as fidelidades condicionais coincidirdo com os gerados pela fungao (F), , ,
se os valores dos parametros de ambos os modelos forem idénticos (veja o exemplo da Fig.
4.1b). Logo, basta que as condigoes ¢ # {mw/4; 3w/4} e h, # 0 sejam satisfeitas para que
as fungdes (F), = (F),, ou (F)

teletransporte direto. Além disso, mostramos em (4.9) que cada fun¢do (F), atinge seu

= (F),,, superem a fidelidade associada ao método de

v II

valor maximo quando a respectiva probabilidade p; é minima, o que ocorre quando as
condigoes |cos (2¢)] =1 e j, — —oo sdo satisfeitas em (5.35). Neste caso, p; se resume a
1 tanh (x)
g, 2R 5.37
e . (5.37)
cujo valor minimo ocorre para |h,| — oo. Observe a Fig. (5.13) e repare que a fungio
(F)

pares (F), e que a magnitude de h, é suficiente para que as quatro fidelidades condicionais

xy.zn, €ncontra-se simetricamente distribuida entre os ramos superior e inferior dos

atinjam seus respectivos valores maximos para baixas temperaturas.



Capitulo 6

Conclusoes

A hipotese central que permeia todos os modelos apresentados ao longo
desta tese se baseia na premissa de que o canal quantico misto pode ser descrito como
o produto da exposicao de um par de qubits emaranhados - e inicialmente puro - a um
ambiente externo que gradativamente reduz a pureza e o grau de emaranhamento deste

sistema. Inicialmente, consideramos que estes canais seriam descritos pela Eq. (3.10) como

PP =3 It e EPY pMP {1 e (BD)')

p

onde os termos Ej, foram definidos na secao 2.5 como os operadores de Kraus. Com base
neste conceito, construimos diversos modelos associados & combinacao de fendmenos de
decoeréncia pré-estabelecidos a partir de um conjunto especifico de parametros: os graus
de emaranhamento do canal (0) e da base de medidas (¢), e as respectivas probabili-
dades (po, p. € pp) relacionadas ao tempo de exposi¢do dos qubits p; e pa3 & presenca
do ambiente em questao. Em principio, consideramos que estes parametros poderiam ser
arbitrariamente ajustados por um agente externo a excecao de 6, visto que a manipulacao
do emaranhamento do canal é um procedimento extremamente delicado e que tentativas
com este proposito poderiam perturbar seu estado, modificando-o para uma configuragao
completamente desconhecida.

Com isso em mente, adaptamos o protocolo original discutido no capitulo 3 e
expandimos este conceito ao aplicar o formalismo dos operadores de Kraus na descri¢ao dos
trés qubits envolvidos neste processo. Para os procedimentos executados com estados de
entrada puros através de canais com decoeréncia homogénea, mostramos que a comparacao
entre os quatro modelos é indispensavel para a escolha do procedimento mais adequado,
uma vez que a ordem de sucessao entre estes canais depende sensivelmente da configuracao
particular dos valores de todos os parametros. Vimos também que se houver decoeréncia
sobre o estado de entrada quando todos os qubits sofrem a acdo de um tunico tipo de
mapa, a fidelidade deste cenario pode ser superada quando p; e ps3 sao imersos em
ambientes distintos, e que efeito semelhante pode ser obtido quando os qubits de Alice

diferem do estado de Bob em canais com decoeréncia heterogénea, independentemente do
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grau de pureza da informacao original. Além disso, apresentamos exemplos para os quais a
substitui¢ao de canais com decoeréncia parcial (onde apenas um dos qubits é afetado) por
canais com decoeréncia homogénea aumentavam o valor da fidelidade total, e constatamos
que os resultados gerados pelo modelo IB/IB/IB podem superar os valores associados
ao envio de um estado puro através de um canal com decoeréncia semelhante.

No capitulo 4, introduzimos o conceito de teletransporte condicional e rea-
valiamos os modelos discutidos no capitulo anterior. Vimos que os protocolos gerados na
auséncia de ambientes descritos pelo mapa de Atenuacao de Amplitude sao simétricos em
relacao aos parametros 6 e ¢ e que, nestes casos, as fungoes relativas as medidas de \@;ﬁ} e
|®,) coincidem respectivamente com as de [W7) e [¥7). Por outro lado, constatamos que
a presenca do mapa AA em pelo menos um dos qubits de py 3 elimina a simetria destas
funcoes em relacao a 6, e que a imersao de p; em ambientes desta natureza quebra a
degenerescéncia entre as quatro medidas projetivas ao gerar fungoes univocas. Neste con-
texto, comparamos as funcoes relativas a uma mesma medida projetiva Pf’ e observamos
resultados semelhantes aos discutidos no capitulo 3. Além disso, provamos que a escolha
de medidas projetivas especificas cria alternativas para superar a fidelidade associada aos
modelos de teletransporte direto quando os graus de emaranhamento do canal e da base
de medidas situam-se aquém de seu valor maximo, e mostramos como o novo enfoque
deve ser utilizado para otimizar estes resultados.

A mudanca de abordagem no capitulo 5 com a substituicao dos operadores
de Kraus por conceitos de Mecanica Estatistica permitiu que outros tipos de parametros
pudessem ser considerados para descrever o canal quantico misto. Ao elaborar novos
modelos de teletransporte, pautamos nosso objetivo na investigacao das propriedades de
protocolos executados com entradas puras cujo canal de transmissao p, 3 era descrito pela
Eq. (5.3) como

pAB le’%A’B,
A
onde k é a constante de Boltzmann, T é a temperatura de equilibrio do meio, Z é a funcao

de particao do sistema e H ¢ o Hamiltoniano relativo ao modelo de Heisenberg dado por

HY = j, (52 @ SP) + 4, (5] @ S2) + j.(S2 @ SP) + h., (S @ IP) + h,, (1" @ SP).

Neste cenario, aplicamos os conceitos desenvolvidos no capitulo 3 para os modelos XY
e XXZ e o método de teletransporte condicional do capitulo 4 para o caso geral XY 7,
assumindo que um agente externo poderia ajustar nao s6 a temperatura como também as
constantes de acoplamento j,, j, e j. e o campo magnético externo h, de forma arbitraria.

Gragas a anisotropia do modelo XY no referido plano, encontramos regimes especificos
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onde a fidelidade é proporcional a fatores contra-intuitivos como a temperatura do sistema
e 0 campo magnético externo, e, na seqiiencia, mostramos que pequenas alteragoes no
valor das constantes j, e j, sao suficientes para que o modelo XXZ exiba fendmenos
semelhantes ao seu antecessor. Por fim, comprovamos que as funcoes associadas as medidas
condicionais do modelo geral XY Z apresentam um comportamento qualitativo analogo
aos exemplos analisados no capitulo 4, e mostramos que a presenca do campo externo h,
¢ necessaria para que o valor da fidelidade destes modelos supere os resultados gerados

pelo método de teletransporte convencional.
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Apéndice A
Vetores, Operadores e Matrizes

Nesta secio, revisaremos os principais conceitos e propriedades de Algebra
Linear necessarios para a compreensao dos postulados da Mecanica Quantica discutidos
no Apéndice B (Cohen-Tannoudji et al., 2006; Griffiths, 2005 e Benenti et al., 2007).

A.1 Vetores

A.1.1 Introducgao

Segundo a notagao introduzida por Dirac, o conjunto das componentes de
um vetor ¢ definido pela representagdo simbolica denominada de ket (|.)), enquanto a
transposicao destas coordenadas para o espaco dual é descrita pela notacdo denominada
de bra ((.|). Neste contexto, se |a), |b) e |c) sdo trés vetores tais que |a) = (aq,...,an),
|b) = (b1,...,by) e |c) = |a) + |b), as relagOes

ci=a;+0b (it=1,...,N);
|a) +1b) = [b) +[a); |a) + (|b) + &) = (|a) + [b)) + |c);
m(|a) + [b)) = m|a) +m|b); (m + n)la) = mla) +nla) e (mn)|a) =m(n|a)) (A.1)
sao validas para qualquer conjunto de coordenadas a;, b; e ¢;; onde ¢; é a i-ésima compo-
nente do vetor |c) e m e n sdo dois nimeros complexos quaisquer.
A.1.2 Independéncia Linear

Um conjunto de vetores |uq), |ug), |us),. .., ux) forma uma base linearmente

independente quando a equacao
my|ur) + me|ug) + mslug) + ...+ myluy) =0 (A.2)

¢ satisfeita se e somente se m; =0 (i =1,..., N).
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A.1.3 O Produto Escalar

Para dois vetores quaisquer |a) = (ai,...,ay) e |b) = (b1,...,by), a defini-

cao de produto escalar é dada por

(alb) = ajby + asby + azbs + ... + axby = Y ajb; (A.3)
i=1
onde cada componente do vetor dual (a| = (aj,....al) éigual ao complexo conjugado do

respectivo elemento correspondente em |a). Disto segue que, para dois niimeros complexos

quaisquer m e n,

{alb) = (bla)*; (almb) = m(alb); (malb) = m*{a|b);
{al(m[b) + nlc)) = m(alb) + n{alc); ((mal + (nb])|c) = m*{alc) + n*(blc);
(ala) = 0; (blb) = 0 e [{alb)|* < {ala){b|b). (A4)

A tltima propriedade é conhecida como a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
A.1.4 Normalizagao

Visto que os postulados da Mecanica Quantica (Apéndice B) foram formu-
lados para vetores que possuem modulo unitario, vetores nao-normalizados pertencerao
a casos especiais nos quais a normalizacao foi omitida apenas para fins de clareza nas
explicagoes. Posto isto, todo vetor |v) = (vy,....vy) contido em um espago de dimensao
N pode ser normalizado através da expressao

|v

vy = —, (A.5)

[l

onde [v] = v/ (w[v) = \/S°N | |v;]2 & 0 modulo ou norma de |v).
A.1.5 Ortonormalidade
Dois vetores |a) = (aq,...,ay) e |b) = (b1,...,by) s@0 ortogonais quando

n

(alb) = "arb; =0, (A.6)

=1

e, se (ala) = (b|b) = 1, entdo estes vetores sao ortonormais.
Por sua vez, um conjunto de vetores |u1), |us), |us),..., |uy) forma uma

base ortonormal quando (u;|u;) = 0 para i # j e (u;|u;) = 1 para i = j, ou seja:

onde 9;; é a delta de Kronecker. Neste caso, qualquer uma dentre as infinitas combinagoes
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de N vetores |u1), |ua), |us),. .., |uy) que satisfazem a Eq. (A.7) gera um espago vetorial
H de dimensao N. Logo, para cada base especifica, é possivel expandir um vetor arbitrario

|v) € H em termos dos estados de base |u;) através da relagao
[v) = > Cifus), (A.8)
i=1

onde, devido & condigdo de ortonormalidade (u;|u;) = d;;, os coeficientes C}* sao dados

por
Cit = (uiv), (A.9)

também conhecidos como amplitudes de probabilidade (veja a segao B.1).
A.1.6 O Produto Tensorial

As propriedades analisadas anteriormente englobam relacoes entre vetores
que residem em um mesmo espaco vetorial e que, portanto, possuem dimensoes idénticas.
Mas o que ocorre se precisarmos analisar vetores que pertencam a espacos distintos e
com dimensoes que nao sejam necessariamente as mesmas? Neste caso, devemos utilizar o
produto tensorial, cuja funcao reside em conectar espacos vetoriais independentes em um
sistema composto sem afetar as respectivas propriedades individuais destes subsistemas.

Sejam |v,) um vetor que reside em um espago vetorial H4 com dimensdo
Ny e |vp) um vetor que reside em um espaco vetorial Hg com dimensdao Ng. Se ambos
forem analisados simultaneamente, o sistema composto resultante pertencerd ao espaco
H = H,® Hpg, cuja dimensao é dada por N = N x Np. Assim, se |a,) € Hy e |by) € Hp,

as seguintes propriedades sao validas:

m(|va) @ [vp)) = (m[va)) © [vp) = |va) ® (mvy));
([va) + laa)) @ [v) = [va) @ |vp) + |aa) @ |vp) €
[va) @ ([bs) + b)) = |va) @ [by) + [va) @ |v); (A.10)

para qualquer escalar complexo m.

Np

Por sua vez, sejam os vetores compostos |g,) = >, Zf\i“l D;i|u;) & |wy) e

lgp) = Z;Vfl ;'V:A1 E;pluj) ® |w,) e os conjuntos de estados de base |u;) em Hy e |w;) em
Hp, onde D;,; e E;, sao coeficientes complexos. Neste caso, o produto escalar entre |g,)

e |gp) & dado por
Np N
(algn) = > D;i B (A11)

=1 =1

visto que (w;lu;) = 9;; e (w|w,) = 0;p. Retomaremos a discussao das propriedades do
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produto tensorial na segao A.3.

A.2 Operadores

A.2.1 Introducao

Um operador O pode ser definido como uma transformacao que substitui

um vetor |v) € H por outro vetor |u) € H através do mapeamento
Olv) = |u), (A.12)

o qual pode ser classificado como linear ou nao-linear. Para um ntimero complexo qualquer

m, O ¢ linear quando satisfaz as seguintes propriedades:
O(|a) + |b)) = Ola) + O[p) e O(mla)) = mO|a). (A.13)

A.2.2 A Relagao de Completeza

Em meio ao conjunto de operadores que se enquadram na Eq. (A.13), uma
classe em particular se sobressai: a dos projetores P, resultantes da juncao de um vetor
lu) e seu dual (u|. Neste sentido, a acdo de P, sobre um vetor arbitrario |v) sempre gera
um vetor proporcional ao mesmo, pois P,|v) = (Ju)(u|)|v) = (u|v)|u), onde o coeficiente
(u|v) é chamado de projecao de |v) sobre |u).

Logo, segundo as Eqs. (A.8) e (A.9), se |v) € H e

N ) N
> Pu = fwi(uil, (A.14)
=1 =1

N -
o mapeamento de ) ;" P, sobre |v) resulta em

i=1 =1 i=1

(Z f%) [v) = (Z !ui><ui!> o) = > Juawilv) = Y {wilo) i) = Y Cilus) = o),

e, por conseguinte,
> Jui) (| = 1. (A.16)
=1

A Eq. (A.16) é conhecida como a Relagdo de Completeza e é valida inde-
pendentemente da base de estados escolhida, uma vez que |v) permanece inalterado apos
a acio de SN P,..
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A.2.3 Comutadores e Anticomutadores

A relagao de comutacao entre operadores também pode ser associada a uma

operacao. Se O,, O e O, sao trés operadores quaisquer, a expressao

(04, O3] = 0,0, — 0,0, (A.17)

J4 o anticomutador é definido como
{Oaa Ob} = anb + Oboa; (A19)

e dizemos que Oa e Ob comutam se Oaéb = Obéa e anticomutam se OaOb = —Obéa. Como
observaremos nos proximos capitulos, os operadores quanticos geralmente nao obedecem
a estas condig¢oes, mas, quando isto ocorre, surgem propriedades interessantes tais como
a possibilidade de realizar medidas sem que o estado quantico em questao seja afetado

(Apéndice B) e a reversibilidade de operacoes logicas (Apéndice C).
A.2.4 Autovalores e Autovetores

Se o vetor gerado pelo mapeamento de O sobre la) € H através da operagao
Ola) = sq|a) (A.20)

for proporcional ao proprio vetor |a), este e o coeficiente de proporcionalidade s, sdo
definidos respectivamente como o autovetor e o autovalor de O. Para um dado conjunto
de N autovetores, existem no maximo N autovalores distintos associados aos primeiros,
e dizemos que s, ¢ degenerado quando existem dois ou mais autovetores associados ao
mesmo autovalor.

Na secao A.3, apresentaremos o procedimento mais comum empregado para
o calculo de autovalores, o qual é baseado na manipulacao de determinantes. Veremos
ainda que o conhecimento da relacao entre um conjunto de vetores de uma determinada
base e o operador em questao possibilita a representacao de O em funcao desta base, e

retornaremos a discussao destas propriedades nas secao B.2.
A.2.5 Operadores Hermitianos

Na secao B.2, mostraremos que as medidas de um observavel sao associa-

das a operadores hermitianos, mas, por enquanto, vamos nos concentrar apenas em sua
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definicao. Para qualquer operador O, existe um operador correspondente O tal que
(b|Oa) = (aOT|b), (A.21)

onde Of ¢ denominado de operador adjunto ou hermitiano conjugado de O. Além disso,
para dois operadores O e OB e dois vetores la) e |b) quaisquer, as seguintes relagoes sdo

sempre satisfeitas:

A

(01) = 0; (O40P)! = OIEOM; (07 1 OF)f = O1F 4 O = O 4 01,
N -|- A~
@) = (al; {al' = |a): ()6 = [B){a] e [0a)’ = (aO]. (A.22)

Por sua vez, um operador O & hermitiano (ou auto-adjunto) quando
O=0", (A.23)

e um caso particular relevante ocorre quando este também ¢é unitario. Um operador U é

dito unitério se
Ut =0 =1, (A.24)

ou, de forma mais sucinta, U = U~
Observe que o produto escalar entre dois vetores quaisquer nao é afetado

quando um operador unitario U atua sobre ambos. De fato, se |a') = Ula) e [b') = U|b),
(a'|b) = (aUUb) = (al]b) = (alb); (A.25)

e, conseqiientemente, a norma entre estes vetores também permanece inalterada, inde-
pendentemente das caracteristicas que definem a transformacao unitaria em questao. Ex-
ploraremos esta propriedade na secao B.2 ao analisarmos a evolucao de estados quanticos

no tempo e nas propriedades das portas logicas reversiveis discutidas no Apéndice C.
A.2.6 O Produto Tensorial

A nocao de produto tensorial foi introduzida no final da secao A.l, onde
apresentamos as propriedades relacionadas a vetores que residiam em espacos vetoriais
independentes H 4 e Hp cujas respectivas dimensoes eram N4 e Ng. Agora, mostraremos
como se comportam os operadores que atuam em um sistema composto no espaco Hy p =
H, ® Hp com dimensao N = N4 X Np.

Sejam os estados de base |u;) € Hy e |w;) € Hp e dois operadores lineares

OA € Hy e OB € Hy. Neste caso, a acao simultanea destes operadores sobre um estado
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composto [ga) = Y1 SX4 Dia(Jus) @ fur)) ¢ expressa por
Np Na
(0% 0P)lgy) = 33 Dua(O* )  OP ), (4.26)
=1 =1

onde cada operador atua apenas no estado de base de seu respectivo espaco vetorial. Na
proxima secao, mostraremos como representar vetores e operadores através de matrizes e

abordaremos novamente as propriedades do produto tensorial.

A.3 Representacao Matricial

A.3.1 Introducao

Nas se¢oes anteriores, introduzimos o conceito de vetores e operadores como
objetos com propriedades bem definidas e mostramos como se comportam suas componen-
tes quando submetidas a operacgoes algébricas. Nesta secao, mostraremos que é possivel
analisar estas propriedades sob a Otica da algebra matricial.

Considere novamente a definicao de vetores introduzida no inicio da secao
A.1 e repare que cada ket pode ser representado por uma matriz coluna, assim como seu

vetor dual bra pode ser expresso como uma matriz linha (ambos com dimensao N). Logo,

um vetor |a) = (ay,...,ay) e seu dual (a| = (af,...,a}) podem ser descritos como
o
a2
la)=| a3 | e (a|=| a}, ab, ai, ... ,ak ], (A.27)
an

e é facil verificar que todas as propriedades descritas na secao A.1 sdo compativeis com a
defini¢ao apresentada em (A.27). Para exemplificar, note que o produto escalar entre dois

vetores quaisquer |a) = (ay,...,ay) e |by = (by,...,by) dado por

(a|b) = [aiby + adby + a3bs + ... + ayby] = [Z afbi] (A.28)

=1

concorda com a Eq. (A.3).
Por sua vez, os operadores apresentados na secao A.2 serao descritos por
matrizes quadradas, cuja representacao particular serd fruto da escolha de um conjunto

de vetores associados a uma base especifica. Logo, se um operador O atua sobre um vetor
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com dimensdo N, sua matriz possuird N x N = N? elementos em

01,1 01,2 ce Ol,N
o=| % T O (A29)
ON,I ON,Z s ON,N

e, por conseguinte, um elemento contido na linha i e coluna j de (A.29) sera determinado
pela expressao O; ; = (u;|Ou;), onde |uy), |ua), |us),..., |uy) sdo os vetores que compdem
a base em questao.

Se adaptarmos a Eq. (A.20) para a algebra matricial como

~ ~ ~ aq aq
O1p O1p -+ Oin
~ ~ ~ a9 a9
A O21 Oz -+ Ogn
Ola) = s4|a) = . . . . az | =5, | asz |, (A.30)
Oni On2 -+ Onn
an an
o autovalor s, sera obtido como solucao da equacao
01,1 — Sa 01,2 ce Ol,N
Oz1 OQQ—Sa OZN
det B o ) K = 0. (A.31)
ON,l ON72 s ON,N — Sa

Como afirmamos na secao A.2, cada autoestado esta associado a um autovalor correspon-
dente, e nada impede que autoestados distintos possuam o mesmo autovalor. Na secao
B.2, veremos que esta caracteristica ¢ conhecida como degenerescéncia, e discutiremos
suas propriedades na definicao dos postulados da Mecanica Quantica.

Um operador também pode ser descrito através de objetos semelhantes aos
projetores: se associarmos o operador |u;) (u;| a cada elemento O; ; da Eq. (A.29), podemos

descrever esta matriz como
N N
O=>_> Oului)(uy, (A.32)
j=1 i=1

cuja expressao é denominada de decomposicao espectral de O.

Por sua vez, se existir uma representacdo diagonal para O em (A.29) tal
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que
01 0 0
0= 0 0:2,2 O EZN}MW(W\, (A.33)
00 o Onw]

sua decomposicao espectral serd fungio apenas de seus autovalores, onde cada vetor |u;)

é um autoestado de O associado a um autovalor Su;-
A.3.2 O Operador Inverso

Um operador inverso O'é¢ aquele que satisfaz as relacoes
00 '=07"10=1 e det O"' =1/det O (A.34)

para det O # 0, independentemente da representacao matricial em questao. Mostraremos
no Apéndice C que os operadores inversos e as matrizes de Pauli estdo intrinsecamente

ligados ao conceito de portas logicas de circuitos quanticos.
A.3.3 O Produto Tensorial

Neste topico, mostraremos como descrever o produto tensorial entre vetores
(secao A.1) e operadores (secdo A.2) através de matrizes. Sejam os estados de base |u;) €
H, e |w;) € Hp e dois operadores lineares quaisquer O4 € Hy e OB € Hp. Neste caso, 0

produto O=04208 pode ser representado pela matriz dada por

<U1|O:AU1>(O:B) <U1|O:AU2>(O:B) <U1\(?AUNQ>(O:B)
(u2|O 71>(0 ) (u2|O gz><0 ) (u2|O u:zva><0 ) | (4.35)
(un, [0*ur)(OF)  (un,|0Mu)(OF) -+ (un,|0Mun,)(OF)

a qual serd expressa em funcao de uma base gerada por todas as combinagoes contidas
no conjunto |u;) ® |w;). Assim, se as dimensoes de H4 e Hp forem respectivamente iguais
a Na e Np, a matriz da Eq. (A.35) possuird N = N4 x Np estados de base compostos e
N2 elementos.

A mesma analogia pode ser estendida para sistemas de vetores compostos.

Se [v)) € Ha e |vy) € Hp sio dois vetores quaisquer tais que |v;) = S04 O,

uz> e

lv2) = S8 Dy, |wy), 0 vetor composto [v) = |v;) @ |vg) serd representado pela matriz
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coluna dada por

D,
Cuy : ;
Dwa
lv) = : : (A.36)
D,
CuNa :
L Dwa i

onde |v) possui N = Ny x Np elementos.
Veremos aplicacoes do produto tensorial no Apéndice C, ao analisar as
transformacoes que atuam sobre estados quanticos que residem em sistemas indepen-

dentes.
A.3.4 Operadores Hermitianos

O conceito de operadores hermitianos foi introduzido na secao A.2 sem
maiores detalhes sobre a relacao entre estes objetos e sua contraparte auto-adjunta. Neste
topico, mostraremos como construir a matriz do operador auto-adjunto Of através de sua
propria definicao e de propriedades subseqiientes.

Segundo as Eqs. (A.21) e (A.23), um operador O é hermitiano quando sa-

tisfaz as relacoes
(a|Ob) = (aOT|b) = (b|OTa)". (A.37)

Se O estiver expresso em termos de vetores |u1), |ua), |us),. .., |uy) pertencentes a uma
base especifica, os elementos que compoem a matriz hermitiana podem ser determinados

a partir dos constituintes deste operador de acordo com a expressao
(u;|Ouy) = (w;OMuy) = (w;|Ouy) = (u;|O%w;)* = Oy = (O1,)" = (0i;)" = O},.(A.38)

Desse modo, cada termo OJTZ da matriz O corresponderd ao complexo conjugado do

elemento Om de O, e, portanto,

A K

Of =07 (A.39)

Por sua vez, os elementos da diagonal principal de O e OT sao idénticos
entre si e, como O;; = (O],)* = O;; = Of

* ., estes serao descritos por niimeros reais. Logo,
se o conjunto |u;) for escolhido de modo que cada vetor corresponda a um autoestado de

O, os autovalores s,, obedecerdo a relacdo Olu;) = s,,|u;), e os elementos da diagonal
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principal serdo dados por (u;0)u;) = sy, (u;|u;) = s,., de acordo com a Eq. (A.33). Visto
que o ultimo é uma grandeza invariante quanto a representacao matricial, os autovalores
de um operador hermitiano sempre serao descritos por niimeros reais.

Vimos ainda na Eq. (A.25) que o produto escalar entre dois vetores nao é
afetado pela acao de operadores unitarios. Desse modo, se analisarmos esta propriedade

para os estados |u;) e |u)) tal que |u)) = Olu;) = s,,

u;), constataremos que
(uiluz) = (0N Ous) = (uil (s.) (s i) = |l (wilus). (A.40)

. ’ / . . ~ 2 . -
Visto que (u;|u;) e (u;|u;) devem ser iguais, a relacao |s,,|” = 1 implica que os autovalores

de operadores hermitianos unitarios possuem moédulo um, e, portanto, s,, = 1.
A.3.5 As Matrizes de Pauli

H& uma classe especial de operadores unitarios que esta presente na maioria
dos protocolos de transmissao de informacao quantica: as matrizes de Pauli. Denotadas por
0z, 0y € 0, estas matrizes podem ser combinadas para representar transformagoes unité-
rias que podem atuar sobre qubits (se¢ao 2.1) sob os mais diversos fins, como mostraremos
no Apéndice (C). Por ora, apresentaremos apenas algumas propriedades relacionadas a
estes operadores.

A representagdo matricial padrao das matrizes de Pauli é dada por

ax:[()l],ay:[(.) _i]eazzll O]. (A.41)
10 v 0 0 -1

Neste caso, se a regra que define um conjunto de vetores linearmente independentes for
adaptada para a algebra matricial, observaremos que a condicdo a(c,) + b(o,) + c(o,) +
d(I)=0=

RN RN P

sO pode ser satisfeita para a = b = ¢ = d = 0. Logo, as trés matrizes de Pauli e a matriz

c+d a—1ib

a+ib —c+d 0 0

_[“ 0} (A.42)

Identidade sao linearmente independentes entre si, e, portanto, as mesmas podem ser
empregadas para representar qualquer matriz que possua dimensao 2 x 2.

Os operadores de Pauli também satisfazem as seguintes relacoes:

o§ = 05 = Uf =1I; 0,0y = —0,0, = 103,
Oy0, = —0,0, =10, € 0,0, = —0,0, = i0y. (A.43)

De forma mais compacta, as mesmas podem ser reduzidas a

or =1 e 040] = €pmiom, (A.44)
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onde €, ¢ o simbolo de Levi-Civita relativo ao ordenamento x — 1, y — 2 e z — 3.
Neste caso, €193 = €310 = €931 = 1, €130 = €913 = €391 = —1 € €, = 0 quando dois ou mais
indices sao iguais.

Observe as Egs. (A.42) e (A.44) e repare que as matrizes de Pauli sdo
hermitianas e idénticas a respectiva matriz inversa, e que, portanto, também sao unitarias.
Além disso, todas apresentam relacoes de anticomutatividade, conceito que retomaremos

na préximo topico.
A.3.6 Comutadores e Anti-Comutadores

Outra caracteristica que reforca a associacao entre operadores na Mecanica
Quantica e sua representacao matricial deve-se ao fato de que geralmente duas matrizes
aleatorias nao obedecem as relacoes de comutatividade e anti-comutatividade. Para com-
provar esta afirmacao, basta efetuar os produtos M, M, e M, M, para duas matrizes M, e
M, quaisquer e conferir o resultado. Quando dois operadores comutam, é possivel encon-
trar uma base cujos estados sejam autoestados de ambos os operadores, e, neste caso, os
mesmos podem ser representados como matrizes em fun¢ao desta base em comum.

Na secao B.3 discutiremos o Principio da Incerteza, e as relacoes de comu-

tatividade serao essenciais para entendermos este conceito.



Apéndice B
Os Postulados da Mecanica Quantica

B.1 Postulado I

O estado S de um sistema fisico € completamente descrito por um vetor
unitdrio |V) que reside no espago de Hilbert Hy associado ao sistema. Este vetor é conhe-
cido como vetor de estado ou funcao de onda, cuja evolucao temporal é governada pela

equacao de Schrodinger dada por
L0
iho [W()) = H|T(?)), (B.1)

onde H ¢é um operador auto-adjunto que representa o Hamiltoniano do sistema e h =
h/2m, sendo h a constante de Planck determinada experimentalmente como h = 6,626 X
10734 J.s.

Como a Eq. (B.1) é uma equacao diferencial linear de primeira ordem,
qualquer combinacao linear de solucoes particulares também é uma solucao desta equacao.
Isto indica que H pode ser associado a um operador linear se a funcido de onda |¥)
apresentar caracteristicas tipicas de um vetor ordinario, e, de fato, todas as propriedades
discutidas para vetores e operadores no Apéndice (A) sdo compativeis com a Eq. de
Schrédinger e suas solucoes.

O fisico alemao (e compatriota de Erwin Schrodinger) Werner Heisenberg
foi um dos primeiros a observar que a dinamica proposta na Eq. (B.1) poderia ser descrita
por uma algebra matricial (cuja proposta ficou conhecida posteriormente como Mecanica
Matricial), mas, no inicio, houve rejeicao desta abordagem pela comunidade cientifica sob
a alegacao de que a mesma seria incompativel com a interpretacao da Mecanica Quantica
proveniente da formulacao de Schrodinger. Sob o incentivo do matematico alemao David
Hilbert, foram necessarios alguns anos de espera até que o proprio Schrédinger e o fisico
americano Carl Eckart demonstrassem a equivaléncia entre estas descricoes, provando que
as mesmas explicavam fenémenos idénticos.

A natureza da funcao de onda pode ser definida em um espaco de Hilbert em
termos de varidveis discretas ou continuas. Para o primeiro caso, |V) possuiria dimensao

finita e o nimero de coordenadas que o definiria seria limitado, e, dessa forma, seria

143



144 APENDICE B

possivel associar & fun¢ao de onda as mesmas propriedades associadas a vetores discutidas
na secao A.1. Para o segundo, entretanto, |¥) é visto como uma func¢do continua de
parametros especificos (como as coordenadas espaciais em um sistema tridimensional) e o
espaco de Hilbert assume dimensdao infinita (Messiah, 1961; Braunstein and Kimble, 1998;
Braunstein and Van Loock, 2005 e Vaidman, 1994). O foco do presente trabalho esta no
primeiro caso, ou seja, em sistemas com dimensao finita e coordenadas bem definidas.
Deste ponto em diante, portanto, assumiremos que nosso espaco de Hilbert H, é sempre
limitado. Vejamos entao como determinar a funcao de onda sob estas restri¢oes.

Todo sistema quantico é governado por uma dinamica intrinseca ao mesmo

que rege seu comportamento ao longo do tempo através da relagao (Benenti et al., 2007)
(W (t)) = U(t,to) | (t0)), (B.2)

onde U(t,ty) é denominado de operador de evolucao temporal e |U(ty)) é o estado do
sistema em algum instante ¢y < ¢. De uma forma geral, como as caracteristicas de |¥(¢))
dependem da relacdo entre |U(tg)) e U(t,y), ndo ha como prever a estrutura da fungio
de onda sem dispor de informacoes que caracterizem seu estado inicial e o operador em
questao.
Quando H é independente do tempo, a solu¢do da Eq. (B.1) é dada por
Z 0

B0} = e F ) = Y L (- )) e, (B.3)

n=0

onde U(t,ty) = e~ #(=1H Degte modo, o cendrio mais simples associado as Eqgs. (B.2) e
(B.3) ocorre quando o sistema ¢ estacionéario: U(t,ty) o< I e |¥(t)) o< |¥(ty)). Contudo,
quando os parametros implicitos no Hamiltoniano dependem do tempo decorrido entre %,
e t, € necessario recorrer a outros tipos de técnicas para o célculo de |¥()). Uma delas, por
exemplo, consiste em obter aproximacgoes da matriz H através de métodos semelhantes a
expansao de funcoes em séries de Taylor.

O proximo postulado relaciona os coeficientes que caracterizam um estado
quantico as probabilidades de se obter o estado associado a este coeficiente como resultado

de uma determinada medida.

B.2 Postulado I1

A cada observdvel O, associa-se um operador auto-adjunto O que reside em
um espaco de Hilbert H,. Se uma medida de O for realizada sobre um sistema, o0s inicos

resultados possiveis serao os autovalores s,, do operador O segundo a relagao

Olui) = s s, (B.4)
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onde [uy), |ug), |us),. .. € uma base ortonormal de autoestados de O. Se o vetor de estado

do sistema for expandido sobre esta base como

(1) = 3 Cu(t) ) (B35)

a probabilidade de s,, ser o resultado de uma medida do observdvel O em um instante t é

dada por
p(su[t) = [(w ¥ ()] = [Cu, ()] (B.6)

A unitariedade de |¥) imposta pelo Postulado I agora pode ser compre-
endida. Repare que a probabilidade associada ao resultado de uma das medidas de O
esta relacionada ao coeficiente Cy,(t) (também chamado de amplitude de probabilidade),
e que, se considerarmos o conjunto de todos os resultados possiveis, a soma das pro-
babilidades relacionadas a estes eventos deve ser necessariamente igual a um. Como
P(su;[t) = |(w| ¥ ())|* = |Cu, (1) [?, a condicio

W (t)]* = Z Cu () =1 (B.7)

deve ser satisfeita. Logo, se |¥(t)) representa o estado de um sistema, ele é obrigatoria-
mente unitario.

Os valores de observaveis previstos nas medidas associadas a operadores
quanticos sao analogos as grandezas descritas por varidaveis dinamicas classicas, como
posicao, energia, momentos linear e angular, dentre outras. Contudo, a medida dos au-
tovalores segue uma distribuicao probabilistica, e estes nao podem ser confundidos com
parametros intrinsecos do sistema: carga elétrica e massa, por exemplo, sao invariantes
em relacao ao referencial de observacao em situacoes nao-relativisticas. Por outro lado,
hé& observéaveis quanticos que nao possuem analogos classicos (como o operador de spin
S), sendo este um dos fatores que contribuem para que a Mecanica Quantica fornega uma
descricao mais completa da natureza do que a Mecanica Classica.

Vimos na secao anterior que se o Hamiltoniano for independente do tempo, a
solucdo para |¥(t)) na Eq. (B.1) é dada por |W(t)) = e~ #0H| W (#4)) (Eq. (B.3)). Como o
Postulado IT afirma que os possiveis resultados associados a um operador sao equivalentes
aos seus respectivos autovalores, podemos expressar |V (¢)) em termos dos autoestados de
H e simplificar a expressao (B.3). Neste sentido, os autoestados e os autovalores de H
podem ser representados respectivamente por |[N) e Ey, onde N é o parametro que define

a energia Fy do sistema. Deste modo,

H|N) = Ey|N) para N € N, (B.8)
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e, por conseguinte,

> (ha-w) M= (5 t-1) ("IN = e T
A (B.9)

Ao expandir o estado inicial da fungéo de onda como |U(tg)) = > Cn(to)|N)

e submeté-lo a agao do operador H, observamos que

U (8)) = e r =0 H g (g ZCN to)e™TUEN| N, (B.10)

e que, portanto, |¥(t)) pode ser expresso em fun¢ao dos valores de energia Ey que surgem
como solucao das Egs. (B.2) e (B.8). Para o caso particular no qual o estado inicial coincide
com um dos autoestados de H tal que |U(¢y)) = |N), o estado final da fun¢ao de onda é

dado por

i(t—tg)
Rk

(W(t)) =e” N[N), (B.11)

e, como }ew‘ = 1 para qualquer parametro real 6, a norma de |¥(¢)) é equivalente a

1w (@))| =

e TEE I = IV (B.12)

A invariancia da norma de |W(¢)) em relacdo ao tempo na Eq. (B.12) implica
que a transformagao U(t) o< I é unitaria (Eq. A.25), e que, portanto, a probabilidade
|Cn(t)]? de o sistema ser encontrado no autoestado estacionario |N) durante o intervalo
de tempo decorrido entre ¢y e t é constante. Neste caso, a analogia da acao do operador
H com o conceito classico de conservacao de energia ¢ valida, visto que qualquer medida
sobre |U(t)) revela sempre o mesmo valor de energia Ey. Repare ainda que sistemas que
diferem pelo fator e? sdo equivalentes, ja que as previsdes relativas as probabilidades de
colapso para um determinado estado sao idénticas para ambos. Assim, dizemos que dois
sistemas |W(t)) e |¥'(t)) sdo semelhantes se a tinica diferenca entre eles for um fator de
fase igual a €?, onde ¢ um parametro que pode ser associado a um niimero real qualquer.

O postulado seguinte analisa a relacao entre os resultados obtidos apos
uma determinada medida sobre o sistema e o colapso da funcao de onda para um dos

autoestados do operador associado a esta medicao.

B.3 Postulado III

Quando a medida de um observdvel O sobre um sistema descrito inicial-

mente pelo vetor de estado |V) fornece o resultado s,,, o estado deste sistema passa a ser
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descrito por
Py | (t))

a (B.13)
V)P ()

imediatamente apds a realizacao desta medida, onde P,, € o operador de projegao relativo
ao subespago correspondente a S,,.

Iniciaremos a analise do terceiro postulado considerando que os autovalores

su, de O nao sejam degenerados, e lembrando que a expressao Olu;) = s,,|u;) € vélida
para qualquer autoestado |u;) de 0. Assim, quando a medida deste operador sobre o
sistema fornecer o autovalor s,, como resultado, as Eqs. (B.5) e (B.6) prevéem que o
sistema sofrerd um colapso para |u;). Se compararmos esta premissa com a Eq. (B.13),
concluiremos que ambas sdo equivalentes, pois, como s,, ndo é degenerado, |u;) serd o
unico estado contido no projetor Pu associado a este autovalor. Ao substituir o termo

P,. = |u;)(u;] em (B.13), constatamos que

P, |U(t)) ) (w8 (] ()
VIR we) ey )]

i0;

lui) = €”|u;), (B.14)

o que comprova a afirmacao de que o sistema se encontra no estado unitario |u;) a menos
de uma fase global 6;, de acordo com a Eq. B.12.

Mas e se o autovalor s, for degenerado? Neste caso, ha um subespago de O

. . - 4 - k 4 ,
associado a sy, e o projetor P, ¢ dado por P, = > _, |ug,){ug,|, onde k ¢ o nimero de

degenerescéncias associado a este autovalor. A Eq. (B.13) pode entdo ser expressa como

Paw)  (Shalw) ) l0) s,

\/ (U(t)| P, |W(L)) \/ (Z';Ll <\I/(t)|ugi><ugi]111(t)>> ) \/Z';;f:lwugi

V(1)) lug,)

, (B.15)
W)

e 0 novo sistema serd um vetor unitério formado pela combinagao de estados proporcionais
a |ug,).

Note na Eq. (B.15) que a probabilidade de o sistema colapsar para |ug,) é
dada por

V() = (W)L (1)), (B.16)

k;
Pu; = Z |(ug,

gi=1

e que as Egs. (A.33) e (B.16) podem ser utilizadas para calcular o valor esperado sobre
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todos os resultados possiveis da medida do operador O sobre o estado |W), visto que

<O> = Zz]\il SuPu; = Zz]\;l sul<\IJ(t)|I5u1]\Il(t)> = Zfil Sul<\11(t)| (Z];z:l ‘U’gz><ugz
= ()] (X Sk s

) 1w ()
) 12(1)) = (¥(1)[O]W (1)), (B.17)

u9i> <ug¢

Repare ainda que (B.16) e (B.17) concordam respectivamente com (2.14) e (2.16).
Encerraremos a analise destes Postulados discutindo a precisao dos resul-
tados que podem ser obtidos através de medidas de grandezas arbitrarias. Por definicao,
a descricao de uma variavel implicita em um sistema quantico deve estar associada a um
erro intrinseco que nao depende do resultado da realizacao de medidas sobre este sistema.
Assim, se um observavel O é utilizado para descrever os resultados associados a uma

determinada variavel arbitraria, AO ¢é o erro intrinseco desta grandeza dado por

AO =1/ (02) — (0, (B.18)

onde (O) e (0?) sdo dados pela Eq. (B.17).
Por sua vez, se quisermos medir dois parametros associados a operadores

O, e O, simultaneamente e saber o quao confidvel é o resultado final, a expressao

(Y0, O )
AO,AO, = 5 (B.19)

fornece o limite minimo do produto dos desvios padrao destes operadores, onde [Oa, Ob]
é o comutador dos operadores O, e Oy (secio A.2). A Eq. (B.19) é conhecida como o
Principio da Incerteza.

Logo, se O, e Oy comutam (AOGAOb = 0), é possivel realizar medidas para
estes operadores sem alterar a funcao de onda associada ao estado do sistema. Contudo,
se [Oa, Ob] #0 = AOQAOb # 0, os resultados associados as duas medidas nao poderao
ser obtidos simultaneamente sem a presenca de algum erro intrinseco. Neste caso, quanto
maior a informacao obtida sobre uma das medidas, maior serd a incerteza associada a
outra. Como exemplo, podemos citar a relacao entre o momento linear de uma particula
e a posicao da mesma sobre um determinado eixo espacial. Visto que o resultado é vélido
para qualquer escolha de coordenadas, podemos supor que o eixo em questao seja relativo

ao das coordenadas z. Assim, o Principio da Incerteza nos diz que
e h
AZAp, > B (B.20)

e, portanto, o valor minimo associado ao produto das respectivas incertezas de Z e p, é
igual a i/2. Desse modo, qualquer resultado obtido com a medida destas grandezas implica

na existéncia de uma determinada margem de erro nao-nula associada a este valor.



Apéndice C

Portas Logicas Quanticas

Apresentaremos neste apéndice as principais operacgoes logicas utilizadas
para alterar o contetido de estados quanticos compostos por um ou dois qubits, utilizando
como referéncia a respectiva atuacao das mesmas sobre os sistemas arbitrarios descritos
pelos estados a|0) + B[1) e a'|00)4 + B101)ap +7'110)4p + & [11)45. A seqiiencia entre os
topicos de cada se¢ao foi escolhida de acordo com a complexidade dos sistemas abordados,
e, por isso, iniciaremos esta discussao demonstrando a relacao direta entre os operadores
de Pauli e as portas elementares de um qubit. Ao longo das proximas se¢oes, mostraremos
que todas as portas sao reversiveis e que cada transformacao linear determina o estado

final do sistema de forma univoca.
C.0.1 Portas de um Qubit

Os Operadores de Pauli:

A representacao das matrizes de Pauli na base computacional padrao foi
introduzida na Eq. (A.41) sem maiores discussoes sobre o modo como as mesmas atuavam
sobre os autoestados de o,. Vejamos entao como estes operadores descrevem a acao das
portas logicas X, Y e Z.

Porta X (NOT): tal como sua analoga classica, a porta X (ou NOT)

inverte o contetido de um qubit ao intercambiar os estados |0) e |1).
0:10) = [1) e 0,|1) =|0) = 0.(]0) + 5]1)) = «|1) + 5]0). (C.1)

Porta Z: a porta Z mantém o qubit |0) inalterado e inverte o sinal do fator

de fase atrelado ao estado |1).
0:|0) = |0) e 0:[1) = —[1) = 0:(al0) + B[1)) = a|0) — B|1). (C.2)

Porta Y: a porta Y introduz o fator de fase i e inverte o contetido dos

estados |0) e |1). No caso do tltimo, o sinal relativo as constantes multiplicativas +1 ou
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—1 também sofre inversao.
0|0 = il1) e o,|1) = =il0) = 7, (al0) + BI1)) = ial1) — iB|0). (C.3)

Como complemento aos operadores de Pauli, merecem destaque duas ope-

racoes essenciais para a manipulagao de qubits individuais: as portas Hadammard e Fase.

Hadammard: a porta H gera uma superposicao simétrica entre os estados
10} e [1).

% = H(al0) + 5]1)) = of

0) +[1)
V2

0) +[1)
V2

0) = 11)

H|0) = =

e H[1) = )+ B( )-

(C.4)

Fase: a porta de Fase mantém o qubit |0) inalterado e acrescenta o fator

de fase i ao estado |1).
S510) =0) e S|1) =i[1) = S(al0) + B[1)) = a|0) +i5[1). (C.5)

A Fig. C.1 mostra o diagrama das principais portas simples que podem

atuar sobre um qubit, com suas respectivas nomenclaturas e representacoes matriciais.

Hadamard _E— \}f “ _11}
Pauli-X —Y— [ [1) (lj ]
Pauli-Y —X [ (,] _()3 ]
Pauli-Z _Z— [.1) 01}

Fase 7E - [ (1) (: ]

Figura C.1: Portas simples que atuam sobre um qubit, suas respectivas nomenclaturas e
representacoes matriciais.
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.

C.0.2 Portas de dois Qubits

As portas que atuam sobre dois qubits operam no espaco que contém os
estados |0)|0), [0)|1), [1)]0) e |1)|1). Quando uma porta é classificada como "controlada",
o estado final do par de qubits s6 é alterado quando o qubit de controle esta ativo, como
mostra o exemplo da Fig. C.2 para a porta Cyor. Observe que o circulo menor esté

posicionado sobre o qubit de controle e que o mecanismo de operagao da porta esta
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condicionado ao preenchimento deste simbolo: para o circulo vazio, a porta entra em acao
quando o estado de controle é igual a |0), e para o circulo cheio a ativacdo ocorre quando o
estado de controle é igual a |1). Neste trabalho, adotamos a notagao indicada na primeira
ilustracao, assumindo que as portas sao ativadas quando o primeiro qubit encontra-se no
estado |1).

T T
g g N NP

1y T

N \L N

(a) (b)

Figura C.2: Figura esquemdtica para portas de dois qubits. Em (a): conirole no primeiro qubit.
Em (b): controle no sequndo qubit. O circulo menor preenchido no qubit de controle denota que
a ativagio da porta ocorre quando o estado de enirada € igual a |1), e o circulo menor vazio no
qubit de controle representa a ativagao da porta quando o estado de entrada ¢ igual a |0).
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.

Not-Controlada: a porta Cyor inverte o contetido do segundo qubit quando

o estado do qubit de controle é igual a |1).

Cnorap|0)[0) = 10)[0); Cnorap0)]|1) = [0)]|1); Cnorasl1)|0) = [1)[1); Cnorap|1)|1) = [1)]0).
= CnoTap(@']00)ap 4+ B'101)p + 7 (1005 + 6 [11)ap)
= a'|00)ap + B101)ap +7 [11)0p + 6 [10)ap. (C.6)

Swap (troca)

NOT- controlada

—— 1
—
=1

o= O _—o o o
(=1

Y iy S ——

Z-controlada L 8 8 (IJ 1)1 J
1.0 0 0
01 0 0
Fase - controlada S ’i g g (1) 0
1

Figura C.3: Portas que atuam sobre dois qubits, suas respectivas nomenclaturas e
representacoes matriciais.
Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.
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Sw(Troca): a porta Sw permuta o contetdo dos dois qubits.

(Sw)ap0)]0) = [0)]0); (Sw)apl0)[1) = [1)]0); (Sw)ap|1)|0) = [0)[1); (Sw)ap|1)1) = |1)
= (Sw)ap(a'|00)ap + 81010 + 7 [10)ap + 6 [11)45)
=a'[00)ap + B110)ap + 7 [01) 0y + 8 [11)4s-

N

1V

.
(a)

N
N
Swap (troca) -
NP

(b)

7 -controlada T

S EIGRE

(—

/

NOT- controlada

©)

Figura C.4: Construindo portas de dois qubits a partir de portas de um qubit. Em (a): a porta
Cnor com controle no sequndo qubit. Em (b): a porta Sw. Em (c): a porta Z — Controlada
com controle no primeiro qubit.

Fonte: Figura adaptada de Nielsen and Chuang, 2011.

Z-Controlada: a porta Z inverte o sinal global entre os dois qubits quando

o controle e o alvo s@o iguais a |1).

Zap|0)|0) = [0)|0); Zap|0)|1) = [0)[1), Zap|1)|0) = [1)|0); Zap|1)|1) = —[1)[1).
Zap(2'100) 0 + B101) 0 p + 7 [10)0p + 6 [11)0p)
=a'[00)0p + 101 ap + 7 10)0p — 0 [11) ap. (C.8)

Fase-Controlada: a porta de Fase acrescenta a fase ¢ entre os dois qubits

quando o controle e o alvo sdo iguais a |1).

Sapl0)[0) = [0)]0); Sapl0)[1) = |0)[1), Sap|1)[0) = [1)[0); Sap|1)[1) = i|1)[1).
Sap(@'[00Yap + 8101 ap + 7 10Y0p + 8 [11)4,)
=a'[00)qp + 101 ap +7110) 05 + 00 |11) ap. (C.9)

A Fig. C.1 mostra o diagrama das principais portas de dois qubits com suas
respectivas nomenclaturas e representacoes matriciais, e a Fig. C.4 revela que as mesmas
podem ser construidas a partir da combinacao entre portas Cyor e portas simples de um

qubit.

1).

(C.7)
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