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Resumo

O desvio da luz, ao passar sobre uma massa gravitacional, pode ser calculado de varias
formas diferentes. Entretanto, neste trabalho, o estudo foi feito através da descricao
da trajetoria do raio de luz monocromatico, usando uma abordagem do meio 6ptico.
Inicialmente, para estabelecer essa abordagem, fez-se necessario mostrar a analogia da
equagao da geodésica e a eikonal. Para obtencao desta analogia, precisou-se descre-
ver o caminho geométrico da luz por meio de formalismo métrico, permitindo, assim,
calcular a trajetoria do raio de luz comparando o feixe de luz monocromético no espago-
tempo com um raio de luz propagando em um meio 6ptico. Deste modo, comparando
o indice de refracao com algumas configuracoes de indice de refracao da lente GRIN,
possibilitando, representar de maneira genérica a deflexdo da luz. A geodésica pode
ser expressa por meio do formalismo lagrangiano, resultando em uma solucao para
descrever a trajetoria do raio de luz. Nesse formalismo, determinamos quantidades
conservadas nao triviais por métodos analiticos e numéricos. Este método baseou-se no

célculo de tensores Stackel-Killing (SKT), que forneceu varios procedimentos relevantes.

Palavras-Chaves: Lente GRIN, 6ptica geométrica, raio de luz, tensor de Killing.
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Abstract

The deviation of light, when passing over a gravitational mass, can be calculated in se-
veral different ways. However, in this work, the study was made through the description
of the trajectory of the monochromatic light beam, using an optical approach. Initially,
to establish this approach, it was necessary to show the analogy of the geodesic and
eikonal equations. To obtain this analogy, it was necessary to describe the geometric
path of light by means of metric formalism, thus allowing to calculate the trajectory of
the ray of light by comparing the monochromatic light beam in spacetime with a ray
of light that propagated in an optical medium. Thus, comparing the refractive index
with some configurations of the refractive index of the GRIN lens, allowing to represent
in a generic way the light deflection. The geodesic could be expressed by means of
Lagrangian formalism. The geodesic could be expressed through Hamiltonian forma-
lism. In this formalism, we determined non-trivial conserved quantities by analytical
and numerical methods. This method was based on the calculation of Stackel-Killing

tensors (SKT), which provided several relevant procedures.

Key words:: GRIN lenses, geometrical optics, light beam , Killing tensor.
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Tudo agquilo que o homem ignora, nao existe para ele.
Por isso o Universo de cada um, se

resume no tamanho de seu saber.

Albert Einstein
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Introducao

O estudo do desvio da trajetéria do raio de luz ao passar em torno da massa
gravitacional foi uma das primeiras previsoes da Teoria da Relatividade Geral a ser
testada. Esse fenémeno, conhecido como deflexao da luz, acontece quando a propagacao
do raio de luz de uma estrela distante sofre um desvio ao passar proximo ao Sol, de tal
maneira a alterar a posicao aparente desta estrela. No entanto, o calculo da deflexao
da luz ja havia sido proposto por Newton em seu tratamento sobre a Optica. Para
Einstein, porém, essas formulacdes tinham limitacoes. Assim, o cientista elaborou
uma nova teoria para campo gravitacional, apresentada pela Relatividade Geral. Em
1911, Einstein publicou um artigo, deduzindo o célculo de flexdo da luz ao passar
por um corpo celeste. A primeira observacao da deflexao da luz, foi realizada em
um observatorio brasileiro em 1919. A observacao desse fenémeno é complicada, pois
existem varios fatores que podem interferir a posicao aparente do raio de luz antes de
chegar ao observador. Diante disso, seria interessante pensar: qual modelo anélogo

podemos utilizar para representar a deflexdo do raio de luz?

Nesse sentido, antes de responder a essa pergunta, é relevante iniciar os estudos
mostrando a equivaléncia entre as equacoes geodésicas nulas e a equacao da optica
geométrica (equacao eikonal) em meios com indice de refragao variavel. As equagoes
diferenciais da aproximacao eikonal da Optica exploram essa tal variacao, fazendo um
mapeamento analogo entre as métricas de espacos curvos e indices de refracdo de meios
materiais e partindo do conceito do principio de Fermat, que diz que a luz percorre
o menor caminho 6ptico. Este principio admite a possibilidade do raio luminoso de-
sempenhar uma trajetoria curva caso o meio de propagacao seja nao homogéneo. Em
contrapartida, na geometria de Riemann, o menor comprimento entre dois extremos de
uma curva é representado pela geodésica. Assim, para descrever espacos curvos, pre-

cisamos usar os aspectos matematicos da Relatividade Geral. Sendo assim, se estabe-
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lece uma analogia mateméatica entre as trajetorias dos raios luminosos monocromaéticos
nesses meios, e as trajetorias definidas por geodésicas nulas. Partindo dessa ideia, po-
demos determinar outros meios equivalentes que descrevem a trajetoria da luz, como,

por exemplo, a lente GRIN.

A partir dai, a ideia principal é utilizar uma lente GRIN (Gradient index lenses),
para descrever a propagacao do raio de luz. Esse material tem caracteristicas inte-
ressantes e possui uma variacao controlada do indice de refragdo na sua constituicao.
Como o indice de refragao depende do valor da distancia ao longo do material, podemos
determinar uma construcao equivalente a uma métrica do espaco. Assim, a lente GRIN
pode ser usada para representar de maneira analoga o efeito de reflexao da luz, desde

que seja comparada uma métrica com o indice de refracao.

Como forma de organizar estruturalmente esta dissertagdo, no primeiro capitulo
serd apresentada uma breve revisao sobre Optica geométrica e a lente GRIN. A ideia
inicial é resgatar alguns conceitos bésicos do eletromagnetismo classico, alinhando com
a Optica geométrica. Este capitulo esta divido em duas secoes. Na secao 1.1, fazemos
uma breve revisao da teoria do eletromagnetismo classico. Na se¢ao 1.2, abordamos o

as propriedades basicas da lente GRIN e a 6ptica geométrica.

O segundo capitulo é dedicado a Teoria da Relatividade Geral (TRG). Para o de-
senvolvimento do estudo proposto, ¢ essencial introduzir o conceito de espacos curvos.
Entao, ¢ importante tratarmos os conceitos da Teoria da Relatividade Geral. Vamos
realizar uma breve revisao sobre a TRG, iniciando pelas ferramentas matematicas, para
a compreensao dos formalismos que vamos apresentar durante esta dissertacao. Vamos
apresentar a Teoria da Relatividade Especial, mostrando os postulados e as equagoes
fundamentais. Em seguida a essas apresentacoes, finalmente, introduziremos a Teoria

da Relatividade Geral e a equacao de Einstein.

O terceiro capitulo é a nossa motivacao para usar uma métrica para descrever o
raio de luz se propagando no espago-tempo. Assim, iniciamos o capitulo, reescrevendo
as equacoes de Maxwell na sua forma tensorial. Mostraremos a analogia entre o tensor

de campo eletromagnético e os meios dpticos.

No quarto capitulo, nos dedicamos a apresentar a analogia entre equacao da geo-
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désica e a equacao da eikonal. Por meio do formalismo mateméatico da RG, podemos
realizar calculos, com o intuito de relacionar a equacao da geodésica nula em métrica do
espaco curvo, por meio da 6ptica geométrica em meio material. Esses calculos tém por
intuito envolver o trajeto do raio de luz sob o efeito do campo gravitacional, atuando
analogamente a um meio 6ptico com indice de refracao variavel. Esta relacdo acontece
quando consideramos o surgimento da métrica isotropica (que chamamos de métrica
Optica), e a restricao A = 1/B. Assim, usando o método das geodésicas nulas, obtemos

as solucoes de angulo de deflexao.

No quinto capitulo, abordamos a trajetoria do raio de luz, usando o formalismo mé-
trico. Neste sentido, buscamos construir uma solugao que descreve a propagacao do raio
de luz em lente GRIN, utilizando as equacoes das geodésicas, em vez de usar a equacao
do raio. Deste modo, pudemos considerar a propagacao da luz como sendo geodésica
nula. Expressamos, entao, o elemento de linha em uma forma isotropica e calculamos
o indice de refracdo para uma dada configuracdo de lente GRIN. Neste sentido, com
base na solucao encontrada, por meio dos vetores de Killing e tensores de Killing, che-
gamos em alguns aspectos interessantes, que conterao as grandezas convertidas. Enfim,
comparamos o resultado com trajetorias de raios de luz em uma lente GRIN. O uso da
ferramenta computacional Maple e do pacote para calculo tensorial(GrTensor) foram

de grande relevancia para confirmar os calculos analiticos realizados.



1 Optica Geométrica e Lente
GRIN(Gradient-Index optics)

Para o estudo de uma lente de indice de gradiente variavel, ¢ muito importante
resgatar algumas propriedades do eletromagnetismo classico e da oOptica geométrica.
Este capitulo se inicia com uma breve apresentacao das equagoes Maxwell, pois sao
fundamentais para o eletromagnetismo. E de suma importancia fazer uma revisao
dos principios bésicos das equacoes de Maxwell, pois além de descreverem fendémenos
elétricos e magnéticos, essas equagoes também desempenham um papel importante na

caracterizagao dos conceitos basicos da dptica geométrica.

1.1 Propriedades basicas do eletromagnetismo clas-
sico

Nesta secao, vamos rever alguns conceitos fundamentais do eletromagnetismo.
Para tanto, é essencial comecarmos pelas equagoes de Maxwell. Isso se da porque tais
conhecimentos sao os pilares da teoria, bem como sao fundamentais para o desenvol-
vimento da pesquisa. Essas equacoes fazem parte de um grupo simétrico de equagoes
diferenciais parciais formuladas por James Clark Maxwell. Por meio do formalismo
matematico, as formulacoes de Maxwell podem ser reestruturadas de varias maneiras,

sem modificar os fendmenos fisicos, como veremos no decorrer deste capitulo.
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1.1.1 Equacoes de Maxwell e meios dielétricos

Em meados do século XIX, James Clerk Maxwell introduziu um grupo de equa-
¢coes. Ficaram conhecidas como o conjunto de equacoes de Maxwell e descrevem os
principais fenémenos eletromagnéticos classicos. A seguir, vamos apresentar as equa-

¢oes de Maxwell no seu formalismo diferencial e pontual:

V-D = p, (1.1)
V.B = 0, (1.2)
0B
0D

O grupo de equagbes acima é descrito a seguir: Lei de Gauss (1), Lei de Gauss
do Magnetismo (2), Lei de Faraday-Lenz (3), Lei de Ampére-Maxwell (4) [1,3]. As
grandezas vetoriais D, E, B e H definem o campo eletromagnético e sao conhecidas
como: D a densidade de fluxo elétrico ou campo de deslocamento elétrico, E é o campo
elétrico, B é a indugao magnética, H o campo magnético. Temos também, a densidade
de corrente J e a densidade de carga p [1,2,5,6]. A eq.(1.1) indica que as linhas de fluxo
elétrico tém como fonte p, isto é, a carga total contida no volume é determinada pelo
namero de linhas de fluxo elétrico, e a eq.(1.2) mostra que nao é possivel existir polos
magnéticos isolados, ou seja, ocorrem sempre aos pares e nao divergem de uma fonte
pontual. Por meio da Lei de Faraday-Lenz (1.3) [5], notamos que o fluxo de campo
magnético é variavel no tempo através de uma espira, gerando um campo elétrico com
sentido rotacional e com dire¢ao oposta [5]. A Lei de Ampére-Maxwell (1.4) afirma que

corrente elétrica induz campos magnéticos e relaciona o B com E varidvel no tempo [5].

Os meios dielétricos, também conhecidos como isolantes, sao materiais compostos
de 4tomos e moléculas neutras, que tornam-se polarizados quando estao sob influéncia
do campo elétrico. As cargas atomicas sofrem mudanga na posigao de equilibrio [5], ou
seja, as particulas carregadas mudam rapidamente sua posicdo, as cargas positivas se
deslocam no sentindo do campo e as cargas negativas no sentindo oposto. Para meios

dielétricos, isotropicos, homogéneos e lineares, temos as relagoes envolvendo D com E
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e B com H, ou seja,

D = ¢E, (1.5)
B = uH, (1.6)
onde € é a permissividade dielétrica e u é a permeabilidade magnética do meio material
[1-3]. As relacoes (1.5) e (1.6), definem a relacdo entre o campos eletromagnéticos e a
optica ondulatoria, que podem ser decorrentes das equacoes de Maxwell. O valores para
as constantes no vacuo sao: €y = 107?/367 F/m e pg = 47 x 1077 H/m [1]. Num meio

material dielétrico as constantes p e € sdo superiores a g e € [1,2]. Outra expressao

importante, ¢ a densidade de polarizacao P, dada por:
P = yoE (1.7)

onde y é a susceptibilidade elétrica [1-3]. Outra equagao importante é a relagdo que

envolve D com o P:
D=¢E+P, (1.8)

substituindo a eq.(1.7) na eq.(1.8), obtemos:

D=¢E+xeE=¢(1+yE, (1.9)

onde,
e=¢e(l1+x), (1.10)

entao,
D=¢qE+xeE=¢(1+x)E=¢cE. (1.11)

Nesse caso, substituindo a eq.(1.6) e eq.(1.11) nas eq.(1.1) a eq.(1.4), e considerando

meios dielétricos e no vacuo, onde, p =0 e J =0 [1], obtemos:

V-E = 0, (1.12)
V-H = 0, (1.13)
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OH
VxE = —MOE , (114)
OE
H = —_—. 1.1:
V X €0 It ( 5)

Estas sao o grupo de equacoes de Maxwell descrito em espacos livres. Estas equagoes
descrevem a atuacgao dos campos elétricos e magnéticos em regioes sem fontes, ou seja,
no espaco livre [1|. Estamos percebendo que, por meio do formalismo matematico,

podemos escrever as equacoes de Maxwell de formas diferentes.

Assim, o conjunto das equacoes de Maxwell sao essenciais para fundamentar a teoria
do eletromagnetismo. Como visto, as equacgoes podem se modificar conforme a analise
em questao, ou seja, as equacoes podem descrever efeitos em que cargas e correntes
elétricas atuam como fontes ou sem fonte para os campos elétricos e magnéticos. Vere-
mos na proxima secao que a deducao das equacoes de Maxwell implicam existéncias de

ondas eletromagnéticas que se propagam na velocidade da luz.

1.1.2 Propagacao de ondas eletromagnéticas no viacuo

As solugoes das equacoes de Maxwell nos levam a uma gama de fendmenos
elétricos e magnéticos. Uma das principais consequéncias é a propagacao de ondas
eletromagnéticas. Possuindo caracteristicas especiais, as ondas eletromagnéticas nao
precisam necessariamente de meios que fornecam suporte para a propagacao, diferen-

temente das ondas mecéanicas e sonoras.

Considerando a propagacao de ondas eletromagnéticas no espago livre, de modo
que, {1 = fig € € = €, utilizando as equagdes de Maxwell para um meio sem fonte [1, 5],

vamos calcular o rotacional da eq.(1.14),

VX(VXE)=—uVx—. (1.16)

Antes de continuar o calculo, vale ressaltar que o rotacional é comutavel com as

derivadas temporais [4], ou seja,

VX —=—xV. (1.17)
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Outra definicao importante, é a identidade vetorial. Para A, obtém-se,

Vx(VxA)=V(V-A)-V?A. (1.18)

Aplicando a identidade (1.18) na eq.(1.16), obtemos:

V(V-E)- V’E = m%(v x H) . (1.19)

Usando a eq.(1.12) e a eq.(1.15) na eq.(1.19), obtemos, finalmente, a equagao de

onda para o campo elétrico:

O*E
2
V°E = /,Loéow s (120)

onde, a eq.(1.20) pode ser expandida, da seguinte forma:

(1.21)

OE(x) 0*E(y) O°E(z) O?E(x) 0*°E(y) 0*FE(2)
oz | op | 02 _“(’60( o o | oe )

De maneira andloga, podemos obter a equacao de ondas para o campo magnético.

Tomando o rotacional da eq.(1.15), e aplicando a identidade (1.18), obtemos:

O°H
V?H = Hofo 7 (1.22)
entao,
OPH(x) 0°H(y) 0°B(z) 0*H(x) 0*H(y) 0%*H(=2)
02 o | 02 _“060( o Tor o ) (1.23)

onde as equagoes (1.20) e (1.22) satisfazem a equacdo de Helmholtz como veremos
no decorrer desta secdo. As expressoes (1.21) e (1.23) representam as componentes
escalares das equacoes de Helmholtz das ondas eletromagnéticas. A propagacao de
ondas eletromagnéticas no vacuo, ocorre por meio da inducao da variagao temporal
do campo elétrico e magnético. Cada componente de E e H satisfaz a equacao de
onda. Vale ressaltar que, a velocidade de propagacao das ondas é expressa pela equacgao

v=1//pe [1-3]. Para um espago vazio, a velocidade v é igual a velocidade da luz ¢,
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ou seja,

1

=2,998 x 10°m/s 2 3 x 10°m/s . (1.24)
Ho€o

C=70 =

Isso significa que a velocidade de propagacao das ondas eletromagnéticas, resultante
das quantidades do eletromagnetismo, ¢ idéntica a velocidade da luz no vacuo [2].
Essas quantidades foram obtidas por Maxwell por meio de medidas empiricas fornecidas
pela indutancia e capacitancia. Esses valores foram substituidos em p e €, obtendo,
assim uma relacao entre o eletromagnetismo e a luz. Esse feito revolucionou o mundo

cientifico, pois relacionou o eletromagnetismo com a éptica.

Ressaltando que, para obtencao das equagoes de onda para o campo elétrico (1.20)
e magnético (1.22), utilizamos equagoes de Maxwell para o meio isotropico. Contudo,
as equacoes de Maxwell no vacuo devem satisfazer a equacao de onda, mas, o oposto

nao é verdadeiro [5].

Para verificar, é preciso obter o resultado para campos elétrico e magnético. Con-
siderando que uma onda eletromagnética também é uma onda monocromaética plana,
que possui forma senoidal de frequéncia angular w que varia no tempo [4,5|. Para fazer

uma andalise da onda eletromagnética, vamos considerar o campo elétrico e magnético:

E(r,t) = E(r)e ™" (1.25)
H(r,t) = H(r)e ™", (1.26)

onde o campo elétrico e magnético sdo variaveis complexas e E(r,t) e H(r,t) sdo os
campos fisicos, ou seja, as partes reais dos campos, sendo proporcionais a cos(wt + ¢)
em que ¢ é a fase dos campos elétricos e magnético [3,4]|. Substituindo a eq.(1.25) e

eq.(1.26) na eq.(1.20) e eq.(1.22), obtemos:

e “HVPE(r)) = e “"wuoeoE(r))
VZE(r) = —w’uoeE(r), (1.27)

e (VPH(r) = e ™ (wuoeoH(r))
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V?H(r) = —w?uecoH(r), (1.28)

Seja uma onda plana propagando-se em apenas uma direcao, e supondo que esta
direcdo seja em z, tal que, z ndo dependa de x ou y [5]. Nessa situagio, assume-se que
toco = 1/ e kg = wy/lioeg = w/c [3]. Assim, substituindo as condigoes nas equagoes

(1.27) e (1.28), temos que:

V2E(z) = — (‘-")2 E,

c
dzE(Z) 2
7.2 = —kyL, (1.29)
e
2 _ (¥ 2
V2H(z) = (C) H,
dzH(z) 2

onde o parametro ko é o nimero de onda no vacuo. As expressoes (1.29) e (1.30), sdo

equagoOes vetoriais de Helmholtz. Resolvendo as equagoes (1.29) e (1.30), obtemos:

S|
—~
N
~—
I

Eye*tkoz | (1.31)
Byetihoz | (1.32)

Sy
—~
I
~—
I

levando em consideracao a parte real dos campos elétricos e magnéticos, ou seja,

E(r,t) = Eqcos(wt + koz) , (1.33)
H(r,t) = Hycos(wt £ koz) , (1.34)

onde z é a direcao de propagacao de uma onda senoidal e ky nesse caso caracteriza o
periodo espacial [5]. As equagoes (1.33) e (1.34), mostram que sdo fung¢oes periddicas,
com comprimento de onda A = 27 /ky e com frequéncia da onda de f = w/27 [5].
Reescrevendo-a A = kg = 2m/A e f = w = 1/2x f, substituindo o nimero de onda no

vacuo, obtemos:

ko = (1.35)
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ainda podemos reescrever a equacao acima, de modo que:
c=Mf, (1.36)

onde ¢ nesse caso é velocidade de fase da onda, ou seja, ¢ = v. Lembrando que X é
inversamente proporcional a f, pois, a medida que a frequéncia aumenta, o comprimento

diminui e vice-versa.

Como podemos perceber, as propriedades das ondas eletromagnéticas sao desenvol-
vidas completamente a partir das relagoes de Maxwell. Além disso, é importante frisar
que, com seus calculos, Maxwell determinou uma relagao entre as ondas eletromagné-
ticas e a Optica. Essa relacao tem uma grande importancia no estudo da luz, como

veremos nos proximos tépicos.

1.2 Lente GRIN e 6ptica geométrica

Tendo j& descrito de maneira geral os fundamentos béasicos da propagacao das
ondas eletromagnéticas, podemos introduzir os conceitos da lente GRIN (GRIN, abre-
viatura em inglés para "Gradient index lenses") e da optica geométrica. Inicialmente,
vamos relembrar alguns conceitos fundamentais da 6ptica geométrica, como, por exem-

plo, o estudo da propagacao da luz, o Principio de Fermat e a Equacao eikonal.

1.2.1 Propagacao do raio de luz

A luz, ao se propagar, obedece uma série de principios, que podem ser analisados
geometricamente. Para realizar essa interpretacao, vamos considerar que a luz se com-
porta como raios luminosos retilineos, independentes entre si, com seu comprimento de
onda tendendo a zero. Assim, o raio de luz obedece alguns principios, que sao descritos

abaixo:

e a luz é entendida como raios;

e o raio percorre diferentes meios 6pticos com diferentes velocidades;
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e um raio viaja de um ponto a outro em um tempo minimo (Principio de Fermat)

[1,8,12,13].

O Principio de Fermat é muito utilizado para determinar expressoes que descrevem
a trajetoria dos raios em meios nao homogéneos e homogéneos. Para determinar o
caminho que o raio 6ptico percorre de um extremo a outro, em relacao a vizinhanca,
utilizamos a equacdo variacional de Fermat [1,8,12,13]. E importante considerar que o
caminho percorrido por um raio de luz do ponto A até B é representado por meio da

equacao variacional de Fermat,

OL, = /B n(r)ds =0, (1.37)

onde a lagrangiana L, descreve o comprimento do caminho percorrido pelo raio, n é o
indice de refracao e a posicao é dada por r, e a trajetoria do raio ¢ representada pelo

comprimento diferencial ds [1,8,12,13,16].

A propagacao da luz em superficies refletoras ou refratoras é constituida por um
sistema Optico centrado, onde os raios percorrem angulos pequenos ao redor do eixo
optico [2|. Nos componentes 6pticos centrados, conforme um raio passa proximo do eixo
Optico, forma um pequeno angulo de incidéncia com a reta normal [2]. Essa situacio é

conhecida como raios paraxiais, que se fundamenta a 6ptica paraxial.

Vale ressaltar que a propagacao da luz em meios homogéneos possui comportamento
diferente dos meios ndo homogéneos [1,8,12, 13]. Para meios homogéneos, os raios via-
jam em linha reta e os indices de refragao nao tém dependéncia da posicao r, ou seja, n é
constante. Entretanto, o indice de refracao nao é constante em meios nao homogéneos,
pois n depende da posigdo, e sua trajetoria pode descrever uma curva [1,12,13]. No
decorrer deste trabalho,investigamos a propagacao de raios de luz em materiais nao ho-
mogenos, que terao grande importancia para a realizacao de interpretacoes geométricas

do raio de luz.
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1.2.2 Equacao dos raios de luz

De acordo com principio de Fermat, a trajetoria dos raios de luz é curvilinea
em meios nao homogéneos. Nesses materiais o indice de refracao n estd em funcao da
posicao r. Assim, para descrever estas trajetérias, vamos considerar o caminho que
o raio Optico percorre, que é uma trajetoria em termos das coordenadas cartesianas,

descrita pelas componentes z(s), y(s) e z(s). Assumindo que, o elemento de linha é

expresso por ds = /dx? + dy? + dz2, e colocando dz em evidéncia [1,2,12,13], temos:

ds =dz\/1+ 32+ 92, (1.38)

onde & = dr/dz e y = dy/dz. Assumindo que n esteja variando em trés dire¢oes e

aplicando o calculo variacional na eq.(1.50), temos [8]:

B
5/ n(z,y,2)\/1+ 12+ 9?dz=0. (1.39)

A

sendo que,
n(x,y,2)\/ 1+ &2+ 93dz. (1.40)

Note que, na eq.(1.39) ocorre uma situagao da mecanica cléassica, que leva as equa-

¢oes Euler-Lagrange (2,8, 16]:

(gi) gi 0, (1.41)

i () 50 .

Resolvendo as derivadas da eq.(1.39), assumindo a equagao paraxial do raio ds = dz,
obtemos:

d% (n%) = g—Z (1.43)

% (n%> _ g_z , (1.44)

dis (n%) _ g_: , (1.45)
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o que leva a forma geral da equacao diferencial dos raios
d d
P (n(r)d—;> = Vn(r) . (1.46)

Esta equacao fornece as caracteristicas do trajeto percorrido por um raio de luz
monocromatico, que se propaga em um meio com indice de refracao dependente da
posi¢ao. Para meios homogéneos, n é constante, entao a eq.(1.46) reduz para

d*r

onde, a eq.(1.47) mostra que para meios meios homogéneos os raios se propagam em

linhas retas.

1.2.3 Equacao eikonal

A equagao eikonal é obtida a partir do limite 6ptico (limite entre a 6ptica fisica
e a Optica geométrica). Esse limite acontece quando o comprimento de onda é muito
pequeno A — 0. Neste ponto, o carater ondulatorio é desconsiderado. A solucao dessa

equacao expressa a trajetoria de um feixe de luz.

Assumindo que, o raio de luz monocromatico estd se propagando de um ponto A
até B, com indice de refracao variando ponto a ponto em relacao ao comprimento de

onda A, a equagao de Helmholtz de onda (1.27), pode ser reescrita como |2, 15]:

n?(r)w?

VZE(r,t) + —f—E(r, 1) = 0. (1.48)

c

A funcgao eikonal S(r) é uma funcao escalar real, constante, que depende da posi¢ao
r. As frentes de ondas estao contidas na funcao eikonal, que viajam na direcao para
qual S(r) varia o mais rapidamente. Deste modo, a fun¢ao S(r) esta alinhada com a

direcao e perpendicular as superficies de fase constante.

Levando em consideragao, a nao dependéncia temporal da equacao de onda e a

amplitude complexa, podemos expressar a eq.(1.33) da seguinte maneira [15]:

E = Eye5®) | (1.49)
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onde, ky = 2mn(r)/Ao, sendo o Ay definido como o comprimento de onda no vacuo.
Substituindo a eq.(1.49) na eq.(1.48), obtemos:

n?(r)w?

c2

V? [Eg exp(ikoS(r))] +

[Eq exp(ikoS(r))] =0, (1.50)
substituindo a velocidade da luz ¢ = w/ky na eq.(1.50), obtém-se [15]:

k%v? [Bo(r) exp(ikoS(r))] + n2(r)Eo exp(ikoS(r)) = 0 (1.51)

calculando o gradiente da componente x e tomando seu Laplaciano, obtém-se [15]:

V.V[Ep.(r) exp(ikoS(r))] = (V2Ey — k2Eo[VS(r)] + ikoFo, (1.52)
[V2S(r)] + 2ikoV Egy (r)[V S (r)elthoSTN]

combinando componentes do vetor Eg(r), a eq.(1.52) pode ser expressa como [15]:
V2[Egexp(ikoS(r))] = (V?Eo(r) — kiEs[VS(r)][VS(r)]

+ ikoEo[V2S(r)] + 2iko[ [V Eo, VS (1))
+ g[VEy,VS(r)] + 2 [Eo.VS(r)]]) exp(ikoS(r)) . (1.53)

Logo apos calcular o Laplaciano, reorganizando a eq.(1.53), temos que:

V2Eo(r) i _, 2i
Y)Y 2 XV Ey,
R + kOV S(r) + kOXV 0z(T)
21

VS(r)+ %ZyVEoy(r)VS(r) + k_o
zV E.(r)VS(r) . (1.54)

[VS(r).VS(r) — n*(r)|Eo(r) =

Neste ponto, é preciso considerar o limite 6ptico, ou seja, Ag — 0. Portanto, como kg

depende do Ay, podemos desprezar todo lado direito. Assim, a eq.(1.54), é expressa [15]:

[VS(r)].[VS(r)] = n?(r) . (1.55)

A eq.(1.54), pode ser reescrita em termos das componentes das coordenadas carte-

sianas, ou seja [15],
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2 2 2
IVS|? = (g—i) + <g—§> + (g—‘j) =n*. (1.56)

1.2.4 Lente GRIN

A lente do indice de gradiente (GRIN) é um material ndo homogéneo com indice
de refracao variavel, diferente da lente tradicional. Podemos encontrar exemplos dessas
lentes na natureza, tais como: o olho humano, miragem, etc. Elas sao formadas por
miultiplas folhas de fase nas superficies planas de entrada e saida dos raios, favorecendo
combinagées de alguns componentes Opticos [11]. Em um material GRIN, os raios
percorrem trajetorias curvas, ou seja, a midia GRIN modifica a propagagao dos raios |14,
16]. A propagagao de varios feixes nesse meio material pode ser estudada utilizando a
abordagem da Transformacgao de Fourier, assumindo uma aproximagcao 6ptica especifica
[11]. Essencialmente, trés tipos de indice de gradientes béasicos foram estudados, a saber:

axial, radial e esférica [14].

O primeiro pesquisador a descrever uma lente com simetria esférica e com meios
nao homogeéneos foi Maxwell, em 1854 [14]. Ela ficou conhecida como o "olho de peixe
de Maxwell". Em 1905, com a técnica de imersao, o pesquisador Wood produziu uma
lente cilindrica de gelatina que variava seu indice de refracao. Com uma simetria axial,
a lente de Wood possuia um comportamento convergente ou divergente, dependendo
da relacao da variagao do indice de refracao e da posicao r [14]. Luneburg, em 1964,
descreveu a propagacao de feixes de raios em meios nao homogéneos, e também estudou
a propagacao dos raios de luz em lente GRIN. Apoés as descobertas sobre esse materiais,
varios cientistas se voltaram para encontrar novos métodos e técnicas para a fabricagao

desse material. [14].

O processo de fabricacao da lente GRIN, pode ser realizado por varios métodos
diferentes. No entanto, a técnica mais utilizada é de difusdo de ions [11,14]. Esse
processo acontece quando o vidro ¢ levado para um banho de sal que dura vérias horas.
Como resultado da difusao, as particulas de fons de s6dio se movimentam na superficie

do vidro. Assim, desloca-se de uma regidao mais concentrada para um meio menos
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concentrado, formando as miltiplas folhas de fase, gerando a lente GRIN |11, 14].

Inicialmente vamos determinar o indice de refragao variavel em coordenadas carte-
sianas, e em um meio ndao homogéneo. A equacao variacional da integral da trajetoria

do raio de luz monocromatico é [14]:

55:/ Ldz | (1.57)

com

L(z,y,&,7;2) = n(x,y, 2)V/ 1+ 22 + 32, (1.58)

onde a derivada & é em relagdo a z. Substituindo a Lagrangiana (1.58) na eq.(1.57),

obtemos [14]:

d nT on
| = 1+ g2 2 1.59
e —1_'_%.2_'_@2_ vitz +y8w (1.59)

d ny on
— | — | =1+ 2+ 2. 1.60
dz | \/1+i2 4 ¢? | "oy (1.60)

podemos reescrever as equagoes (1.59) e (1.60) de tal forma que [14]:

e Para eq.(1.59)

on on
— .9 .9 oL On
nt = (1424 79°) (ax x@z) (1.61)
LN (1.62)
(1+ a2 +v2) Oz 0z
e Para eq.(1.60), temos
on on
o 1 .9 .9 o Lo 1.
i = i) (G- i) (163
nyj on .0n
— = | = —y=] . 1.64
(1+22+9?) (ay yaz) (1.64)
Considerando as quantidades [14],
na

(1.65)
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Y

N A— 1.66

cos 3 I+ 1 ) ( )
1

S — 1.67

cos 7y A+21) ( )

assumindo que, p = ncosa, ¢ =ncosf el =ncos~, entdo, & = —Al/0p e y = —0l/0q.
Substituindo p, g e [ nas equagoes (1.65), obtemos como resultados as equagdes canodnicas
[14]. Para uma Lente GRIN, temos que: dn/0z = 0, assim, se [ = 0, entao, [ é constante
[14]. Desse modo, foi preciso usar outra ferramenta matematica para encontrar uma
solugdo para o n. Expandindo solu¢oes em série MacLaurin [14] e, considerando meios
dielétricos, em que a propagacao ocorre ao longo do eixo z, x =y = 0. O indice para a
lente GRIN, é [14]:

n(z,y,z) =ne(z) |1+ @ (®+y%)] , (1.68)

onde a(z) é uma fungdo para a lente GRIN [14].

A lente GRIN, possui um indice de refracao n, que pode ser reformulado de acordo
com a coordenada a ser analisada. [15-17]. Para um comprimento do arco de um
gradiente esférico, o indice estd em funcao das coordenadas r,0 e ¢, ou seja, n =
n(r,0,¢). No entanto, para a lente GRIN em coordenada esférica, o indice varia para

fora do eixo optico [17|. Assim, n é puramente radial, isto é, n = n(r,0,¢) = n = n(r).

A lente GRIN tém varias aplicacoes nas mais diferentes areas. Neste caso, é inte-
ressante ressaltar que a propagacao dos raios de luz pode seguir uma trajetoria curva.
Devido a essa situagao, podemos utilizar as geodésicas para descrever a propagacao da
luz, como veremos no capitulo 5. Assim, podemos fazer uma analogia entre a equa-
cao eikonal e a geodésica, como mostraremos no capitulo 4. Porém, para mostrar essa
equivaléncia, primeiramente precisamos introduzir o conceito de espacos curvos. Assim,
é essencial introduzir o conceito da Relatividade Geral, para compreender a ideia de
espacos curvos. Com essa ideia, podemos considerar a equivaléncia do fenomeno de

reflexao da luz com a lente GRIN, como mostram as figuras a seguir
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Figura 2:

Estrela
Sol

Terra

Figura 1: Deflexao da luz. Fonte: O autor (2019).

Trajetoria do raio de luz em uma lente GRIN. Fonte: O autor (2019).
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2 Teoria da Relatividade Geral

Neste capitulo, vamos introduzir os conceitos bésicos da Teoria da gravitacao de
Einstein, conhecida como Teoria da Relatividade Geral (TRG). Formada por um con-
junto de hipoteses, a Teoria da Relatividade Geral descreve as propriedades geométricas
do espago-tempo, unificando a Teoria da Relatividade Especial (TRE) e a gravidade.
Para o desenvolvimento do nosso estudo, inicialmente, vamos abordar algumas proprie-
dades matematica da TRG, e alguns conceitos da TRE, assim, introduzir os principios
da TRG.

2.1 A matematica da Teoria da Relatividade Geral

Na Relatividade Geral, o tratamento matematico tem base nos conceitos da ge-
ometria diferencial. Para descrever o espago-tempo curvo, vamos usar o conceito de
variedade. Podemos definir uma variedade M como um espago topoloégico que local-
mente é parecido com o R?* [20,37]. Se U é subconjunto aberto em que U C M, tal
que, M = R™, com cada ponto p C U tem-se p = ¢(p) = (¢°, ¢'...¢™ 1), com uma
vizinhanga homeomorfica, ou seja, ¢ : U — ¢(U). Considerando um ponto p € M e
as coordenadas locais ¢* € M*: seja um atlas maximo 2 de classe C* em M é uma

variedade diferencidvel, se M é um espaco topologico de Hausdorff com base enumeravel.
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2.1.1 Vetores e tensores

Na Teoria da Relatividade Geral, as equacoes matematicas das leis fisicas devem
ser invariantes sob uma transformacao de coordenadas arbitraria, como veremos mais
adiante. Devido ao cumprimento desta condicao, a Relavidade Geral é formulada utili-
zando a linguagem tensorial. Sendo objetos geométricos, os tensores sao representados
numericamente, e nao dependem do sistema de coordenadas. De modo geral, estes obje-
tos sao generalizacoes dos vetores, covetores (vetores cotangentes), operadores lineares
e forma bilinear. Estas entidades geométricas sao caracterizadas por um posto, rank

ou ordem, que é um nimero real positivo.

Estamos familiarizados com a definicao de vetores. Vistos como grandezas mate-
maticas, os vetores sao representandos por um sentido, direcao e médulo. No entanto,

iremos apresentar o conceito de vetores a partir de derivada direcional.

Considerando uma curva parametrizada () : R — M. Se esta curva passa por um
ponto p tal que, p € M, existe uma fungao f definida no espago M, em que M D y(\).
Uma aplicacao de f: M — R ¢é diferenciavel em M, quando f é derivavel em todos os
pontos, ou seja, podemos definir um operador de derivadas direcionais [18,30)]

d dz* 0

- = 2.1
d\  d\ Ozr’ (2.1)

que mapeia todos os pontos ao longo da curva.

De modo geral, todas as curvas que passam por um ponto p, estao relacionadas
com as derivadas direcionais, formando um espaco vetorial em p. Este espaco vetorial
¢ conhecido como espaco tangente T, [18,19,30]. Assim como um operador derivada
direcional, os vetores V mapeiam funcoes em um ntmero real. Desta forma, podemos
definir que V = d/dA, tal que, V : f — R. As derivadas parciais (0, ou 0/0z*) podem
ser consideradas como elementos de base coordenada no espaco tangente, de acordo

com a eq.(2.1) 0, =e,. Se V € T}, entao podemos expressar como [18]:

vV ="Vle,, (2.2)
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onde V é chamado de vetor contravariante, V* = dz*/d\ é a componente e e, =
é a base vetorial [18,19]. Realizando uma transformacgao de coordenadas p — p/, na

eq.(2.2). Pela regra da cadeia obtemos [18,30]:

o
- QxW

a,u/ aﬂ 5 (23)

entao, obtemos novos vetores de base. Isto mostra que o V nao depende do sistema de

coordenada, entao a transformacdo é invariante [18,39),

0 Ox*
— H_ - !
V=V orr v 8%“'8“ ’ (2.4)
logo, a transformada é
/ M/
Ve = %Zu Ve, (2.5)

Existe um espacgo vetorial dual para 7T, chamado de espago cotangente, denotado
como T;. Um elemento w ¢ uma fungao linear de T}, ou seja, w : T, — R. Podemos

considerar w um vetor cotangente(ou vetor covariante), definido como 1 — forma [18].

Definidos os conceitos de V, T, e T, podemos introduzir a nogao de tensores.
Estruturas multilineares, os tensores T' transformam vetores em nimero real. Seja um
tensor T de tipo (I, k) tal que, [ é componente do T e k componente do T}, a aplicagao
multilinear é [18]:

T:T*x...xT;Jx\Tpx...xTQ%R. (2.6)

p

[\

"~ v
l—vezes k—vezes

Considerando um tensor arbitrario T de posto (a,b), escrito na forma [18,39]

0
®..Q

T=TH"H, e ® ..
V2 Yk 9 Ot

®d" @ ... dz" | (2.7)
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as componentes do tensor 1" se transformam na forma contravariante como [18,21]:

/ / ax“,l 3:6“2
PRy — 1 -t
T = gy ...ame , (2.8)
na forma covariante [21],
ozt Oz™*
Ty{...ullﬂ - 8:17”1 % Vi...Vg ) (29)

e no caso mais geral, conhecido como tensor misto que possui ambos indices, se trans-

forma [18, 39|

B axﬂl aajp‘l a,LEVl aka THL - v s (210)

TH R, = i
itPe o Qe Qe Ot Ok v

obedecendo a lei de transformacao, valida para qualquer sistema de coordenadas. Re-
sumidamente, podemos construir tensores a partir dos espagos tangente e cotangente
no ponto p. Os vetores, por exemplo, sao tensores de posto (1,0), ja os escalares sdo

de posto (0,0), e os tensores superiores sao de ordem (m,n).

2.1.2 Geometria Riemanniana

Uma variedade arbitraria nao determina a priori a variacao de objetos geométri-
cos de um ponto a outro, ou seja, nao mede o comprimento de uma curva por exemplo.
Diante deste procedimento vamos acrescentar uma geometria a variedade. A geometria
Riemanniana envolve o produto interno sobre 7}, que varia suavemente a cada ponto.
Isso permite definir diversas no¢oes métricas, como de comprimento de curvas, angulos,

curvatura, entre outras grandezas.

Inicialmente, vamos considerar o produto interno de uma métrica Riemanniana g,
em M,. Este produto interno é definido como um mapa bilinear simétrico <, >: T}, X
Tp — R [18]. Assumindo um sistema de coordenadas locais e dois vetores arbitrarios

U e V pertencentes ao espago tangente. Temos que [22],
9,(U, V) = g, UMV, (2.11)

onde g, ¢ chamado de tensor métrico. Os componentes de g,,, em uma base arbitraria
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e, sao [22]

Guv = Gup =< €y,€, > . (212)

Quando um espaco é considerado métrico é possivel definir a distancia de uma

curva [39]. A distancia infinitesimal entre dois pontos é

ds® = g datdx” . (2.13)

Precisamos destacar algumas propriedades importantes do tensor métrico. A pri-
meira definicdo é a norma do vetor. A norma de um vetor contravariante é definida

como,
V2=g(V,V)=g,V'V", (2.14)

onde o resultando é um numero real que equivale ao comprimento desse vetor. Outra
propriedade importante que vale ressaltar, ¢ a matriz inversa de g,,,. Dada pelo tensor

g"”. Se considerar g, como uma matriz, g = det(g,,) e cofator A* = g, [18,22,39],

jn%

entao g" é dado como
AP
g = : (2.15)
)

consequentemente obtemos a seguinte relacao tensorial:
9" gur =0, . (2.16)

onde 0% é chamado delta de Kronecker' 6%. Acdo dos tensores g"” e g,, € abaixar e

levantar indices, ou seja,

s (2.17)
e
T,ul/ = gupTrf ) (218)

sh=1se p=v ou 0 se yu # v.
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onde o tensor métrico g,, € usado para manipular tensores ordinérios.

2.1.3 Derivada covariante

Como visto na se¢ao anterior, foram atribuidos dados geométricos as variedades,
por meio de uma métrica riemanniana. Sendo assim, podemos introduzir algumas
caracteristicas usando o trasporte paralelo. Em um espaco riemanniano o transporte
paralelo tem funcao de trasportar paralelamente um vetor de um ponto ao outro da
curva em uma variedade. No decorrer deste processo, o angulo formado pelo vetor

tangente e a curva permanece constante.

Em espacos curvos, o transporte paralelo pode definir a diferenca entre dois vetores
tangentes separados em uma curva [27|. Para esta situagao ¢ preciso deslocar um
vetor até o outro e, assim, calcular a diferenca entre eles [27]. O movimento paralelo
do vetor é fornecido por uma derivada covariante V,. Considerando que o vetor V#
estd sendo trasportado infinitesimalmente de um ponto (z%) até o ponto (z* + dz®)
de uma curva. A variagao de um vetor, sobre a coordenada (z%), equivale a: dV* =
VE(z® 4+ dz®) — VHE(z*) = d((0z* /02" )V"?). Obtemos pela regra da cadeia [18,27,30]

ox# oz
no__ v v
dVH* = d( x”) VY + IVdV . (2.19)

Pela regra da transformacao obtemos [18,27,30]:

avi = T gy 9

= 50705 5 avv, (2.20)

o V, nao se transforma como um vetor. Para contornar essa situagao, precisamos

determinar [18,27,30],
(Vo VE)dz® = V(2™ + dx®) — (VF +0VH) | (2.21)
tal que,
SV = —T" da®V* | (2.22)

onde I'", ¢é conhecido como conexdo afim ou simbolos de Christoffell. Esta conexao,
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contém informagoes sobre a geometria local [27,28]. O I'", é definido como:

1 v
Fg\z,u = ig )\(aagv,u + a,ugau - &Jgau) . (2.23)

Entao aplicando o diferencial na eq.(2.21), obtemos a derivada contravariante
Vo VF =0,V +TH V. (2.24)

Para que a eq.(2.24) realmente seja um tensor, basta fazer a transformacgao de coorde-
nada [18]. Inicialmente, vamos considerar a lei de transformacio, V,V* = X,@ X ,fj/ V. VE

Aplicando esta transformacao na derivada V¥, entao

/

Va/ V“ — aa/V“, + ng)\/
ox® Ozt ox® OxH Oar Ox®
JH = 2 UM Vs 2.25
oz Oz v oz Oxk + OxH Oz O ( )
o ax/\/
—"_ A/a/ WVA 9

substituindo a eq.(2.24) na expressao(2.25), podemos obter a lei de transformagao para

conexao,

oz Ox* dx p oz 9 9t

oz Oxt oxN ™ % Oz OxN dxox™

'y = (2.26)

O simbolo de Christoffel perante a lei de transformacao nos mostra que nao é um

tensor [18].

Como visto no comeco da secao, a derivada de um vetor nao é invariante sob
transformacao. Para contornar a situacao foi utilizado o transporte paralelo. No
entanto, as derivadas simples do escalar se transformam como um tensor, ou seja,
Oud' (') = X,* 9,¢(z) [18]. Deste modo, vamos definir a derivada covariante de um

escalar (V,¢(x) = 0,¢(x)). Entdo a derivada a covariante é definida como:
VA, =V, A, =T, Ax (2.27)
Tendo definido a derivada covariante, podemos generalizar para os tensores,

V#Tymp)\,,.”r = a#TV-“P)\MT (228)
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= @LT””"J,\...T + FZnTnmp)\...‘r + ...+ FZT]Tn"'p/\mT (229)

vom..p TV qm-p
F;mT aer — e = LT 2

2.1.4 Equagao da geodésica

Uma vez apresentada a definicao do trasporte paralelo, podemos expor uma
aplicacao muito importante na Relatividade Geral, a equacao geodésica. As geodésicas
sao uma classe de curvas que minimizam a distancia entre dois pontos no espaco [16].
Considerando o trasporte paralelo de um vetor V tangente ao longo de si mesmo, ou

seja, a sua variacao obedece a expressao

VyV=0. (2.30)

Considerando inicialmente, um vetor V sendo trasportado paralelamente ao longo
da curva geodésica y(\). A curva y(\) € M, onde localmente a geodésica define uma

extensao de “linha reta”. A eq.(2.30) obedece a regra

avr
— VYV, =0. 2.31
T, (2.31)
Assim, podemos obter algumas informacoes sobre as geodésicas, quando reescreve-
mos a eq.(2.31) em termos de uma base coordenada (z*) [18,26,27,30]. Antes de obter
essas informagoes, precisamos definir as componentes do vetor tangente V# = da# /dA.
Entao temos [18,26,27,30]:

Azt i dx? dz”

o2 ey an

(2.32)

essa equacao é definida como equagao da geodésica, onde I depende somente da métrica

adotada.

A geodésica na Relatividade Geral pode determinar a trajetéria de uma particula
pontual livre. Para expressar esta trajetoria, porém, é preciso conhecer a métrica do

espaco-tempo, como veremos no decorrer deste trabalho.
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2.1.5 Tensor de curvatura

O objeto geométrico que tem a finalidade de descrever a curvatura intrinseca
do espaco ¢ chamado de tensor de curvatura ou tensor de Riemann. Na Relatividade
Geral, esse objeto é muito importante, pois caracteriza a curvatura do espago-tempo.
Esse tensor, juntamente com o transporte paralelo e a derivada covariante, é utilizado

para definir a curvatura intrinseca do espago.

Assumindo uma geodésica nula como uma curvatura fechada, e considerando a
metricidade da conexao V,g,, = 0: supondo que, um vetor qualquer é transportado
paralelamente de um ponto a outro de uma curva fechada [18,23,26,48]. Se o transporte
inverso desse vetor, nao é necessariamente paralelo ao inicial, essa variacao é medida
pelo tensor de Riemann. Portanto, podemos definir o tensor de curvatura,

V.,V )V=Vv,V V-V, VvV V=R VP, (2.33)

puv

Podemos observar que os indices da derivada covariante nao permutam. Expandindo,
temos [22]:
JCR— B B B B
Ry, =01, =0T, +T.,.5 -l . (2.34)
Como estamos percebendo, o tensor de curvatura esta em funcao dos coeficientes
da conexao afim. Para ser considerado um espaco curvo, pelo menos um ponto do
espaco nao deve ser nulo. Se o tensor zerar, entao a variedade é plana. O tensor de

curvatura apresenta algumas propriedades que sao relevantes para a Relatividade Geral,

como [26,39]:

e Propriedade de simetria,

R, =Ry, (2.35)

R, =-R) . (2.36)

Ry, =—Rl,, (2.37)

R, +R), +R), =0 (2.38)
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e O tensor de Ricci,
Ry = Ry, = gpﬁRpBW ’ (2.39)
formado pela contragao do tensor de curvatura.
e [scalar de curvatura,
R=g¢g"R,, . (2.40)
e Identidades de Bianchi que esta relacionadas as derivadas covariantes,
VuRs, + ViR, 5+ VR,  =0. (2.41)
Multiplicando a expressdo (2.41) por g“?, obtemos a seguinte relagio [26],
VuRpy + VR +VaRo =0, (2.42)
podemos ainda contrair os indices usando ¢g”7, resultando em
V,—2V,R} =0 (2.43)
VG, =0, (2.44)
em que [26],
Guw = Ry — 1g,wR ; (2.45)

2

¢ chamado de Tensor de Einstein, que depende somente de g,,. Este tensor simétrico

tem um papel muito importante na Relatividade Geral, como veremos na proxima se¢ao.

2.2 Teoria da Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Especial (ou Restrita), proposta por Einstein, pesquisa

o comportamento das leis da natureza aplicada em diferentes referenciais inerciais com

movimento relativo. Vale acrescentar que uma parte dessa teoria ja estava elaborada
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pelo fisico, matematico e astronomo Galileu Galilei. Através das suas observacoes com
relacao ao movimento da Terra, provou-se que a visao geocéntrica estava errada, ou seja,
a Terra nao era um referencial absoluto e imo6vel. Galileu foi mais além e introduziu o
principio da relatividade, ao observar que, para descrever o movimento de uma particula
é preciso adotar um ponto de referéncia. Segundo o principio da relatividade de Galileu,

as Leis da mecanica sao invariantes para qualquer referencial inercial [23, 32, 39).

Einstein, em 1905, publicou a Teoria da Relatividade Especial( TRE), baseada em

observacoes empiricas, apresentando dois postulados:

() As leis fisicas mantém a mesma forma independente do referencial inercial adotado;

(17) A velocidade da luz ¢ no vacuo é mesma para qualquer referencial inercial.

Os postulados sao conhecidos como: (7) Principio da Relatividade; (i) Principio da
Constéancia da Velocidade da Luz. Note que, o postulado (i) é generalizado do Principio
da Relatividade de Galileu.

2.2.1 Espaco de Minkowski e as transformacoes de Lorentz

Quando estudamos a mecanica newtoniana, consideramos o espaco tridimen-
sional e o tempo independente. Para Newton, o espaco absoluto era visto como um
espaco imovel (como se fosse um palco contendo todos os objetos), onde aconteciam
todos os fendmenos fisicos. Newton acreditava que tempo absoluto fluia uniformemente
para qualquer acontecimento fisico [23,24]. Com a fisica moderna as ideias de Newton
foram substituidas pela ideia da Teoria Relatividade Especial (TRE) de Einstein. Na
TRE, o espac¢o é combinado com o tempo, formando uma quantidade quadrimensional
para representar uma estrutura conhecida como espaco-tempo de Minkowski. Formal-
mente, o espago-tempo de Minkowski (ou métrica de Minkowski) também conhecido
como espaco pseudo-euclidiano, nao degenerada!, com uma forma bilinear simétrica,?

e com assinatura métrica® (+ — ——) ou (+ + +—) |25, 26].

! Métrica ndo degenerada possui determinante diferente de 0.
2A forma bilinar definida no espago vetorial, ¢ um tensor do tipo(0,2).
3 Assinatura da métrica esta relacionada com o sinal do produto interno de Minkowski.
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Um ponto ou acontecimento, no espaco-tempo, é chamado de evento. Cada evento

tem quatro componentes z* = (2%, 2!, 2% 2?)

= (ct,z"). Considerando que, os eventos
Ae B, estejam em um intervalo do espaco-tempo, expresso em coordenadas cartesianas.

Assim, o elemento de linha ds? pode ser escrito como [25,29]:
ds® = dx® + dy* + dz* — Fdt* | (2.46)

onde ¢ é a velocidade da luz. Os intervalos do espaco-tempo podem ser positivos,
negativos ou nulos [29,29], ou seja, tipo tempo ds? > 0, tipo espago ds* < 0 e tipo luz

ds?* = 0. A métrica pode ser representada de forma compacta, ou seja,
ds® = n,,drtdz” (2.47)

e os componentes do tensor métrico de Minkowski na forma matricial é [25,31]:

100 0

M = oL (2.48)
001

000 —1

Minkowski introduziu o conceito de tempo proprio (7), ao considerar a medida feita
pelo relogio que se move em relacao a um referencial inercial. Por exemplo, supondo que
um relégio esteja se movendo junto com um referencial A em relacdo a um referencial

em repouso B. O tempo gasto medido do relogio que esta se movendo, é [25,32, 34]:

1
dr? = —2d32
c

N[

1
dr = [g(—c2dt2 + da® + dy? + d2?)

U2
dr = \[1-—di =, (2.49)

onde 7 = /1 —v2/c%

Considerando que o intervalo (2.47) se mostra invariante numa transformagao de
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mudanca de coordenada, devemos considerar a transformacao da seguinte forma [30]:
ot — ot = A (2.50)

7 . . P =
onde as componentes do tensor A¥, podem ser invariantes através da expressao n =
ATnA (conhecidas como transformagoes de Lorentz) [26]. Precisamos certificar que
essas transformadas preservam o segundo postulado de Einstein. Entao o intervalo

(2.47) tem que atender a esta condicdo

/

Nuwate” = nu/yla:“/:c” . (2.51)
substituindo a eq.(2.50) na eq.(2.51), temos:
TIWI“IV = nM’V’Aﬁlx#lAz/xy/
Nuw = nu’u’A¢ AZ . (252)

Uma transformacao interessante ¢ a transformacao rotacional que envolve uma di-
mensao espacial e outra temporal. Nesse caso, no plano y e z nao ha movimento, a

rotacao envolve x — t, sendo assim [25,39],

[ cosh¢ sinhg 0 0 ]

, sinh¢ coshg¢ 0 0
Al = ¢ ¢ , (2.53)

0 0 10

0 0 01

a partir dessa transformacdo podemos obter as relacoes da transformacao?,

t' =tcosh¢ —xsinh¢;y =y ; (2.54)
x' = —tsinh¢ + xcoshg ;2" = z . (2.55)

Vamos resolver para ponto de origem x’ = 0. Para encontrar a velocidade, entao:

xr  sinhg
d h¢ =dtsinh¢p =v=— =
x cosh ¢ sinh¢ = v I~ cosho

= tanho , (2.56)

4considerando c=1.
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se considerar ¢ = arctanh * v, chegamos nas transformagoes [25]:

t' =7t —vx); 2 =~(x—0t); (2.57)

essas sao as tranformacoes de Lorentz na forma convencional.

2.3 Teoria da Relatividade Geral

A nocao do movimento de uma particula, baseada na Relatividade restrita, como
apresentado anteriormente, se aplica em referenciais inerciais, com auséncia de campos
gravitacionais. Assim, foi necessario introduzir uma nova teoria que fosse capaz de con-
siderar a gravidade. Em meados de 1916, Albert Einstein publicou um artigo que incluia
os campos gravitacionais. Esta teoria conhecida como Teoria da Relatividade (TRG),
baseada em alguns postulados que modificam consideravelmente o espago-tempo, gene-
ralizando a relatividade restrita e o campo gravitacional. A TRG descreve a gravidade
com propriedades geométricas, ou seja, efeitos gravitacionais sao descritos em termos

da curvatura do espaco-tempo com matéria e energia.

Antes de expor os postulados da TRG, vale ressaltar algumas das ideias propostas
por Mach, que teve uma participagao importante na formulacao da Relatividade Geral,

apresentadas como Principio de Mach |22, 25,26, 39]:

e 3 distribuicao de matéria determina a geometria do Universo;
e se nao ha matéria, nao ha geometria;

e 0 corpo em um Universo vazio nao possui propriedades inerciais.

As ideias de Mach tiveram uma grande influéncia para Einstein. O postulados que

rege a Relatividade Geral sao:

e O Principio da Equivaléncia;

e O Principio da Covariancia Generalizada;
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e A validade das Equacoes de Campo de Einstein.

O principio da equivaléncia, é uma generalizacao da mecanica Newtoniana [39,55].
Considerando que, a massa inercial m; e a massa gravitacional m, sao equivalentes, ou

seja,

m; =myg . (2.59)

A aceleracao da gravidade se ajusta de acordo com a massa dos corpos, ou seja,
corpos massivos distorcem a gravidade [25]. Um fato interessante é sobre o desvio da luz,
como veremos no capitulo 4. Quando os raios de luz passam préximos a corpos macicos
sofrem um desvio causado pela distorcao do espaco-tempo. O principio da equivaléncia
mostra que,’localmente, o comportamento da matéria num referencial acelerado nao
pode ser distinguido de seu comportamento em um campo gravitacional correspondente”
[22].

As leis fisicas devem ser escritas em termos das equagoes tensoriais segundo o Prin-
cipio da Covariancia Generalizada. Em outras palavras, em uma transformagao de

coordenadas as formas de equagoes sao invariantes.

2.3.1 Equacao de Einstein

As equacoes de campo de Einstein evidenciam a teoria da equivaléncia da TRG.
Estas equacoes, caracterizam, o campo gravitacional como uma propriedade geomé-
trica, que se relaciona a curvatura do espacgo-tempo causada pela matéria e energia.
A gravidade é descrita pelo tensor de energia-momento T (ou 7)), que contém a
densidade e a pressao da matéria,que pode ser representada como: o fluxo de densidade
de energia ¢ T%; o fluxo de momento T%; T% sdo as forcas que os elementos exercem

em outras particulas proximas |26, 33, 36].

O tensor energia-momento resulta em 10 equacoes independentes, pois é um ten-
sor simétrico 4 x 4, ou seja, T = T"*. O TH, pode reduzir para 6 componentes,
dependendo da escolha das coordenadas do espaco-tempo. Este tensor possui algumas

propriedades geométricas, entre elas a conservacao da energia, satisfazendo, assim, a



2.3 Teoria da Relatividade Geral 35

equagao da continuidade, ou seja, V, 7" =0 .

Vale considerar que o Tensor de Einstein se conserva pela identidade de Bianchi
G, = 0. De um lado, a curvatura do espago-tempo depende da intensidade da matéria
e energia, de outro, o tensor de curvatura é proporcional ao tensor de Einstein [26].

Entao, podemos relacionar G, com o 7T, ou seja,

G = kT, (2.60)

- ny oy

onde a constante de proporcionalidade é k, conhecida como constante de acoplamento
[26,33,36]. O k é resultante do principio da correspondéncia, uma vez que a equagao
(2.60) deve ser reduzida para equagao de Poisson no limite nao-relativistico, ou seja,

deve se reduzir as equacoes de Newton. A constante k vale, entao [26, 37|,

B G

k==1. (2.61)

onde G ¢ a constante gravitacional de Newton e ¢ a velocidade da luz. Substituindo a

eq.(2.61) na eq.(2.60), podemos reescrever a eq.(2.45), da seguinte forma:

1 8t
R/,LI/ — §gMVR = 7ij . (262)

Considerando ¢ = 1, as equacoes de campo de Einstein tém forma:

1
R, — égWR, = 81GT,, . (2.63)
Einstein introduziu a constante cosmologica A em suas equacoes de campo, tem
que uma grande importancia quando tratamos da expansao do universo. Entao, com a

modificagao, a eq.(2.63) torna-se [38]:

(G

GUV + Agwj = 7TNV . (264)

As equagoes de Einstein sao covariantes e resultam em um conjunto de 10 EDP nao

lineares.
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2.3.2 O escalar de Kretschmann

Outro ponto interessante, que merece atencao, é o comportamento da singula-
ridade do espaco-tempo. Para qualquer espaco, é relevante verificar se o espaco-tempo
é regular ou nao. O objeto geométrico que explora esse comportamento é o escalar de
Kretschmann K. Este objeto tensorial é um invariante geométrico construido a partir

do tensor de Riemann |26, 55|, escrito como:
K = Ry, R"™™ (2.65)

e o seu dual K é

K = Ry, R (2.66)

Porém, quando aplicamos, percebemos que o célculo ¢ muito longo. Devido a isso,
usamos um método computacional [26,55], que executa calculos algébricos e tensoriais.
Para encontrar esse escalar, inicialmente tem-se que calcular os simbolos de Christoffell,
pois o resultado é de grande relevancia para calcular o tensor de Riemann. Finalmente,
se encontrara o resultado do escalar de Kretschmann [26,55]. Vale ressaltar que, para

o espaco-tempo de Schwarzschild o escalar de Kretschmann é dado por:

48m?

Kschw = 6
r

(2.67)

Este escalar, além de descrever a singularidade do espacgo-tempo, é utilizado para
comprovar a invariancia das propriedades de um sistema original em um sistema dual. A
derivagao do K inicialmente é simples. Esse objeto escalar tera uma grande importancia

no decorrer desta dissertacgao.
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3 FEquacoes de Maxwell no Espaco
Curvo e Meios Dielétricos

Como foi exposto no capitulo anterior, o principio da relatividade afirma que as
leis da Fisica sao sempre as mesmas para quaisquer referenciais inerciais. Para a me-
canica newtoniana, este principio s6 é vélido para referenciais inerciais. Isso acontece
porque as leis de Newton satisfazem as transformacoes de Galileu. Seria possivel ques-
tionar, entao, se as leis do eletromagnetismo cumprem o principio da relatividade, por
meio das transformagoes galileanas? Quando aplicamos esta transformagao no campo
eletromagnético, as equagoes de Maxwell nao ficaram invariantes, nao satisfazendo, as-
sim, o principio da relatividade [53]. Diante desta situagao, surgiram questionamentos

e duvidas sobre a invariancia das equacoes de Maxwell perante uma transformacao.

Para responder a esses questionamentos, Einstein partiu do pressuposto de que a
luz ndo dependia do meio para se propagar [42|, diferentemente dos pensamentos de
alguns cientistas. Maxwell, por exemplo, acreditava que a luz se propagava por um
meio material conhecido como éter. A ideia do éter perdurou até o século XIX [42].
Como foi mostrado no capitulo 1, Maxwell mostrou que a velocidade de propagacao da

luz é equivalente a velocidade de ondas eletromagnéticas.

Assim, com a ideia de Maxwell, Einstein postulou a invaridncia da velocidade de
propagacao da luz. Por meio de suposicoes, no inicio do século XX, Einstein apresentou
um novo formalismo para as equacoes de Maxwell, de modo que as leis do eletromag-

netismo fossem invariantes sob transformacao, satisfazendo o principio da relatividade.

Como as equacoes de Maxwell, sob transformacoes de Galileu, nao obedeceram ao

principio de Einstein, foi preciso propor uma nova transformacao. Essa transformacao



3.1 Tensor do campo eletromagnético 38

ficou conhecida como transformacao de Lorentz [43]. Assim, foi possivel mostrar que
as equagoes de Maxwell sao invariantes para todos os sistemas de coordenadas. Neste
contexto, Hermann Minkowski e Max Abraham introduziram um novo formalismo ma-
tematico para o campo eletromagnético [43],descrito como um tensor quadridimensional

antissimétrico de segunda ordem.

Neste capitulo, vamos mostrar que as equacoes de Maxwell sao véalidas para todos
os referenciais. Também mostraremos que, por meio das transformagoes de Lorentz,
as equacoes de Maxwell se transformam em duas equagoes tensoriais. Outro fato in-
teressante que veremos sobre estes dois objetos matematicos é a aplicacdo em meios
dielétricos [44].

3.1 Tensor do campo eletromagnético

Leve-se em consideragao a propagagao dos campos eletromagnéticos em um
espaco quadrimensional. Quando assumimos essa propagacao, em termos relativisti-
cos, temos dois vetores de polarizacao (graus de liberdade) [45-47]|. Estes vetores sdo

descritos por um quadrivetor, conhecido como quadripotencial A*, isto é,
A = AF(2") = (A, 9) . (3.1)

onde, ¢ é o potencial escalar elétrico e A é o vetor potencial magnético. O quadripoten-

cial é expresso pela componente espacial (A* = A%(2%)) e temporal ( A* = ¢(x¥)/c) [45].

Um fato interessante, que serd de suma importancia, é a ajuda do tensor de Min-
kowski para subir ou descer os indices do quadripotencial [46,49]. Para coordena-
das cartesianas, temos os indices u,v = 1, 2, 3, 4, e por convencao adotamos que

r=19y=2 z=3et=4.

Para determinar o tensor do campo eletromagnético, utilizamos os conceitos do
vetor quadripotencial. Inicialmente, é preciso considerar as equagoes dos campos elé-
tricos e magnéticos. Vale ressaltar que os campos eletromagnéticos vém das equagoes

de Maxwell. As equagbes (1.1) e (1.2) de Maxwell se reduzem a identidade de Bianchi.
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Podemos relacionar o quadripotencial com o campo magnético [45,46],
B=VxA, (3.2)

para o campo elétrico, temos [45,46]:

10A

onde o ¢ ¢ o potencial escalar elétrico. Note que as equagoes (3.2) e (3.3) estdao em
termos de A e de ¢. A partir destas expressoes, podemos determinar as componentes do
campo eletromagnético. Para determinar as componentes elétrica e magnética, vamos
considerar em termos das coordenadas cartesianas. Portanto, usando a eq.(3.3), vamos

obter as componentes do campo elétrico [45, 46|, dadas como:

~10A, 0 4 L
kB, = vl A" —0 A", (3.4)
104, 0¢
E:——_y__:_4A2_ 2A4 ‘.
Y c ot Oy ? A, (3.5)
104, 09 443 _ 93 44
B, =—— ——=-0A"-0A )
I T M r4 (3.6)
com ¢ = 1. Para encontrar as componentes do campo magnético ¢ preciso usar a
eq.(3.2), ou seja,
0A, 0A
B, == = =04 - A 3.7
dy 0z ’ (3.7)
_0A, 0A. 5 L3
Bi="9, ~ g ~0A 04 (38)
04, O0A
B, =% -2 =0A"-0°A!. 3.9
Oz dy 0 ? (3.9)

Nitidamente, estamos tratando de um tensor de segunda ordem, pois estas expres-

soes estao dependendo de dois indices. Assim, a partir dos resultados obtidos, podemos
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formular uma expressdo geral para este tensor de segunda ordem [44], ou seja,

oA oA

Fhv — _
oxt  Oxv

— OMAY — VA (3.10)

definida como tensor contravariante do campo eletromagnético. As quantidades F*
contém as propriedades de simetria dos campos elétricos e magnéticos que se combi-
nam em um tensor quadridimensional antissimétrico de segunda ordem (F* = —F"*
com u,v=1, 2, 3, 4). Este tensor apresenta 6 componentes independentes, trés compo-
nentes do campo elétrico e trés do campo magnético. Como foi citado no comecgo do
topico, o tensor eletromagnético ¢ formado por dois vetores: polar (campo elétrico)! e
antissimétrico espacial (indugao magnético)?. Podemos, ainda, representar ese tensor

na sua forma matricial [43,47,48], isto &,

0O E E, E.
-E, 0 B. -B
= 1 (3.11)

-E, -B. 0 B,

~E. B, -B, 0

onde, os elementos sdo identificados através das expressdes F™* = E' e Fl = —¢k Bk3
[47], com 7, j, k =1, 2, 34. A coordenada temporal é representada por 4, e a coordenada
espacial por 1,2,3. Note que o F* fornece os componentes dos campos elétricos e
magnéticos para um determinando referencial. Porém, se este referencial for modificada,
os elementos do tensor eletromagnético serao modificados para modo covariante. O

tensor covariante pode ser expresso da seguinte forma [43,47,48|:

F., = V,A, —V,A,
= A, — DA, — (T2, = T2 ) A, , (3.12)

aplicando a propriedade de simetrizacao, na eq.(3.12), temos que, I'}, = 0. Obtemos

entao:

F =V,A, —V,A, . (3.13)

Vetor polar é aquele nao depende do sistema de coordenadas, e ndo inverte o sinal quando o eixo
de coordenada é invertido.

2Vetor antissimétrico ou vetor axial ou pseudo-vetor depende da posicdo.

Sonde —ek Bk = —¢iikey 50, AP — (5}15[7, — 5}'352;)%/15 =0A - 9'A = FY.
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Podemos representar o tensor covariante na forma matricial [43,47, 48],

0 —-BE, —BE, —E.
E. 0 B, -B
E, -B. 0 B,
E. B, —B, 0

F;w = ;wnupny)\Fp)\ = Y . (314)

Ainda, precisamos verificar se F' é de fato invariante. Assim, é necessiria uma trans-
formacao de coordenadas, ou seja, Fj,, — F},,. Em principio, vamos considerar uma
transformacao do vetor covariante A,(Z) = 0x?/0z*A,(x). Por conseguinte, fazendo a

transformagao na expressio (3.13), temos:

F, = V,A -V,A,

o ,0x’ o o0x"
= —(—A)— —(—A
83‘:“(892’1’ 2 83‘:”(&%/‘ 2
O dxP DA, 0z dx7 DA,

oznozr " 9zv zr  Oxvozr T OzM 0TV
(8Ap B 6?147)8:57 ox”

o oxP’ OxH Oxv

_ ox™ Ox”

F. = pr@%- (3.15)

H4& também outro tensor originario do F},,, conhecido como tensor dual do campo
eletromagnético, F* = 1/2¢®™F,, * [47]. No tensor dual, os elementos do campo
E sao substituido por —B, e do campo B por E. Portanto, podemos mostrar, esta

situagdo, por meio da matriz [43,47,48]:

0 B, B, B
-B, 0 —E. BE,
-B, E. 0 -E,

-B. -E, E, 0

P = : (3.16)

estes tensores descrevem o campo eletromagnético no espago-tempo.

40 €19 & chamado de simbolo de Levi-Civita conhecido como simbolo da permutacio, como segue:
se % = 1 se (u,v,n,0), entdo (0,1,2,3); e = —1 se (u,v,n,0), entdo (3,2,1,0); e = 0 se
p=vv=nn=~0e6d=pu
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3.2 Versao geométrica das equacoes de Maxwell

Nesta secao, vamos verificar a invariancia das equacoes de Maxwell. Nesta
circunstancia, as equacgoes precisam ser as mesmas independentemente do sistema de
referéncia a ser adotado. Com intuito de encontrar uma versao geométrica para as
equacoes de Maxwell, tomamos como base o pressuposto ja apresentando na relatividade
especial sobre a invaridncia da luz. Nesse caso, considerando as equacoes de Maxwell

no vacuo, ou seja, p = J = 0.

Por intermédio do calculo tensorial, podemos escrever de maneira elegante e com-
pacta as equagoes de Maxwell no espaco quadrimensional. Multiplicando os F* e F),,

pelo operador do espago-tempo V, = 9/dz* |46], obtemos:

V. " =0, (3.17)

VoFu + Vo F,y+V,F,=0. (3.18)

Essas duas equagoOes tensoriais sdo conhecidas como: equagao de campo (3.17) e
identidade de Bianchi (3.18) [46,48]. Essas equagoes sob tranformagoes de Lorentz, se
transformam em tensores. Assim, sob transformagoes de Lorentz, as equagoes (3.17) e

(3.18), tornam-se invariantes.

Como ja foi ressaltado no decorrer deste capitulo, o conjunto de equagoes de Maxwell
(1.1) a (1.4) se transformam em apenas nessas duas equagoes tensoriais. Mas para
mostrar isto, precisamos verificar se as eq.(3.17) e eq.(3.18) sao equivalentes as equagoes
de Maxwell. Antes de fazer esta verificacao, vale lembrar que v é um indice livre na
eq.(3.17) [46,49]. Inicialmente, vamos fazer o teste para eq.(3.17). Assumindo que v

vale 4, entao escrevemos:
Vi F* =0, (3.19)
obtém-se:
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Para v = j,
ViFY +V,F9 =0, (3.21)
para encontrar a solucao precisamos do tensor eletromagnético. Assim obtemos:

—0F
V4Ej + ei,j,kVin =0= W +VxB=0. (322)
Percebemos que as eq.(3.21) e (3.22) sdo familiares com as equagoes de Maxwell.
Note que a primeira parte foi verificada. Agora falta verificar a eq.(3.18). Para isso,

com permutagao ciclica dos indices(p, p, v= 1, 2, 3, 4), obtemos [45,51]:

O Fyy + O1Foy + 04 F12 =0, (3.23)
OsFp + O1F30+ O F13 =0, (3.24)
O3Fy + 02 F34 + O4Fo3 =0, (3.25)
O3F12 4 02F31 + 01 F53 =0 . (3.26)

Com a ajuda do tensor campo eletromagnético, encontramos os seguintes resultados,

0B
0 = 0uEy + 0B =0 = 2 + ¥ x E =0, (3.27)
0B
8ZE$—8xEZ+8tBy:0:>W#—VXE:O, (328)
0B
GZEy—ayEZ—I—(‘?th:OéE—l—VxE:O, (329)
0.B. —9,B, + 0,B, =0=V-B=0. (3.30)

De uma forma mais elegante, as equacgoes de Maxwell foram descritas por meio

de tensores. Elas permanecem inalteradas quando sofrem uma transformacao de Lo-
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rentz, entre sistemas de referéncias. Portanto, mostramos que as equacoes de Maxwell

obedecem o principio de Einstein, por intermédio das transformacoes de Lorentz.

3.3 Analogia entre meios 6pticos e o tensor do campo
eletromagnético

Inicialmente, considere-se o espaco-tempo de Minkowski. E importante frisar
que as equagoes de Maxwell na forma tensorial sao expressas por dois tensores, F),, e
G" |44] . Assumindo que, G* é um tensor de segunda ordem, e tem como fungao
descrever o campo eletromagnético em um meio (conhecido como campo indugao) [44].
As componentes temporais e espaciais, deste tensor, sao dadas por: G = D e G¥ =

—e"P* [, Considerando a relagdo, [44]

4
0,G" = —J". (3.31)
c
Tem-se que os campos eletromagnéticos F' e o campo eletromagnético num meio

G satisfazem as eq.(3.17), eq.(3.18) e a eq.(3.31). Consideremos a propriedade da

propagacao das ondas eletromagnéticas no meio, portanto [44]:

GH = "B, . (3.32)

O tensor constitutivo y, informa como um meio material comporta-se sob uma
aplicacao do campo eletromagnético. Este tensor, satisfaz a propriedade de restri¢ao

[44], ou seja,

o8 = \mleB] vas _ (3.33)

Deste modo, o tensor que possui 36 termos independentes reduz-se para 20 termos
independentes, devido a propriedade de restricao. Este fato, faz com que esse tensor

seja semelhante com o tensor de curvatura.

Para um caso especifico, como por exemplo em um meio isotrépico, temos as se-



3.8 Analogia entre meios dpticos e o tensor do campo eletromagnético 45

guintes componentes [44]:

Y0 = —ef (IR = — (iR gIt — §il5IkY (3.34)

1
2p
onde p é a permeabilidade magnética, e ¢ é uma constante dielétrica. Deste modo, a

eq.(3.34) ¢é resultante da seguinte propriedade [44]:
D=¢BE, B=uH, (3.35)

assim, mostrando a analogia entre meios 6pticos e as equagoes de Maxwell na forma

tensorial [44]. Para maiores informagcao vide [44].

Portanto, através desta analogia, surgiu a motivagao para descrever a propagacao
raio de luz em uma lente GRIN. Assim, se uma métrica associada a uma curvatura
diferente de zero, descrita por uma propriedade do espago-tempo, pode desviar o raio
de luz, entao de maneira genérica, podemos utilizar um meio nao homogéneo ( uma lente
GRIN) para representar a deflexdo da luz [44]. Como foi apresentando no capitulo 1,
uma lente GRIN é um meio dielétrico. Deste modo, como foi apresentada nesta secao
a equivaléncia dos meios dielétricos a uma métrica via eletromagnetismo em espaco

curvo, podemos fazer representar o desvio de luz, utilizando uma lente GRIN.
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4 Analogia Optico-Mecdnica de
Geodésicas

Este capitulo tem o intuito de mostrar a analogia entre as equacgoes geodésicas e
a Optica geométrica (equagao eikonal), no espago tridimensional. Neste caso, a andlise
compara o calculo da trajetoria de um feixe de luz, com o raio de luz no espaco-tempo
curvo propagando-se num meio 6ptico, assumindo meios que possuem indice de refracao
variavel. Isso ocorre porque esses indices dependem da distancia. Assim, podemos de-
terminar uma construgao analoga a uma métrica do espago. Como exposto no capitulo
3, podemos associar a propagacao do raio de luz em uma lente GRIN. Portanto, esse
formalismo considera uma métrica isotropica e o efeito do campo gravitacional em um

feixe de luz.

4.1 Analogia matematica entre a equacao da geodé-
sica e a equacao eikonal

Segundo a Teoria da Relatividade de Einstein, corpos massivos fazem a luz
curvar-se. Quando consideramos a aproximacao das ondas de luz em termos de raios,
o caminho percorrido da luz no espaco-tempo, é tratada como geodésica nula. Assim,
para calcular o caminho raio de luz sob um campo gravitacional, vamos considerar
uma abordagem optica e determinar a analogia entre equagao da geodésica e equagao

eikonal [52,53].

Inicialmente, devemos considerar uma métrica isotropica (que vamos chamar de
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métrica O6ptica) em coordenadas esféricas (r, 0, ¢) [52,53],

dr® = B(r,0,¢)dt* — A(r,0,¢)dr* — A(r,0,¢)r*d0* — A(r,0, ¢)r*sin® 0de* . (4.1)

Como estamos considerando uma métrica esférica e simétrica que depende somente
da posicdo r, ou seja, B(r,0 ,¢0)=B(r) e A(r, 0, ¢)= A(r). Apoés esta condi¢do, po-
demos realizar os calculos das equagoes da geodésica para as componentes da métrica
isotropica. Tais equagoes, dependem dos simbolos de Christoffel (A.1). Neste caso, foi
essencial a utilizacao de um método computacional, para conferir o resultado, e assim,

termos um controle analitico dos resultados. Obtemos entao [52]:

e Para z! = r:

@r 1 0A [(dr\® 1 DA\ [do\® [do
it aia () a1 (07%) () - (dp) 42
o, r%sin?0 9 1 OB [(dt\> 10A [(db
In A el el 104 (dv
rsin 0+ —5—5,(In )} 240r \dp) TAaa0 \ b
dr\  10A (do) (dr\ _ -
dp A0¢p \ dp dp

e Para 22 = 6:

d’0 1 0A (

— + ——— —sinfcosf 1+1tan€£(1nA) @ 2-1— (4.3)
dp*  2A 00 00 dp 2Ar? '

OB > 1 QA [dr o1, 10 a o
w (5) ~zea (5) 22 (o aaon) () (7)
1 0A (do
“xs (1) (@) =
e Para 23 = ¢:
26 10 1 1
W‘FQ(CtQQ—i—ia—lDA)( )( ) (;4‘5
dg @) 1&4(_ o1 )
(dp> <dp 24 0¢ ) - Ar2sm 0 06 ( r251n 7

9A (dr 21 1 df
06 \dp)  2Asin?0 Qﬁgb dp
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e Para 2zt =+t
d_2t+1aB _ dr _|_la_B ﬁ @ _|_la_B ﬂ (45)
dp* B Or dp B 00 \ dp dp B 0¢ \ dp '
do\
dp)
onde p é o parametro afim.

Podemos perceber que a eq.(4.5), é uma constate, ou seja, B(r,0,¢)dt/dp = k.
Considerando que que a métrica optica seja constante também d7? = 0, substituindo

nas eq.(4.2) a eq.(4.5) e multiplicando por 7, 7 e rsin 6 ¢, obtemos [52]:

<o (£)] - [ (o ()] e ()]
" {2,437& e eaqs( (2))} reindg

1 o, 10~ 1 A -
~ 24B {87’ +7“899+7’sm08¢ (ln <E))¢1 . (46)

Considerando que,

01l- 0 -
or 00 re + 8gbrsm9¢ (47)

e assumindo a condigao especial para métrica isotropica [52],
entao, podemos escrever a eq.(4.6), da seguinte forma,

d dr
& {A(r,@,gb)(d—p)] =VA. (4.9)

O raio de luz no espaco-tempo curvo, e descrito pela geodésica nula. Desse modo,
se considerar que o indice efetivo de refragao possui um comportamento puramente
radial, ou seja, dependente somente da distancia r, entdo A(r) = 1/B(r) = n(r). Para
esta situagdo, em que o indice de refracdo depende de r, a equacao geodésica (2.31) é
equivalente a equacao eikonal (1.68) [52], isto é,

d dr
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d*z* , dat dad
= 4.11
az i ar T (4.1)
ds® = n*dl* = g;;(%)dx'da’ | (4.12)

onde o comprimento do raio é s. Note que, nesta formulacao, as equagoes associadas as
geodésicas possuem estrutura compativel as equagoes diferenciais do raio de luz. Assim,
devido a restrigao A(r) = 1/B(r) para métrica isotropica, a geodésica e equacao eikonal

sao rigorosamente analogas.

4.2 Analogia entre a trajetéoria da luz definida pela
geodésica e pela equacgao eikonal

Como foi mostrado anteriormente, um corpo massivo gera um campo gravitaci-
onal que deforma o espago-tempo ao seu redor. A propagacao da luz se curva préximo a
esses corpos massivos, devido ao efeito do campo gravitacional. Como visto, na primeira
secao, o caminho que luz percorre é conhecido como geodésicas nulas do campo gravi-
tacional. A trajetoria da luz pode ser descrito por algum meio 6ptico nao homogéneo

e isotropico, com indice de refragao variando.

Para o indice de refracao constante, n = A, representa o espaco-tempo de Min-
kowski. Sabendo que, a velocidade da luz é ¢ = |dr|/dt = 1/n(r,0,¢). Devido esta
situagao, a velocidade da luz no campo gravitacional ¢ mesma para materiais com in-

dice de refragao variavel n = (r,0, ¢) [52,53|.

Na métrica Optica esfericamente simétrica, o indice de refracao n estd em funcao
de r, ou seja, n = n(r) [52,54]. Deste modo, a métrica 6ptica, permite uma formula-
cao compativel com algumas configuracoes de indice de refracao da lente GRIN, como

veremos no proximo capitulo.

Assim, assumimos que, n(r, 0, ¢) = n(r). Considerando que o indice de refragao se
conserva [52,54], entdo a eq.(4.10) se torna:
d d d d
- (r X n(r)d—Z) —1x o (n(r)d—Z) —rx Vn(r)=0. (4.13)

Assumindo que, a férmula de Bouguer é nrsina = C, onde C é constante de
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conservagao do raio em um meio esférico [52,54]. Seja a orbita do raio r(6), e seu vetor

unitéario ¢ (dr/ds), temos que [52,54]:

, (4.14)

dr A0 [ ~ dr. rf + (27
E = E (7’0 + @T’) =

onde,

aw _ . (4.15)

O caminho da 6rbita do raio ¢ dado como: r x dr/ds = rsinaz = r?>df/dsz. Temos

entao [52,54],

sin o = r®) _C (4.16)
20) + (%2
se,
dr 7
L S RS
5= oV c?, (4.17)
integrando,

o—c [ (4.18)

0=0 2/ 1r?n? — C?

onde C' = n(d)d = (d + 2M). Para o desvio da luz constante, o indice n diz que,
C = nd. Considerando a conservac¢ao do campo gravitacional, com G = 1. O indice de
refragio é [52, 54|

1 2M
) =40 = = (1+20) | (4.19)
isto mostra que, a TRG aproxima-se da mecanica Newtoniana nos limites dos campos.

O angulo de deflexao da luz a com a trajetoria é [52, 54]:
Aa=0—-m (4.20)

o dr
Aa =2C _— — 4.21
a=20 [ e (4.21)
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Agp = 4% - 0((%)2) : (4.22)

onde d é o parametro de impacto do raio de luz em relacao a um observador. Quando
n(r) =1, entdo o = 0. A eq.(4.22) & semelhante com o valor do desvio da luz pela RG
(0 =4M/d = 1,75 segundos de arco) [52,54].

Como foi visto nessa secao, o caminho da luz teve uma uma interpretagao geomé-
trica. Portanto, é possivel fazer uma analogia entre a teoria da gravidade de Einstein
e a Optica geométrica. Assim, como foi apresentando nessa sec¢ao, aplicou-se o forma-
lismo 6ptico-mecanico para tratar de modo analogo a propagacao da luz em espacos

com meétricas isotropicas.
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5 O Deslocamento do Rato de Luz
em Meios com Indice de
Refracao Varidvel

Neste capitulo, vamos descrever a trajetoria do raio de luz em uma lente GRIN
via formalismo geodésico. Quando expressamos as geodésicas por meio do formalismo
Hamiltoniano, podemos encontrar grandezas conservadas, através dos vetores de Killing
e tensores de Killing. Para realizar essa anélise, estamos considerando uma simetria
esférica, assim, por meio de uma solugao numérica, vamos gerar alguns gréaficos, com-

parando a trajetoria do raio de luz com diferentes configuracoes de indice de refracao.

5.1 Grupo de isometria e tensor de Killing

Nesta presente secao, vamos revisar os conceitos gerais dos tensores de Stackel-
Killing e de Killing-Yano. Estes tensores tém um papel fundamental para encontrar
grandezas conservadas no movimento de uma particula sem spin, quando um dado
espaco-tempo admite estes tipos de tensores. Estes tensores correspondem a um grupo

de geradores de isometria, que sao simetrias, como veremos no decorrer deste capitulo.

5.1.1 Simetrias e grandezas conservadas

Na mecanica classica, o estudo do movimento de uma particula é baseado nas
teorias fundamentais de Newton. No entanto, quando estudamos velocidades proximas
a da luz, ou seja, velocidades relativisticas, esse formalismo nao é adequado. Para

contornar esta situacao podemos utilizar o formalismo lagrangiano e hamiltoniano. A
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mecanica Newtoniana é caracterizada por lidar com gradezas vetoriais e esta associada
com forgas externas que atuam sobre um corpo, enquanto o formalismo de Lagrange e de
Hamilton estao associados com grandezas escalares que envolvem as energias potencial
e cinética. Logo, as equacoes de Lagrange e o principio de Hamilton tornam-se mais

simples na andlise de problemas envolvendo o movimento [56].

O caminho de uma particula pode ser representado pelo principio da minima agao
de Hamilton e pelas equagoes de Euler-Lagrange. Estas equagoes estao associadas com o
movimento, e nao dependem de um sistema de coordenadas [56]. Assim, as equacoes de
Lagrange, sao essenciais quando aplicadas em um sistema de coordenadas generalizadas

no espaco de configuracoes’.

Consideremos que a evolucao temporal de t; até t5 de uma particula, no espacgo de
configuragoes, constitui uma geodésica e fixemos os extremos desta curva, aplicando o

principio variacional na equagao da minima agao S [54, 56|,

to
55:5/ (T —U)dt =0, (5.1)
t1
com,
L=T—-U = L(z", ") , (5.2)

onde T representa a energia cinética e U é a energia potencial [54,56]. A partir da

equagao variacional (5.1), podemos encontrar a equacao diferencial parcial de Euler-

oL d (0L
Ozt dA (ag'ci) =0 (5:3)

em que A é o parametro afim da geodésica, e L é a funcao de Lagrange de uma particula.

Lagrange,

Podemos encontrar a geodésica de uma particula relativistica, quando associamos

10O espaco de configuracdes ¢ o espaco em que ocorre todas as posicoes instantaneas possiveis de
um sistema mecéinico em uma variedade diferenciavel.
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a equacao de Euler-Lagrange com uma métrica do espago-tempo [26], ou seja,

d?xt - dz’ dx?  OL d (3L>

- =2 ) =0. 5.4
d\? Rz d\ d\  Ox* d\ \ 02’ (5.4)
Percebemos que, o principio variacional de Hamilton fornece um método simples

para obter as solucoes das equagoes das geodésicas.

Para aplicar as equagoes de Euler-Lagrange na métrica optica (4.1), inicialmente,
realizamos uma troca da variavel da componente 6 por u = cos . Assumindo a restri¢ao

(4.8), a métrica optica (4.1) pode ser reescrita como:

ds* = A(r)dr® + %)J_jgldu2 + A(r)r?(—u? + 1)d¢* — Z(Li) . (5.5)

Inicialmente, vamos considerar as componentes, ! = z!, 2%, 23, 2%, em que z! = r,

2?2 =u, 2> = ¢ e 2* = t. Para um raio de luz movimentando-se em um espaco com a

métrica Optica, a lagrangiana é [26,54]:

L = Eguyjfujfy
_ 1 2 Al 2(_ .2 12 t?
L = 5 A(r)r + — 5l + A(r)re(—u® + 1)¢ A0 (5.6)

Para o espaco-tempo adotado, vamos obter quatro equacoes, ou seja, uma equagao
para cada coordenada. Substituindo a eq.(5.6) na eq.(5.3), apresentamos a seguir as

equagoes encontradas

e Para z! = r:

: _2:;13")1).@@ F2A(r)r(—u? + 1) — %[(A(r))i‘] =0. (5.7)
e Para 22 = u:
24r%u . , . d NOLEAY
muu — 2Ar Uqbﬁb - a {(m) U} =0 (5.8)

e Como a métrica 6ptica (4.1) nao depende de ¢ e ¢, entdao L nao depende de ¢ e t.
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Assim, para 2® = ¢ e x* = t, temos:

dii {A(r)rz(—if + 1) — ﬁt} =0, (5.9)
logo,
d [OL d oL
-’ (a?) —o; 400, (5.11)

Isso significa que t e ¢ sdo duas grandezas que se conservam ao longo da geodésica.

Portanto, através da eq.(5.11), percebemos a existéncia de simetria. Generalizando a

d (0L
- (892:@) =0. (5.12)

Deste modo, as equacoes e Euler-Lagrange e o principio de Hamilton evidenciam

eq.(5.11), temos:

grandezas conservadas ao longo da trajetoria de uma particula. As grandezas conserva-
das que estao presentes ao longo do movimento correspondem a um grupo de simetria
continua [57]. Assim, estabeleceu-se uma conexao entre quantidades conservadas e os

invariantes na mecanica Lagrangiana.

5.1.2 Tensores de Killing e tensores de Killing-Yano

No capitulo 2, mostramos que as equagoes das geodésicas determinam o caminho
de uma particula livre em uma dada métrica do espago-tempo. No movimento geodésico,
o objeto que fornece quantidades conservadas sao conhecidos como tensores de Killing.
Estes objeto,s sob transformacao, conservam quantidades da métrica de uma variedade,
revelando simetrias nao evidentes [61], que correspondem a um grupo de geradores de

isometria, geradas a partir da derivada de Lie da métrica [61,62|. A derivada de Lie, com
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respeito ao tensor de Stackel-Killing(SK) (ou vetor de Killing) de primeira ordem [57]:

Legw = 0
Legu = E00Guw + 0,0 + 0,639,
Legw = Vil + Vidy,
Leguw = Vb
Vi = Euw =0, (5.13)

ainda podemos escrever a isometria estendida como:
Vi) = Vil + V.6, =0, (5.14)
a equacao generalizada do tensor de Killing é:
VoK) =0, (5.15)

onde os parénteses sao usados para representar a operacao da simetrizacao. Nitida-
mente, percebemos que a eq.(5.15) depende da derivada covariante. Consequentemente,
estas dependem dos simbolos de Christoffel. Outro aspecto importante é que a solugao

geral das equacoes de Killing envolverd constantes arbitrarias.

Além de expressar o comportamento de classes de grandezas conservadas nao tri-
viais, os tensores de Killing revelam aspectos que envolvem a geometria dual. Estes

objetos simplificam as equacoes da relatividade sob presenca de simetria [61,62].

Com base na eq.(5.14), podemos obter as componentes do vetor de Killing para a
métrica optica. Considerando a métrica (4.1), vamos definir as EDP (equagoes diferen-
ciais parciais) da isometria. Para esse procedimento foi realizado o célculo analitico e
confirmado por método computacional. Assim, obtemos 10 equacoes diferenciais, conti-
das no apéndice (B.1). Destas, somente duas componentes sao diferentes de zero, como
previsto nas eq.(5.11). As constantes ¢ e t sdo decorrentes da independéncia das duas
coordenadas na métrica. Deste modo, as constantes de movimento estao relacionadas
com os vetores de Killing, e estes a simetria, onde as grandezas que se conservam estao

associadas com as componentes ¢ e t.
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Para mostrar que o tensor de Stackel-Killing(SKT) descreve um comportamento de
grandezas conservadas nao triviais, vamos considerar a Hamiltoniana de uma particula

neutra,

1
H= 29" PP, (5.16)

onde o momento canonicamente conjugado P, é,
P, = gu.1". (5.17)

Quando usamos a mecanica Hamiltoniana para descrever o movimento de particula,

a formula implicard em uma grandeza conservada,

1
f = §€MVPMPV ) (518)
onde a evolucao temporal é
(& HY = {pups&" pappg™*} (5.19)
2
= gpaPBPAV(Afaﬁ) =0, (5.20)

onde, as grandezas conservadas estao sendo descritas por meio dos parénteses de Poisson

no espaco de fase.

Uma categoria de tensor interessante, que vale ressaltar, sao os tensores de Killing-
Yano (representados pela sigla inglesa KYT) Y[,,;. Estes tensores sdo antissimétricos,

ou seja, Yy, = Y|, A derivada covariante do KY'T & a que segue
V.Y, =VY,, (5.21)
satisfazendo a equacao geral [64],

V(MYV)m.--pn =VYopron T ViYup . p, =0. (5'22)

Estes tensores tém um papel fundamental na integrabilidade das equagoes da geo-
désica e na separabilidade das equagoes de Hamilton-Jacobi [61,62,64]. Além de revelar

simetrias ocultas [61,62,64], o KYT permite construir um tensor de Killing de rank 2,
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ou seja, kuy = Yoy a0 Y, [58,64]. Para comprovar esta situagao, basta calcular a

derivada covariante do K, ou seja [59],

VoK) = Vo(Yiay.a, Y, ") (5.23)
_ (VletCll...Ctn)YVal.“an + Y#al.”aTL(val/al...an) (524)
= Yyalmanv[pypal...an} + Yualmanv[pyual...an} (525)

)

aplicando a derivada simetrizada na eq.(5.25) [59], obtemos:

VK = 2Y5" " ViYiara) = =25 " VY a0, =0 (5.26)
Notamos que, na eq.(5.26), obtivemos um resultado negativo, o que nao deveria
acontecer, pois estamos considerando a simetrizacao em p e p, mas, o sinal negativo é

devido a antissimetrizacao da eq.(5.25).

Os tensores de Killing-Yano possuem uma propriedade muito interessante. FEles
servem como “ raizes quadradas ” do tensor de Killing. Estes ainda, podem ser expressos

na sua forma contravariante (Y =Y,,g”¢") e mista (Y = Y"7g,,).

Usado em uma ampla variedade, os Tensores Stackel-Killing e Killing-Yano, podem
ser aplicados em espacos-tempo em que existam simetrias. No decorrer deste capitulo,
os tensores Stackel-Killing terao um papel fundamental, para demonstrar a propagacao

do raio de luz em um meio 6ptico.

5.2 Solucao das equacoes de Killing para a métrica
optica

Operando a eq.(5.15), na métrica optica (5.5), vamos obter as soluc¢oes das
equacoes de Killing. Inicialmente, vamos considerar os indices A, i e v variando de 1 a
4,onde 1 =7r,2=0,3=¢ed =t Pararealizar os célculos das derivadas covariantes
simetrizadas, vamos usar método computacional. Assim, teremos um controle analitico
dos resultados. Este calculo gera 64 componentes, e destas 32 nao sao nulas. Como
o TK é simétrico, entao se reduzem em 10 elementos independentes com solugoes nao

triviais, ou seja, que nao sao nulas. Obtemos 10 equagoes diferencias que sao resultantes
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da derivada covariante simetrizada de um tensor de Killing de rank 2. A Solucao das

EDP sao:

Koy (r,u) F(r) — (M%Y’% A(r) =0, (5.27)
(M%g”“)) Ar)r = 3Kys(r, ) F(r)r +2 <8K$§f’“>) (5.28)
A(r)r — 4K (r,u)A(r) = 0,

2 <—8K1§S"’ “)) A(r)yra® = 2K (r, u) F(r)r + (—aKQgY’ “))

A(r)ru® — Ky (r,u) F(r)r® — 4K (r,u) A(r)u? — 2K (1, u) (5.29)

A(r)r? 4 2K 5 (r, w)uA(r)r — 2 <8K%§Zﬁ’u>) A(r)r + 2Kss(r, u)
F(r)yr — (a;”) A(r)r 4 4K (r,u) A(r) = 0,

K (r,u)F(r)r*u® 4+ 2K (r, ) A(r)ru® — 2K 5uA(r)r (5.30)
12K (r, ) F(r)r — (M%Ef’“)) A(r)r + 4Ks(r,w) A(r) = 0,
<—K348(:’ u)) r+ 2K34(r,u) =0, (5.31)
C2Ky(r,u)F(r)  OKu(r,u)  Kiu(r,u)F(r) _

A() or A(ry? 0, (5:32)
(8/@228—(7:,10) A(r)u® — Kio(r,u)F(r)r? + 2K (r, u)uA(r) (5.33)
—2K15(r, u)A(r)r — (M%g",u)) A(r)=0,

— Ko (r,u) F(r)r*u® 4+ 2Ky (r, u) A(r)u® — 2K5(r, u) (5.34)

A(r)rut 4+ 2K 5(r,u) F(r)r*u® — 4Koy(r, u) A(r)u®
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+4k1o(r, u) A(r)ru® + (6K+SR’U))A(T)U2 — Kio(r,u)

F(r)r? + 2K (r, u)uA(r) — 4Ks3(r, u)uA(r) — 2K5(r, u)

A(r)r — (%ﬁj’u)) A(r)=0,

K.
) u? — 2Ky (7, u)u — OB (r,u) =0, (5.35)

(8[( 34(7, u)
ou

ou

<—3K44(T’ “>> Ay ¢ Bt ) (5.36)

ou A(r)?
em que F(r) = dA(r)/dr e dB(r)/dr = —F(r)/A? .

A partir das 10 equacéGes diferenciais parciais, podemos encontrar as novas compo-
nentes geradas pelo tensor de Killing. Das 10 componentes, 5 se anularam, sao elas:

Ki3=0, Ki3=0,K14 =0, K3 =0e Koy = 0. As componentes nao nulas sao,

Kyi(r,u) = C1A(r) , (5.37)
Ko ) = ClrQA( )(cg_Al(r)r2 —1) | (5.38)
Ksz(r,u) = CLA(r)(—u® + 1)r* (1 + r?A(r)(Ca(—u® + 1) = C3)),  (5.39)
Ka(r,u) = Cy(u? — 1)r? (5.40)
Ku(r,u) = C(YT) + % , (5.41)

onde, temos a presenca de 5 parametros livres C; = (1...5). Se todos os parametros
forem diferente de zero, a métrica se torna nao trivial. Note que, trabalhamos com um

sistema de equacoes diferenciais, e assim encontramos o resultado para a isometria.

Para verificar se as componentes (5.37) a (5.41) sdo realmente solugdo do tensor
de Killing, foi necessario repetir todo o procedimento, substituindo as componentes
da solugao de Killing, ou seja, foram refeitos os calculos das derivadas covariantes
para métrica Optica, substituindo as componentes obtidas das 10 equacoes diferenciais
parciais (5.37) & (5.41). Nessa etapa, foi realizado o calculo analitico e confirmado
por método computacional que a solucao da simetrizacao das derivadas covariantes é

realmente valida.
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5.3 Lente GRIN e a métrica 6ptica

Devido a restri¢ao das expressoes da métrica para A(r) = 1/B(r) = n(r), o in-
dice de refracao variado n, pode ser associado & métrica 6ptica, desde que, n esteja em
funcao de r. Deste modo, qualquer indice que tenha um comportamento puramente ra-
dial n = n(r), produz A(r), compativeis & analogia entre geodésica e indice de refracao,

como foi apresentado no capitulo 3.

Conforme apresentando, estamos abordando meios com indice de refragao variado,
assim, podemos abordar esta situagdo utilizando a lente GRIN. A solugao do indice
de refracao na lente GRIN, além de ser descrita via formalismo Hamiltoniano, pode
ser matematicamente modelada. Se a anélise for em coordenadas esféricas, que possui
indice de refracio variando radialmente, podemos entdo considerar n(r, ¢,0) = n(r),

gerando, assim, A(r), como foi explicado inicialmente.

Devido a condicao de n, podemos associar a solucao da equacao eikonal com o perfil
do indice de refragao de lente GRIN (1.81). Note que, o indice da lente GRIN, esta
associado com A(r), escolhido para métrica 6ptica. A partir, desta associagao, podemos

por exemplo, expressar n, da seguinte forma:

n(r)=A(r) = L _ novV1+ar?, (5.42)

onde n(r) é uma das possiveis configuragoes do indice de refracdo de uma lente GRIN.

Com base na descricao da associacao da geodésica via equagoes de Euler-Lagrange
e de lente GRIN, vamos determinar nas proximas secoes a trajetoria do raio de luz sob
um campo gravitacional, associando esta trajetoria a um raio de luz propagando-se em
lente GRIN. Assim, realizaremos alguns procedimentos interessantes envolvendo o raio
de luz e lente GRIN.

5.4 Grandezas conservadas ao longo da geodésica

A equacao de movimento que descreve o caminho percorrido por uma particula

em um espago-tempo é conhecida como equacao da geodésica. Considerando, a parti-
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cula na base das coordenadas, e sujeita somente ao campo gravitacional, a equagao de

movimento é expressa como,

BT i =0 . (5.43)

Assumimos que a geodésica de uma particula neutra esta parametrizada no tempo
proprio (7), ou seja, o parametro A é substituido pelo 7. Entao, temos:

B dz?

dr

J':IJ

(5.44)

Um ponto importante que vale ressaltar, é a relacao dos vetores de Killing e os
Tensores de Killing com as geodésicas do espaco-tempo. Ambos estao fornecendo in-

formagoes com relacao a estrutura causal do espaco-tempo.

Consideremos que a trajetoria de uma particula em uma geodésica de um espaco-
tempo contém um vetor tangente 2 que admite um vetor de Killing K,; isso implicara
em uma quantidade Q; = K, &", que se conserva ao longo deste movimento (referente
a eq.(5.43)), mas com restricdo em k,. Assim, cada vetor de Killing esta relacionado a

uma quantidade conservada. Por meio da equagao(5.11), obtemos,
. d " S "
Q= %(Kﬂx ) =K, "+ K,i" =0, (5.45)
pois é conservada por hipotese. Para a eq.(5.45), simetrizando p e v, podemos fazer:
K, i" = 0,K,i"i" = 0,K,i"i"
1
= 5(8HK,, +0,K,,)i"i" . (5.46)

Usando a equagdo do movimento (5.43) e contraindo com k,, temos,

K,if + K0 @i = 0. (5.47)

A eq.(5.45), resulta em:

Kot = —K,ap = —K,i" . (5.48)
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Manuseando a eq.(5.48) em (5.47), obtemos:
— K, i + K,I% @i =0, (5.49)
substituindo a expressao (5.46) na eq.(5.49), e multiplicando por —2, obtemos:

(0uK, + 0,K,)i"" — 2K, a"3" =0
(0uK, + 0, K, — 2K,I )i"i" = 0
0K, +0,K,—21" K,=0. (5.50)
Notemos que a eq.(5.50) é uma restricao sobre k, para que @; seja conservada,
ou seja, Q1 = 0. Para determinar as quantidades conservadas ao longo da geodésica,
devemos considerar as derivadas covariantes ao longo da curva. Como I'f, € simétrico

em " uv”, podemos reescrever a eq.(5.50):

VK, +V,K,=0=V,K, . (5.51)

A eq.(5.51) é a condicdo para que K, seja um vetor de Killing. Como visto na
secao anterior, os parénteses representam a simetrizagao e os tensores de Killing sao os
geradores de isometrias continuas. O K, demostra localmente uma isometria de g,,.
As isometrias locais sao simetrias do tipo, dax* = K(x,2) [58]. Deste modo, os KT
revelam quantidades conservadas ao longo da geodésica, ou seja, cada vetor de Killing.
Cabe notar que a redugio da eq.(5.43) ocorre, devido ao fato de que Z* se restringe a

combinacao de (z, 1), pois estamos tratando de transformacoes locais [58].

Podemos considerar uma extensao de (5.51) para tensores com rank > 2. Uma

grandeza )y = k,, 2"2", terd
Qo = Ok @@ + kyyd? (—Thgi%37) + Ky d? (—T% i%27) | (5.52)

onde os dois tltimos termos da eq.(5.52) foram reescritos a partir de (5.43). Devido &

simetria dos indices, podemos reescrever a eq.(5.52),

Q2 = (Opkuy — T kiun — T, Ky )it i
V k@l iti” = 31N k)il ita” (5.53)
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Assim, ), serd conservado ao longo da geodésica, se K, for um tensor de Killing
"rank"2. Representando como K., = 0, os tensores de Killing possuem uma simetria
K,, = K,,. Para a solu¢ao dos tensores de Killing (5.37) a (5.41), a expressao (5.51)

pode ser expressa como:

O = CLAM® + (C”“Q“‘mifi“l(’“”?‘”)a2+<clA<r><—u2

+1)r2 (1 + P2 A) (Cy(—u? + 1) — C3)))? + Cs(u® — 1)r2gt  (5.54)
—~ ( G, G ) £2
A(r)  A(r)2)

Para concluir, um fato relevante sobre o tensor de Killing ¢ que, quando reescrito

em termos de um tensor Yano-Killing, existird uma grandeza extra conservativa impar

ao longo da geodésica.

5.5 Trajetéria do raio de luz em lente GRIN

Seja um raio luminoso monocromético, propagando-se por uma geodésica nula,
em um meio com indice de refracao variavel, descrito por um formalismo de espaco
de fase. Este formalismo determina grandezas conservadas nao triviais por métodos
analiticos e numéricos. Para realizar essa anilise de maneira simplificada, vamos ex-
pressar a geodésica em termos de quantidades conservativas, utilizando o formalismo

hamiltoniano. A lagrangiana auxiliar, em termo da métrica do espaco-tempo, é dada:

1
L= gudd" (5.55)

onde, o momento conjugado relacionado a uma dada coordenada, é expresso como:

oL

PH % = g,uzljjy . (556)

Conforme exposto anteriormente, quando uma métrica nao depende da coordenada
z#, o momento corresponde a uma constante de movimento. Para métrica o6ptica,
existem duas coordenadas independentes ¢ e ¢, correspondentes aos momentos Py e F;.

Portanto, usando a eq.(5.4) vamos obter as duas constantes de movimento:
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e Para a componente ¢, temos:

oL - 9 o - Ly
Py = 8gz§ qu( Jre(l—u®) =Ly = ¢ = A2 — ) (5.57)
e Para componente ¢, obtemos:
oL —t :

em que Ly e E sao constantes. Podemos interpretar de maneira analoga essas constantes

como sendo L, 0o momento angular do féton E a energia do foton.

Vamos obter o resultados para as componentes u e r da métrica (5.5). A resolucao
dos célculos esta contida no apéndice (C.1), assim, ja substituindo o valores das cons-

tantes de movimento ¢ (5.57) e t (5.58), nas equagbes a seguir, obtemos os seguintes

resultados:
e Para r,
MA H+Q1—w{ @ﬁ+%mﬂ)ﬁ+
(1 —u?) [0A(r) 2o L;
< { 57 420 ) Gt 6
Faaem g (CEAW) = AC) -+ 25
e Para u:
A2 2 Al Ly _ dA(r)r?
AT ey A A e dr
(1—fY4+AWVﬁ—ﬂ—UQJPQMM*“ﬁ?;“ (5.60)

Como estamos considerando um espaco-tempo esfericamente simétrico, podemos
confinar a andlise do movimento a um plano. Por conveniéncia, sendo um plano equa-
torial # = 7/2, entdo, u = cosd = 0. Deste modo, considerando que u = 0, entao a
eq.(5.60) resulta em zero. Devido a esta condigdo, podemos reescrever a eq.(5.59), da
seguinte forma:

OA(r) . 18/1()
or " 2 Or “or |

A(F)i + 24 F(r) =0, (5.61)
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onde,

L 0a0)
or A(r)?rts Or

+2rA(r)] . (5.62)

Para relacionar as coordenadas r e ¢ na forma 7(¢), devemos considerar que:
dr/dr =7 e dp/dr = ¢ e que 7/ = dr/d¢. Assim, derivando em relacio ¢, temos que:

gt Lo dr [ Ly d\
=0 T Ao do <A<r<¢>>r2d¢) ’ (5:63)

d (. dr ? dPr Ly,

.. L
" (%) - (A(r(of))r?) ag? " A(r(o))r (~
Ar(@)tr2 [A(r(gb))_lw +2r7 3-25) , (5.64)

substituindo as eq.(5.63) e (5.64) na eq.(5.61), obtemos uma expressao radial,

Ly \'d*r Lo (1 ainig)y-ip—2
Alr) (A(rw))r?) T A~ LeAr©)

[A<T(¢))_10Ag7~(¢)) +2] ;%) " agir) (A(r(Lgf))r? (5.65)

I ((A@(Liw%) > FE=0.

Com a ajuda da equacao acima, é possivel descrever a trajetoria do raio de luz ao

entrar em uma Lente GRIN, substituindo A(r) por algumas configuragoes do indice
de refracdo desta lente. Como a eq.(5.65) depende da expressao do indice de refracao,
vamos gerar alguns graficos contendo 5 tipos de indices de refragio n(r), sendo que na

ref. [14] h&a mais exemplos de possiveis expressoes para n(r). Ou seja, da forma:

A(r) = n(r) = noy [1 + % , (5.66)
A(r) = n(r) = no(1+ ). (5.67)
Alr) = n(r) = no(1 + 22, (5.68)
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A(r) =n(r) =novV1+br?, (5.69)

A(r) = n(r) = no(1 + br?) (5.70)

Por meio da solugao analitica e numérica da eq.(5.65), vamos determinar a trajeto
do raio de luz em lente GRIN com simetria esférica. Em vista da complexidade da
eq.(5.65), vamos apresentar uma solu¢do numérica, e representar os resultados com
um grupo de graficos polares acerca dos valores maximos e minimos de r referentes a
trajetoria do raio de luz. Vale ressaltar que, em uma superficie esférica, o raio de luz
que atinge uma superficie de raio R, a depender do angulo de incidéncia referente a
normal ao plano tangente do plano da lente GRIN. Assim, para gerar diferentes curvas
conforme o angulo de incidéncia, podemos considerar A(r(¢)) = n(r(¢)), e substituir
a expressao de n(r(¢)) pelas eq.(5.66) a (5.70), conforme apresentando no apéndice D.
Realizando alguns testes, e percebemos que variando os valores das constantes a e ng
nao foi suficiente para gerar curvas. Entretanto, ao variar os valores dos parametros L
e E, conseguimos gerar as curvas. Com base nos dados da tabela 1 e nas equagoes do
apéndice (D), construimos graficos polares para representar a trajetoria do raio de luz.
Por meio da figura 3, podemos perceber que os resultados apresentados mostra que a
distribuicao do indice de refracao sao trechos de se¢oes conicas, variando de acordo com

a distancia do centro da lente.

Grafico|E | Ly |a,b|ng|T

3.(a) 100 | 100 | 1 1 10.65
3.(b) 100|150 |1 1 10.65
3.(c) 150 | 100 | 1 1 10.90
3.(d) |150{150|1 1 10.95
3.(e) 100 | 150 | 1 1 10.99
3.(f) 100 | 100 |1 1 10.99

Tabela 1. Valores para as constantes da expressao contida no apéndice E.
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Figura 3: Trajetoria do raio de luz em uma lente GRIN esférica com diferentes indices
de refracao. A curva verde equivale ao indice(5.66) , a curva vermelha representa o
indice (5.67), a curva violeta representa (0.68), a curva azul representa o indice (5.69)
e a curva roxa representa o indice (6.70).
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5.6 Aplicacao do tensor de Killing: métrica dual 6p-
tica

Entre as propriedades dos tensores de killing, existe uma conhecida como dua-
lidade geométrica. Este tipo de dualidade, além de gerar uma nova métrica nao-trivial
associada ao espaco-tempo adotado, possibilita um mapeamento em regidoes com com-
portamentos interessantes, nao esperados para o sistema original, porém, respeitando
a métrica original. Assim, por exemplo, aplicando o célculo do tensor de Killing na
métrica de Schwarzschild, obtém-se uma métrica dual. Para maiores informacoes sobre

o procedimento vide [65].

Através do procedimento associado & métrica de Schwarzschild, um calculo anélogo
foi realizado para obter o escalar de Kretschmann dual da 6ptica métrica. Assim,
vamos considerar a métrica 6ptica dual como um "laboratério"para testar e interpretar
a dualidade geométrica. Levando em consideracao o resultado obtido do tensor de
Stackel-Killing (5.37) a (5.41), e ressaltando que K, = g,,, obtemos a seguinte métrica

dual generalizada:

- 2 2 _
ds® = C1A(r)dr? + G A(T>£ZC3_A1(T)T D du® + C1A(r)(—u® + 1)r?

(1472 A(r)(Cy(—u?® + 1) — C3))do* + Cs(u® — 1)r*depdt

SIS B (5.71)

A(r) — A(r)?

Note que a métrica dual (5.71) possui cinco parametros livres C; = (1...5). Devido a
estas constantes, temos um conjunto de métricas duais, que torna-se nao trivial quando

o resultado dos parametros forem diferentes de zero. Considerando vamos considerar

que A(r) = nov' 1+ br2.

Como foi mostrado no capitulo 2, o escalar de Kretschmann , além de descrever a
singularidade de um sistema, também é utilizado para confirmar se um sistema dual
pode realmente manter algumas propriedades do sistema original. Assim, para analisar
o comportamento do escalar de Kretschmann do tensor de Killing, a métrica dual precisa

ser nao-degenerada?. Com a ajuda da ferramenta computacional, obtemos o resultado

2A métrica é degenerada quando seu determinante ¢ igual a zero.
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do determinante da métrica dual:

g= - iC’fA(r)r‘l(A(r)CgrQ — D[4A(r)*r*u*CiCy — 4A(r)r*u*C1CyCy
+ 4A(r)*r?C20s — 4A(r)*r*C2Cy + A(r)r*u?C2 — 4A(r)r*C1CyCs
+ 4A(r)r*CiCyCy — C2r2 A(r) — 4A(r) Oy + 4C,02] . (5.72)

Nesta situacao, é importante notar que a métrica dual 6ptica, para ser considerada
degenerada, precisa ter o determinante g igual a zero. Assim, esta condicdo é valida
quando C = 0. Esta condicao é evidente, mas pode ter outras solucoes nao triviais que
determinam uma métrica degenerada. Neste contexto, foi interessante construir grafico

do determinante dual g em relacao a C; e r, como mostra a figura a seguir:
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Figura 4: g(Cy,r). Considerando A(r) = ngv1+br?, onde b=1 ¢ ng = 1.

Assim, para analisar uma métrica degenerada, neste caso, como mostra a figura 4,
C7 — 0. Porém, para uma métrica nao degenerada, o parametro Cy # 0. Portanto, para
trabalhar com o escalar de Kretschmann dual (2.66), temos que assumir essa condicao.
Mas, antes de calcular o objeto geométrico, vale grifar que, o determinante da métrica
original (4.1) & g = —A(r)3r*B(r) e o K do sistema original est4 contido no apéndice
(E.1).

Para encontrar o invariante geométrico de Kretschmann dual (2.66), vamos utilizar
um método computacional. No entanto, o K resulta em nimero muito grande de ele-
mentos, nem mesmo esta ferramenta pode exibir, pois supera 900000. Uma forma de

contornar a situacao, foi fixar valores para os parametros C;. Fixando os valores para



5.6 Aplicagcao do tensor de Killing: métrica dual dptica 71

as constantes Cy, = 1,03 = Cy = C5 = 0, podemos gerar o escalar de Kretschmann
dual. Este escalar, esta contido no apéndice (E.2). No entanto, para observar o com-
portamento da métrica, vamos deixar r e ('] variavel. Desse modo, podemos fazer uma
analise do comportamento de K em torno da singularidade r = 0. Assim, foi apropriado

construir graficos com a solucao da expansao em série em r,
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Figura 5: K(r,Cy).Considerando A(r) = nov/1+br%, onde b = 1 e ng = 1. Fonte:
propria do autor

Podemos observar que no grafico da figura 5,estao indicados os pontos de singula-
ridade de C1. Para gerar este grafico, assumimos os seguintes valores: C; = 0.1..0.3 e
r = 0.1..0.1. Podemos notar que o comportamento da métrica degenerada de C; — 0
influencia na singularidade do escalar de Kretschmann. Assim, nao se altera a singula-

ridade do K usual no espaco dual.
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Conclusao e Perspectivas

A descrigao da deflexao da luz ao passar por uma massa gravitacional é usualmente
tratada pelo método de geodésicas nulas. No entanto, neste presente trabalho, apre-
sentamos este fenomeno usando uma abordagem o6ptica, ou seja, uma abordagem de
meio material. Para estabelecer esta abordagem, mostramos a analogia da equagao
geodésica e a equacao eikonal. Assim, obtivemos o resultado do angulo de deflexao en-
contrado pelo eikonal equivalente o valor obtido pelo Teoria da Relatividade Geral. No
procedimento descrito, utilizamos a lente GRIN como um meio 6ptico, para descrever

de maneira genérica a deflexao da luz.

Usamos o formalismo métrico para tratar da propagacao da luz, considerando a
trajetoria do raio de luz como sendo geodésicas nulas. O uso deste formalismo possibi-
litou tratar a geodésica via Lagrangiano, que revelou grandezas conservadas por meio
dos tensores de Killing. Mostrou-se analiticamente a trajetoria do raio de luz em lente
GRIN. Através de procedimento numeérico, foi interessante construir graficos polares,
para analisar a trajetoria do raio de luz, utilizando diferentes configuragoes de indice de
refracao. Os graficos mostraram comportamento analogo a deflexao da luz, assim, po-
demos tratar esse fenémeno utilizando a lente GRIN. Assim, mostramos que a deflexao

da luz comprovada a mais de 100 anos pode ser descrita de maneira genérica utilizando
as lentes GRIN.

Outro procedimento realizado foi em relacao & geometria dual, apresentando um
comportamento degenerado da métrica dual. Também calculamos a singularidade atra-
vés do invariante geométrico, que apresentou um aspecto nao trivial ao observar um
comportamento singular da métrica dual, nao alterando a singularidade do sistema

original.

A perspectiva futura é desenvolver artigos sobre este assunto e estudar outras con-
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figuragoes de indice de refracao da lentes GRIN, bem como ampliar nossos estudos nas

extensoes degeneradas.
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APENDICE A - Simbolos de Christoffel

A.1 Simbolos de Christoffel para métrica optica iso-
tropica

Calculamos os simbolos de Christoffel, cujos resultados estao descritos a seguir:

oo % dii A@r) | (A1)
0 L [d 2
Iy = 5 (% A(T)) r 4+ A(r) r, (A.2)
Ffd) = % (d%“ A(T)) r? sin (0)° + A (r) r sin(0)* , (A.3)
M, = B0 (A4
Yy = —% (% A(r)) r—A(r) r, (A.5)
F5¢ = A(r) 7 sin(6) cos(0) , (A.6)
1 [/d 9 . 2 . 2
Iy = ) (% A(r) | r° sin(0)" — A(r) r sin(0)”, (A7)
sz = —A(r) r* sin(#) cos () , (A.8)
O = 5B (A.9)



75

APENDICE B - Vetor de Killing

B.1 Solucao do vetor Killing para a métrica 6ptica

As equagoes a seguir,sao as equacoes diferenciais associadas as equagoes do vetor

de Killing, para métrica dptica. Obtemos entao via método computacional,

&F —2A(r )(ail) 0, (B.1)
AR (D)~ &AM+ (F2)Ar —~26,A() =0, (B.2)
&P — (S A(r)r + 26,A(7) =0 (B3
&F + (540 =0, (B.4)
% o,

2(%)14(7’)112 — E1Fr? — 26, A(r)r + 2&uA — 2( 3u) (ry=0, (B.5)

0 0]
(P2 g — (%) =0, (B

¢

= B-
=, (B.7)
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ELFr*u? 4+ 26 A(r)ru? — 26 A(r)u® — & Fr? — 26 A(r)r + 26uA(r) =0,  (B.8)

ggww%ﬁmm:o, (B.9)
GF =0, (B.10)

onde F' = 0A(r)/or.

Destas equacoes obtemos somente duas diferentes de zero. O resultado da isometria

da métrica Optica é

0

083
(8u Ou

8u)
@F+(%)A(r> 0 - 54:%.

Ju? — 263u — ( 0 — &=C1(u*—1)r*A(r), (B.11)

(B.12)
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APENDICE C - Cadlculo da trajetoéria do raio

de luz para as componentes

reu
C.1 Parar:
9w\ 1.,., d (1 0 .,
( or ) 2" T ar <2gp”af=(x ") - (C1)
Resolvendo o lado esquerdo da eq.(C.1),
d (1 0 Ogiil .1  Ogxnl o Ogs3l 3.5 Ogul 4 4
P — I
dr(g’”a(xx)> 3T2xx+8r2xx+8r2xx+8r2xx
_ LOA(r) , 1 OA(r) , -2
= 575" +2(1—u2) e +2rA(r)| (C.2)
1—u® [0A(r) , o 1OA(T) o

Vamos resolver para o lado direito. Entao:

OA(r) dr
or dr

= A(r)i + (C.3)

d [1 0Or? dA()
dr gp " or dr

Obtendo uma expressao para o lado esquerdo (C.2) e direito (C.3) da equagdo (C.1).
Substituindo o valores de ¢ = Ly/(A(r)r?(1 —u?))? e { = —EA(r), podemos reescrever
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a eq.(C.1) como:

5 ar ); +(21_u2 { (r) 2+2rA(r)Du2

(1_u {aérr+”“4>camﬂ?—uav

BAR)Y = i+ 2205

C.2 Para u:

onde,

ou
0 -1
ST
= —(1—u*) %% (—2u)
_A(r)r*2u
o (1—wu?)?’
e para dgs3/Ou, temos:
a933 o 2
Py 2urA(r) ,

assim, o lado esquerdo da a eq.(C.5), resulta,

(C.4)

(C.6)

(C.11)

(C.12)



C.2 Para u: 79

Para o lado direito da eq.(C.5), temos que:

%gw%(ﬁc%“) = % H(j);} 2u (C.13)
(2200 tm

considerando que:
¢ (’f@j) _ dAC(l:>7’2 (1) 4 A —(1— ) (~2u0)d] . (C.15)

Sabendo que ¢ = Lg/(A(r)r*(1 —u?))?, e substituindo (C.12) e (C.14) na expressio
(C.5), obtemos:

A(T)?‘Q—(l _“u2)2u2 —ur?A(r) Ly = dA(r)r (1—u?)™

i (C.16)
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APENDICE D - Aplicacdo dos indices de
refracao na erpressao da
equagao(5.65)

Substituindo cada indice de refragio (5.66) a (5.70) na expressdo (5.65), obte-
mos as expressoes, que foram utilizadas para a geracao da trajetéria. As expressoes,

dependentes da forma de A(r), estdo descritas a seguir.

D.1 Para A(r) = n(r) = no\/1 + a/r(d)%:

(a7 L, (o) L
VIl >)<<nomy2> 4> (/T afr P Pr(o)!

amvTIWRTE_g Pr(9) ) , dnoy/1+a/r(6))
no V1+a/r(9)? a/r a(r(¢)) r)  de? or ()

@)\ [ 1000/ TT a7 0P Ly 2
(noy/1+ a/r 2)r2 do 2 Or(¢) (no/1+4a/r(¢)?)r?

(5" =
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D.2 Para A(r) = n(r) = no(1 + a/r(¢)?):

, Ly 2 dr(¢) 3
(”””“/ )(n0(1+a/7’( >>>r<¢>2) 02 no(L+ a/r(0)))2r (@)
<no<1+a/r< ) 2 \dr(e) | (m(L+a/r()?)
n01+a/r 2(r(9)) r(¢) | dg? ar(9)
( dr<¢>)_ 1a<no<1+a/r<¢>2>>< L, )
n01+a/7~ V() do 2 or(9) (no(1 + a/r(9)2)r(6)?

( d(j)) + F(r()) = 0

D.3 Para A(r) = n(r) = no(1 4+ a/r(¢)?)*:
Ly )2d2r(¢) L

(mt+er0?) (Gorrrancarmrar) 46 AT PRy
(o (A ) _ 2 Y 10| Ol oY)
(

no(1 +a/r(¢ a(r(9)) () do? or(¢)

Ly dr(¢)) [ 10A(no(1 +a/r(9)*)?) ( Ly )2
(no(1 +a/r(¢)*)?)r(¢)? do 2 Or(¢) (no(1 + a/r(¢)?)?)r()?

(") s poon =o:

D.4 Para A(r) = n(r) = ng\/1 + br(¢)2:

(noy/1+0r(9)2)r(9)? ) do®  (noy/1+ br(¢)?)?r(¢)*
(_ 1 Ano/1+ br(9)2) 2 >d2r(¢))+6(nm/1+br(¢)2)
(n0

JItor@p)  0r(9) Cr(e) ) do? or(¢)

(nov/T+ 07 ) ( L ) 7o), Le
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( L, dr(qﬁ))_ 10(noy/T+ 0r(0)?) L ar()\\
A 2 (e (noy/T+br(9)2)r(9)? do

D.5 Para A(r) = n(r) = ng(1 + br(o)?):

("0 +orle ) ( (no(1 +§f<¢> >>r2> diig '+ (nol1 + brf;m)w)‘*
( d(no(1+br(9)?) 2 >d2r<¢>)
.

n01+br or(e) (o)) de?
no<1+br<¢> ))( Ly dr<¢>) 10(no(1 + br(9)?))

or(9) (ol + U GP)GF 46 ) "2 (0
(((”0(1+b7i(;)2))r(¢)2) (d:zf))) + F(r(¢)) = 0.

Nas eqs. D.1, D.2 e D.3 temos que a > 0 e 0 <7 <= R (Onde R ¢ o raio da regido

esférica). Na eq. D3, temos que 0 < r <= R. Na eqs. D4 e D5, temos que b > 0 e
0<r<=R.
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APENDICE E - Cdlculo do escalar de

Kretschmann

E.1 Resultado do escalar de Kretschmann original

Resultado do escalar de Kretschmann com a métrica original:
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E.2 Resultado do escalar de Kretschmann dual

Para uma métrica nao degenerada, assumimos que C # 0. Desta forma, obte-

mos o escalar de Kretschmann dual por meio do método computacional. Como o K tem

um nimero muito grande, torna-se dificil de exibir, entao, para contornar a situacao,

fixamos valores para as constantes, Co, =1 C3 = Cy = C5 = 0:

K =

(4T2G%A<r>6<—iA<r>c; T 4cl4>> [1433&1@2 (%AW)Q Cl = 1433 (B2)

A(r)? (%A(T)) 2 C — 36864A(r)° (iA(r)> 2 C1" + 63488 A(r)* (%A(r)) 2 c,°

dr
d 4
C1® + 29952 (%A(r))

2

—49152(A(r)? <(%A(r)>2 C1° + 8192A(r)° (C%A(T))

d s d
r2Cy* + 14336 A(r)? <d—A(r)> rC1% — 92160A(r) (d—

r T

4
A(T)) r2C,° — 16384 A(r)?

(%A(r))g rCy° + 6144 A(r) (di

r

A(r)) 3 rC* — 43008 A(r)? <diA(r)>4 r2C,’

r
d
dr

d

4096 A(r) (- A(r))3r6’17+98560(A(r)2 <—

dr
(%A(T))4T2018 8192 (%A(r)) A(r)? (%A(@%%f + 4096 <C—2idr2A(r)>
A(r)® (%A(T)) rC® + 4096 (c—;drzA(r)) A(r)? (%A(r)) rC* — 16384
(;—;A(r)) (A(r) (diA( )) rC,7 — 16384 (;ldr2A(r)) A(r)? (diA(r)) rCy°

r

—24576 (ddr2A > <$A > r2Ci* — 89088 (%A(TJ A(r)?
(

d ? 2 d 2 4 d 6

4
A(r)> 2018 + 6912A(r)*

(gdrm(r)> A(ry? ( <7~)) 20" — 20480 <j: A(r))QA(T)STZC’lE’—i—ZSO?Q
(%A(@)l(ﬂ)%% 8 _ 14336 (:22,4( )>2A( )°r*Cy" + 25600 <522A( ))2

A(r)*r2C1° + 6144 (jTQA(r)YA( 2r20y* 4 44032 (;:2A(7~)> A(r)? (%A(@)2
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7"20177’2012 .

(E.3)
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