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Resumo

O desvio da luz, ao passar sobre uma massa gravitacional, pode ser calculado de várias

formas diferentes. Entretanto, neste trabalho, o estudo foi feito através da descrição

da trajetória do raio de luz monocromático, usando uma abordagem do meio óptico.

Inicialmente, para estabelecer essa abordagem, fez-se necessário mostrar a analogia da

equação da geodésica e a eikonal. Para obtenção desta analogia, precisou-se descre-

ver o caminho geométrico da luz por meio de formalismo métrico, permitindo, assim,

calcular a trajetória do raio de luz comparando o feixe de luz monocromático no espaço-

tempo com um raio de luz propagando em um meio óptico. Deste modo, comparando

o índice de refração com algumas con�gurações de índice de refração da lente GRIN,

possibilitando, representar de maneira genérica a de�exão da luz. A geodésica pôde

ser expressa por meio do formalismo lagrangiano, resultando em uma solução para

descrever a trajetória do raio de luz. Nesse formalismo, determinamos quantidades

conservadas não triviais por métodos analíticos e numéricos. Este método baseou-se no

cálculo de tensores Stackel-Killing (SKT), que forneceu vários procedimentos relevantes.

Palavras-Chaves: Lente GRIN, óptica geométrica, raio de luz, tensor de Killing.
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Abstract

The deviation of light, when passing over a gravitational mass, can be calculated in se-

veral di�erent ways. However, in this work, the study was made through the description

of the trajectory of the monochromatic light beam, using an optical approach. Initially,

to establish this approach, it was necessary to show the analogy of the geodesic and

eikonal equations. To obtain this analogy, it was necessary to describe the geometric

path of light by means of metric formalism, thus allowing to calculate the trajectory of

the ray of light by comparing the monochromatic light beam in spacetime with a ray

of light that propagated in an optical medium. Thus, comparing the refractive index

with some con�gurations of the refractive index of the GRIN lens, allowing to represent

in a generic way the light de�ection. The geodesic could be expressed by means of

Lagrangian formalism. The geodesic could be expressed through Hamiltonian forma-

lism. In this formalism, we determined non-trivial conserved quantities by analytical

and numerical methods. This method was based on the calculation of Stackel-Killing

tensors (SKT), which provided several relevant procedures.

Key words:: GRIN lenses, geometrical optics, light beam , Killing tensor.
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Introdução

O estudo do desvio da trajetória do raio de luz ao passar em torno da massa

gravitacional foi uma das primeiras previsões da Teoria da Relatividade Geral a ser

testada. Esse fenômeno, conhecido como de�exão da luz, acontece quando a propagação

do raio de luz de uma estrela distante sofre um desvio ao passar próximo ao Sol, de tal

maneira a alterar a posição aparente desta estrela. No entanto, o cálculo da de�exão

da luz já havia sido proposto por Newton em seu tratamento sobre a óptica. Para

Einstein, porém, essas formulações tinham limitações. Assim, o cientista elaborou

uma nova teoria para campo gravitacional, apresentada pela Relatividade Geral. Em

1911, Einstein publicou um artigo, deduzindo o cálculo de �exão da luz ao passar

por um corpo celeste. A primeira observação da de�exão da luz, foi realizada em

um observatório brasileiro em 1919. A observação desse fenômeno é complicada, pois

existem vários fatores que podem interferir a posição aparente do raio de luz antes de

chegar ao observador. Diante disso, seria interessante pensar: qual modelo análogo

podemos utilizar para representar a de�exão do raio de luz?

Nesse sentido, antes de responder a essa pergunta, é relevante iniciar os estudos

mostrando a equivalência entre as equações geodésicas nulas e a equação da óptica

geométrica (equação eikonal) em meios com índice de refração variável. As equações

diferenciais da aproximação eikonal da óptica exploram essa tal variação, fazendo um

mapeamento análogo entre as métricas de espaços curvos e índices de refração de meios

materiais e partindo do conceito do princípio de Fermat, que diz que a luz percorre

o menor caminho óptico. Este princípio admite a possibilidade do raio luminoso de-

sempenhar uma trajetória curva caso o meio de propagação seja não homogêneo. Em

contrapartida, na geometria de Riemann, o menor comprimento entre dois extremos de

uma curva é representado pela geodésica. Assim, para descrever espaços curvos, pre-

cisamos usar os aspectos matemáticos da Relatividade Geral. Sendo assim, se estabe-



Introdução 2

lece uma analogia matemática entre as trajetórias dos raios luminosos monocromáticos

nesses meios, e as trajetórias de�nidas por geodésicas nulas. Partindo dessa ideia, po-

demos determinar outros meios equivalentes que descrevem a trajetória da luz, como,

por exemplo, a lente GRIN.

A partir daí, a ideia principal é utilizar uma lente GRIN (Gradient index lenses),

para descrever a propagação do raio de luz. Esse material tem características inte-

ressantes e possui uma variação controlada do índice de refração na sua constituição.

Como o índice de refração depende do valor da distância ao longo do material, podemos

determinar uma construção equivalente a uma métrica do espaço. Assim, a lente GRIN

pode ser usada para representar de maneira análoga o efeito de re�exão da luz, desde

que seja comparada uma métrica com o índice de refração.

Como forma de organizar estruturalmente esta dissertação, no primeiro capítulo

será apresentada uma breve revisão sobre óptica geométrica e a lente GRIN. A ideia

inicial é resgatar alguns conceitos básicos do eletromagnetismo clássico, alinhando com

a óptica geométrica. Este capítulo está divido em duas seções. Na seção 1.1, fazemos

uma breve revisão da teoria do eletromagnetismo clássico. Na seção 1.2, abordamos o

as propriedades básicas da lente GRIN e a óptica geométrica.

O segundo capítulo é dedicado à Teoria da Relatividade Geral (TRG). Para o de-

senvolvimento do estudo proposto, é essencial introduzir o conceito de espaços curvos.

Então, é importante tratarmos os conceitos da Teoria da Relatividade Geral. Vamos

realizar uma breve revisão sobre a TRG, iniciando pelas ferramentas matemáticas, para

a compreensão dos formalismos que vamos apresentar durante esta dissertação. Vamos

apresentar a Teoria da Relatividade Especial, mostrando os postulados e as equações

fundamentais. Em seguida a essas apresentações, �nalmente, introduziremos a Teoria

da Relatividade Geral e a equação de Einstein.

O terceiro capítulo é a nossa motivação para usar uma métrica para descrever o

raio de luz se propagando no espaço-tempo. Assim, iniciamos o capítulo, reescrevendo

as equações de Maxwell na sua forma tensorial. Mostraremos a analogia entre o tensor

de campo eletromagnético e os meios ópticos.

No quarto capítulo, nos dedicamos a apresentar a analogia entre equação da geo-
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désica e a equação da eikonal. Por meio do formalismo matemático da RG, podemos

realizar cálculos, com o intuito de relacionar a equação da geodésica nula em métrica do

espaço curvo, por meio da óptica geométrica em meio material. Esses cálculos têm por

intuito envolver o trajeto do raio de luz sob o efeito do campo gravitacional, atuando

analogamente a um meio óptico com índice de refração variável. Esta relação acontece

quando consideramos o surgimento da métrica isotrópica (que chamamos de métrica

óptica), e a restrição A = 1/B. Assim, usando o método das geodésicas nulas, obtemos

as soluções de ângulo de de�exão.

No quinto capítulo, abordamos a trajetória do raio de luz, usando o formalismo mé-

trico. Neste sentido, buscamos construir uma solução que descreve a propagação do raio

de luz em lente GRIN, utilizando as equações das geodésicas, em vez de usar a equação

do raio. Deste modo, pudemos considerar a propagação da luz como sendo geodésica

nula. Expressamos, então, o elemento de linha em uma forma isotrópica e calculamos

o índice de refração para uma dada con�guração de lente GRIN. Neste sentido, com

base na solução encontrada, por meio dos vetores de Killing e tensores de Killing, che-

gamos em alguns aspectos interessantes, que conterão as grandezas convertidas. En�m,

comparamos o resultado com trajetórias de raios de luz em uma lente GRIN. O uso da

ferramenta computacional Maple e do pacote para cálculo tensorial(GrTensor) foram

de grande relevância para con�rmar os cálculos analíticos realizados.
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1 Óptica Geométrica e Lente
GRIN(Gradient-Index optics)

Para o estudo de uma lente de índice de gradiente variável, é muito importante

resgatar algumas propriedades do eletromagnetismo clássico e da óptica geométrica.

Este capítulo se inicia com uma breve apresentação das equações Maxwell, pois são

fundamentais para o eletromagnetismo. É de suma importância fazer uma revisão

dos princípios básicos das equações de Maxwell, pois além de descreverem fenômenos

elétricos e magnéticos, essas equações também desempenham um papel importante na

caracterização dos conceitos básicos da óptica geométrica.

1.1 Propriedades básicas do eletromagnetismo clás-

sico

Nesta seção, vamos rever alguns conceitos fundamentais do eletromagnetismo.

Para tanto, é essencial começarmos pelas equações de Maxwell. Isso se dá porque tais

conhecimentos são os pilares da teoria, bem como são fundamentais para o desenvol-

vimento da pesquisa. Essas equações fazem parte de um grupo simétrico de equações

diferenciais parciais formuladas por James Clark Maxwell. Por meio do formalismo

matemático, as formulações de Maxwell podem ser reestruturadas de várias maneiras,

sem modi�car os fenômenos físicos, como veremos no decorrer deste capítulo.
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1.1.1 Equações de Maxwell e meios dielétricos

Em meados do século XIX, James Clerk Maxwell introduziu um grupo de equa-

ções. Ficaram conhecidas como o conjunto de equações de Maxwell e descrevem os

principais fenômenos eletromagnéticos clássicos. A seguir, vamos apresentar as equa-

ções de Maxwell no seu formalismo diferencial e pontual:

∇ ·D = ρ , (1.1)

∇ ·B = 0 , (1.2)

∇× E = −∂B
∂t

, (1.3)

∇×H = J +
∂D
∂t

. (1.4)

O grupo de equações acima é descrito a seguir: Lei de Gauss (1), Lei de Gauss

do Magnetismo (2), Lei de Faraday-Lenz (3), Lei de Ampère-Maxwell (4) [1, 3]. As

grandezas vetoriais D, E, B e H de�nem o campo eletromagnético e são conhecidas

como: D a densidade de �uxo elétrico ou campo de deslocamento elétrico, E é o campo

elétrico, B é a indução magnética, H o campo magnético. Temos também, a densidade

de corrente J e a densidade de carga ρ [1,2,5,6]. A eq.(1.1) indica que as linhas de �uxo

elétrico têm como fonte ρ, isto é, a carga total contida no volume é determinada pelo

número de linhas de �uxo elétrico, e a eq.(1.2) mostra que não é possível existir polos

magnéticos isolados, ou seja, ocorrem sempre aos pares e não divergem de uma fonte

pontual. Por meio da Lei de Faraday-Lenz (1.3) [5], notamos que o �uxo de campo

magnético é variável no tempo através de uma espira, gerando um campo elétrico com

sentido rotacional e com direção oposta [5]. A Lei de Ampère-Maxwell (1.4) a�rma que

corrente elétrica induz campos magnéticos e relaciona o B com E variável no tempo [5].

Os meios dielétricos, também conhecidos como isolantes, são materiais compostos

de átomos e moléculas neutras, que tornam-se polarizados quando estão sob in�uência

do campo elétrico. As cargas atômicas sofrem mudança na posição de equilíbrio [5], ou

seja, as partículas carregadas mudam rapidamente sua posição, as cargas positivas se

deslocam no sentindo do campo e as cargas negativas no sentindo oposto. Para meios

dielétricos, isotrópicos, homogêneos e lineares, temos as relações envolvendo D com E
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e B com H, ou seja,

D = ε E , (1.5)

B = µ H , (1.6)

onde ε é a permissividade dielétrica e µ é a permeabilidade magnética do meio material

[1�3]. As relações (1.5) e (1.6), de�nem a relação entre o campos eletromagnéticos e a

óptica ondulatória, que podem ser decorrentes das equações de Maxwell. O valores para

as constantes no vácuo são: ε0 = 10−9/36π F/m e µ0 = 4π × 10−7 H/m [1]. Num meio

material dielétrico as constantes µ e ε são superiores a µ0 e ε0 [1, 2]. Outra expressão

importante, é a densidade de polarização P, dada por:

P = χε0E , (1.7)

onde χ é a susceptibilidade elétrica [1�3]. Outra equação importante é a relação que

envolve D com o P:

D = ε0E + P , (1.8)

substituindo a eq.(1.7) na eq.(1.8), obtemos:

D = ε0 E + χ ε0 E = ε0 (1 + χ)E , (1.9)

onde,

ε = ε0(1 + χ) , (1.10)

então,

D = ε0 E + χ ε0 E = ε0 (1 + χ)E = ε E . (1.11)

Nesse caso, substituindo a eq.(1.6) e eq.(1.11) nas eq.(1.1) à eq.(1.4), e considerando

meios dielétricos e no vácuo, onde, ρ = 0 e J = 0 [1], obtemos:

∇ · E = 0 , (1.12)

∇ ·H = 0 , (1.13)
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∇× E = −µ0
∂H
∂t

, (1.14)

∇×H = ε0
∂E
∂t

. (1.15)

Estas são o grupo de equações de Maxwell descrito em espaços livres. Estas equações

descrevem a atuação dos campos elétricos e magnéticos em regiões sem fontes, ou seja,

no espaço livre [1]. Estamos percebendo que, por meio do formalismo matemático,

podemos escrever as equações de Maxwell de formas diferentes.

Assim, o conjunto das equações de Maxwell são essenciais para fundamentar a teoria

do eletromagnetismo. Como visto, as equações podem se modi�car conforme a análise

em questão, ou seja, as equações podem descrever efeitos em que cargas e correntes

elétricas atuam como fontes ou sem fonte para os campos elétricos e magnéticos. Vere-

mos na próxima seção que a dedução das equações de Maxwell implicam existências de

ondas eletromagnéticas que se propagam na velocidade da luz.

1.1.2 Propagação de ondas eletromagnéticas no vácuo

As soluções das equações de Maxwell nos levam a uma gama de fenômenos

elétricos e magnéticos. Uma das principais consequências é a propagação de ondas

eletromagnéticas. Possuindo características especiais, as ondas eletromagnéticas não

precisam necessariamente de meios que forneçam suporte para a propagação, diferen-

temente das ondas mecânicas e sonoras.

Considerando a propagação de ondas eletromagnéticas no espaço livre, de modo

que, µ = µ0 e ε = ε0, utilizando as equações de Maxwell para um meio sem fonte [1,5],

vamos calcular o rotacional da eq.(1.14),

∇× (∇× E) = −µ0 ∇×
∂H
∂t

. (1.16)

Antes de continuar o cálculo, vale ressaltar que o rotacional é comutável com as

derivadas temporais [4], ou seja,

∇× ∂

∂t
=

∂

∂t
×∇ . (1.17)
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Outra de�nição importante, é a identidade vetorial. Para A, obtém-se,

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A . (1.18)

Aplicando a identidade (1.18) na eq.(1.16), obtemos:

∇(∇ · E)−∇2E = µ0
∂

∂t
(∇×H) . (1.19)

Usando a eq.(1.12) e a eq.(1.15) na eq.(1.19), obtemos, �nalmente, a equação de

onda para o campo elétrico:

∇2E = µ0ε0
∂2E
∂t2

, (1.20)

onde, a eq.(1.20) pode ser expandida, da seguinte forma:

∂2E(x)

∂x2
+
∂2E(y)

∂y2
+
∂2E(z)

∂z2
= µ0ε0

(
∂2E(x)

∂t2
+
∂2E(y)

∂t2
+
∂2E(z)

∂t2

)
. (1.21)

De maneira análoga, podemos obter a equação de ondas para o campo magnético.

Tomando o rotacional da eq.(1.15), e aplicando a identidade (1.18), obtemos:

∇2H = µ0ε0
∂2H
∂t2

, (1.22)

então,

∂2H(x)

∂x2
+
∂2H(y)

∂y2
+
∂2B(z)

∂z2
= µ0ε0

(
∂2H(x)

∂t2
+
∂2H(y)

∂t2
+
∂2H(z)

∂t2

)
. (1.23)

onde as equações (1.20) e (1.22) satisfazem a equação de Helmholtz como veremos

no decorrer desta seção. As expressões (1.21) e (1.23) representam as componentes

escalares das equações de Helmholtz das ondas eletromagnéticas. A propagação de

ondas eletromagnéticas no vácuo, ocorre por meio da indução da variação temporal

do campo elétrico e magnético. Cada componente de E e H satisfaz a equação de

onda. Vale ressaltar que, a velocidade de propagação das ondas é expressa pela equação

v = 1/
√
µε [1�3]. Para um espaço vazio, a velocidade v é igual a velocidade da luz c,
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ou seja,

c = v =
1

√
µ0ε0

= 2, 998× 108m/s ∼= 3× 108m/s . (1.24)

Isso signi�ca que a velocidade de propagação das ondas eletromagnéticas, resultante

das quantidades do eletromagnetismo, é idêntica à velocidade da luz no vácuo [2].

Essas quantidades foram obtidas por Maxwell por meio de medidas empíricas fornecidas

pela indutância e capacitância. Esses valores foram substituídos em µ e ε, obtendo,

assim uma relação entre o eletromagnetismo e a luz. Esse feito revolucionou o mundo

cientí�co, pois relacionou o eletromagnetismo com a óptica.

Ressaltando que, para obtenção das equações de onda para o campo elétrico (1.20)

e magnético (1.22), utilizamos equações de Maxwell para o meio isotrópico. Contudo,

as equações de Maxwell no vácuo devem satisfazer a equação de onda, mas, o oposto

não é verdadeiro [5].

Para veri�car, é preciso obter o resultado para campos elétrico e magnético. Con-

siderando que uma onda eletromagnética também é uma onda monocromática plana,

que possui forma senoidal de frequência angular ω que varia no tempo [4,5]. Para fazer

uma análise da onda eletromagnética, vamos considerar o campo elétrico e magnético:

E(r, t) = E(r)e−iωt (1.25)

H(r, t) = H(r)e−iωt , (1.26)

onde o campo elétrico e magnético são variáveis complexas e E(r, t) e H(r, t) são os

campos físicos, ou seja, as partes reais dos campos, sendo proporcionais a cos(ωt + φ)

em que φ é a fase dos campos elétricos e magnético [3, 4]. Substituindo a eq.(1.25) e

eq.(1.26) na eq.(1.20) e eq.(1.22), obtemos:

e−iωt(∇2E(r)) = e−iωt(ωµ0ε0E(r)) ,

∇2E(r) = −ω2µ0ε0E(r) , (1.27)

e

e−iωt(∇2H(r) = e−iωt(ωµ0ε0H(r))
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∇2H(r) = −ω2µ0ε0H(r) , (1.28)

Seja uma onda plana propagando-se em apenas uma direção, e supondo que esta

direção seja em z, tal que, z não dependa de x ou y [5]. Nessa situação, assume-se que

µ0ε0 = 1/c2 e k0 = ω
√
µ0ε0 = ω/c [3]. Assim, substituindo as condições nas equações

(1.27) e (1.28), temos que:

∇2E(z) = −
(ω
c

)2
E ,

d2E(z)

dz2
= −k20E , (1.29)

e

∇2H(z) = −
(ω
c

)2
H ,

d2H(z)

dz2
= −k20H , (1.30)

onde o parâmetro k0 é o número de onda no vácuo. As expressões (1.29) e (1.30), são

equações vetoriais de Helmholtz. Resolvendo as equações (1.29) e (1.30), obtemos:

E(z) = E0e
±ik0z , (1.31)

B(z) = B0e
±ik0z , (1.32)

levando em consideração a parte real dos campos elétricos e magnéticos, ou seja,

E(r, t) = E0cos(ωt± k0z) , (1.33)

H(r, t) = H0cos(ωt± k0z) , (1.34)

onde z é a direção de propagação de uma onda senoidal e k0 nesse caso caracteriza o

período espacial [5]. As equações (1.33) e (1.34), mostram que são funções periódicas,

com comprimento de onda λ = 2π/k0 e com frequência da onda de f = ω/2π [5].

Reescrevendo-a λ⇒ k0 = 2π/λ e f ⇒ ω = 1/2πf , substituindo o número de onda no

vácuo, obtemos:

k0 =
ω

c
⇒ λ =

c

f
, (1.35)
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ainda podemos reescrever a equação acima, de modo que:

c = λf , (1.36)

onde c nesse caso é velocidade de fase da onda, ou seja, c = v. Lembrando que λ é

inversamente proporcional a f , pois, a medida que a frequência aumenta, o comprimento

diminui e vice-versa.

Como podemos perceber, as propriedades das ondas eletromagnéticas são desenvol-

vidas completamente a partir das relações de Maxwell. Além disso, é importante frisar

que, com seus cálculos, Maxwell determinou uma relação entre as ondas eletromagné-

ticas e a óptica. Essa relação tem uma grande importância no estudo da luz, como

veremos nos próximos tópicos.

1.2 Lente GRIN e óptica geométrica

Tendo já descrito de maneira geral os fundamentos básicos da propagação das

ondas eletromagnéticas, podemos introduzir os conceitos da lente GRIN (GRIN, abre-

viatura em inglês para "Gradient index lenses") e da óptica geométrica. Inicialmente,

vamos relembrar alguns conceitos fundamentais da óptica geométrica, como, por exem-

plo, o estudo da propagação da luz, o Princípio de Fermat e a Equação eikonal.

1.2.1 Propagação do raio de luz

A luz, ao se propagar, obedece uma série de princípios, que podem ser analisados

geometricamente. Para realizar essa interpretação, vamos considerar que a luz se com-

porta como raios luminosos retilíneos, independentes entre si, com seu comprimento de

onda tendendo a zero. Assim, o raio de luz obedece alguns princípios, que são descritos

abaixo:

� a luz é entendida como raios;

� o raio percorre diferentes meios ópticos com diferentes velocidades;
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� um raio viaja de um ponto a outro em um tempo mínimo (Princípio de Fermat)

[1, 8, 12,13].

O Princípio de Fermat é muito utilizado para determinar expressões que descrevem

a trajetória dos raios em meios não homogêneos e homogêneos. Para determinar o

caminho que o raio óptico percorre de um extremo a outro, em relação à vizinhança,

utilizamos a equação variacional de Fermat [1,8,12,13]. É importante considerar que o

caminho percorrido por um raio de luz do ponto A até B é representado por meio da

equação variacional de Fermat,

δLp =

∫ B

A

n(r)ds = 0 , (1.37)

onde a lagrangiana Lp descreve o comprimento do caminho percorrido pelo raio, n é o

índice de refração e a posição é dada por r, e a trajetória do raio é representada pelo

comprimento diferencial ds [1, 8, 12,13,16].

A propagação da luz em superfícies re�etoras ou refratoras é constituída por um

sistema óptico centrado, onde os raios percorrem ângulos pequenos ao redor do eixo

óptico [2]. Nos componentes ópticos centrados, conforme um raio passa próximo do eixo

óptico, forma um pequeno ângulo de incidência com a reta normal [2]. Essa situação é

conhecida como raios paraxiais, que se fundamenta a óptica paraxial.

Vale ressaltar que a propagação da luz em meios homogêneos possui comportamento

diferente dos meios não homogêneos [1,8,12,13]. Para meios homogêneos, os raios via-

jam em linha reta e os índices de refração não têm dependência da posição r, ou seja, n é

constante. Entretanto, o índice de refração não é constante em meios não homogêneos,

pois n depende da posição, e sua trajetória pode descrever uma curva [1, 12, 13]. No

decorrer deste trabalho,investigamos a propagação de raios de luz em materiais não ho-

mógenos, que terão grande importância para a realização de interpretações geométricas

do raio de luz.
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1.2.2 Equação dos raios de luz

De acordo com princípio de Fermat, a trajetória dos raios de luz é curvilínea

em meios não homogêneos. Nesses materiais o índice de refração n está em função da

posição r. Assim, para descrever estas trajetórias, vamos considerar o caminho que

o raio óptico percorre, que é uma trajetória em termos das coordenadas cartesianas,

descrita pelas componentes x(s), y(s) e z(s). Assumindo que, o elemento de linha é

expresso por ds =
√
dx2 + dy2 + dz2, e colocando dz em evidência [1, 2, 12,13], temos:

ds = dz
√

1 + ẋ2 + ẏ2 , (1.38)

onde ẋ = dx/dz e ẏ = dy/dz. Assumindo que n esteja variando em três direções e

aplicando o cálculo variacional na eq.(1.50), temos [8]:

δ

∫ B

A

n(x, y, z)
√

1 + ẋ2 + ẏ2dz = 0 . (1.39)

sendo que,

f = n(x, y, z)
√

1 + ẋ2 + ẏ2dz. (1.40)

Note que, na eq.(1.39) ocorre uma situação da mecânica clássica, que leva às equa-

ções Euler-Lagrange [2, 8, 16]:

d

dz

(
∂f

∂ẋ

)
− ∂f

∂x
= 0 , (1.41)

d

dz

(
∂f

∂ẏ

)
− ∂f

∂y
= 0 . (1.42)

Resolvendo as derivadas da eq.(1.39), assumindo a equação paraxial do raio ds ∼= dz,

obtemos:

d

ds

(
n
dx

ds

)
=

∂n

∂x
(1.43)

d

ds

(
n
dy

ds

)
=

∂n

∂y
, (1.44)

d

ds

(
n
dz

ds

)
=

∂n

∂z
, (1.45)
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o que leva à forma geral da equação diferencial dos raios

d

ds

(
n(r)

dr

ds

)
= ∇n(r) . (1.46)

Esta equação fornece as características do trajeto percorrido por um raio de luz

monocromático, que se propaga em um meio com índice de refração dependente da

posição. Para meios homogêneos, n é constante, então a eq.(1.46) reduz para

d2r

ds2
= 0 , (1.47)

onde, a eq.(1.47) mostra que para meios meios homogêneos os raios se propagam em

linhas retas.

1.2.3 Equação eikonal

A equação eikonal é obtida a partir do limite óptico (limite entre a óptica física

e a óptica geométrica). Esse limite acontece quando o comprimento de onda é muito

pequeno λ→ 0. Neste ponto, o caráter ondulatório é desconsiderado. A solução dessa

equação expressa a trajetória de um feixe de luz.

Assumindo que, o raio de luz monocromático está se propagando de um ponto A

até B, com índice de refração variando ponto a ponto em relação ao comprimento de

onda λ, a equação de Helmholtz de onda (1.27), pode ser reescrita como [2,15]:

∇2E(r, t) +
n2(r)ω2

c2
E(r, t) = 0 . (1.48)

A função eikonal S(r) é uma função escalar real, constante, que depende da posição

r. As frentes de ondas estão contidas na função eikonal, que viajam na direção para

qual S(r) varia o mais rapidamente. Deste modo, a função S(r) está alinhada com a

direção e perpendicular às superfícies de fase constante.

Levando em consideração, a não dependência temporal da equação de onda e a

amplitude complexa, podemos expressar a eq.(1.33) da seguinte maneira [15]:

E = E0e
(ik0S(r)) , (1.49)
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onde, k0 = 2πn(r)/λ0, sendo o λ0 de�nido como o comprimento de onda no vácuo.

Substituindo a eq.(1.49) na eq.(1.48), obtemos:

∇2 [E0 exp(ik0S(r))] +
n2(r)ω2

c2
[E0 exp(ik0S(r))] = 0 , (1.50)

substituindo a velocidade da luz c = ω/k0 na eq.(1.50), obtêm-se [15]:

1

k20
∇2 [E0(r) exp(ik0S(r))] + n2(r)E0 exp(ik0S(r)) = 0 , (1.51)

calculando o gradiente da componente x e tomando seu Laplaciano, obtêm-se [15]:

∇.∇[E0x(r) exp(ik0S(r))] = (∇2E0x − k20E0x[∇S(r)] + ik0E0x (1.52)

[∇2S(r)] + 2ik0∇E0x(r)[∇S(r)e(ik0S(r))] ,

combinando componentes do vetor E0(r), a eq.(1.52) pode ser expressa como [15]:

∇2[E0 exp(ik0S(r))] = (∇2E0(r)− k20E0[∇S(r)][∇S(r)]

+ ik0E0[∇2S(r)] + 2ik0[ x̂[∇E0x∇S(r)]

+ ŷ[∇E0y∇S(r)] + ẑ [E0z∇S(r)]]) exp(ik0S(r)) . (1.53)

Logo após calcular o Laplaciano, reorganizando a eq.(1.53), temos que:

[∇S(r).∇S(r)− n2(r)]E0(r) =
∇2E0(r)

k20
+

i

k0
∇2S(r) +

2i

k0
x∇E0x(r)

. ∇S(r) +
2i

k0
y∇E0y(r)∇S(r) +

2i

k0
z∇E0z(r)∇S(r) . (1.54)

Neste ponto, é preciso considerar o limite óptico, ou seja, λ0 → 0. Portanto, como k0

depende do λ0, podemos desprezar todo lado direito. Assim, a eq.(1.54), é expressa [15]:

[∇S(r)].[∇S(r)] = n2(r) . (1.55)

A eq.(1.54), pode ser reescrita em termos das componentes das coordenadas carte-

sianas, ou seja [15],
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|∇S|2 =

(
∂S

∂x

)2

+

(
∂S

∂y

)2

+

(
∂S

∂z

)2

= n2 . (1.56)

1.2.4 Lente GRIN

A lente do índice de gradiente (GRIN) é um material não homogêneo com índice

de refração variável, diferente da lente tradicional. Podemos encontrar exemplos dessas

lentes na natureza, tais como: o olho humano, miragem, etc. Elas são formadas por

múltiplas folhas de fase nas superfícies planas de entrada e saída dos raios, favorecendo

combinações de alguns componentes ópticos [11]. Em um material GRIN, os raios

percorrem trajetórias curvas, ou seja, a mídia GRIN modi�ca a propagação dos raios [14,

16]. A propagação de vários feixes nesse meio material pode ser estudada utilizando a

abordagem da Transformação de Fourier, assumindo uma aproximação óptica especí�ca

[11]. Essencialmente, três tipos de índice de gradientes básicos foram estudados, a saber:

axial, radial e esférica [14].

O primeiro pesquisador a descrever uma lente com simetria esférica e com meios

não homogêneos foi Maxwell, em 1854 [14]. Ela �cou conhecida como o "olho de peixe

de Maxwell". Em 1905, com a técnica de imersão, o pesquisador Wood produziu uma

lente cilíndrica de gelatina que variava seu índice de refração. Com uma simetria axial,

a lente de Wood possuía um comportamento convergente ou divergente, dependendo

da relação da variação do índice de refração e da posição r [14]. Luneburg, em 1964,

descreveu a propagação de feixes de raios em meios não homogêneos, e também estudou

a propagação dos raios de luz em lente GRIN. Após as descobertas sobre esse materiais,

vários cientistas se voltaram para encontrar novos métodos e técnicas para a fabricação

desse material. [14].

O processo de fabricação da lente GRIN, pode ser realizado por vários métodos

diferentes. No entanto, a técnica mais utilizada é de difusão de íons [11, 14]. Esse

processo acontece quando o vidro é levado para um banho de sal que dura várias horas.

Como resultado da difusão, as partículas de íons de sódio se movimentam na superfície

do vidro. Assim, desloca-se de uma região mais concentrada para um meio menos
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concentrado, formando as múltiplas folhas de fase, gerando a lente GRIN [11,14].

Inicialmente vamos determinar o índice de refração variável em coordenadas carte-

sianas, e em um meio não homogêneo. A equação variacional da integral da trajetória

do raio de luz monocromático é [14]:

δS =

∫ z

z0

Ldz , (1.57)

com

L(x, y, ẋ, ẏ; z) = n(x, y, z)
√

1 + ẋ2 + ẏ2 , (1.58)

onde a derivada ẋ é em relação a z. Substituindo a Lagrangiana (1.58) na eq.(1.57),

obtemos [14]:

d

dz

[
nẋ√

1 + ẋ2 + ẏ2

]
=
√

1 + ẋ2 + ẏ2
∂n

∂x
(1.59)

d

dz

[
nẏ√

1 + ẋ2 + ẏ2

]
=
√

1 + ẋ2 + ẏ2
∂n

∂y
. (1.60)

podemos reescrever as equações (1.59) e (1.60) de tal forma que [14]:

� Para eq.(1.59)

nẍ = (1 + ẋ2 + ẏ2)

(
∂n

∂x
− ẋ∂n

∂z

)
(1.61)

nẍ

(1 + ẋ2 + ˙y2)
=

(
∂n

∂x
− ẋ∂n

∂z

)
, (1.62)

� Para eq.(1.60), temos

nÿ = (1 + ẋ2 + ẏ2)

(
∂n

∂y
− ẏ ∂n

∂z

)
(1.63)

nÿ

(1 + ẋ2 + ẏ2)
=

(
∂n

∂y
− ẏ ∂n

∂z

)
. (1.64)

Considerando as quantidades [14],

cosα =
nẋ

(1 + ẋ2 + ˙y2) ,
(1.65)
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cos β =
ẏ

(1 + ẋ2 + ẏ2)
, (1.66)

cos γ =
1

(1 + ẋ2 + ẏ2)
, (1.67)

assumindo que, p = n cosα, q = n cos β e l = n cos γ, então, ẋ = −∂l/∂p e ẏ = −∂l/∂q.
Substituindo p, q e l nas equações (1.65), obtemos como resultados as equações canônicas

[14]. Para uma Lente GRIN, temos que: ∂n/∂z = 0, assim, se l = 0, então, l é constante

[14]. Desse modo, foi preciso usar outra ferramenta matemática para encontrar uma

solução para o n. Expandindo soluções em série MacLaurin [14] e, considerando meios

dielétricos, em que a propagação ocorre ao longo do eixo z, x = y = 0. O índice para a

lente GRIN, é [14]:

n(x, y, z) = n0(z)

[
1± a(z)

2

(
x2 + y2

)]
, (1.68)

onde a(z) é uma função para a lente GRIN [14].

A lente GRIN, possui um índice de refração n, que pode ser reformulado de acordo

com a coordenada a ser analisada. [15�17]. Para um comprimento do arco de um

gradiente esférico, o índice está em função das coordenadas r, θ e φ, ou seja, n =

n(r, θ, φ). No entanto, para a lente GRIN em coordenada esférica, o índice varia para

fora do eixo óptico [17]. Assim, n é puramente radial, isto é, n = n(r, θ, φ) = n = n(r).

A lente GRIN têm varias aplicações nas mais diferentes áreas. Neste caso, é inte-

ressante ressaltar que a propagação dos raios de luz pode seguir uma trajetória curva.

Devido a essa situação, podemos utilizar as geodésicas para descrever a propagação da

luz, como veremos no capítulo 5. Assim, podemos fazer uma analogia entre a equa-

ção eikonal e a geodésica, como mostraremos no capítulo 4. Porém, para mostrar essa

equivalência, primeiramente precisamos introduzir o conceito de espaços curvos. Assim,

é essencial introduzir o conceito da Relatividade Geral, para compreender a ideia de

espaços curvos. Com essa ideia, podemos considerar a equivalência do fenômeno de

re�exão da luz com a lente GRIN, como mostram as �guras a seguir
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Figura 1: De�exão da luz. Fonte: O autor (2019).

Figura 2: Trajetória do raio de luz em uma lente GRIN. Fonte: O autor (2019).
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2 Teoria da Relatividade Geral

Neste capítulo, vamos introduzir os conceitos básicos da Teoria da gravitação de

Einstein, conhecida como Teoria da Relatividade Geral (TRG). Formada por um con-

junto de hipóteses, a Teoria da Relatividade Geral descreve as propriedades geométricas

do espaço-tempo, uni�cando a Teoria da Relatividade Especial (TRE) e a gravidade.

Para o desenvolvimento do nosso estudo, inicialmente, vamos abordar algumas proprie-

dades matemática da TRG, e alguns conceitos da TRE, assim, introduzir os princípios

da TRG.

2.1 A matemática da Teoria da Relatividade Geral

Na Relatividade Geral, o tratamento matemático tem base nos conceitos da ge-

ometria diferencial. Para descrever o espaço-tempo curvo, vamos usar o conceito de

variedade. Podemos de�nir uma variedade M como um espaço topológico que local-

mente é parecido com o R4 [20, 37]. Se U é subconjunto aberto em que U ⊂ M , tal

que, M = Rm, com cada ponto p ⊂ U tem-se p = φ(p) = (φ0, φ1...φm−1), com uma

vizinhança homeomór�ca, ou seja, φ : U → φ(U). Considerando um ponto p ∈ M e

as coordenadas locais φµ ∈ M4: seja um atlas máximo A de classe Ck em M é uma

variedade diferenciável, seM é um espaço topológico de Hausdor� com base enumerável.
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2.1.1 Vetores e tensores

Na Teoria da Relatividade Geral, as equações matemáticas das leis físicas devem

ser invariantes sob uma transformação de coordenadas arbitrária, como veremos mais

adiante. Devido ao cumprimento desta condição, a Relavidade Geral é formulada utili-

zando a linguagem tensorial. Sendo objetos geométricos, os tensores são representados

numericamente, e não dependem do sistema de coordenadas. De modo geral, estes obje-

tos são generalizações dos vetores, covetores (vetores cotangentes), operadores lineares

e forma bilinear. Estas entidades geométricas são caracterizadas por um posto, rank

ou ordem, que é um número real positivo.

Estamos familiarizados com a de�nição de vetores. Vistos como grandezas mate-

máticas, os vetores são representandos por um sentido, direção e módulo. No entanto,

iremos apresentar o conceito de vetores a partir de derivada direcional.

Considerando uma curva parametrizada γ(λ) : R→M . Se esta curva passa por um

ponto p tal que, p ∈M , existe uma função f de�nida no espaço M , em que M ⊃ γ(λ).

Uma aplicação de f : M → R é diferenciável em M , quando f é derivável em todos os

pontos, ou seja, podemos de�nir um operador de derivadas direcionais [18,30]

d

dλ
=
dxµ

dλ

∂

∂xµ
, (2.1)

que mapeia todos os pontos ao longo da curva.

De modo geral, todas as curvas que passam por um ponto p, estão relacionadas

com as derivadas direcionais, formando um espaço vetorial em p. Este espaço vetorial

é conhecido como espaço tangente Tp [18, 19, 30]. Assim como um operador derivada

direcional, os vetores V mapeiam funções em um número real. Desta forma, podemos

de�nir que V = d/dλ, tal que, V : f → R. As derivadas parciais (∂µ ou ∂/∂xµ) podem

ser consideradas como elementos de base coordenada no espaço tangente, de acordo

com a eq.(2.1) ∂µ ≡ eµ. Se V ∈ Tp, então podemos expressar como [18]:

V = V µeµ , (2.2)
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onde V é chamado de vetor contravariante, V µ = dxµ/dλ é a componente e eµ = ∂µ

é a base vetorial [18, 19]. Realizando uma transformação de coordenadas µ → µ′, na

eq.(2.2). Pela regra da cadeia obtemos [18,30]:

∂µ′ =
∂xµ

∂xµ′
∂µ , (2.3)

então, obtemos novos vetores de base. Isto mostra que o V não depende do sistema de

coordenada, então a transformação é invariante [18, 39],

V = V µ ∂

∂xµ
= V µ′ ∂x

µ

∂xµ′
∂µ , (2.4)

logo, a transformada é

V µ′ =
∂xµ′

∂xµ
V µ . (2.5)

Existe um espaço vetorial dual para Tp chamado de espaço cotangente, denotado

como T ∗p . Um elemento ω é uma função linear de Tp, ou seja, ω : Tp → R. Podemos

considerar ω um vetor cotangente(ou vetor covariante), de�nido como 1− forma [18].

De�nidos os conceitos de V, Tp e T ∗p , podemos introduzir a noção de tensores.

Estruturas multilineares, os tensores T transformam vetores em número real. Seja um

tensor T de tipo (l, k) tal que, l é componente do T ∗p e k componente do Tp, a aplicação

multilinear é [18]:

T : T ∗p × ...× T ∗p︸ ︷︷ ︸
l−vezes

×Tp × ...× Tp︸ ︷︷ ︸
k−vezes

→ R . (2.6)

Considerando um tensor arbitrário T de posto (a, b), escrito na forma [18,39]

T = T µ1 ...µlν2 ...νk
∂

∂xµ1
⊗ ...⊗ ∂

∂xµl
⊗ dxν1 ⊗ ...⊗ dxνk , (2.7)
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as componentes do tensor T se transformam na forma contravariante como [18,21]:

T µ
′
1 ...µ

′
l =

∂xµ
′
1

∂xµ1
...
∂xµ

′
l

∂xµl
T µ1 ...µl , (2.8)

na forma covariante [21],

Tν′1 ...ν′k =
∂xν1

∂xν
′
1
...
∂xνk

∂xν
′
k

T ν1 ...νk , (2.9)

e no caso mais geral, conhecido como tensor misto que possui ambos índices, se trans-

forma [18,39]

T µ
′
1 ...µ

′
l
ν′1 ...ν

′
k

=
∂xµ

′
1

∂xµ1
...
∂xµ

′
l

∂xµl
∂xν1

∂xν
′
1
...
∂xνk

∂xν
′
k

T µ1 ...µlν1 ...νk , (2.10)

obedecendo a lei de transformação, válida para qualquer sistema de coordenadas. Re-

sumidamente, podemos construir tensores a partir dos espaços tangente e cotangente

no ponto p. Os vetores, por exemplo, são tensores de posto (1, 0), já os escalares são

de posto (0, 0), e os tensores superiores são de ordem (m,n).

2.1.2 Geometria Riemanniana

Uma variedade arbitrária não determina a priori a variação de objetos geométri-

cos de um ponto a outro, ou seja, não mede o comprimento de uma curva por exemplo.

Diante deste procedimento vamos acrescentar uma geometria à variedade. A geometria

Riemanniana envolve o produto interno sobre Tp, que varia suavemente a cada ponto.

Isso permite de�nir diversas noções métricas, como de comprimento de curvas, ângulos,

curvatura, entre outras grandezas.

Inicialmente, vamos considerar o produto interno de uma métrica Riemanniana gp

em Mp. Este produto interno é de�nido como um mapa bilinear simétrico <,>: Tp ×
TP → R [18]. Assumindo um sistema de coordenadas locais e dois vetores arbitrários

U e V pertencentes ao espaço tangente. Temos que [22],

gp(U,V) = gµνU
µV ν , (2.11)

onde gµν é chamado de tensor métrico. Os componentes de gµν em uma base arbitrária



2.1 A matemática da Teoria da Relatividade Geral 24

eµ são [22]

gµν = gνµ =< eµ, eν > . (2.12)

Quando um espaço é considerado métrico é possível de�nir a distância de uma

curva [39]. A distância in�nitesimal entre dois pontos é

ds2 = gµνdx
µdxν . (2.13)

Precisamos destacar algumas propriedades importantes do tensor métrico. A pri-

meira de�nição é a norma do vetor. A norma de um vetor contravariante é de�nida

como,

V 2 = g(V, V ) = gµνV
µV ν , (2.14)

onde o resultando é um número real que equivale ao comprimento desse vetor. Outra

propriedade importante que vale ressaltar, é a matriz inversa de gµν . Dada pelo tensor

gµν . Se considerar gµν como uma matriz, g = det(gµν) e cofator ∆µν = gµν [18, 22, 39],

então gµν é dado como

gµν =
∆µν

g
, (2.15)

consequentemente obtemos a seguinte relação tensorial:

gµνgνλ = δλµ . (2.16)

onde δµν é chamado delta de Kronecker1 δµν . Ação dos tensores gµν e gµν é abaixar e

levantar índices, ou seja,

T µν = gµρT νρ , (2.17)

e

Tµν = gµρT
ρ
ν , (2.18)

1δµν=1 se µ = ν ou 0 se µ 6= ν.
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onde o tensor métrico gµν é usado para manipular tensores ordinários.

2.1.3 Derivada covariante

Como visto na seção anterior, foram atribuídos dados geométricos às variedades,

por meio de uma métrica riemanniana. Sendo assim, podemos introduzir algumas

características usando o trasporte paralelo. Em um espaço riemanniano o transporte

paralelo tem função de trasportar paralelamente um vetor de um ponto ao outro da

curva em uma variedade. No decorrer deste processo, o ângulo formado pelo vetor

tangente e a curva permanece constante.

Em espaços curvos, o transporte paralelo pode de�nir a diferença entre dois vetores

tangentes separados em uma curva [27]. Para esta situação é preciso deslocar um

vetor até o outro e, assim, calcular a diferença entre eles [27]. O movimento paralelo

do vetor é fornecido por uma derivada covariante ∇α. Considerando que o vetor Vµ

está sendo trasportado in�nitesimalmente de um ponto (xα) até o ponto (xα + dxα)

de uma curva. A variação de um vetor, sobre a coordenada (xα), equivale a: dV µ =

V µ(xα + dxα)− V µ(xα) = d((∂xµ/∂xν)V ν). Obtemos pela regra da cadeia [18,27,30]

dV µ = d

(
∂xµ

∂xν

)
V ν +

∂xµ

∂xν
dV ν . (2.19)

Pela regra da transformação obtemos [18,27,30]:

dV ′µ =
∂2x′µ

∂xν∂xα
V νdxα +

∂x′µ

∂xν
dV ν , (2.20)

o Vµ não se transforma como um vetor. Para contornar essa situação, precisamos

determinar [18, 27,30],

(∇αV
µ)dxα = V µ(xα + dxα)− (V µ + δV µ) , (2.21)

tal que,

δV µ ≡ −Γµαλdx
αV λ , (2.22)

onde Γµαλ é conhecido como conexão a�m ou símbolos de Christo�ell. Esta conexão,
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contém informações sobre a geometria local [27,28]. O Γµαλ é de�nido como:

Γλαµ =
1

2
gνλ(∂αgνµ + ∂µgαν − ∂νgαµ) . (2.23)

Então aplicando o diferencial na eq.(2.21), obtemos a derivada contravariante

∇αV
µ = ∂αV

µ + ΓµαλV
λ . (2.24)

Para que a eq.(2.24) realmente seja um tensor, basta fazer a transformação de coorde-

nada [18]. Inicialmente, vamos considerar a lei de transformação,∇α′V µ′ = X,α
′
α X,

µ′
µ ∇αV

µ.

Aplicando esta transformação na derivada ∇µ
α, então

∇α′V µ′ = ∂α′V µ′ + Γµ
′

α′λ′

∂xα

∂xα′

∂xµ

∂xµ′
∇αV

µ =
∂xα

∂xα′

∂xµ

∂xµ′
∂αV

µ +
∂2xµ

′

∂xµ∂xα
∂xα

∂xα′ V
µ (2.25)

+ Γα
′

λ′α′
∂xλ

′

∂xλ
V λ ,

substituindo a eq.(2.24) na expressão(2.25), podemos obter a lei de transformação para

conexão,

Γ′µλα =
∂xα

∂xα′

∂xµ
′

∂xµ
∂xλ

∂xλ′
Γµαν −

∂xα

∂xα′

∂xλ

∂xλ′
∂2xµ

′

∂xαxλ
. (2.26)

O símbolo de Christo�el perante a lei de transformação nos mostra que não é um

tensor [18].

Como visto no começo da seção, a derivada de um vetor não é invariante sob

transformação. Para contornar a situação foi utilizado o transporte paralelo. No

entanto, as derivadas simples do escalar se transformam como um tensor, ou seja,

∂µ′φ
′(x′) = X,µ

′
ν ∂νφ(x) [18]. Deste modo, vamos de�nir a derivada covariante de um

escalar (∇µφ(x) = ∂µφ(x)). Então a derivada a covariante é de�nida como:

∇µAν = ∇µAµ − ΓλµνAλ . (2.27)

Tendo de�nido a derivada covariante, podemos generalizar para os tensores,

∇µT
ν ...ρ

λ...τ ≡ ∂µT
ν ...ρ

λ...τ (2.28)
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= ∂µT
ν ...ρ

λ...τ + ΓνµηT
η...ρ

λ...τ + ...+ ΓνµηT
η...ρ

λ...τ (2.29)

− ΓνµηT
η...ρ

λ...τ − ...− ΓνµηT
η...ρ

λ...τ .

2.1.4 Equação da geodésica

Uma vez apresentada a de�nição do trasporte paralelo, podemos expor uma

aplicação muito importante na Relatividade Geral, a equação geodésica. As geodésicas

são uma classe de curvas que minimizam a distância entre dois pontos no espaço [16].

Considerando o trasporte paralelo de um vetor V tangente ao longo de si mesmo, ou

seja, a sua variação obedece a expressão

∇VV = 0 . (2.30)

Considerando inicialmente, um vetor V sendo trasportado paralelamente ao longo

da curva geodésica γ(λ). A curva γ(λ) ∈ M , onde localmente a geodésica de�ne uma

extensão de �linha reta�. A eq.(2.30) obedece a regra

dV µ

dλ
+ ΓµνρV

νV ρ = 0 . (2.31)

Assim, podemos obter algumas informações sobre as geodésicas, quando reescreve-

mos a eq.(2.31) em termos de uma base coordenada (xµ) [18,26,27,30]. Antes de obter

essas informações, precisamos de�nir as componentes do vetor tangente V µ = dxµ/dλ.

Então temos [18,26,27,30]:

d2xµ

dλ2
+ Γµνρ

dxν

dλ

dxρ

dλ
= 0 , (2.32)

essa equação é de�nida como equação da geodésica, onde Γ depende somente da métrica

adotada.

A geodésica na Relatividade Geral pode determinar a trajetória de uma partícula

pontual livre. Para expressar esta trajetória, porém, é preciso conhecer a métrica do

espaço-tempo, como veremos no decorrer deste trabalho.
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2.1.5 Tensor de curvatura

O objeto geométrico que tem a �nalidade de descrever a curvatura intrínseca

do espaço é chamado de tensor de curvatura ou tensor de Riemann. Na Relatividade

Geral, esse objeto é muito importante, pois caracteriza a curvatura do espaço-tempo.

Esse tensor, juntamente com o transporte paralelo e a derivada covariante, é utilizado

para de�nir a curvatura intrínseca do espaço.

Assumindo uma geodésica nula como uma curvatura fechada, e considerando a

metricidade da conexão ∇ρgµν = 0: supondo que, um vetor qualquer é transportado

paralelamente de um ponto a outro de uma curva fechada [18,23,26,48]. Se o transporte

inverso desse vetor, não é necessariamente paralelo ao inicial, essa variação é medida

pelo tensor de Riemann. Portanto, podemos de�nir o tensor de curvatura,

[∇µ,∇ν ]V
β = ∇µ∇νV

β −∇ν∇µV
β = Rβ

ρµνV
ρ . (2.33)

Podemos observar que os índices da derivada covariante não permutam. Expandindo,

temos [22]:

Rβ
ρµν ≡ ∂µΓβρν − ∂νΓβρµ + ΓβαµΓαρν − ΓβανΓ

α
ρµ . (2.34)

Como estamos percebendo, o tensor de curvatura está em função dos coe�cientes

da conexão a�m. Para ser considerado um espaço curvo, pelo menos um ponto do

espaço não deve ser nulo. Se o tensor zerar, então a variedade é plana. O tensor de

curvatura apresenta algumas propriedades que são relevantes para a Relatividade Geral,

como [26,39]:

� Propriedade de simetria,

Rβ
µνρ = Rν

ρβµ , (2.35)

Rβ
µνρ = −Rβ

νµρ , (2.36)

Rβ
νµρ = −Rµ

βνρ , (2.37)

Rβ
µνρ +Rβ

ρµν +Rβ
νρµ = 0 . (2.38)
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� O tensor de Ricci,

Rµν = Rρ
ρµν = gρβRρβµν , (2.39)

formado pela contração do tensor de curvatura.

� Escalar de curvatura,

R = gµνRµν . (2.40)

� Identidades de Bianchi que está relacionadas às derivadas covariantes,

∇µR
ν
ρβη +∇ηR

ν
ρµβ +∇βR

ν
ρηµ = 0 . (2.41)

Multiplicando a expressão (2.41) por gνβ, obtemos a seguinte relação [26],

∇µRρη +∇ηRρµ +∇βR
β
ρηµ = 0 , (2.42)

podemos ainda contrair os índices usando gρη, resultando em

∇µ − 2∇ηR
η
µ = 0 (2.43)

∇µGµν = 0 , (2.44)

em que [26],

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR , (2.45)

é chamado de Tensor de Einstein, que depende somente de gµν . Este tensor simétrico

tem um papel muito importante na Relatividade Geral, como veremos na próxima seção.

2.2 Teoria da Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Especial (ou Restrita), proposta por Einstein, pesquisa

o comportamento das leis da natureza aplicada em diferentes referenciais inerciais com

movimento relativo. Vale acrescentar que uma parte dessa teoria já estava elaborada
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pelo físico, matemático e astrônomo Galileu Galilei. Através das suas observações com

relação ao movimento da Terra, provou-se que a visão geocêntrica estava errada, ou seja,

a Terra não era um referencial absoluto e imóvel. Galileu foi mais além e introduziu o

princípio da relatividade, ao observar que, para descrever o movimento de uma partícula

é preciso adotar um ponto de referência. Segundo o princípio da relatividade de Galileu,

as Leis da mecânica são invariantes para qualquer referencial inercial [23, 32,39].

Einstein, em 1905, publicou a Teoria da Relatividade Especial(TRE), baseada em

observações empíricas, apresentando dois postulados:

(i) As leis físicas mantêm a mesma forma independente do referencial inercial adotado;

(ii) A velocidade da luz c no vácuo é mesma para qualquer referencial inercial.

Os postulados são conhecidos como: (i) Princípio da Relatividade; (ii) Princípio da

Constância da Velocidade da Luz. Note que, o postulado (i) é generalizado do Princípio

da Relatividade de Galileu.

2.2.1 Espaço de Minkowski e as transformações de Lorentz

Quando estudamos a mecânica newtoniana, consideramos o espaço tridimen-

sional e o tempo independente. Para Newton, o espaço absoluto era visto como um

espaço imóvel (como se fosse um palco contendo todos os objetos), onde aconteciam

todos os fenômenos físicos. Newton acreditava que tempo absoluto �uía uniformemente

para qualquer acontecimento físico [23, 24]. Com a física moderna as ideias de Newton

foram substituídas pela ideia da Teoria Relatividade Especial (TRE) de Einstein. Na

TRE, o espaço é combinado com o tempo, formando uma quantidade quadrimensional

para representar uma estrutura conhecida como espaço-tempo de Minkowski. Formal-

mente, o espaço-tempo de Minkowski (ou métrica de Minkowski) também conhecido

como espaço pseudo-euclidiano, não degenerada1, com uma forma bilinear simétrica,2

e com assinatura métrica3 (+−−−) ou (+ + +−) [25, 26].

1Métrica não degenerada possui determinante diferente de 0.
2A forma bilinar de�nida no espaço vetorial, é um tensor do tipo(0,2).
3Assinatura da métrica está relacionada com o sinal do produto interno de Minkowski.
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Um ponto ou acontecimento, no espaço-tempo, é chamado de evento. Cada evento

tem quatro componentes xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, xi). Considerando que, os eventos

A e B, estejam em um intervalo do espaço-tempo, expresso em coordenadas cartesianas.

Assim, o elemento de linha ds2 pode ser escrito como [25,29]:

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 , (2.46)

onde c é a velocidade da luz. Os intervalos do espaço-tempo podem ser positivos,

negativos ou nulos [29, 29], ou seja, tipo tempo ds2 > 0, tipo espaço ds2 < 0 e tipo luz

ds2 = 0. A métrica pode ser representada de forma compacta, ou seja,

ds2 = ηµνdx
µdxν , (2.47)

e os componentes do tensor métrico de Minkowski na forma matricial é [25,31]:

ηµν =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

 . (2.48)

Minkowski introduziu o conceito de tempo próprio (τ), ao considerar a medida feita

pelo relógio que se move em relação a um referencial inercial. Por exemplo, supondo que

um relógio esteja se movendo junto com um referencial A em relação a um referencial

em repouso B. O tempo gasto medido do relógio que está se movendo, é [25,32,34]:

dτ 2 =
1

c2
ds2

dτ =

[
1

c2
(−c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2)

] 1
2

dτ =

√
1− v2

c2
dt = γdt , (2.49)

onde γ =
√

1− v2/c2.

Considerando que o intervalo (2.47) se mostra invariante numa transformação de
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mudança de coordenada, devemos considerar a transformação da seguinte forma [30]:

xµ → xµ
′
= Λµ′

ν x
ν , (2.50)

onde as componentes do tensor Λµ′
ν , podem ser invariantes através da expressão η =

ΛTηΛ (conhecidas como transformações de Lorentz) [26]. Precisamos certi�car que

essas transformadas preservam o segundo postulado de Einstein. Então o intervalo

(2.47) tem que atender a esta condição

ηµνx
µxν = ηµ′ν′x

µ′xν
′
. (2.51)

substituindo a eq.(2.50) na eq.(2.51), temos:

ηµνx
µxν = ηµ′ν′Λ

µ′

τ x
µ′Λν′

ρ x
ν′

ηµν = ηµ′ν′Λ
µ′

τ Λν′

ρ . (2.52)

Uma transformação interessante é a transformação rotacional que envolve uma di-

mensão espacial e outra temporal. Nesse caso, no plano y e z não há movimento, a

rotação envolve x− t, sendo assim [25,39],

Λµ′

µ =


coshφ sinhφ 0 0

sinhφ coshφ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (2.53)

a partir dessa transformação podemos obter as relações da transformação4,

t′ = t coshφ− x sinhφ ; y′ = y ; (2.54)

x′ = −tsinhφ+ xcoshφ ; z′ = z . (2.55)

Vamos resolver para ponto de origem x′ = 0. Para encontrar a velocidade, então:

dx coshφ = dt sinhφ⇒ v =
x

t
=
sinhφ

coshφ
= tanhφ , (2.56)

4considerando c=1.
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se considerar φ = arctanh ∗ v, chegamos nas transformações [25]:

t′ = γ(t− vx); x′ = γ(x− vt) ; (2.57)

y′ = y; z′ = z , (2.58)

essas são as tranformações de Lorentz na forma convencional.

2.3 Teoria da Relatividade Geral

A noção do movimento de uma partícula, baseada na Relatividade restrita, como

apresentado anteriormente, se aplica em referenciais inerciais, com ausência de campos

gravitacionais. Assim, foi necessário introduzir uma nova teoria que fosse capaz de con-

siderar a gravidade. Em meados de 1916, Albert Einstein publicou um artigo que incluía

os campos gravitacionais. Esta teoria conhecida como Teoria da Relatividade (TRG),

baseada em alguns postulados que modi�cam consideravelmente o espaço-tempo, gene-

ralizando a relatividade restrita e o campo gravitacional. A TRG descreve a gravidade

com propriedades geométricas, ou seja, efeitos gravitacionais são descritos em termos

da curvatura do espaço-tempo com matéria e energia.

Antes de expor os postulados da TRG, vale ressaltar algumas das ideias propostas

por Mach, que teve uma participação importante na formulação da Relatividade Geral,

apresentadas como Princípio de Mach [22,25,26,39]:

� a distribuição de matéria determina a geometria do Universo;

� se não há matéria, não há geometria;

� o corpo em um Universo vazio não possui propriedades inerciais.

As ideias de Mach tiveram uma grande in�uência para Einstein. O postulados que

rege a Relatividade Geral são:

� O Princípio da Equivalência;

� O Princípio da Covariância Generalizada;
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� A validade das Equações de Campo de Einstein.

O princípio da equivalência, é uma generalização da mecânica Newtoniana [39,55].

Considerando que, a massa inercial mi e a massa gravitacional mg são equivalentes, ou

seja,

mi = mg . (2.59)

A aceleração da gravidade se ajusta de acordo com a massa dos corpos, ou seja,

corpos massivos distorcem a gravidade [25]. Um fato interessante é sobre o desvio da luz,

como veremos no capítulo 4. Quando os raios de luz passam próximos a corpos maciços

sofrem um desvio causado pela distorção do espaço-tempo. O princípio da equivalência

mostra que,�localmente, o comportamento da matéria num referencial acelerado não

pode ser distinguido de seu comportamento em um campo gravitacional correspondente�

[22].

As leis físicas devem ser escritas em termos das equações tensoriais segundo o Prin-

cípio da Covariância Generalizada. Em outras palavras, em uma transformação de

coordenadas as formas de equações são invariantes.

2.3.1 Equação de Einstein

As equações de campo de Einstein evidenciam a teoria da equivalência da TRG.

Estas equações, caracterizam, o campo gravitacional como uma propriedade geomé-

trica, que se relaciona à curvatura do espaço-tempo causada pela matéria e energia.

A gravidade é descrita pelo tensor de energia-momento T µν (ou Tµν), que contém a

densidade e a pressão da matéria,que pode ser representada como: o �uxo de densidade

de energia é T 00; o �uxo de momento T 0i; T ij são as forças que os elementos exercem

em outras partículas próximas [26,33,36].

O tensor energia-momento resulta em 10 equações independentes, pois é um ten-

sor simétrico 4 × 4, ou seja, T µν = T νµ. O T µν , pode reduzir para 6 componentes,

dependendo da escolha das coordenadas do espaço-tempo. Este tensor possui algumas

propriedades geométricas, entre elas a conservação da energia, satisfazendo, assim, a
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equação da continuidade, ou seja, ∇µT
µν = 0 .

Vale considerar que o Tensor de Einstein se conserva pela identidade de Bianchi

Gµν = 0. De um lado, a curvatura do espaço-tempo depende da intensidade da matéria

e energia, de outro, o tensor de curvatura é proporcional ao tensor de Einstein [26].

Então, podemos relacionar Gµν com o Tµν , ou seja,

Gµν = kTµν , (2.60)

onde a constante de proporcionalidade é k, conhecida como constante de acoplamento

[26, 33, 36]. O k é resultante do princípio da correspondência, uma vez que a equação

(2.60) deve ser reduzida para equação de Poisson no limite não-relativístico, ou seja,

deve se reduzir as equações de Newton. A constante k vale, então [26,37],

k =
8πG

c4
, (2.61)

onde G é a constante gravitacional de Newton e c a velocidade da luz. Substituindo a

eq.(2.61) na eq.(2.60), podemos reescrever a eq.(2.45), da seguinte forma:

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (2.62)

Considerando c = 1, as equações de campo de Einstein têm forma:

Rµν −
1

2
gµνR,= 8πGTµν . (2.63)

Einstein introduziu a constante cosmológica Λ em suas equações de campo, tem

que uma grande importância quando tratamos da expansão do universo. Então, com a

modi�cação, a eq.(2.63) torna-se [38]:

Gµν + Λgµν =
8πG

c4
Tµν . (2.64)

As equações de Einstein são covariantes e resultam em um conjunto de 10 EDP não

lineares.
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2.3.2 O escalar de Kretschmann

Outro ponto interessante, que merece atenção, é o comportamento da singula-

ridade do espaço-tempo. Para qualquer espaço, é relevante veri�car se o espaço-tempo

é regular ou não. O objeto geométrico que explora esse comportamento é o escalar de

Kretschmann K. Este objeto tensorial é um invariante geométrico construído a partir

do tensor de Riemann [26,55], escrito como:

K = RµνλρR
µνλρ , (2.65)

e o seu dual K̃ é

K̃ = R̃µνλρR̃
µνλρ . (2.66)

Porém, quando aplicamos, percebemos que o cálculo é muito longo. Devido a isso,

usamos um método computacional [26,55], que executa cálculos algébricos e tensoriais.

Para encontrar esse escalar, inicialmente tem-se que calcular os símbolos de Christo�ell,

pois o resultado é de grande relevância para calcular o tensor de Riemann. Finalmente,

se encontrará o resultado do escalar de Kretschmann [26, 55]. Vale ressaltar que, para

o espaço-tempo de Schwarzschild o escalar de Kretschmann é dado por:

Kschw =
48m2

r6
. (2.67)

Este escalar, além de descrever a singularidade do espaço-tempo, é utilizado para

comprovar a invariância das propriedades de um sistema original em um sistema dual. A

derivação doK inicialmente é simples. Esse objeto escalar terá uma grande importância

no decorrer desta dissertação.
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3 Equações de Maxwell no Espaço
Curvo e Meios Dielétricos

Como foi exposto no capítulo anterior, o princípio da relatividade a�rma que as

leis da Física são sempre as mesmas para quaisquer referenciais inerciais. Para a me-

cânica newtoniana, este princípio só é válido para referenciais inerciais. Isso acontece

porque as leis de Newton satisfazem as transformações de Galileu. Seria possível ques-

tionar, então, se as leis do eletromagnetismo cumprem o princípio da relatividade, por

meio das transformações galileanas? Quando aplicamos esta transformação no campo

eletromagnético, as equações de Maxwell não �caram invariantes, não satisfazendo, as-

sim, o princípio da relatividade [53]. Diante desta situação, surgiram questionamentos

e dúvidas sobre a invariância das equações de Maxwell perante uma transformação.

Para responder a esses questionamentos, Einstein partiu do pressuposto de que a

luz não dependia do meio para se propagar [42], diferentemente dos pensamentos de

alguns cientistas. Maxwell, por exemplo, acreditava que a luz se propagava por um

meio material conhecido como éter. A ideia do éter perdurou até o século XIX [42].

Como foi mostrado no capítulo 1, Maxwell mostrou que a velocidade de propagação da

luz é equivalente à velocidade de ondas eletromagnéticas.

Assim, com a ideia de Maxwell, Einstein postulou a invariância da velocidade de

propagação da luz. Por meio de suposições, no início do século XX, Einstein apresentou

um novo formalismo para as equações de Maxwell, de modo que as leis do eletromag-

netismo fossem invariantes sob transformação, satisfazendo o princípio da relatividade.

Como as equações de Maxwell, sob transformações de Galileu, não obedeceram ao

princípio de Einstein, foi preciso propor uma nova transformação. Essa transformação
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�cou conhecida como transformação de Lorentz [43]. Assim, foi possível mostrar que

as equações de Maxwell são invariantes para todos os sistemas de coordenadas. Neste

contexto, Hermann Minkowski e Max Abraham introduziram um novo formalismo ma-

temático para o campo eletromagnético [43],descrito como um tensor quadridimensional

antissimétrico de segunda ordem.

Neste capítulo, vamos mostrar que as equações de Maxwell são válidas para todos

os referenciais. Também mostraremos que, por meio das transformações de Lorentz,

as equações de Maxwell se transformam em duas equações tensoriais. Outro fato in-

teressante que veremos sobre estes dois objetos matemáticos é a aplicação em meios

dielétricos [44].

3.1 Tensor do campo eletromagnético

Leve-se em consideração a propagação dos campos eletromagnéticos em um

espaço quadrimensional. Quando assumimos essa propagação, em termos relativísti-

cos, temos dois vetores de polarização (graus de liberdade) [45�47]. Estes vetores são

descritos por um quadrivetor, conhecido como quadripotencial Aµ, isto é,

Aµ = Aµ(xν) = (A, φ) . (3.1)

onde, φ é o potencial escalar elétrico e A é o vetor potencial magnético. O quadripoten-

cial é expresso pela componente espacial (Ai = Ai(xk)) e temporal ( A4 = φ(xν)/c) [45].

Um fato interessante, que será de suma importância, é a ajuda do tensor de Min-

kowski para subir ou descer os índices do quadripotencial [46, 49]. Para coordena-

das cartesianas, temos os índices µ, ν = 1, 2, 3, 4, e por convenção adotamos que

x = 1, y = 2, z = 3 e t = 4.

Para determinar o tensor do campo eletromagnético, utilizamos os conceitos do

vetor quadripotencial. Inicialmente, é preciso considerar as equações dos campos elé-

tricos e magnéticos. Vale ressaltar que os campos eletromagnéticos vêm das equações

de Maxwell. As equações (1.1) e (1.2) de Maxwell se reduzem à identidade de Bianchi.
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Podemos relacionar o quadripotencial com o campo magnético [45,46],

B = ∇×A , (3.2)

para o campo elétrico, temos [45,46]:

E = −1

c

∂A
∂t
−∇φ , (3.3)

onde o φ é o potencial escalar elétrico. Note que as equações (3.2) e (3.3) estão em

termos deA e de φ. A partir destas expressões, podemos determinar as componentes do

campo eletromagnético. Para determinar as componentes elétrica e magnética, vamos

considerar em termos das coordenadas cartesianas. Portanto, usando a eq.(3.3), vamos

obter as componentes do campo elétrico [45, 46], dadas como:

Ex = −1

c

∂Ax
∂t
− ∂φ

∂x
= −∂4A1 − ∂1A4 , (3.4)

Ey = −1

c

∂Ay
∂t
− ∂φ

∂y
= −∂4A2 − ∂2A4 , (3.5)

Ez = −1

c

∂Az
∂t
− ∂φ

∂z
= −∂4A3 − ∂3A4 , (3.6)

com c = 1. Para encontrar as componentes do campo magnético é preciso usar a

eq.(3.2), ou seja,

Bx =
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z
= ∂2A3 − ∂3A2 , (3.7)

By =
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x
= ∂3A1 − ∂1A3 , (3.8)

Bz =
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
= ∂1A2 − ∂2A1 . (3.9)

Nitidamente, estamos tratando de um tensor de segunda ordem, pois estas expres-

sões estão dependendo de dois índices. Assim, a partir dos resultados obtidos, podemos
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formular uma expressão geral para este tensor de segunda ordem [44], ou seja,

F µν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
= ∂µAν − ∂νAµ , (3.10)

de�nida como tensor contravariante do campo eletromagnético. As quantidades F µν

contêm as propriedades de simetria dos campos elétricos e magnéticos que se combi-

nam em um tensor quadridimensional antissimétrico de segunda ordem (F µν = −F νµ

com µ,ν=1, 2, 3, 4). Este tensor apresenta 6 componentes independentes, três compo-

nentes do campo elétrico e três do campo magnético. Como foi citado no começo do

tópico, o tensor eletromagnético é formado por dois vetores: polar (campo elétrico)1 e

antissimétrico espacial (indução magnético)2. Podemos, ainda, representar ese tensor

na sua forma matricial [43,47,48], isto é,

F µν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0

 , (3.11)

onde, os elementos são identi�cados através das expressões F i4 = Ei e F ij = −εijkBk3

[47], com i, j, k = 1, 2, 3 4. A coordenada temporal é representada por 4, e a coordenada

espacial por 1, 2, 3. Note que o F µν fornece os componentes dos campos elétricos e

magnéticos para um determinando referencial. Porém, se este referencial for modi�cada,

os elementos do tensor eletromagnético serão modi�cados para modo covariante. O

tensor covariante pode ser expresso da seguinte forma [43,47,48]:

Fµν = ∇µAν −∇νAµ

= ∂µAν − ∂νAµ − (Γαµν − Γανµ)Aα , (3.12)

aplicando a propriedade de simetrização, na eq.(3.12), temos que, Γαµν = 0. Obtemos

então:

Fµν ≡ ∇µAν −∇νAµ . (3.13)

1Vetor polar é aquele não depende do sistema de coordenadas, e não inverte o sinal quando o eixo
de coordenada é invertido.

2Vetor antissimétrico ou vetor axial ou pseudo-vetor depende da posição.
3onde −εijkBk = −εijkεkαβ∂αAβ − (δiαδ

j
β − δiβδjα)∂αAβ = ∂jAi − ∂iAj = F ij .
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Podemos representar o tensor covariante na forma matricial [43,47,48],

Fµν = FµνηµρηνλF
ρλ =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0

 . (3.14)

Ainda, precisamos veri�car se F é de fato invariante. Assim, é necessária uma trans-

formação de coordenadas, ou seja, Fµν −→ F̄µν . Em princípio, vamos considerar uma

transformação do vetor covariante Āµ(x̄) = ∂xρ/∂x̄µAρ(x). Por conseguinte, fazendo a

transformação na expressão (3.13), temos:

F̄µν = ∇µĀν −∇νĀµ

=
∂

∂x̄µ
(
∂xρ

∂x̄ν
Aρ)−

∂

∂x̄ν
(
∂xγ

∂x̄µ
Aγ)

=
∂2xρ

∂x̄µ∂x̄ν
Aρ +

∂xρ

∂x̄ν
∂Aρ
∂x̄µ
− ∂2xγ

∂x̄ν∂x̄µ
Aγ −

∂xγ

∂x̄µ
∂Aγ
∂x̄ν

= (
∂Aρ
∂xγ
− ∂Aγ
∂xρ

)
∂xγ

∂x̄µ
∂xρ

∂x̄ν

F̄µν = Fργ
∂xγ

∂x̄µ
∂xρ

∂x̄ν
. (3.15)

Há também outro tensor originário do Fµν , conhecido como tensor dual do campo

eletromagnético, F̃ µν = 1/2εµνηθFηθ
4 [47]. No tensor dual, os elementos do campo

E são substituído por −B, e do campo B por E. Portanto, podemos mostrar, esta

situação, por meio da matriz [43,47,48]:

F̃ µν =


0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez Ey

−By Ez 0 −Ex
−Bz −Ey Ex 0

 , (3.16)

estes tensores descrevem o campo eletromagnético no espaço-tempo.

4O εµνηθ é chamado de símbolo de Levi-Civitá conhecido como símbolo da permutação, como segue:
se εµνηθ = 1 se (µ, ν, η, θ), então (0, 1, 2, 3); εµνηθ = −1 se (µ, ν, η, θ), então (3, 2, 1, 0); εµνηθ = 0 se
µ = ν,ν = η,η = θ e θ = µ.
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3.2 Versão geométrica das equações de Maxwell

Nesta seção, vamos veri�car a invariância das equações de Maxwell. Nesta

circunstância, as equações precisam ser as mesmas independentemente do sistema de

referência a ser adotado. Com intuito de encontrar uma versão geométrica para as

equações de Maxwell, tomamos como base o pressuposto já apresentando na relatividade

especial sobre a invariância da luz. Nesse caso, considerando as equações de Maxwell

no vácuo, ou seja, ρ = J = 0.

Por intermédio do cálculo tensorial, podemos escrever de maneira elegante e com-

pacta as equações de Maxwell no espaço quadrimensional. Multiplicando os F̃ µν e Fµν

pelo operador do espaço-tempo ∇µ = ∂/∂xµ [46], obtemos:

∇µF̃
µν = 0 , (3.17)

e

∇ρFµν +∇νFρµ +∇µFνρ = 0 . (3.18)

Essas duas equações tensoriais são conhecidas como: equação de campo (3.17) e

identidade de Bianchi (3.18) [46, 48]. Essas equações sob tranformações de Lorentz, se

transformam em tensores. Assim, sob transformações de Lorentz, as equações (3.17) e

(3.18), tornam-se invariantes.

Como já foi ressaltado no decorrer deste capítulo, o conjunto de equações de Maxwell

(1.1) à (1.4) se transformam em apenas nessas duas equações tensoriais. Mas para

mostrar isto, precisamos veri�car se as eq.(3.17) e eq.(3.18) são equivalentes às equações

de Maxwell. Antes de fazer esta veri�cação, vale lembrar que ν é um índice livre na

eq.(3.17) [46, 49]. Inicialmente, vamos fazer o teste para eq.(3.17). Assumindo que ν

vale 4, então escrevemos:

∇iF
i4 = 0 , (3.19)

obtêm-se:

∇iEi = 0⇒ ∇ · E = 0 . (3.20)
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Para ν = j,

∇4F
4j +∇iF

ij = 0 , (3.21)

para encontrar a solução precisamos do tensor eletromagnético. Assim obtemos:

∇4Ej + εi,j,k∇iBk = 0⇒ −∂E
∂t

+∇×B = 0 . (3.22)

Percebemos que as eq.(3.21) e (3.22) são familiares com as equações de Maxwell.

Note que a primeira parte foi veri�cada. Agora falta veri�car a eq.(3.18). Para isso,

com permutação cíclica dos índices(ρ, µ, ν= 1, 2, 3, 4), obtemos [45,51]:

∂2F41 + ∂1F24 + ∂4F12 = 0 , (3.23)

∂3F41 + ∂1F34 + ∂4F13 = 0 , (3.24)

∂3F42 + ∂2F34 + ∂4F23 = 0 , (3.25)

∂3F12 + ∂2F31 + ∂1F23 = 0 . (3.26)

Com a ajuda do tensor campo eletromagnético, encontramos os seguintes resultados,

∂yEx − ∂xEy + ∂tBz = 0⇒ ∂B

∂t
+∇× E = 0 , (3.27)

∂zEx − ∂xEz + ∂tBy = 0⇒ ∂B

∂t
+∇× E = 0 , (3.28)

∂zEy − ∂yEz + ∂tBx = 0⇒ ∂B

∂t
+∇× E = 0 , (3.29)

∂zBz − ∂yBy + ∂xBx = 0⇒ ∇ ·B = 0 . (3.30)

De uma forma mais elegante, as equações de Maxwell foram descritas por meio

de tensores. Elas permanecem inalteradas quando sofrem uma transformação de Lo-
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rentz, entre sistemas de referências. Portanto, mostramos que as equações de Maxwell

obedecem o princípio de Einstein, por intermédio das transformações de Lorentz.

3.3 Analogia entre meios ópticos e o tensor do campo

eletromagnético

Inicialmente, considere-se o espaço-tempo de Minkowski. É importante frisar

que as equações de Maxwell na forma tensorial são expressas por dois tensores, Fµν e

Gµν [44] . Assumindo que, Gµν é um tensor de segunda ordem, e tem como função

descrever o campo eletromagnético em um meio (conhecido como campo indução) [44].

As componentes temporais e espaciais, deste tensor, são dadas por: Gi0 = Di e Gij =

−εi,j,kHk. Considerando a relação, [44]

∂µG
µν =

4π

c
Jν . (3.31)

Tem-se que os campos eletromagnéticos F e o campo eletromagnético num meio

G satisfazem as eq.(3.17), eq.(3.18) e a eq.(3.31). Consideremos a propriedade da

propagação das ondas eletromagnéticas no meio, portanto [44]:

Gµν = χµναβFαβ . (3.32)

O tensor constitutivo χ, informa como um meio material comporta-se sob uma

aplicação do campo eletromagnético. Este tensor, satisfaz a propriedade de restrição

[44], ou seja,

χµναβ = χ[µν][αβ] , χµναβ = 0 . (3.33)

Deste modo, o tensor que possui 36 termos independentes reduz-se para 20 termos

independentes, devido a propriedade de restrição. Este fato, faz com que esse tensor

seja semelhante com o tensor de curvatura.

Para um caso especí�co, como por exemplo em um meio isotrópico, temos as se-
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guintes componentes [44]:

χi0j0 = −εδij χijkl =
1

2µ
(δikδjl − δilδjk) , (3.34)

onde µ é a permeabilidade magnética, e ε é uma constante dielétrica. Deste modo, a

eq.(3.34) é resultante da seguinte propriedade [44]:

D = ε E, B = µ H , (3.35)

assim, mostrando a analogia entre meios ópticos e as equações de Maxwell na forma

tensorial [44]. Para maiores informação vide [44].

Portanto, através desta analogia, surgiu a motivação para descrever a propagação

raio de luz em uma lente GRIN. Assim, se uma métrica associada a uma curvatura

diferente de zero, descrita por uma propriedade do espaço-tempo, pode desviar o raio

de luz, então de maneira genérica, podemos utilizar um meio não homogêneo ( uma lente

GRIN) para representar a de�exão da luz [44]. Como foi apresentando no capítulo 1,

uma lente GRIN é um meio dielétrico. Deste modo, como foi apresentada nesta seção

a equivalência dos meios dielétricos a uma métrica via eletromagnetismo em espaço

curvo, podemos fazer representar o desvio de luz, utilizando uma lente GRIN.
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4 Analogia Óptico-Mecânica de
Geodésicas

Este capítulo tem o intuito de mostrar a analogia entre as equações geodésicas e

a óptica geométrica (equação eikonal), no espaço tridimensional. Neste caso, a análise

compara o cálculo da trajetória de um feixe de luz, com o raio de luz no espaço-tempo

curvo propagando-se num meio óptico, assumindo meios que possuem índice de refração

variável. Isso ocorre porque esses índices dependem da distância. Assim, podemos de-

terminar uma construção análoga a uma métrica do espaço. Como exposto no capítulo

3, podemos associar a propagação do raio de luz em uma lente GRIN. Portanto, esse

formalismo considera uma métrica isotrópica e o efeito do campo gravitacional em um

feixe de luz.

4.1 Analogia matemática entre a equação da geodé-

sica e a equação eikonal

Segundo a Teoria da Relatividade de Einstein, corpos massivos fazem a luz

curvar-se. Quando consideramos a aproximação das ondas de luz em termos de raios,

o caminho percorrido da luz no espaço-tempo, é tratada como geodésica nula. Assim,

para calcular o caminho raio de luz sob um campo gravitacional, vamos considerar

uma abordagem óptica e determinar a analogia entre equação da geodésica e equação

eikonal [52, 53].

Inicialmente, devemos considerar uma métrica isotrópica (que vamos chamar de
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métrica óptica) em coordenadas esféricas (r, θ, φ) [52, 53],

dτ 2 = B(r, θ, φ)dt2 − A(r, θ, φ)dr2 − A(r, θ, φ)r2dθ2 − A(r, θ, φ)r2 sin2 θdφ2 . (4.1)

Como estamos considerando uma métrica esférica e simétrica que depende somente

da posição r, ou seja, B(r,θ ,φ)=B(r) e A(r, θ, φ)= A(r). Após esta condição, po-

demos realizar os cálculos das equações da geodésica para as componentes da métrica

isotrópica. Tais equações, dependem dos símbolos de Christo�el (A.1). Neste caso, foi

essencial a utilização de um método computacional, para conferir o resultado, e assim,

termos um controle analítico dos resultados. Obtemos então [52]:

� Para x1 = r:

d2r

dp2
+

1

2A

∂A

∂r

(
dr

dp

)2

− 1

2A

(
2rA+ r2

∂A

∂r

)(
dθ

dp

)2

−
(
dφ

dp

)2

(4.2)[
r sin2 θ +

r2 sin2 θ

2

∂

∂r
(lnA)

]
+

1

2A

∂B

∂r

(
dt

dp

)2

+
1

A

∂A

∂θ

(
dθ

dp

)
(
dr

dp

)
+

1

A

∂A

∂φ

(
dφ

dp

)(
dr

dp

)
= 0 .

� Para x2 = θ:

d2θ

dp2
+

1

2A

∂A

∂θ
− sin θ cos θ

(
1 +

1

2
tan θ

∂

∂θ
(lnA)

)(
dφ

dp

)2

+
1

2Ar2
(4.3)

∂B

∂θ

(
dt

dp

)2

− 1

2Ar2
∂A

∂θ

(
dr

dp

)2

+ 2

(
1

r
+

1

2

∂

∂r
(lnA)

)(
dθ

dp

)(
dr

dp

)
+

1

A

∂A

∂φ

(
dφ

dp

)(
dθ

dp

)
= 0 .

� Para x3 = φ:

d2φ

dp2
+ 2

(
ctgθ +

1

2

∂

∂θ
(lnA)

)(
dθ

dp

)(
dφ

dp

)
+ 2

(
1

r
+

1

2

∂

∂r
(lnA)

)
(4.4)(

dφ

dp

)(
dr

dp

)
+

1

2A

∂A

∂φ

(
dφ

dp

)2

+
1

2A

1

r2 sin2 θ

∂B

∂φ

(
dt

dp

)2
1

2A

1

r2 sin2 θ

∂A

∂φ

(
dr

dp

)2

− 1

2A

1

sin2 θ

∂A

∂φ

(
dθ

dp

)2

= 0 .
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� Para x4 = t:

d2t

dp2
+

1

B

∂B

∂r

(
dt

dp

)(
dr

dp

)
+

1

B

∂B

∂θ

(
dt

dp

)(
dθ

dp

)
+

1

B

∂B

∂φ

(
dt

dp

)
(4.5)(

dφ

dp

)
= 0 .

onde p é o parâmetro a�m.

Podemos perceber que a eq.(4.5), é uma constate, ou seja, B(r, θ, φ)dt/dp = k.

Considerando que que a métrica óptica seja constante também dτ 2 = 0, substituindo

nas eq.(4.2) à eq.(4.5) e multiplicando por ~r, r~θ e r sin θ ~φ, obtemos [52]:

d

dp

[
A(r, θ, φ)

(
d~r

dp

)]
=

[
1

2AB

∂

∂r

(
ln

(
A

B

))]
~r +

[
1

2ABr2
∂

∂θ

(
ln
A

B

)]
r~θ

+

[
1

2ABr2 sin2 θ

∂

∂φ

(
ln

(
A

B

))]
r sin θ~φ

=
1

2AB

[
∂

∂r
~r +

1

r

∂

∂θ
~θ +

1

r sin θ

∂

∂φ

(
ln

(
A

B

))
~φ

]
, (4.6)

Considerando que,

∇ =
∂

∂r
~r +

∂

∂θ

1

r
~θ +

∂

∂φ

1

r sin θ
~φ , (4.7)

e assumindo a condição especial para métrica isotrópica [52],

A =
1

B
, (4.8)

então, podemos escrever a eq.(4.6), da seguinte forma,

d

dp

[
A(r, θ, φ)(

d~r

dp
)

]
= ∇A . (4.9)

O raio de luz no espaço-tempo curvo, e descrito pela geodésica nula. Desse modo,

se considerar que o índice efetivo de refração possui um comportamento puramente

radial, ou seja, dependente somente da distância r, então A(r) = 1/B(r) = n(r). Para

esta situação, em que o índice de refração depende de r, a equação geodésica (2.31) é

equivalente a equação eikonal (1.68) [52], isto é,

d

ds

(
n
d~r

ds

)
= ∇n (4.10)



4.2 Analogia entre a trajetória da luz de�nida pela geodésica e pela equação eikonal 49

d2xk

dl2
+ Γkij

dxi

dl

dxj

dl
= 0 (4.11)

ds2 = n2dl2 = gij(~x)dxidxj , (4.12)

onde o comprimento do raio é s. Note que, nesta formulação, as equações associadas às

geodésicas possuem estrutura compatível às equações diferenciais do raio de luz. Assim,

devido a restrição A(r) = 1/B(r) para métrica isotrópica, a geodésica e equação eikonal

são rigorosamente análogas.

4.2 Analogia entre a trajetória da luz de�nida pela

geodésica e pela equação eikonal

Como foi mostrado anteriormente, um corpo massivo gera um campo gravitaci-

onal que deforma o espaço-tempo ao seu redor. A propagação da luz se curva próximo a

esses corpos massivos, devido ao efeito do campo gravitacional. Como visto, na primeira

seção, o caminho que luz percorre é conhecido como geodésicas nulas do campo gravi-

tacional. A trajetória da luz pode ser descrito por algum meio óptico não homogêneo

e isotrópico, com índice de refração variando.

Para o índice de refração constante, n = A, representa o espaço-tempo de Min-

kowski. Sabendo que, a velocidade da luz é c = |dr|/dt = 1/n(r, θ, φ). Devido esta

situação, a velocidade da luz no campo gravitacional é mesma para materiais com ín-

dice de refração variável n = (r, θ, φ) [52, 53].

Na métrica óptica esfericamente simétrica, o índice de refração n está em função

de r, ou seja, n = n(r) [52, 54]. Deste modo, a métrica óptica, permite uma formula-

ção compatível com algumas con�gurações de índice de refração da lente GRIN, como

veremos no próximo capítulo.

Assim, assumimos que, n(r, θ, φ) = n(r). Considerando que o índice de refração se

conserva [52,54], então a eq.(4.10) se torna:

d

ds

(
r× n(r)

dr

ds

)
= r× d

ds

(
n(r)

dr

ds

)
= r×∇n(r) = 0 . (4.13)

Assumindo que, a fórmula de Bouguer é nrsinα = C, onde C é constante de
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conservação do raio em um meio esférico [52,54]. Seja a órbita do raio r(θ), e seu vetor

unitário é (dr/ds), temos que [52,54]:

dr

ds
=
dθ

ds

(
rθ̂ +

dr

dθ
r̂

)
=

rθ̂ + (dr
dθ

)r̂√
r2(θ) +

(
dr
dθ

)2 , (4.14)

onde,

dθ

ds
=

1√
r2(θ) + (dr

dθ
)2
. (4.15)

O caminho da órbita do raio é dado como: r×dr/ds = r sinαẑ = r2dθ/dsẑ. Temos

então [52,54],

sinα =
r(θ)√

r2(θ) + (dr
dθ

)2
=

C

nr
, (4.16)

se,

dr

dθ
=

r

C

√
n2r2 − C2 , (4.17)

integrando,

θ = C

∫ r

r0=0

dr

2
√
r2n2 − C2

, (4.18)

onde C = n(d)d = (d + 2M). Para o desvio da luz constante, o índice n diz que,

C = nd. Considerando a conservação do campo gravitacional, com G = 1. O índice de

refração é [52,54]

n(~r) = A(~r) =
1

B
=

(
1 +

2M

r

)
, (4.19)

isto mostra que, a TRG aproxima-se da mecânica Newtoniana nos limites dos campos.

O ângulo de de�exão da luz α com a trajetória é [52,54]:

∆α = θ − π (4.20)

∆α = 2C

∫ ∞ dr

r
√
r2n2 − C2

− π (4.21)
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∆φ = 4
M

d
+ 0((

M

d
)2) , (4.22)

onde d é o parâmetro de impacto do raio de luz em relação a um observador. Quando

n(r) = 1, então α = 0. A eq.(4.22) é semelhante com o valor do desvio da luz pela RG

(δ = 4M/d = 1, 75 segundos de arco) [52,54].

Como foi visto nessa seção, o caminho da luz teve uma uma interpretação geomé-

trica. Portanto, é possível fazer uma analogia entre a teoria da gravidade de Einstein

e a óptica geométrica. Assim, como foi apresentando nessa seção, aplicou-se o forma-

lismo óptico-mecânico para tratar de modo análogo a propagação da luz em espaços

com métricas isotrópicas.
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5 O Deslocamento do Raio de Luz
em Meios com Índice de
Refração Variável

Neste capítulo, vamos descrever a trajetória do raio de luz em uma lente GRIN

via formalismo geodésico. Quando expressamos as geodésicas por meio do formalismo

Hamiltoniano, podemos encontrar grandezas conservadas, através dos vetores de Killing

e tensores de Killing. Para realizar essa análise, estamos considerando uma simetria

esférica, assim, por meio de uma solução numérica, vamos gerar alguns grá�cos, com-

parando a trajetória do raio de luz com diferentes con�gurações de índice de refração.

5.1 Grupo de isometria e tensor de Killing

Nesta presente seção, vamos revisar os conceitos gerais dos tensores de Stackel-

Killing e de Killing-Yano. Estes tensores têm um papel fundamental para encontrar

grandezas conservadas no movimento de uma partícula sem spin, quando um dado

espaço-tempo admite estes tipos de tensores. Estes tensores correspondem a um grupo

de geradores de isometria, que são simetrias, como veremos no decorrer deste capítulo.

5.1.1 Simetrias e grandezas conservadas

Na mecânica clássica, o estudo do movimento de uma partícula é baseado nas

teorias fundamentais de Newton. No entanto, quando estudamos velocidades próximas

à da luz, ou seja, velocidades relativísticas, esse formalismo não é adequado. Para

contornar esta situação podemos utilizar o formalismo lagrangiano e hamiltoniano. A
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mecânica Newtoniana é caracterizada por lidar com gradezas vetoriais e está associada

com forças externas que atuam sobre um corpo, enquanto o formalismo de Lagrange e de

Hamilton estão associados com grandezas escalares que envolvem as energias potencial

e cinética. Logo, as equações de Lagrange e o princípio de Hamilton tornam-se mais

simples na análise de problemas envolvendo o movimento [56].

O caminho de uma partícula pode ser representado pelo princípio da mínima ação

de Hamilton e pelas equações de Euler-Lagrange. Estas equações estão associadas com o

movimento, e não dependem de um sistema de coordenadas [56]. Assim, as equações de

Lagrange, são essenciais quando aplicadas em um sistema de coordenadas generalizadas

no espaço de con�gurações1.

Consideremos que a evolução temporal de t1 até t2 de uma partícula, no espaço de

con�gurações, constitui uma geodésica e �xemos os extremos desta curva, aplicando o

princípio variacional na equação da mínima ação S [54, 56],

δS = δ

∫ t2

t1

(T − U)dt = 0 , (5.1)

com,

L ≡ T − U = L(xi, ẋi) , (5.2)

onde T representa a energia cinética e U é a energia potencial [54, 56]. A partir da

equação variacional (5.1), podemos encontrar a equação diferencial parcial de Euler-

Lagrange,

∂L

∂xi
− d

dλ

(
∂L

∂ẋi

)
= 0 , (5.3)

em que λ é o parâmetro a�m da geodésica, e L é a função de Lagrange de uma partícula.

Podemos encontrar a geodésica de uma partícula relativística, quando associamos

1O espaço de con�gurações é o espaço em que ocorre todas as posições instantâneas possíveis de
um sistema mecânico em uma variedade diferenciável.
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a equação de Euler-Lagrange com uma métrica do espaço-tempo [26], ou seja,

d2xµ

dλ2
+ Γµνρ

dxν

dλ

dxρ

dλ
=
∂L

∂xi
− d

dλ

(
∂L

∂ẋi

)
= 0 . (5.4)

Percebemos que, o princípio variacional de Hamilton fornece um método simples

para obter as soluções das equações das geodésicas.

Para aplicar as equações de Euler-Lagrange na métrica óptica (4.1), inicialmente,

realizamos uma troca da variável da componente θ por u = cos θ. Assumindo a restrição

(4.8), a métrica óptica (4.1) pode ser reescrita como:

ds2 = A(r)dr2 +
A(r)r2

−u2 + 1
du2 + A(r)r2(−u2 + 1)dφ2 − dt2

A(r)
. (5.5)

Inicialmente, vamos considerar as componentes, xi = x1, x2, x3, x4, em que x1 = r,

x2 = u, x3 = φ e x4 = t. Para um raio de luz movimentando-se em um espaço com a

métrica óptica, a lagrangiana é [26,54]:

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν

L =
1

2

[
A(r)ṙ2 +

A(r)r2

−u2 + 1
u̇2 + A(r)r2(−u2 + 1)φ̇2 − ṫ2

A(r)

]
. (5.6)

Para o espaço-tempo adotado, vamos obter quatro equações, ou seja, uma equação

para cada coordenada. Substituindo a eq.(5.6) na eq.(5.3), apresentamos a seguir as

equações encontradas

� Para x1 = r:

2rA(r)

(−u2 + 1)
u̇u̇+ 2A(r)r(−u2 + 1)φ̇φ̇− d

dλ
[(A(r))ṙ] = 0 . (5.7)

� Para x2 = u:

2Ar2u

(−u2 + 1)2
u̇u̇− 2Ar2uφ̇φ̇− d

dλ

[(
A(r)r2

−u2 + 1

)
u̇

]
= 0 (5.8)

� Como a métrica óptica (4.1) não depende de φ e t, então L não depende de φ e t.
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Assim, para x3 = φ e x4 = t, temos:

d

dλ

[
A(r)r2(−u2 + 1)φ̇− 1

A(r)
ṫ

]
= 0 , (5.9)

e,

d

dλ

[
1

A(r)
ṫ− A(r)r2(−u2 + 1)φ̇

]
= 0 , (5.10)

logo,

d

dλ

(
∂L

∂φ

)
= 0;

d

dλ
(
∂L

∂t
) = 0 . (5.11)

Isso signi�ca que t e φ são duas grandezas que se conservam ao longo da geodésica.

Portanto, através da eq.(5.11), percebemos a existência de simetria. Generalizando a

eq.(5.11), temos:

d

dλ

(
∂L

∂ẋα

)
= 0 . (5.12)

Deste modo, as equações e Euler-Lagrange e o princípio de Hamilton evidenciam

grandezas conservadas ao longo da trajetória de uma partícula. As grandezas conserva-

das que estão presentes ao longo do movimento correspondem a um grupo de simetria

contínua [57]. Assim, estabeleceu-se uma conexão entre quantidades conservadas e os

invariantes na mecânica Lagrangiana.

5.1.2 Tensores de Killing e tensores de Killing-Yano

No capítulo 2, mostramos que as equações das geodésicas determinam o caminho

de uma partícula livre em uma dada métrica do espaço-tempo. No movimento geodésico,

o objeto que fornece quantidades conservadas são conhecidos como tensores de Killing.

Estes objeto,s sob transformação, conservam quantidades da métrica de uma variedade,

revelando simetrias não evidentes [61], que correspondem a um grupo de geradores de

isometria, geradas a partir da derivada de Lie da métrica [61,62]. A derivada de Lie, com
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respeito ao tensor de Stackel-Killing(SK) (ou vetor de Killing) de primeira ordem [57]:

Lξgµν = 0

Lξgµν = ξλ∂λgµν + ∂µξ
λgλν + ∂νξ

λgµλ

Lξgµν = ∇µξν +∇νξµ,

Lξgµν = ∇(µξν)

∇(µξν) = ξ(µ;ν) = 0 , (5.13)

ainda podemos escrever a isometria estendida como:

∇(µξν) = ∇µξν +∇νξµ = 0 , (5.14)

a equação generalizada do tensor de Killing é:

∇(µKν1...νn) = 0 , (5.15)

onde os parênteses são usados para representar a operação da simetrização. Nitida-

mente, percebemos que a eq.(5.15) depende da derivada covariante. Consequentemente,

estas dependem dos símbolos de Christo�el. Outro aspecto importante é que a solução

geral das equações de Killing envolverá constantes arbitrárias.

Além de expressar o comportamento de classes de grandezas conservadas não tri-

viais, os tensores de Killing revelam aspectos que envolvem a geometria dual. Estes

objetos simpli�cam as equações da relatividade sob presença de simetria [61, 62].

Com base na eq.(5.14), podemos obter as componentes do vetor de Killing para a

métrica óptica. Considerando a métrica (4.1), vamos de�nir as EDP (equações diferen-

ciais parciais) da isometria. Para esse procedimento foi realizado o cálculo analítico e

con�rmado por método computacional. Assim, obtemos 10 equações diferenciais, conti-

das no apêndice (B.1). Destas, somente duas componentes são diferentes de zero, como

previsto nas eq.(5.11). As constantes φ e t são decorrentes da independência das duas

coordenadas na métrica. Deste modo, as constantes de movimento estão relacionadas

com os vetores de Killing, e estes à simetria, onde as grandezas que se conservam estão

associadas com as componentes φ e t.
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Para mostrar que o tensor de Stackel-Killing(SKT) descreve um comportamento de

grandezas conservadas não triviais, vamos considerar a Hamiltoniana de uma partícula

neutra,

H =
1

2
gµνPµPν , (5.16)

onde o momento canonicamente conjugado Pµ é,

Pµ = gµν ẋ
ν . (5.17)

Quando usamos a mecânica Hamiltoniana para descrever o movimento de partícula,

a fórmula implicará em uma grandeza conservada,

ξ =
1

2
ξµνPµPν , (5.18)

onde a evolução temporal é

{ξ,H} = {pµpνξµν , pλpρgλρ} (5.19)

=
2

3
pαpβpλ∇(λξαβ) = 0 , (5.20)

onde, as grandezas conservadas estão sendo descritas por meio dos parênteses de Poisson

no espaço de fase.

Uma categoria de tensor interessante, que vale ressaltar, são os tensores de Killing-

Yano (representados pela sigla inglesa KYT) Y[µν]. Estes tensores são antissimétricos,

ou seja, Yµν = Y[νµ]. A derivada covariante do KYT é a que segue

∇µYν = ∇[µYν] , (5.21)

satisfazendo a equação geral [64],

∇(µYν)ρ1...ρn = ∇µYνρ1...ρn +∇νYµρ1...ρn = 0 . (5.22)

Estes tensores têm um papel fundamental na integrabilidade das equações da geo-

désica e na separabilidade das equações de Hamilton-Jacobi [61,62,64]. Além de revelar

simetrias ocultas [61,62,64], o KYT permite construir um tensor de Killing de rank 2,
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ou seja, kµν = Yµα1...αnY
α1...αn
ν [58, 64]. Para comprovar esta situação, basta calcular a

derivada covariante do Kµν , ou seja [59],

∇ρ(Kµν) = ∇ρ(Yµα1...αnY
α1...αn
ν ) (5.23)

= (∇ρYµα1...αn)Y α1...αn
ν + Y α1...αn

µ (∇ρYνα1...αn) (5.24)

= Y α1...αn
ν ∇[ρYµα1...αn] + Y α1...αn

µ ∇[ρYνα1...αn] , (5.25)

aplicando a derivada simetrizada na eq.(5.25) [59], obtemos:

∇(ρKµ)ν = 2Y α1...αn

(ν ∇[ρYµ)α1...αn] = −2Y α1...αn

(ν ∇[µYρ)α1...αn] = 0 . (5.26)

Notamos que, na eq.(5.26), obtivemos um resultado negativo, o que não deveria

acontecer, pois estamos considerando a simetrização em µ e ρ, mas, o sinal negativo é

devido à antissimetrização da eq.(5.25).

Os tensores de Killing-Yano possuem uma propriedade muito interessante. Eles

servem como � raízes quadradas � do tensor de Killing. Estes ainda, podem ser expressos

na sua forma contravariante (Y µν = Yργg
ρµgγν) e mista (Y ν

µ = Y νγgγµ).

Usado em uma ampla variedade, os Tensores Stackel-Killing e Killing-Yano, podem

ser aplicados em espaços-tempo em que existam simetrias. No decorrer deste capítulo,

os tensores Stackel-Killing terão um papel fundamental, para demonstrar a propagação

do raio de luz em um meio óptico.

5.2 Solução das equações de Killing para a métrica

óptica

Operando a eq.(5.15), na métrica óptica (5.5), vamos obter as soluções das

equações de Killing. Inicialmente, vamos considerar os índices λ, µ e ν variando de 1 à

4, onde 1 = r, 2 = θ, 3 = φ e 4 = t. Para realizar os cálculos das derivadas covariantes

simetrizadas, vamos usar método computacional. Assim, teremos um controle analítico

dos resultados. Este cálculo gera 64 componentes, e destas 32 não são nulas. Como

o TK é simétrico, então se reduzem em 10 elementos independentes com soluções não

triviais, ou seja, que não são nulas. Obtemos 10 equações diferencias que são resultantes
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da derivada covariante simetrizada de um tensor de Killing de rank 2. A Solução das

EDP são:

K11(r, u)F (r)−
(
∂K11(r, u)

∂r

)
A(r) = 0 , (5.27)

(
∂K11(r, u)

∂u

)
A(r)r − 3K12(r, u)F (r)r + 2

(
∂K12(r, u)

∂r

)
(5.28)

A(r)r − 4K12(r, u)A(r) = 0 ,

2

(
∂K12(r, u)

∂u

)
A(r)ru2 − 2K22(r, u)F (r)ru2 +

(
∂K22(r, u)

∂r

)
A(r)ru2 −K11(r, u)F (r)r3 − 4K22(r, u)A(r)u2 − 2K11(r, u) (5.29)

A(r)r2 + 2K12(r, u)uA(r)r − 2

(
∂K12(r, u)

∂u

)
A(r)r + 2K22(r, u)

F (r)r −
(
∂K22

∂r

)
A(r)r + 4K22(r, u)A(r) = 0 ,

K11(r, u)F (r)r3u2 + 2K11(r, u)A(r)r2u2 − 2K12uA(r)r (5.30)

+2K33(r, u)F (r)r −
(
∂K33(r, u)

∂r

)
A(r)r + 4K33(r, u)A(r) = 0 ,

(
K34(r, u)

∂r

)
r + 2K34(r, u) = 0 , (5.31)

−2K44(r, u)F (r)

A(r)
− ∂K44(r, u)

∂r
− K11(r, u)F (r)

A(r)3
= 0 , (5.32)

(
∂k22(r, u)

∂u

)
A(r)u2 −K12(r, u)F (r)r2 + 2K22(r, u)uA(r) (5.33)

−2K12(r, u)A(r)r −
(
∂K22(r, u)

∂u

)
A(r) = 0 ,

−K12(r, u)F (r)r2u4 + 2K22(r, u)A(r)u5 − 2K12(r, u) (5.34)

A(r)ru4 + 2K12(r, u)F (r)r2u2 − 4K22(r, u)A(r)u3
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+4k12(r, u)A(r)ru2 + (
∂K33(r, u)

∂u
)A(r)u2 −K12(r, u)

F (r)r2 + 2K22(r, u)uA(r)− 4K33(r, u)uA(r)− 2K12(r, u)

A(r)r −
(
∂K33(r, u)

∂u

)
A(r) = 0 ,

(
∂K34(r, u)

∂u

)
u2 − 2K34(r, u)u− ∂K34(r, u)

∂u
= 0 , (5.35)

(
∂K44(r, u)

∂u

)
A(r) +

K12F (r)

A(r)2
= 0 , (5.36)

em que F (r) = dA(r)/dr e dB(r)/dr = −F (r)/A2 .

A partir das 10 equações diferenciais parciais, podemos encontrar as novas compo-

nentes geradas pelo tensor de Killing. Das 10 componentes, 5 se anularam, são elas:

K12 = 0, K13 = 0,K14 = 0, K23 = 0 e K24 = 0. As componentes não nulas são,

K11(r, u) = C1A(r) , (5.37)

K22(r, u) =
C1r

2A(r)(C3A(r)r2 − 1)

u2 − 1
, (5.38)

K33(r, u) = C1A(r)(−u2 + 1)r2(1 + r2A(r)(C4(−u2 + 1)− C3)) , (5.39)

K34(r, u) = C5(u
2 − 1)r2 , (5.40)

K44(r, u) = − C1

A(r)
+

C2

A(r)2
, (5.41)

onde, temos a presença de 5 parâmetros livres Ci = (1...5). Se todos os parâmetros

forem diferente de zero, a métrica se torna não trivial. Note que, trabalhamos com um

sistema de equações diferenciais, e assim encontramos o resultado para a isometria.

Para veri�car se as componentes (5.37) a (5.41) são realmente solução do tensor

de Killing, foi necessário repetir todo o procedimento, substituindo as componentes

da solução de Killing, ou seja, foram refeitos os cálculos das derivadas covariantes

para métrica óptica, substituindo as componentes obtidas das 10 equações diferenciais

parciais (5.37) à (5.41). Nessa etapa, foi realizado o cálculo analítico e con�rmado

por método computacional que a solução da simetrização das derivadas covariantes é

realmente válida.
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5.3 Lente GRIN e a métrica óptica

Devido à restrição das expressões da métrica para A(r) = 1/B(r) = n(r), o ín-

dice de refração variado n, pode ser associado à métrica óptica, desde que, n esteja em

função de r. Deste modo, qualquer índice que tenha um comportamento puramente ra-

dial n = n(r), produz A(r), compatíveis à analogia entre geodésica e índice de refração,

como foi apresentado no capítulo 3.

Conforme apresentando, estamos abordando meios com índice de refração variado,

assim, podemos abordar esta situação utilizando a lente GRIN. A solução do índice

de refração na lente GRIN, além de ser descrita via formalismo Hamiltoniano, pode

ser matematicamente modelada. Se a análise for em coordenadas esféricas, que possui

índice de refração variando radialmente, podemos então considerar n(r, φ, θ) = n(r),

gerando, assim, A(r), como foi explicado inicialmente.

Devido à condição de n, podemos associar a solução da equação eikonal com o per�l

do índice de refração de lente GRIN (1.81). Note que, o índice da lente GRIN, está

associado com A(r), escolhido para métrica óptica. A partir, desta associação, podemos

por exemplo, expressar n, da seguinte forma:

n(r) = A(r) =
1

B(r)
= n0

√
1 + ar2 , (5.42)

onde n(r) é uma das possíveis con�gurações do índice de refração de uma lente GRIN.

Com base na descrição da associação da geodésica via equações de Euler-Lagrange

e de lente GRIN, vamos determinar nas próximas seções a trajetória do raio de luz sob

um campo gravitacional, associando esta trajetória a um raio de luz propagando-se em

lente GRIN. Assim, realizaremos alguns procedimentos interessantes envolvendo o raio

de luz e lente GRIN.

5.4 Grandezas conservadas ao longo da geodésica

A equação de movimento que descreve o caminho percorrido por uma partícula

em um espaço-tempo é conhecida como equação da geodésica. Considerando, a partí-
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cula na base das coordenadas, e sujeita somente ao campo gravitacional, a equação de

movimento é expressa como,

ẍµ + Γµνρẋ
ν ẋρ = 0 . (5.43)

Assumimos que a geodésica de uma partícula neutra está parametrizada no tempo

próprio (τ), ou seja, o parâmetro λ é substituído pelo τ . Então, temos:

ẋν =
dxν

dτ
. (5.44)

Um ponto importante que vale ressaltar, é a relação dos vetores de Killing e os

Tensores de Killing com as geodésicas do espaço-tempo. Ambos estão fornecendo in-

formações com relação a estrutura causal do espaço-tempo.

Consideremos que a trajetória de uma partícula em uma geodésica de um espaço-

tempo contém um vetor tangente ẋµ que admite um vetor de Killing Kµ; isso implicará

em uma quantidade Q1 = Kµẋ
µ, que se conserva ao longo deste movimento (referente

a eq.(5.43)), mas com restrição em kµ. Assim, cada vetor de Killing está relacionado a

uma quantidade conservada. Por meio da equação(5.11), obtemos,

Q̇1 =
d

dτ
(Kµẋ

µ) = K̇uẋ
µ +Kµẍ

µ = 0 , (5.45)

pois é conservada por hipótese. Para a eq.(5.45), simetrizando µ e ν, podemos fazer:

K̇µẋ
µ = ∂νKµẋ

ν ẋµ = ∂µKν ẋ
µẋν

=
1

2
(∂µKν + ∂νKµ)ẋµẋν . (5.46)

Usando a equação do movimento (5.43) e contraindo com kρ, temos,

Kρẍ
ρ +KρΓ

ρ
µν ẋ

µẋν = 0 . (5.47)

A eq.(5.45), resulta em:

Kµẍµ = −Kρẍρ = −K̇µẋ
µ . (5.48)
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Manuseando a eq.(5.48) em (5.47), obtemos:

−K̇uẋ
µ +KρΓ

ρ
µν ẋ

µẋν = 0 , (5.49)

substituindo a expressão (5.46) na eq.(5.49), e multiplicando por −2, obtemos:

(∂µKν + ∂νKµ)ẋµẋν − 2KρΓ
ρ
µν ẋ

µẋν = 0

(∂µKν + ∂νKµ − 2KρΓ
ρ
µν)ẋ

µẋν = 0

∂µKν + ∂νKµ − 2ΓρµνKρ = 0 . (5.50)

Notemos que a eq.(5.50) é uma restrição sobre kµ para que Q1 seja conservada,

ou seja, Q̇1 = 0. Para determinar as quantidades conservadas ao longo da geodésica,

devemos considerar as derivadas covariantes ao longo da curva. Como Γρµν é simétrico

em ”µν”, podemos reescrever a eq.(5.50):

∇µKν +∇µKν = 0 = ∇(µKν) . (5.51)

A eq.(5.51) é a condição para que Kµ seja um vetor de Killing. Como visto na

seção anterior, os parênteses representam a simetrização e os tensores de Killing são os

geradores de isometrias contínuas. O Kµ demostra localmente uma isometria de gµν .

As isometrias locais são simetrias do tipo, δxµ = K(x, ẋ) [58]. Deste modo, os KT

revelam quantidades conservadas ao longo da geodésica, ou seja, cada vetor de Killing.

Cabe notar que a redução da eq.(5.43) ocorre, devido ao fato de que ẍµ se restringe à

combinação de (x, ẋ), pois estamos tratando de transformações locais [58].

Podemos considerar uma extensão de (5.51) para tensores com rank ≥ 2. Uma

grandeza Q2 = kµν ẋ
µẋν , terá

Q̇2 = ∂ρkµν ẋ
µẋν + kµν ẋ

ρ(−Γµαβẋ
αẋβ) + kµν ẋ

µ(−Γναβẋ
αẋβ) , (5.52)

onde os dois últimos termos da eq.(5.52) foram reescritos a partir de (5.43). Devido à

simetria dos índices, podemos reescrever a eq.(5.52),

Q̇2 = (∂ρkµν − Γλρµkνλ − Γλρνkµλ)ẋ
ρẋµẋν

= ∇ρkµν ẋ
ρẋµẋν = 3!∇(ρkµν)ẋ

ρẋµẋν . (5.53)
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Assim, Q2 será conservado ao longo da geodésica, se Kµν for um tensor de Killing

"rank"2. Representando comoK(µν;ρ) = 0, os tensores de Killing possuem uma simetria

Kµν = Kνµ. Para a solução dos tensores de Killing (5.37) à (5.41), a expressão (5.51)

pode ser expressa como:

Q̇2 = C1A(r)ṙ2 +

(
C1r

2A(r)(C3A(r)r2 − 1)

u2 − 1

)
u̇2 + (C1A(r)(−u2

+1)r2(1 + r2A(r)(C4(−u2 + 1)− C3)))φ̇
2 + C5(u

2 − 1)r2φ̇ṫ (5.54)

−
(
C1

A(r)
+

C2

A(r)2

)
ṫ2 .

Para concluir, um fato relevante sobre o tensor de Killing é que, quando reescrito

em termos de um tensor Yano-Killing, existirá uma grandeza extra conservativa ímpar

ao longo da geodésica.

5.5 Trajetória do raio de luz em lente GRIN

Seja um raio luminoso monocromático, propagando-se por uma geodésica nula,

em um meio com índice de refração variável, descrito por um formalismo de espaço

de fase. Este formalismo determina grandezas conservadas não triviais por métodos

analíticos e numéricos. Para realizar essa análise de maneira simpli�cada, vamos ex-

pressar a geodésica em termos de quantidades conservativas, utilizando o formalismo

hamiltoniano. A lagrangiana auxiliar, em termo da métrica do espaço-tempo, é dada:

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν , (5.55)

onde, o momento conjugado relacionado a uma dada coordenada, é expresso como:

Pµ ≡
∂L

∂ẋµ
= gµν ẋ

ν . (5.56)

Conforme exposto anteriormente, quando uma métrica não depende da coordenada

xµ, o momento corresponde a uma constante de movimento. Para métrica óptica,

existem duas coordenadas independentes φ e t, correspondentes aos momentos Pφ e Pt.

Portanto, usando a eq.(5.4) vamos obter as duas constantes de movimento:
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� Para a componente φ, temos:

Pφ =
∂L

∂φ
= φ̇A(r)r2(1− u2) = Lφ =⇒ φ̇ =

Lφ
A(r)r2(1− u2)

. (5.57)

� Para componente t, obtemos:

Pt =
∂L

∂t
=
−ṫ
A(r)

= E =⇒ ṫ = −EA(r) . (5.58)

em que Lφ e E são constantes. Podemos interpretar de maneira análoga essas constantes

como sendo Lφ o momento angular do fóton E a energia do fóton.

Vamos obter o resultados para as componentes u e r da métrica (5.5). A resolução

dos cálculos está contida no apêndice (C.1), assim, já substituindo o valores das cons-

tantes de movimento φ (5.57) e t (5.58), nas equações a seguir, obtemos os seguintes

resultados:

� Para r,

1

2

∂A(r)

∂r
ṙ2 +

(
1

2(1− u2)

[
∂A(r)

∂r
r2 + 2rA(r)

])
u̇2 +

+

(
(1− u2)

2

[
∂A(r)

∂r
r2 + 2rA(r)

])
L2
φ

(A(r)r2(1− u2))2
+ (5.59)

+
1

2A(r)2
∂A(r)

∂r
(−EA(r))2 = A(r)r̈ +

∂A(r)

∂r
ṙ .

� Para u:

A(r)r2
u

(1− u2)2
u̇2 − ur2A(r)

Lφ
(A(r)r2(1− u2))2

=
dA(r)r2

dτ

(1− u2)−1 + A(r)r2[−(1− u2)−2(−2u)u̇] +
A(r)r2

1− u2
ü . (5.60)

Como estamos considerando um espaço-tempo esfericamente simétrico, podemos

con�nar a análise do movimento a um plano. Por conveniência, sendo um plano equa-

torial θ = π/2, então, u = cosθ = 0. Deste modo, considerando que u = 0, então a

eq.(5.60) resulta em zero. Devido a esta condição, podemos reescrever a eq.(5.59), da

seguinte forma:

A(r)r̈ +
∂A(r)

∂r
ṙ − 1

2

∂A(r)

∂r
ṙ2 + F (r) = 0 , (5.61)
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onde,

F (r) = −1

2
[
∂A(r)

∂r
E2 +

L2
φ

A(r)2r4
(
∂A(r)

∂r
+ 2rA(r)] . (5.62)

Para relacionar as coordenadas r e φ na forma r(φ), devemos considerar que:

dr/dτ = ṙ e dφ/dτ = φ̇ e que ṙ/φ̇ = dr/dφ. Assim, derivando em relação φ, temos que:

ṙ = φ̇
dr

dφ
=

Lφ
A(r(φ))r2

dr

dφ
=

(
Lφ

A(r(φ))r2
d

dφ

)
r , (5.63)

e,

r̈ =
d

dτ

(
φ̇
dr

dφ

)
=

(
Lφ

A(r(φ))r2

)2
d2r

dφ2
+

Lφ
A(r(φ))r2

(
− Lφ

A(r(φ))−1r−2
[
A(r(φ))−1

∂A(r(φ))

∂r
+ 2r−1

] dr
dφ

)
, (5.64)

substituindo as eq.(5.63) e (5.64) na eq.(5.61), obtemos uma expressão radial,

A(r)

(
Lφ

A(r(φ))r2

)2
d2r

dφ2
+

Lφ
A(r(φ))r2

(
− LφA(r(φ))−1r−2[

A(r(φ))−1
∂A(r(φ))

∂r
+ 2r−1

] dr
dφ

)
+
∂A(r)

∂r

( Lφ
A(r(φ))r2

(5.65)

d

dφ

)
r − 1

2

∂A(r)

∂r

((
Lφ

A(r(φ))r2
d

dφ

)
r

)2

+ F (r) = 0 .

Com a ajuda da equação acima, é possível descrever a trajetória do raio de luz ao

entrar em uma Lente GRIN, substituindo A(r) por algumas con�gurações do índice

de refração desta lente. Como a eq.(5.65) depende da expressão do índice de refração,

vamos gerar alguns grá�cos contendo 5 tipos de índices de refração n(r), sendo que na

ref. [14] há mais exemplos de possíveis expressões para n(r). Ou seja, da forma:

A(r) = n(r) = n0

√
1 +

a

r2
, (5.66)

A(r) = n(r) = n0(1 +
a

r2
) , (5.67)

A(r) = n(r) = n0(1 +
a

r2
)2 , (5.68)
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A(r) = n(r) = n0

√
1 + br2 , (5.69)

A(r) = n(r) = n0(1 + br2) (5.70)

Por meio da solução analítica e numérica da eq.(5.65), vamos determinar a trajeto

do raio de luz em lente GRIN com simetria esférica. Em vista da complexidade da

eq.(5.65), vamos apresentar uma solução numérica, e representar os resultados com

um grupo de grá�cos polares acerca dos valores máximos e mínimos de r referentes à

trajetória do raio de luz. Vale ressaltar que, em uma superfície esférica, o raio de luz

que atinge uma superfície de raio R, a depender do ângulo de incidência referente à

normal ao plano tangente do plano da lente GRIN. Assim, para gerar diferentes curvas

conforme o ângulo de incidência, podemos considerar A(r(φ)) = n(r(φ)), e substituir

a expressão de n(r(φ)) pelas eq.(5.66) à (5.70), conforme apresentando no apêndice D.

Realizando alguns testes, e percebemos que variando os valores das constantes a e n0

não foi su�ciente para gerar curvas. Entretanto, ao variar os valores dos parâmetros L

e E, conseguimos gerar as curvas. Com base nos dados da tabela 1 e nas equações do

apêndice (D), construímos grá�cos polares para representar a trajetória do raio de luz.

Por meio da �gura 3, podemos perceber que os resultados apresentados mostra que a

distribuição do índice de refração são trechos de seções cônicas, variando de acordo com

a distância do centro da lente.

Grá�co E Lφ a, b n0 r

3.(a) 100 100 1 1 0.65

3.(b) 100 150 1 1 0.65

3.(c) 150 100 1 1 0.90

3.(d) 150 150 1 1 0.95

3.(e) 100 150 1 1 0.99

3.(f) 100 100 1 1 0.99

Tabela 1. Valores para as constantes da expressão contida no apêndice E.



5.5 Trajetória do raio de luz em lente GRIN 68

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 3: Trajetória do raio de luz em uma lente GRIN esférica com diferentes índices
de refração. A curva verde equivale ao índice(5.66) , a curva vermelha representa o
índice (5.67), a curva violeta representa (0.68), a curva azul representa o índice (5.69)
e a curva roxa representa o índice (6.70).
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5.6 Aplicação do tensor de Killing: métrica dual óp-

tica

Entre as propriedades dos tensores de killing, existe uma conhecida como dua-

lidade geométrica. Este tipo de dualidade, além de gerar uma nova métrica não-trivial

associada ao espaço-tempo adotado, possibilita um mapeamento em regiões com com-

portamentos interessantes, não esperados para o sistema original, porém, respeitando

a métrica original. Assim, por exemplo, aplicando o cálculo do tensor de Killing na

métrica de Schwarzschild, obtém-se uma métrica dual. Para maiores informações sobre

o procedimento vide [65].

Através do procedimento associado à métrica de Schwarzschild, um cálculo análogo

foi realizado para obter o escalar de Kretschmann dual da óptica métrica. Assim,

vamos considerar a métrica óptica dual como um "laboratório"para testar e interpretar

a dualidade geométrica. Levando em consideração o resultado obtido do tensor de

Stackel-Killing (5.37) à (5.41), e ressaltando que Kµν = g̃µν , obtemos a seguinte métrica

dual generalizada:

d̃s2 = C1A(r)dr2 +
C1r

2A(r)(C3A(r)r2 − 1)

u2 − 1
du2 + C1A(r)(−u2 + 1)r2

(1 + r2A(r)(C4(−u2 + 1)− C3))dφ
2 + C5(u

2 − 1)r2dφdt

− C1

A(r)
+

C2

A(r)2
dt2 . (5.71)

Note que a métrica dual (5.71) possui cinco parâmetros livres Ci = (1...5). Devido a

estas constantes, temos um conjunto de métricas duais, que torna-se não trivial quando

o resultado dos parâmetros forem diferentes de zero. Considerando vamos considerar

que A(r) = n0

√
1 + br2.

Como foi mostrado no capítulo 2, o escalar de Kretschmann , além de descrever a

singularidade de um sistema, também é utilizado para con�rmar se um sistema dual

pode realmente manter algumas propriedades do sistema original. Assim, para analisar

o comportamento do escalar de Kretschmann do tensor de Killing, a métrica dual precisa

ser não-degenerada2. Com a ajuda da ferramenta computacional, obtemos o resultado

2A métrica é degenerada quando seu determinante é igual a zero.
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do determinante da métrica dual:

g̃ = − 1

4
C2

1A(r)r4(A(r)C3r
2 − 1)[4A(r)2r2u2C2

1C4 − 4A(r)r2u2C1C2C4

+ 4A(r)2r2C2
1C3 − 4A(r)2r2C2

1C4 + A(r)r2u2C2
5 − 4A(r)r2C1C2C3

+ 4A(r)r2C1C2C4 − C2
5r

2A(r)− 4A(r)C21 + 4C1C2] . (5.72)

Nesta situação, é importante notar que a métrica dual óptica, para ser considerada

degenerada, precisa ter o determinante g̃ igual a zero. Assim, esta condição é válida

quando C1 = 0. Esta condição é evidente, mas pode ter outras soluções não triviais que

determinam uma métrica degenerada. Neste contexto, foi interessante construir grá�co

do determinante dual g̃ em relação a C1 e r, como mostra a �gura a seguir:

Figura 4: g̃(C1, r). Considerando A(r) = n0

√
1 + br2, onde b = 1 e n0 = 1.

Assim, para analisar uma métrica degenerada, neste caso, como mostra a �gura 4,

C1 → 0. Porém, para uma métrica não degenerada, o parâmetro C1 6= 0. Portanto, para

trabalhar com o escalar de Kretschmann dual (2.66), temos que assumir essa condição.

Mas, antes de calcular o objeto geométrico, vale grifar que, o determinante da métrica

original (4.1) é g = −A(r)3r4B(r) e o K do sistema original está contido no apêndice

(E.1).

Para encontrar o invariante geométrico de Kretschmann dual (2.66), vamos utilizar

um método computacional. No entanto, o K̃ resulta em número muito grande de ele-

mentos, nem mesmo esta ferramenta pode exibir, pois supera 900000. Uma forma de

contornar a situação, foi �xar valores para os parâmetros Ci. Fixando os valores para
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as constantes C2 = 1, C3 = C4 = C5 = 0, podemos gerar o escalar de Kretschmann

dual. Este escalar, está contido no apêndice (E.2). No entanto, para observar o com-

portamento da métrica, vamos deixar r e C1 variável. Desse modo, podemos fazer uma

análise do comportamento de K̃ em torno da singularidade r = 0. Assim, foi apropriado

construir grá�cos com a solução da expansão em série em r,

Figura 5: K̃(r, C1).Considerando A(r) = n0

√
1 + br2, onde b = 1 e n0 = 1. Fonte:

própria do autor

Podemos observar que no grá�co da �gura 5,estão indicados os pontos de singula-

ridade de C1. Para gerar este grá�co, assumimos os seguintes valores: C1 = 0.1..0.3 e

r = 0.1..0.1. Podemos notar que o comportamento da métrica degenerada de C1 → 0

in�uencia na singularidade do escalar de Kretschmann. Assim, não se altera a singula-

ridade do K usual no espaço dual.
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Conclusão e Perspectivas

A descrição da de�exão da luz ao passar por uma massa gravitacional é usualmente

tratada pelo método de geodésicas nulas. No entanto, neste presente trabalho, apre-

sentamos este fenômeno usando uma abordagem óptica, ou seja, uma abordagem de

meio material. Para estabelecer esta abordagem, mostramos a analogia da equação

geodésica e a equação eikonal. Assim, obtivemos o resultado do ângulo de de�exão en-

contrado pelo eikonal equivalente o valor obtido pelo Teoria da Relatividade Geral. No

procedimento descrito, utilizamos a lente GRIN como um meio óptico, para descrever

de maneira genérica a de�exão da luz.

Usamos o formalismo métrico para tratar da propagação da luz, considerando a

trajetória do raio de luz como sendo geodésicas nulas. O uso deste formalismo possibi-

litou tratar a geodésica via Lagrangiano, que revelou grandezas conservadas por meio

dos tensores de Killing. Mostrou-se analiticamente a trajetória do raio de luz em lente

GRIN. Através de procedimento numérico, foi interessante construir grá�cos polares,

para analisar a trajetória do raio de luz, utilizando diferentes con�gurações de índice de

refração. Os grá�cos mostraram comportamento análogo à de�exão da luz, assim, po-

demos tratar esse fenômeno utilizando a lente GRIN. Assim, mostramos que a de�exão

da luz comprovada a mais de 100 anos pode ser descrita de maneira genérica utilizando

as lentes GRIN.

Outro procedimento realizado foi em relação à geometria dual, apresentando um

comportamento degenerado da métrica dual. Também calculamos a singularidade atra-

vés do invariante geométrico, que apresentou um aspecto não trivial ao observar um

comportamento singular da métrica dual, não alterando a singularidade do sistema

original.

A perspectiva futura é desenvolver artigos sobre este assunto e estudar outras con-
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�gurações de índice de refração da lentes GRIN, bem como ampliar nossos estudos nas

extensões degeneradas.
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APÊNDICE A -- Símbolos de Christo�el

A.1 Símbolos de Christo�el para métrica óptica iso-

trópica

Calculamos os símbolos de Christo�el, cujos resultados estão descritos a seguir:

Γrrr =
1

2

d

dr
A (r) , (A.1)

Γθrθ =
1

2

(
d

dr
A (r)

)
r2 + A (r) r , (A.2)

Γφrφ =
1

2

(
d

dr
A (r)

)
r2 sin (θ)2 + A (r) r sin (θ)2 , (A.3)

Γtrt = −1

2

d

dr
B (r) , (A.4)

Γrθθ = −1

2

(
d

dr
A (r)

)
r2 − A (r) r , (A.5)

Γφθφ = A (r) r2 sin (θ) cos (θ) , (A.6)

Γrφφ = −1

2

(
d

dr
A (r)

)
r2 sin (θ)2 − A (r) r sin (θ)2 , (A.7)

Γθφφ = −A (r) r2 sin (θ) cos (θ) , (A.8)

Γrtt =
1

2

d

dr
B (r) . (A.9)
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APÊNDICE B -- Vetor de Killing

B.1 Solução do vetor Killing para a métrica óptica

As equações a seguir,são as equações diferenciais associadas às equações do vetor

de Killing, para métrica óptica. Obtemos então via método computacional,

ξ1F − 2A(r)(
∂ξ1
∂r

) = 0 , (B.1)

A(r)r(
∂ξ1
∂r

)− ξ2A(r)r + (
∂ξ2
∂r

)Ar − 2ξ2A(r) = 0 , (B.2)

ξ3Fr − (
∂ξ3
∂r

)A(r)r + 2ξ3A(r) = 0 , (B.3)

ξ4F + (
∂ξ4
∂r

)A(r) = 0 , (B.4)

2(
∂ξ2
∂u

)A(r)u2 − ξ1Fr2 − 2ξ1A(r)r + 2ξ2uA− 2(
∂ξ2
∂u

)A(r) = 0 , (B.5)

(
∂ξ3
∂u

)u2 − 2ξ3u− (
∂ξ3
∂u

) = 0 , (B.6)

∂ξ4
∂u

= 0 , (B.7)



B.1 Solução do vetor Killing para a métrica óptica 76

ξ1Fr
2u2 + 2ξ1A(r)ru2 − 2ξ2A(r)u3 − ξ1Fr2 − 2ξ1A(r)r + 2ξ2uA(r) = 0 , (B.8)

ξ4F + (
∂ξ4
∂r

)A(r) = 0 , (B.9)

ξ1F = 0 , (B.10)

onde F = ∂A(r)/∂r.

Destas equações obtemos somente duas diferentes de zero. O resultado da isometria

da métrica óptica é

(
∂ξ3
∂u

)u2 − 2ξ3u− (
∂ξ3
∂u

) = 0 → ξ3 = C1(u2 − 1)r2A(r) , (B.11)

ξ4F + (
∂ξ4
∂r

)A(r) = 0 → ξ4 =
C2

A(r)
. (B.12)
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APÊNDICE C -- Cálculo da trajetória do raio

de luz para as componentes

r e u

C.1 Para r:

(
∂gρν
∂r

)
1

2
ẋρẋν =

d

dτ

(
1

2
gρν

∂

∂ṙ
(ẋρẋν)

)
. (C.1)

Resolvendo o lado esquerdo da eq.(C.1),

d

dτ

(
1

2
gρν

∂

∂ṙ
(ẋρẋν)

)
=

∂g11
∂r

1

2
ẋ1ẋ1 +

∂g22
∂r

1

2
ẋ2ẋ2 +

∂g33
∂r

1

2
ẋ3ẋ3 +

∂g44
∂r

1

2
ẋ4ẋ4

=
1

2

∂A(r)

∂r
ṙ2 +

1

2(1− u2)

[
∂A(r)

∂r
r2 + 2rA(r)

]
u̇2 (C.2)

+
1− u2

2

[
∂A(r)

∂r
r2 + 2rA(r)

]
φ̇2 +

1

2

∂A(r)

∂r
ṫ2 .

Vamos resolver para o lado direito. Então:

d

dτ

[
1

2
gρν

∂ṙ2

∂ṙ

]
=
dA(r)ṙ

dτ
= A(r)r̈ +

∂A(r)

∂r

dr

dτ
. (C.3)

Obtendo uma expressão para o lado esquerdo (C.2) e direito (C.3) da equação (C.1).

Substituindo o valores de φ̇ = Lφ/(A(r)r2(1− u2))2 e ṫ = −EA(r), podemos reescrever
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a eq.(C.1) como:

1

2

∂A(r)

∂r
ṙ2 +

(
1

2(1− u2)

[
∂A(r)

∂r
r2 + 2rA(r)

])
u̇2

+

(
(1− u2)

2

[
∂A(r)

∂r
r2 + 2rA(r)

])
L2
φ

(A(r)r2(1− u2))2
(C.4)

+
1

2A(r)2
∂A(r)

∂r
(−EA(r))2 = A(r)r̈ +

∂A(r)

∂r
ṙ .

C.2 Para u:

(
∂gρν
∂u

)
1

2
ẋρẋν =

d

dτ

[
1

2
gρν

∂

∂u̇
(ẋρẋν)

]
, (C.5)

onde, (
∂gρν
∂u

)
1

2
ẋρẋν =

∂g22
∂µ

1

2
ẋ2ẋ2 +

∂g33
∂u

1

2
ẋ3ẋ3 . (C.6)

Para ∂g22/∂u, temos:

∂g22
∂u

=
∂

∂u

[
1

1− u2

]
A(r)r2 (C.7)

=
∂

∂u

[
1− u2

]−1
(C.8)

= −(1− u2)−2 ∗ (−2u) (C.9)

=
A(r)r22u

(1− u2)2
, (C.10)

e para ∂g33/∂u, temos:

∂g33
∂u

= −2ur2A(r) , (C.11)

assim, o lado esquerdo da a eq.(C.5), resulta,

A(r)r2
u

(1− u2)2
u̇2 − ur2A(r)φ̇2 . (C.12)
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Para o lado direito da eq.(C.5), temos que:

1

2
gρν

∂

∂u̇
(ẋρẋν) =

1

2

[
A(r)r2

1− u2

]
2u̇ , (C.13)

assim,

d

dτ

([
A(r)r2

1− u2

]
u̇

)
=

d

dτ

(
A(r)r2

1− u2

)
u̇+

A(r)r2

1− u2
ü , (C.14)

considerando que:

d

dτ

(
A(r)r2

1− u2

)
=
dA(r)r2

dτ
(1− u2)−1 + A(r)r2[−(1− u2)−2(−2u)u̇] . (C.15)

Sabendo que φ̇ = Lφ/(A(r)r2(1−u2))2, e substituindo (C.12) e (C.14) na expressão
(C.5), obtemos:

A(r)r2
u

(1− u2)2
u̇2 − ur2A(r)

Lφ
(A(r)r2(1− u2))2

=
dA(r)r2

dτ
(1− u2)−1

+A(r)r2[−(1− u2)−2(−2u)u̇] +
A(r)r2

1− u2
ü . (C.16)
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APÊNDICE D -- Aplicação dos índices de

refração na expressão da

equação(5.65)

Substituindo cada índice de refração (5.66) à (5.70) na expressão (5.65), obte-

mos as expressões, que foram utilizadas para a geração da trajetória. As expressões,

dependentes da forma de A(r), estão descritas a seguir.

D.1 Para A(r) = n(r) = n0

√
1 + a/r(φ)2:

(
n0

√
1 + a/r(φ)2

)(
Lφ

(n0

√
1 + a/r(φ)2)r2

)2
d2r(φ)

dφ2
+

L2
φ

(n0

√
1 + a/r(φ)2)2r(φ)4(

− 1

(n0

√
1 + a/r(φ)2)

(
∂n0

√
1 + a/r(φ)2

∂(r(φ))
− 2

r

)
d2r(φ)

dφ2

)
+
∂(n0

√
1 + a/r(φ)2)

∂r(φ)(
Lφ

(n0

√
1 + a/r(φ)2)r2

dr(φ)

dφ

)
−

1

2

∂(n0

√
1 + a/r(φ)2)

∂r(φ)

(
Lφ

(n0

√
1 + a/r(φ)2)r2

)2


(
dr(φ)

dφ

)2

+ F (r(φ)) = 0 ;
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D.2 Para A(r) = n(r) = n0(1 + a/r(φ)2):

(
n0(1 + a/r(φ)2

)(
Lφ

(n0(1 + a/r(φ)2))r(φ)2

)2
d2r(φ)

dφ2
+

L2
φ

(n0(1 + a/r(φ)2))2r(φ)4(
− 1

(n0(1 + a/r(φ)2))

∂(n0(1 + a/r(φ)2))

∂(r(φ))
− 2

r(φ)

)
d2r(φ)

dφ2
+

(
∂(n0(1 + a/r(φ)2))

∂r(φ)

)
(

Lφ

(n0(1 + a/r(φ)2))r(φ)2
dr(φ)

dφ

)
−

(
1

2

∂(n0(1 + a/r(φ)2))

∂r(φ)

(
Lφ

(n0(1 + a/r(φ)2))r(φ)2

)2
)

(
dr(φ)

dφ

)2

+ F (r(φ)) = 0;

D.3 Para A(r) = n(r) = n0(1 + a/r(φ)2)2:

(
n0(1 + a/r(φ)2)2

)(
Lφ

(n0(1 + a/r(φ)2)2)r(φ)2

)2
d2r(φ)

dφ2
+

L2
φ

(n0(1 + a/r(φ)2))2r(φ)4(
− 1

n0(1 + a/r(φ)2)2

(
∂(n0(1 + a/r(φ)2)2)

∂(r(φ))
− 2

r(φ)

)
d2r(φ)

dφ2

)
+
∂(n0(1 + a/r(φ)2)2)

∂r(φ)(
Lφ

(n0(1 + a/r(φ)2)2)r(φ)2
dr(φ)

dφ

)
−

(
1

2

∂A(n0(1 + a/r(φ)2)2)

∂r(φ)

(
Lφ

(n0(1 + a/r(φ)2)2)r(φ)2

)2
)

(
dr(φ)

dφ

)2

+ F (r(φ)) = 0 ;

D.4 Para A(r) = n(r) = n0

√
1 + br(φ)2:

(
n0

√
1 + br(φ)2

)(
Lφ

(n0

√
1 + br(φ)2)r(φ)2

)2
d2r(φ)

dφ2
+

L2
φ

(n0

√
1 + br(φ)2)2r(φ)4(

− 1

(n0

√
1 + br(φ)2)

∂(n0

√
1 + br(φ)2)

∂(r(φ))
− 2

r(φ)

)
d2r(φ)

dφ2
) +

∂(n0

√
1 + br(φ)2)

∂r(φ)
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(
Lφ

A(r(φ))r(φ)2
dr(φ)

dφ

)
−

(
1

2

∂(n0

√
1 + br(φ)2)

∂r(φ)

)((
Lφ

(n0

√
1 + br(φ)2)r(φ)2

dr(φ)

dφ

))2

+F (r(φ)) = 0 .

D.5 Para A(r) = n(r) = n0(1 + br(φ)2):

(
n0(1 + br(φ)2)

)(
Lφ

(n0(1 + br(φ)2))r2

)2
d2r(φ)

dφ2
+

L2
φ

(n0(1 + br(φ)2))2r(φ)4(
− 1

(n0(1 + br(φ)2))

∂(n0(1 + br(φ)2))

∂(r(φ))
− 2

r(φ)

)
d2r(φ)

dφ2
)

+
∂(n0(1 + br(φ)2))

∂r(φ)

(
Lφ

(n0(1 + br(φ)2))r(φ)2
dr(φ)

dφ

)
− 1

2

∂(n0(1 + br(φ)2))

∂r(φ)((
Lφ

(n0(1 + br(φ)2))r(φ)2

)(
dr(φ)

dφ

))2

+ F (r(φ)) = 0.

Nas eqs. D.1, D.2 e D.3 temos que a > 0 e 0 < r <= R (Onde R é o raio da região

esférica). Na eq. D3, temos que 0 < r <= R. Na eqs. D4 e D5, temos que b > 0 e

0 < r <= R.
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APÊNDICE E -- Cálculo do escalar de

Kretschmann

E.1 Resultado do escalar de Kretschmann original

Resultado do escalar de Kretschmann com a métrica original:

K =
1

4(B(r)4A(r)6r2)

[
4

(
d2

dr2
B(r)

)2

B(r)2A(r)4r2 − 4

(
d2

dr2
B(r)

)2

(E.1)(
d

dr
B(r)

)
B(r)A(r)4r2 − 4

(
d

dr
B(r)

)(
d2

dr2
B(r)

)
B(r)2

(
d

dr
A(r)

)
A(r)3r2 +

(
d

dr
B(r)

)4

A(r)4r2 + 2

(
d

dr
B(r)

)2

B(r)

(
d

dr
A(r)

)2

A(r)2

r2 + 9B(r)4
(
d

dr
A(r)

)4

r2 − 16B(r)4
(
d

dr
A(r)

)2

A(r)

(
d2

dr2
A(r)

)
r2 + 8

B(r)4A(r)2
(
d2

dr2
A(r)

)2

r2 + 8

(
d

dr
B(r)

)2

B(r)2
(
d

dr
A(r)

)
A(r)3r − 8

B(r)4
(
d

dr
A(r)

)3

A(r)r + 16B(r)4
(
d

dr
A(r)

)
A(r)2

(
d2

dr2
A(r)

)
r + 8(

d

dr
B(r)

)2

B(r)2A(r)4 + 24B(r)4A(r)2
(
d

dr
A(r)

)2 ]
.
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E.2 Resultado do escalar de Kretschmann dual

Para uma métrica não degenerada, assumimos que C1 6= 0. Desta forma, obte-

mos o escalar de Kretschmann dual por meio do método computacional. Como o K̃ tem

um número muito grande, torna-se difícil de exibir, então, para contornar a situação,

�xamos valores para as constantes, C2 = 1 C3 = C4 = C5 = 0:

K̃ =

(
1

4r2C2
1A(r)6(−4A(r)C2

1 + 4C4
1)

)[
14336A(r)2

(
d

dr
A(r)

)2

C4
1 − 14336 (E.2)

A(r)2
(
d

dr
A(r)

)2

C4
1 − 36864A(r)5

(
d

dr
A(r)

)2

C1
7 + 63488A(r)4

(
d

dr
A(r)

)2

C1
6

−49152(A(r)3
(
d

dr
A(r)

)2

C1
5 + 8192A(r)6

(
d

dr
A(r)

)2

C1
8 + 29952

(
d

dr
A(r)

)4

r2C1
4 + 14336A(r)3

(
d

dr
A(r)

)3

rC1
6 − 92160A(r)

(
d

dr
A(r)

)4

r2C1
5 − 16384A(r)2(

d

dr
A(r)

)3

rC1
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(
d

dr
A(r)
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d
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7
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d
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d

dr
A(r)

)4

r2C1
8 − 8192

(
d
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r2C1
7r2C1

2

]
. (E.3)
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