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A geometria é a arte de raciocinar sobre figuras mal
desenhadas.
Henri Poincaré



RESUMO

Neste trabalho, analisamos um problema de navegagéo de Zermelo no plano, em que
foi considerada a influéncia de forcas externas (como vento ou correnteza) simétricas
e concéntricas, tomando um parametro de intensidade \. Essa situacéo fisica foi
modelada geometricamente, onde um disco aberto centrado na origem e raio 1/\
do R? foi munido de uma métrica do tipo Randers, nomeada “métrica de A\—Funk”,
para qual explicamos em detalhes expressdes de distancias entre dois pontos, de
ponto a segmento de reta, de segmento de reta a ponto, entre segmentos de retas e
circunferéncias. Perturbamos o caso da métrica de 1—-Funk no disco aberto unitario
centrado na origem, associada a um vetor, obtendo a “métrica G”, verificamos que essa
métrica pode ser interpretada como um problema de navegagéo, induzimos a férmula
de distancia entre dois pontos e caracterizamos as circunferéncias.

Palavras-chaves: métrica de A—Funk; métrica de Randers; problema de navegacao
de Zermelo; distancias; circunferéncia.



RESUMEN

En este trabajo, analizamos un problema de navegaciéon de Zermelo en el plano, en que
se considero la influencia de fuerzas externas (como viento o corrientes) simétricas y
concéntricas, tomando un parametro de intensidad \. Esta situacion fisica fue modelada
geométricamente, donde un disco abierto centrado en el origen y radio 1/\ de R? fue
dotado de una métrica del tipo Randers, denominada “métrica de A—Funk”, para la cual
explicamos en detalle expresiones de distancias entre dos puntos, de punto a segmento
de recta, de segmento de recta a punto, entre segmentos de rectas y circunferencias.
Perturbamos el caso de la métrica 1—Funk en el disco unitario, asociada a un vector,
obteniendo la “métrica G”, verificamos que esta métrica puede interpretarse como
un problema de navegacion, inducimos la formula de distancia entre dos puntos y
caracterizamos las circunferencias.

Palabras clave: métrica de \—Funk; métrica de Randers; problema de navegacion de
Zermelo; distancias; circunferencias.



ABSTRACT

In this work, we analyzed a Zermelo navigation problem in the plane, in which the
influence of symmetric and concentric external forces (such as wind or current) was
considered, using an intensity parameter \. This physical situation was geometrically
modeled, where an open disk centered at the origin and radius 1/ in R? was equipped
with a Randers-type metric, named “A—Funk metric”, for which we explained in detail
the expressions for distances between two points, from a point to a line segment, from
a line segment to a point, between line segments and circumferences. We perturbed
the case of the 1—Funk metric on the unit disk, associated with a vector, obtaining the
“G metric”, we verified that this metric can be interpreted as a navigation problem, we
induced the distance formula between two points and characterized the circumferences.

Keywords: A\—Funk metric; Randers metric; Zermelo navigation problem; distance;
circumference.
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1 INTRODUCAO

Durante o periodo das Grandes Navegacodes, uma intensa corrida entre
as poténcias europeias impulsionou a busca por novas rotas comerciais e a expansao
territorial. Os navios foram o meio de transporte que tornou possivel a humanidade
atravessar o globo e descobrir novas terras, enfrentando desafios como correntes
maritimas que influenciavam a locomoc¢ao das embarcacoes.

Isso é notdrio no feito histérico do navegador portugués Bartolomeu
Dias (1450-1500) que, em 1488, encontrou uma passagem maritima do oceano Atlan-
tico para o oceano indico contornando o Cabo das Tormentas (posteriormente chamado
de Cabo da Boa Esperanca). Para superar os obstaculos das correntes contrarias, Dias
precisou adaptar suas estratégias, afastando-se da costa e aproveitando os ventos e
correntes mais favoraveis (WIBAUX, 2013).

Essa solugao empirica representava uma geometria pratica na qual a
distancia e a duragao do percurso entre dois pontos ndo eram simétricos e dependiam
crucialmente da direcao do percurso, desafiando os principios da geometria euclidiana
classica. Apenas séculos mais tarde, o problema enfrentado por navegadores seria
formalizado matematicamente por Ernst Zermelo (1871-1953) em 1931, através do
calculo das variagées.

Zermelo formulou o problema de navegacéao étima, almejando deter-
minar a trajetéria que minimiza a durag&o da viagem de um barco levando em conta
influéncias externas como correntes e ventos. Seu trabalho evidenciou que a rota 6tima
entre dois pontos pode ndo ser um segmento de reta, mas sim uma curva determinada
pelas condi¢ées do meio.

Este trabalho apresenta um estudo sobre um caso especifico do pro-
blema de Zermelo, no qual um barco se desloca em um lago circular sob a influéncia
de um vento radial de intensidade variavel, utilizando os resultados adquiridos por
(SHEN, 2001) e (CHENG; SHEN, 2012). O principal objetivo é determinar as trajetorias
de menor tempo (geodésicas) utilizando meétricas de Finsler do tipo A—Funk, que sé&o
casos particulares de métricas de Randers

A pesquisa pretende expor os conteudos de forma didatica, utilizando

exemplos intuitivos e validacdo computacional com o software GeoGebra, para facilitar
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a compreensao sobre geometrias ndo-euclidianas.

Previamente ao nosso aprofundamento, traremos exemplos reais, para
que o leitor possa refletir sobre os conceitos propostos, porque se tratando de uma
geometria néo euclidiana, essa pode nao ser familiar, dessa forma, algumas situ-
acdes podem revelar-se contraintuitivas. Justamente por isso, no primeiro capitulo,
buscaremos instigar o leitor a repensar a nogao de “menor caminho”.

No segundo capitulo, exibimos fundamentos mateméaticos que serdo
pertinentes para o andamento da pesquisa. Iniciamos revisando propriedades e defi-
nicdes da Geometria Euclidiana, com a qual possivelmente o leitor ja estd habituado.
Em seguida, realizamos uma andlise a respeito de algumas métricas nao euclidia-
nas, mostrando exemplos, estabelecendo assim a base conceitual para os capitulos
seguintes.

No terceiro capitulo, adentramos sobre a definicdo da métrica de
A—Funk sobre uma bola aberta, centrada na origem, munida de um campo de forcas
concéntricas e simétricas que representam a agédo da correnteza ou do vento, para isso,
além da obra classica de (FUNK, 1929), revisamos também o trabalho de conclusao
de curso (MOYSES, 2022) e os artigos recentes, como (CHAVEZ et al., 2021) e (CHA-
VEZ; MOYSES; LEON, 2024), que nos deram suporte suficiente para explorar esse
conteudo. Assim, expusemos a construcao dessa métrica através do problema fisico
de navegacao de Zermelo, visamos descobrir qual curva realiza 0 menor caminho entre
dois pontos e obtivemos formulas que se demonstraram fundamentais para a geragéo
de resultados ao longo desta investigacgao.

No quarto capitulo, demos sequéncia a esse estudo, induzindo uma
formula para a distancia entre dois pontos nessa métrica. Desse modo, naturalmente
surgiram perguntas como “sera que a distancia de um ponto até outro tem o mesmo
valor tomando o percurso oposto, ou seja, seria essa distancia simétrica?” e nesse
sentido “imaginando um barco navegando no disco, € possivel ele navegar contra a
correnteza e sair desse dominio?”. Para sanar essas duvidas, procedemos a verificagao
de algumas propriedades.

O quinto capitulo foi dividido em trés secdes, nas quais passamos a
estudar algumas estruturas geométricas da métrica de A\— Funk. Partindo do problema

fisico de navegagao, empenhando-se a encontrar o arco de alcance maximo que um
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barco pode chegar com uma quantidade de combustivel limitada, surgiram os conceitos
de circunferéncias (Definigcao 5.1, ver Figura 7 e Definigao 5.2, ver Figura 10). Com
o objetivo de determinar a duracao de viagens entre uma ilha isolada e uma praia
com litoral retilineo, se deduziu a distancia de segmento de reta a ponto ((5.9), ver
Figuras 16 e 17), de ponto a segmento de reta ((5.17), ver Figuras 18 e 19) e entre dois
segmentos de retas ((5.22), ver Figuras 20 e 21).

O sexto capitulo foi dividido em trés se¢des, na primeira propomos
uma nova métrica, a Métrica GG, Definicao 6.1, a qual consiste em uma perturbagéao
na métrica de 1—Funk, associada a uma segunda for¢ca. Na segunda, comeg¢amos a
averiguar sobre as caracteristicas dessa nova métrica. Se tratando de uma métrica
desconhecida, procuramos descobrir se essa métrica também pode ser obtida a partir
de um problema de navegacao de Zermelo e desta maneira como seria a interpretagéo
fisica dessa perturbacédo. Ademais, indagamos qual seria 0 percurso mais rapidos entre
dois pontos, passamos a induzir uma férmula de distancia e verificar se esta é simétrica.
Na terceira secao, o foco foi investigar qual seria o arco de distancia maxima que uma
embarcacao consegue alcancar navegando com um limite de combustivel, assim foram
construidas as circunferéncias ((6.27), ver Figura 23, 24 e 25, e (6.33), ver Figura 26,
27 e 28) Desse modo, comegamos a indagar “seriam essas circunferéncias unicas? ”,
“elas possuiriam o mesmo formato circular conhecido?” e “elas ainda pertenceriam ao
dominio?”, essas foram as questdes que levantamos inicialmente.

Finalmente, no ultimo capitulo, apresentamos as consideragdes finais
sobre os resultados deste trabalho, vale ressaltar que este trabalho € proveniente de
uma Iniciacao Cientifica, ligada ao Grupo de Pesquisa de Geometria e Topologia da
UNILA. Além disso, com base nesse estudo, escrevemos um artigo que foi submetido a
um jornal nacional com corpo editorial e revisor em colaborag¢é@o do Professor Abraham
Mufioz (LEON et al., 2025).

1.1 PENSANDO SOBRE MENORES CAMINHOS

Nas escolas, ao se ensinar sobre deslocamento, sao estudados espa-
cos em situagoes ideais, isto é, assume-se um plano homogéneo e sem obstaculos

onde todas as direcdes e posicoes sao equivalentes, chamado de espaco isotropico,
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que formalmente corresponde ao espaco euclidiano plano. Entretanto, em situaces
reais como a navegacao, ao se considerar um barco navegando, existem adversidades
como a correnteza e os ventos que representam forcas externas ao barco que influen-
ciam sua trajetéria. Nesses casos, o critério de otimizacao da distancia para minimizar o
tempo ou consumo de energia durante o percurso € modificado, o “custo” do movimento
depende da direcao, o que significa que espaco efetivo torna-se anisotropo.

Para que o leitor possa compreender melhor, é apresentado o artigo
cientifico (TALBOT, 2010) que surge de uma situacao real. O autor observou o movi-
mento das embarcacdes que atravessavam um rio, cruzando de uma margem a outra,
percebendo que 0s navios ndo faziam um trajeto em linha reta de um lado do estreito

para o outro, como mostra a figura:

Figura 1 — Caminho para tempo minimo

Fonte: Talbot (2010, fig. 1, p. 206)

A Figura 1 mostra um barco saindo de um ponto D na margem de um
rio, tentando alcangar um ponto A exatamente oposto a D na outra margem. No rio,
h& uma correnteza fluindo para a esquerda. Talbot examinou a situacao, percebendo
que, se o barco apontasse diretamente para A, a correnteza o arrastaria rio abaixo,
fazendo com que ele desembarcasse em um ponto a oeste de A. Isso acontece porque
o caminho mais rapido ndo é uma trajetéria em linha reta, mas uma curva que balanceie
a orientagéo do barco contra a correnteza ao longo de toda a travessia, minimizando o
tempo total.

E crucial notar que nesse estudo, o qual partiu de uma observacéo
concreta de Talbot, ha interferéncia de um termo, nesse caso uma forca, na escolha

do trajeto mais favoravel. Esse é um exemplo classico do problema de Zermelo, nele
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o fluxo da agua pode ser descrito matematicamente como um campo de forcas que
agem sobre o rio.

Por meio desse exemplo é observado que nem sempre 0s caminhos
mais rapidos ligando dois pontos sdo segmentos de reta. Reforcando a nocao de que
ao estudar sobre geometrias ndo euclidianas, é preciso interpreta-las dessa maneira,
analisando com cuidado antes de tomar quaisquer conclusées, pois quando a geometria

muda, suas regras, nogdes de distancia e simetria, também sao modificados.
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2 PRELIMINARES

A fim de orientar o leitor durante a leitura, nesta secao serao expostas
definicdes e propriedades que serdo utilizadas para calculos e demonstragdes ao longo
deste trabalho. Livros que examinam esses assuntos mais profundamente podem ser
encontrados nos referenciais teéricos de Geometria Analitica (CAMARGO; BOULOS,
2005), Algebra Linear (SANTOS; ANDRADE, 2015), Céalculo (STEWART, 2013) e
Analise Real (LIMA, 1999).

Estas sao algumas informacdes elementares:

» O plano cartesiano é definido como o conjunto de todos os pares ordenados

(z,y), em que x e y SA0 numeros reais.

* No contexto geométrico do plano, um vetor é a classe de todos os segmentos
de reta orientados equipolentes, isto é, com o mesmo comprimento, direcao
e sentido, isto é, independentemente da posicdo. Em particular, no segmento
orientado P(Q), toma-se P como extremidade inicial e Q como extremidade final;
esse segmento representa o vetor 1@ Vetores também podem ser representados
por quaisquer letras (u, v, w) ou por suas coordenadas no plano; em sintese, o

vetor é caracterizado apenas por seu modulo, direcao e sentido.

+ Considerando P = (p1,p2) € Q = (q1, ¢2) dois pontos no plano R?, as coordenadas

do vetor 1@ sdo descritas por QQ — P = (¢1 — p1,q2 — p2)-

Definicao 2.1 (Produto Escalar e Norma Euclidiana no R?) Considerando os veto-
res u = (u1,uz) € v = (v, vq) vVetores no R?, o produto escalar entre os vetores u e v é
dado por:

(u,v) := ugv1 + ugvy.

A norma euclidiana de um vetor u é definida como: |jul| := /{u,u) = \/u? + u2.

Observacao 2.1 Ao longo do texto identificaremos cada ponto P € R? com seu vetor
posicao O_f? onde O = (0,0) denota a origem. Assim, dados os pontos P = (p1,ps2) €
Q = (q1,92) em R? podemos utilizar o produto escalar e a norma euclidiana diretamente

em pontos, escrevendo

(P.Q) = (OP,0Q) = pis + poa & | P|| = [|0P] = /13 + 3.
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Definicao 2.2 (Distancia Euclidiana em R?) Considere dois pontos quaisquer P =
(p1,p2) € Q = (q1,q2) pertencentes ao plano cartesiano R2. A distdncia euclidiana entre

eles é descrita pela aplicagédo d: R? x R? — R, que associa ao par (P, Q) o valor

d(P,Q) = | PG = /(@ — ;1) + (@2 — pa)”.

Observe que a norma de um vetor coincide com a medida de sua extensao, isto é,

corresponde ao seu comprimento.

Propriedades 2.1 (Produto Escalar e Norma Euclidiana) Quaisquer que sejam os
vetores u, v e w do R2, o produto escalar e a norma euclidiana satisfazem as seguintes

propriedades:
1. (u,v) = (v, u);
2. (u,v+w) = (u,v) + (u,w);
3. (Au,v) = Xu,v), paratodo A € R;
4. (u,u) >0 (ou ||u|| > 0), onde a igualdade ocorre se, e somente se, u = T = (0,0);
5. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) |(u,v)| < ||ul| - ||v]];

6. (Desigualdade Triangular) ||u + || < [Ju| + ||v]|-

Observacdo 2.2 E apropriado introduzirmos outra caracteristica, pois esta sera apli-
cada em varias etapas desta investigacdo. A partir das propriedades enunciadas
anteriormente, juntamente com a definigdo de norma, conclui-se que: Dados dois

pontos P e () quaisquer do R?, é valido:
1P+ QI = [[PI* +2(P,Q) + QI (2.1)
De fato,

IP+QIIP =(P+Q,P+Q)
=(P+Q,P)+{P+Q.,Q)
= (P, P)+2(P,Q) +(Q,Q)
= [IP|* +2(P, Q) + Q>
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Definicdo 2.3 (Angulo entre Vetores) O 4dngulo 6 < [0, 7] formado entre dois vetores
nao nulos u e v & definido por:

{u, v)

cosf = .
[[wl| - (o]l

Definicao 2.4 (Bola Aberta no R?) Conceitua-se como bola aberta (ou disco aberto)

de centro em um ponto P € R? e raio r > 0 o conjunto B,.(P), formado por todos os

pontos X do plano euclidiano que obedecem a relacao:
B,(P) = {X € R |PX| = | X - P|| <r}.

Equivalentemente, B, (P) compreende os pontos do espago bidimensional cuja medida
de afastamento em relagdo a P ¢ inferior a r. Adotaremos a notagédo B? para simbolizar a
bola aberta de raio unitario com centro na origem do sistema de coordenadas. E definido
como fronteira (ou borda) de B,.(P) o conjunto 0B,(P), composto por todos os pontos

(z,y) de R? que mantém distancia exatamente igual a » do ponto P. Algebricamente:
0B,(P) ={X eR* | X — P| =r}.

Geometricamente, 0B, (P) configura uma circunferéncia de centro P e raio r no plano

cartesiano.

Definicdao 2.5 (Conjunto Aberto) Um conjunto A C R? é considerado aberto quando,
para cada elemento X € A, € possivel determinar uma bola aberta com centro em X

gue esteja completamente incluida em A. Formalmente, A é aberto se, e somente se:
VX € A, Je > 0 tal que B.(X) C A.
Vale destacar que toda bola aberta B, (P) constitui um exemplo de conjunto aberto.

Definicao 2.6 (Campo Vetorial) Seja (2 um subconjunto do plano bidimensional R2.
Um campo vetorial em () consiste em uma funcédo 7" que mapeia cada elemento x € Q
em um vetor T'(z) € R?. Esta aplicagdo, denotada por 7: Q — R?, atribui a cada
ponto do dominio um vetor especifico. Do ponto de vista geométrico ou fisico, quando
interpretamos 7'(x) como uma grandeza vetorial associada a posi¢ao = (como forga,

velocidade ou campo gravitacional), a funcéo 7' é definida como um campo vetorial.
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Exemplo 2.1 Para cada X = (z;,z5) € R?, definamos o campo vetorial 7: R? — R?,

dado por T'(X) = =X = —(x1, z2) (veja a Figura 2).

Figura 2 — Campo vetorial 7' em RR?

=5

Fonte: Autores (2025). Construgédo no software Geogebra 6.0.

Definicdo 2.7 (Curva Parametrizada Regular de Classe C* no R?) Considere um sub-
conjunto 2 do espaco bidimensional R?. Uma curva parametrizada v em 2 corresponde
auma funcgado ~: I — €, definida sobre um intervalo I C R. Diz-se que v € uma curva
diferencidvel de classe C* (para k > 1) quando suas fungdes coordenadas admitem
derivadas continuas até a ordem k. A curva é classificada como regular se, para todo
valor do parametro ¢ € I, o vetor derivada ~/(t) € ndo nulo, ou seja, +'(t) # (0,0).
No caso em que a regularidade nao é global no intervalo, mas se verifica em uma
subdivisdo de I em intervalos menores, dizemos que ~ é regular por partes. Mais
precisamente, v € regular por partes se existir uma particao {to,t,...,t,} de I tal que

~ é regular em cada intervalo aberto |¢;_1,t;[, parai =1,2,...,n.

Definicao 2.8 (Comprimento de Arco em R?) Considere uma curvaregular v: ]a, b[—
R? de classe C*. Fixado um parametro de referéncia ¢, €]a, b|, define-se a fungdo com-

primento de arco a partir de ¢, como a fungéo s: |a, b|— R dada pela integral da norma
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do vetor tangente +/(7) :
t
)= [ 1@l
to
Esta fungéo calcula a distancia percorrida ao longo da curva desde o ponto correspon-

dente ao parametro t, até o ponto correspondente ao parametro t.

Para que seja possivel adentrar na tematica do trabalho acerca de um
problema de navegacgao envolvendo uma métrica A—Funk, é preciso primeiro entender
0 que € uma métrica. Esse conceito surge em problemas matematicos que envolvem
o célculo de distancias em espagos. Nesse sentido, uma métrica € uma regra (uma
funcao) que estabelece como medir distancias em um determinado espaco, assim a
geometria € o estudo das propriedades que emergem dessa métrica. Dessa forma,
uma métrica varia conforme o espaco em que é definida.

Por exemplo, no espago euclidiano, o qual devido a sua simetria homo-
geneidade e isotropia, a métrica euclidiana define que a distancia entre dois pontos é o
menor caminho entre eles, isto é, um segmento de reta. Essa € uma das caracteristicas
fundamentais da Geometria Euclidiana proposta por Euclides em seus cinco postulados
e amplamente difundida nas escolas. Outros matematicos se empenharam a estudar
como medir distdncias nos mais variados espacos. Esse € o caso do matematico
alemao Bernhard Riemann (1826-1866), que ao investigar espagos curvos, cria uma
generalizagdo da geometria euclidiana ao formular as métricas de Riemann, nela a
distancia entre dois pontos € calculada levando em consideracéo a curvatura do espaco.

A seguir, sera exposta a definicao da métrica Riemanniana em conjun-
tos abertos do R2. Uma andlise mais profunda dessa métrica pode ser acessado nas

referéncias Geometria Riemanniana (CARMO, 2019) .

Definicao 2.9 (Métrica Riemanniana em R?) Considere 2 C R? aberto e funcoes
diferenciaveis a;;: Q@ — R, onde i, j = 1, 2, tais que a matriz [a;;(z)]2x2 Seja simétrica e
positiva definida para todo x € €. Para um vetor arbitrario v, = (y1,12) € R? associado

ao ponto z, define-se a Métrica Riemanniana em {2 como a expressao:

o) = \Janr (207 + (@ra(2) + 0 (2)) 292 + a3, (2.2)
Note que a Métrica Euclidiana constitui um caso particular desta estrutura geral, obtida
quando se especifica a;;(z) = ax(x) =1 € ax(x) = as(x) = 0 para todo = € Q (veja
Definicao 2.2).
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Exemplo 2.2 A funcéo a: 2 x R? — R definida por

a(w,ys) = \/22(yi +y3)
é uma Métrica Riemanniana, pois os coeficientes a;;(z) sdo dados pela matriz

T2 0
[aij(x)}2x2 = )
0 )

que é simétrica e positiva definida para todo =z € Q = {(z1,22) € R?; 2y > 0}.

Como generalizagdo das métricas riemannianas, as métricas de Finsler
— introduzidas por Paul Finsler em 1918 — admitem que a distancia dependa nao s6
do ponto, mas também da direcéo. Isso implica que, diferentemente do caso euclidiano,
a distancia entre dois pontos pode ser distinta para diferentes trajetérias, dependendo
de condicées como velocidade e direcdo do movimento (FINSLER, 1918). E possivel
encontrar um tratamento mais abrangente de métricas de Finsler em variedades gerais
em Guo e Mo (2018), Cheng e Shen (2012) e Shen (2001). Neste texto sera exibida
uma caracterizacao simplificada de métrica de Finsler em um subconjunto aberto U de

R™.

Definicao 2.10 (Métrica de Finsler) A fungdo F': U x R™ — R, onde U C R" aberto, é
chamada de métrica de Finsler em U se, paraz € U e y € R", F satisfaz as seguintes

propriedades:
1. F(z,y) € C>* paratodoz € U e y # 0;
2. F(z,y) >0paratodoz € U ey #0;
3. F(x,dy) = 6F(z,y), onde ¢ € qualquer numero real positivo;

4. A matriz hessiana de 5 F?, denotada por [g;;],
O
Jidl = 20yioyi |’

é definida positiva.

Definicdo 2.11 (Comprimento de Arco do Tipo Finsler) Sejac: [a,b] — Q C R* uma

curva regular por partes. O comprimento de arco (do tipo Finsler) de ¢ é definido por

Lrole) = / Fle(t), (1),

onde F' é uma métrica de Finsler.
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Definicao 2.12 (Distancia Induzida Finsler) Para quaisquer pontos P,Q € €, a dis-

tancia de P para () induzida por F' é definida como
dF(P7 Q) = infc ZF(C)7

onde o infimo é dado pelo conjunto de todas as curvas regulares por partes c: [a,b] — €,
tais que c(a) = P e ¢(b) = Q.

Nesse sentido, a norma euclidiana, métricas riemannianas ou a métrica
de Funk, definida adiante, sao exemplos de métricas de Finsler.

Uma extensao das métricas de Finsler, foi proposta por Gunnar Ran-
ders em 1941, em que ¢é incluido um termo adicional representando uma perturbacéao
vetorial, permitindo sua aplicacao em contextos fisicos e praticos, como navegacao
e controle 6timo (RANDERS, 1941). Essa métrica se caracteriza por introduzir uma
assimetria na medida de distancia, ou seja, o trajeto de ida entre dois pontos pode néao
ser equivalente ao trajeto de volta, dependendo da influéncia de fatores externos, como

correntes ou forgas externas.

Definicao 2.13 (Métrica de Randers) Seja o uma métrica Riemanniana sobre 2 dada
em (2.2) e uma fungéo S da forma 5(x, y.) = b1 (x)y; + ba(z)y2, ONde by, by: 2 — R sdo

funcdes diferenciaveis que satisfazem a condicao:

1Blla = v/a' (@)[by ()] + [a'2(x) + ! (2)]b1 (2)b2(2) + a?2(2)[ba(2)2 < 1, (2.3)

com [a¥(x)] = [a;;(x)]~!, para todo = € Q. Uma métrica de Randers sobre 2 é uma

funcdo F': Q x R? — R definida por

F(‘Tvyﬂc) = a(xayl’) + ﬁ($aya:)'

E possivel perceber essas métricas como uma perturbagdo de uma métrica Riemanni-

ana « por S.

Exemplo 2.3 Considere a Métrica Riemanniana do Exemplo 2.2 e definamos a aplica-
¢ao B = by(x)y1 + ba2(x)y2, onde as fungdes by, by: Q — R sdo diferenciaveis e dadas
por by (z) = 0 e by(x) = x9. Note que b, e b, Verificam a condi¢do (2.3) no caso que

0 < a9 < 1.
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De fato, a matriz inversa de [a;;(x)] € dada por

W= "

—1
0 x

temos que

\/a“(x) (b1 (2)]? + [a22(x) 4+ a2 (x)] by (x)be(x) + a22(z) [ba(2)]* = /2.

Desta maneira, para que a raiz acima seja menor do que 1, basta que 0 < x5 < 1.

Assim, vamos definir a Métrica de Randers sobre o subconjunto

Q= {(Il,l’g) S RQ, 0< o < 1} c Q.
Portanto, a Métrica de Randers F': Q x R? — R é dada por
F(2,y2) = a(z,y:) + B (2, 4) = \/ 22 (Y7 + y3) + T2t

Considerando que na proxima secao sera feita uma investigacéo
usando de aplicagcées de uma métrica do tipo Randers, é oportuno expor as seguintes

defini¢des:

Definicao 2.14 (Comprimento de Arco do Tipo Randers) Seja +: [a,b] — © C R?
uma parametrizacao de uma curva regular por partes. O comprimento de arco do tipo

Randers é definido como sendo

b
Le(y) = / Fly(t). 7/ (1)), (2.4)

onde F' é uma métrica de Randers.
Note que, esta definicdo propicia um recurso para calcular o compri-

mento de qualquer curva sobre uma métrica de Randers.

Definicao 2.15 (Distancia Induzida por uma Métrica ') Considere o comprimento
de arco definido em (2.4). Para quaisquer P,Q € Q C R2, a distdncia induzida pela

métrica F' é definida pela quantidade

4r(P.Q) = inf {Le(7)}

onde o infimo é tomado sobre o conjunto de todas as curvas regulares por partes ~ tais
que y(a) = P e y(b) = Q.
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3 A METRICA \—FUNK

Neste capitulo, vamos discutir sobre um dos temas centrais deste es-
tudo: um caso especifico das métricas do tipo Randers, a métrica de \—Funk em um
disco aberto do plano euclidiano centrado na origem do plano cartesiano, a qual €, por
sua vez, uma perturbacao da métrica de Funk. Para introduzir este tépico, seguimos de
perto a exposicdo detalhada em (CHAVEZ et al., 2025), onde é apresentada a cons-
trucao dessa métrica e suas interpretacées geométricas. Dessa forma, primeiramente
serd feita uma analise das métricas de Randers em um subconjunto Q2 C R?, obtidas
por meio de um problema de navegacao de Zermelo. Ou seja, esse problema fisico de
uma embarcagédo navegando em um corpo de agua sera transformado em um problema
geométrico. E valido salientar que, qualquer problema de navegacdo de Zermelo em
Q c R? (incluindo dominios mais amplos) resulta em uma métrica de Randers e a
reciproca € verdadeira (CHENG; SHEN, 2012).

Suponha que um barco estéa navegando e possui vetor posigéo c: [0, tg] —
) e esta sendo estimulado por uma forga interna (como a forga de um motor) com
vetor velocidade ¢ (t) de comprimento constante, ||¢/(¢)|| = 1. Na auséncia de forgas de
influéncias externas (como ventos ou correntes), 0 menor caminho para um barco se

deslocar de um ponto a outro é descrito por um segmento de reta. Desse modo,

t t
/Hc'(T)HdT:/ Ldr —t.
0 0

Isso implica que a distancia percorrida em linha reta corresponde precisamente ao
tempo gasto na travessia. Neste momento, sera feita a analise do que acontece em um
cenario que inclua influéncias externas.

Sendo x € Q2 a posigéo do barco e U, sua velocidade, a qual constante
sofre impulso de sua forga interna. Considerando que exista uma forca externa com um
vetor de velocidade W, (que pode ser, por exemplo, a forca do vento ou da correnteza
da 4agua), sendo |W,| < ||U.|]| = 1, permite ao barco se movimentar em todas as
dire¢coes. Unindo os dois vetores de velocidade que agem sobre o barco, 7, = U, + W,

o resultado T, gera a direcdo e a velocidade do barco nesse ponto z.
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Figura 3 — Forca resultante T,

T

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Pela condigéo ||U,|| = 1, obtemos

Desse modo, mesmo com o vento, a velocidade efetiva (ajustada)
mantém norma unitaria. Além disso, para qualquer vetor y, € R? ndo nulo, existe uma
Unica solugéo F' = F(z,y,) > 0 para a seguinte equagao: (Veja Figura 4)

Y

— W,
H F(x,y,)

~ 1. (3.2)

Figura 4 — Solugao positiva F'

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Substituindo y, = T, em (3.2) e usando (3.1), temos:

T
T,— — % _ — FzT,) =1.
F(z,T,) (@, T)
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Sendo assim, dada uma curva suave qualquer c: [0,t)] — Q2 com c'(t) = Ty, O

comprimento do arco do tipo Randers Lx(c) de ¢ € dado por (2.4)

Lr(c) = /o i F(c(1), Tor)) dr = /0 0 1dr = to. (8.3)

Observacao 3.1 A equacao (3.3) corresponde ao calculo do comprimento de arco
associado a métrica I, descrevendo o tempo de duragao do percurso de um barco
navegando sobre uma curva c. Isso significa que, quando ha a acao de uma forca
externa W,, para encontrar os caminhos mais curtos, ndo basta utilizar da métrica
Euclidiana, é necessario estar munido da métrica F. Assim, a distancia entre pontos
pode ser descrita como o tempo minimo necessario para deslocar-se de um local a
outro, sendo este tempo determinado pelo comprimento de arco do tipo Randers da

métrica F' ao longo do trajeto geodésico que conecta tais pontos.
A fim de adquirir uma férmula para a fung¢ao F, de (3.2), temos que:
ly, — FW,|* = F~. (3.4)

Usando a propriedade (2.1) da norma euclidiana e do produto interno e o item 3 das

Propriedades 2.1, é possivel calcular ||y, — FW,]||%:
lye = FWl* = [lyall® — 2F (ya, Wa) + F2([W|*.
Substituindo na equagéo (3.4):
Yz = 2F (ya, Wa) + F2|[W,||* = F?,
equivalentemente,
(1= W) F? + 2F (yu, Wa) — [ly: I = 0.

Note que, a expressao acima € uma equacao de segundo grau que tem como variavel
F, com os coeficientes a = (1 — [|W,]|?), b = 2{y., W,.), ¢ = —||y.||*. Portanto, é possivel
calcular as raizes desta equagao usando a formula geral para resolugdo da equacao

do segundo grau:

e —b+Vb? — 4dac
a 2a )

Substituindo os valores dos coeficientes a, b e c:

2y, W) £ 1/ (20, W2))® — (L — W2 2)(~ )
21— WL ) /

F =
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equivalentemente,

xa :i: xa T 1— W
" VAR UAR) 35
=W
Com a finalidade de certificar que F' > 0, note que y, # 0 e ||W,|| < 1, por isso,
lyal[*(1 = [[We]*) > 0
Ademais, ao somar (y,, W,)? na desigualdade, obtemos
(Yo W) + Myl (1 = [IWe?) > (i, W)™,
Assim, extraindo a raiz quadrada de ambos os lados,
(s W)+ V(s Wa)? + [l 2(1 = [[W2[]?) >
e
(Y W) = v/ (W, W) + [l 21— W ?) < 0
isto é, somente uma das raizes de F' é positiva, como ja foi notado em (3.2).
Portanto, de (3.5), temos que a métrica F' é dada por:
T T 2 T 2 1_ x 2) — I;Wx
o Ve W+ PO = W) = (e, W) 3.6)

1 —[[We|?
Perceba que, a métrica adquirida é do tipo Randers, de acordo com a Definicdo 2.13.
Realmente, temos que F' é da forma F' = « + (3, onde

Ve, W) + [lylP(1 — [Wall?) (Yo Wa)
1L — [[Wef? L —[[Wef?

Exemplo 3.1 (Métrica de Funk sobre o Disco Unitario e Aberto) (Ver (FUNK, 1929))

e fB=-—

Considerando o campo vetorial W, = —x = (—z1, —x,) definido sobre B? o disco (ou
bola) aberto, unitario e centrado na origem do plano cartesiano (veja Figura 5). Dado
v = (y1,72) € R? um vetor qualquer, a métrica F adquirida em (3.6) pode ser represen-

tada por:

V{(@yn + o9y2)? + (7 + y3) (1 — 2% — 23) L Tyt Ty

2 2 2 2"

F y) =

Ademais, isso pode ser escrito como

F(z,y,) = \/an(iﬂ)y% + 2a12(2)y1y2 + ag2(@)y3 + bi(@)y1 + ba(2)ys,

em que os coeficientes sdo dados por

1 1—a3 a1 T T
lai;(z)] = , 0i(7) = ——5——5 ehr) = ——F—.
J (1 — 22 — 23)? vizs  1—a? 1—a2— a3 1—a?— a3
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Figura 5 — Campo de forcas sobre B?

<

Fonte: Autores (2025). Construgédo no software Geogebra 6.0.

Com o objetivo de modelar a situacdo de um barco navegando em um lago, em que
0 campo de vetores W, representa a acao de uma forga (como vento ou correnteza)
radial, que por conta do sinal negativo, aponta para o centro do lago. Adicionamos
um parametro de intensidade lambda, o qual define o quao forte é a forca em cada
ponto do lago, o tamanho do lago e o grau de “distor¢cao” da geometria em relacao ao
espaco euclidiano. Assim, com uma constante ndo negativa , sera definida a Métrica de
A—Funk, considerando o campo de vetores W, = —\(xy, z5). Para derivar uma férmula
para essa métrica a partir da definicdo geral da métrica de Funk, basta substituirmos o
campo de vetores W, por esse campo de vetores especifico, W, = —A(z1,x2) = — Az

em (3.6), calculando os termos necessarios, nesse caso
(Y, We) = =Mz, y) € W[ = N[|l|]%.

Agora ao substituir na (3.6), obtemos:

o VNP PO =N | Aay)
1= A2[|z]? 1— X2||z]2

Ainda, para A\ > 0, ao aplicar a condicao fisica inicial, |IW,| < 1, nesse campo de

vetores W, = — Az, temos que,

IWell = I = Azll = AL I,
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logo,
1
Azl < 1= |lz|| < T
Isso caracteriza o espaco de definicao da métrica,
1
< J—
loll < 5

representa todos os pontos do lago em que o barco consegue navegar livremente, ou
seja, esse lago tera um raio de 1/, que € descrito por um disco aberto centrado na
origem do R? com raio r = 1/\. Portanto, a Métrica de A\—Funk pode ser expressa pelo

seguinte:

Definicao 3.1 (Métrica de \—Funk) A métrica de \—Funk F': Q, x R? — R, é definida

por:

o VP PO =R | Aey)
L= X T Xl

onde 2, = {z € R?%; ||z| < 1/A} para A > 0, e Qy = R?.

(3.7)

Observacao 3.2 Note que, a métrica definida na (3.7) se torna a métrica euclidiana

classica quando \ = 0 e a métrica de Funk em B? na equacgéo (3.6) quando A = 1.

Observacgao 3.3 A métrica de A\—Funk é uma métrica de Finsler, pois cumpre as quatro
propriedades estabelecidas na Definicdo 2.10. De fato, vejamos a verificacao de cada

propriedade a seguir:
Afirmacao 3.1 F(z,y) é C> paratodo x € Q) ey # 0.

Demonstracgao. A fungdo F' € composta por operagdes suaves, o produto escalar (x, y),
a norma euclidiana ||y||, a raiz quadrada e a divisdo. O denominador D = 1 — \?||z||?
é positivo para = € Q,, pois ||z|| < 1/X implica X?||z||* < 1, logo D > 0. Além disso,
analisando o numerador, o argumento da raiz quadrada é Q = \*(z,y)? + ||y||*(1 —

A2||z]|?). Assim, para y # 0, temos
Na,y)? 20 e [lyll*(1 = Nz]*) = llylI*D >0,

dai, @ > 0 pois é soma de um numero positivo e um n&o-negativo. Portanto, @) > 0 para
y # 0, e a raiz quadrada é suave em dominios onde seu argumento € positivo. Como

todas as outras operagdes sao suaves, concluimos que F(z,y) é C>® paraz € Q) e

y # 0.
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Afirmacao 3.2 F(z,y) > 0 paratodo z € Q) e y # 0.

Demonstracao. A demonstracao ja foi realizada por constru¢cdo quando obtivemos a

equacao (3.6) para um campo W, tal que ||W,|| < 1.
Afirmacgao 3.3 F(x,0y) = 0F(x,y) para qualquer § > 0.

Demonstracao. Seja 0 > 0 qualquer. Entao:

G F P =22 Ale dy)
F = .
(=:09) T X = X[

Usando a linearidade do produto interno e da norma:

(z,0y) = 0(x,y) e [|oy[| = dllyll,

temos:
TG PP =N Ay
Fle,0y) = = v
s NP M
T T X
(Y PEP TP R |, )
=Xz T X

F(x,0y) = 0F (x,y).
Portanto, F' € homogénea de grau 1 em y.
Afirmacdo 3.4 A matriz hessiana de ;F? é definida positiva.

Demonstracao. Como o célculo na matriz Hessiana seria muito extenso e tedioso,
vamos utilizar um resultado do livro (HRYNIEWICZ; SALOMAO, 2013) sobre a norma
de Minkowski, resumidamente, isso significa que essa horma cumpre com as quatro
propriedades que estamos provando, incluindo esta ultima sobre a Matriz Hessiana.
Mais especificamente, o Exercicio 1.2.12 em (HRYNIEWICZ; SALOMAO, 2013), o qual
afirma que para uma métrica do tipo Randers F' é chamada de norma de Minkowski do

tipo Randers se, e somente se,

1Blla = v/a' (@)[by ()] + [a'2(x) + a?! (2)]b1 (2)ba(2) + a?2(x)[ba(2)]2 < 1.
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Para isso, vamos primeiro lembrar que a métrica de \— Funk dada pela (3.7) é expressa

por:

_ V) + lPA = X2l?) | May)
1= A2[|z[|? 1= N[>’

Devido a Definicdo 2.13, sabemos que por ser um caso particular da métrica do tipo

F

Randers, a métrica de A\—Funk pode ser escrita na forma:

F(z,y) = alz,y) + B(z,y).

Em que a(z,y) é dado por: a(z,y) = v/a11(@)y? + (ar1a(z) + a () y1ys + az(z)y2. Lem-
brando que por serem coeficientes de uma matriz simétrica a,2(z) = a1 (x). E f(z,y) é
descrito por: B(z,y,) = bi(x)y1 + ba(x)ys.

Nesse caso, para F', temos que «a(x,y) é dado pela expressao:

VR g+ PO P[P

=2l 9
E 5(z,y) é descrito por:
ANz, y)
e (3.9)

Claramente, comparando a expressao (3.9) com 5(z,y) temos

o )\[L’1
1= Nz

)\1'2

(@) RS

e bg(l’)

Comparando a expresséo (3.8) com «a(x,y) podemos determinar os coeficientes ay; (z),

a12<33'), CL21([L') e CLQQ(I’).
Denotemos = = (x1,x2) € y = (y1,y2). Como para as duas expressoes

temos uma raiz, vamos desenvolver o calculo no radicando

N, ) + lglP(1 = N2l ]2) = X(aags + maga)? + (7 + 3) (1 - X2(a3 + 23))
= N(@7} + 2z matnyo + T5Y5) + UL + U5
— N2y +a3y7 + alys + 13y3)

= (1= N223)yi + 2X°m1zaynye + (1 — A2af)y3.

Portanto, essa € nossa relacéo para o radicando de (3.8) e ao substitui-lo, temos:

V(= Nad)yd + 20213011y + (1 — Nad)y?
1 — A2[|]|? '




33

Para incluir o denominador na raiz quadrada, o elevamos ao quadrado, assim obtemos:

(1= A223)yi + 222z 200192 + (1 — N22)y3
(1= A?z]?)? .

Dessa forma, temos que os coeficientes referentes a a(z, y), sdo:

1— N2 N2z 1 — N\a?
) = e ) = ) = G e = T e

Desse modo, podemos encontrar a matriz [a;;(z)]:

1 1-— )\2x§ ANxixy

a;j ()] = ———5—
O = TR | pny 1 a2

Para facilitar as contas, utilizaremos a notagdo p = 1 — A\?||z||>. Reescrevendo temos:

1—\222 2
1 [1=X23 Nar o /\z—%m

[aij(z)] = — ’ = .0 :
" T2 2 2. 2]\ Nwe,  1-X%F
P Nxire 1 — Naf = !

Agora fazendo o calculo do determinante da matriz, temos:

(1= N%3) (1 — M) B Na222

det[a;;(x)] =
J Pz Pz
_ 1= N2x? — N3 4+ Madzd — Naial
o

1= N — N3

= o
1 — X[

i
p 1

Com isso, somos capazes de calcular a matriz inversa:

1-X2z2 A2z129 1 — \242 2
. _ —2 T2 — ATy — A0
[0 (2)] = [aijl(aj)] =p’ /\Zx N 17/\212 =P ) 5
- %2 22 —)\.Z'lxz 1—/\$2

P p

Lembrando que p = 1 — \?||z||?, podemos simplificar, obtendo:

3 1— N2 —\2pyx
[ ()] = (1 = \2[lz|?) ! o
—N2zimy 1 — \222

Assim, temos

a'l(z) = (1= N[z]*)(1 = X2]), a®(z) = (1= N[2]*)(1 - Na3),



34

a'?(z) = a®(z) = —Nziza(1 — N2||z|)?).

Agora, podemos calcular ||5]|.. Para eliminar a raiz quadrada, vamos elevar ||3||, ao

quadrado:

18lla = a™* () [br ()] + [a"*(x) + a® (2)]b1 (2)ba(2) + a® () [ba()]*

AT ? Az i
- 9 9 1_ 9 9 —1 1— 2 1_)\2 2 —2
(1= [a]2)(1 = X%) (1 _Az”xu) (1= Ml = X) (1 = ¥e]

AT AT
—2(1 = A?||z|*)\? - <
(1= M)A, (1 =l ) \ T

1

= T (1 MV - 2Xdad + (- Nad)atad)
1

ESYEE ()\2(:1:% + 23) — M(2] + 22725 + x§)>
1

SR ()\2HxH2 - )‘4|’37H4)

= N[|z]|* < 1 (pois x € €2).

Sendo assim, ||3]|. < 1. Dessa forma, provamos que a norma de F' é uma norma de
Minkowski do tipo Randers e por isso cumpre cada uma das quatro propriedades, o

que inclui a matriz Hessiana positiva.

Observacao 3.4 Devido a observagao anterior, mais precisamente da verificacao da
Propriedade 3 da métrica de Finsler, resulta que, 0 comprimento de arco do tipo Funk é
invariante mediante qualquer reparametrizacao da curva c na equacéo (3.3). De fato, ao
tomar uma ¢: [0,t,] — R reparametrizagdo diferenciavel de classe C'' e com derivada
positiva ¢'(t) > 0 (porque isso mantém a dire¢do de c¢). Adotando a mudancga de variavel
u = ¢(t) (du = ¢'(t)dt) em (3.3) e considerando a homogeneidade da F', obtemos:
to p(to)
| F(co). )= [ T F el w) du,
0 #(0)

isso é precisamente o comprimento de arco do tipo Randers, em (3.3).

Para as seguintes definicdes, é necessario destacar o seguinte re-
sultado, o qual caracteriza as métricas de Finsler esfericamente simétricas que sao

projetivamente planas (ou seja, as geodésicas sao linhas retas).

Teorema 3.1 (Teorema 1.1 em (HUANG; MO, 2013)) Seja F' = ||y||¢ (HxH, {z. >> uma

oY)
llll

métrica de Finsler esfericamente simétrica em B" () = {x € R™; ||z|| < p}. Assim, F' é
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projetivamente plana se, e somente se, ¢ = ¢(r, s) satisfaz r¢ss — ¢, + s¢.s = 0, em que

0s subindices r, s descrevem as derivadas parciais em relacéo a r e s, respectivamente.
Teorema 3.2 A métrica A\—Funk descrita em (3.6) é projetivamente plana.

Demonstracao. Perceba que (3.6) pode ser reescrita como F = ||y||¢ <||x||, %) em

que
V1A (2 =12 \s
O(rs) = —F—53 — T T a0 (3.10)
Derivando ¢ em relagéo r e s em (3.10), adquirimos
2 2192 _ .2 3
4, = A°r(1 4 A*[2s% — 7)) n 2\%sr (3.11)
(1 _ )\2’/“2)2<1 + )\2[32 _ 7:2])1/2 (1 _ /\27:2)2
e
A2 A
b5 = i + (3.12)

(1= N2r2)(1+ A2[s2 — r2)1/2 1 — N2
Ao derivar (3.11) e (3.12) em relacdo a s, obtemos
Nrs(3 4+ A2[2s% — 3r?]) 203
(1= 2221+ A2[s2 — 232 * (1 — A2p2)2

(brs = (313)
)\2
Pss = (1 + \2[s2 —r2])3/2°
Dessa maneira, usando (3.11), (3.13), e (3.14), obtemos

T¢ss - ¢r + 8¢7"s
|

A2y B A2r(1 4 A%[2s? — ) B 2)\3sr
(L N2[s2 — 7232~ (1= AZr2)2(1 + A2[s2 — 12))1/2 (1 — A22)2

(3.14)

Nrs?(3 4+ \2[2s% — 3r?)) 2X\3rs
(1 _ )\2702)2(1 + )\2[52 _ T2]>3/2 + (1 _ )\2742)2
I
A2 [(1 COAT)2 (14 A2[28% — r2])(1 4+ A2[s? — 1))+ A26%(3 + A2[2s2 — 3r2])}

(1= X2r2)2(1 1 A2[s2 — 2])3/2

I
N2 (1 N2[3s% — 20%] 4 A28t = 3r282 + 4] — (14 A2[28% = 1)) (1 + A2[s? = 12))]

(1= N22)2(1 + A2[s2 — 2])3/2
I
0.

Sendo assim, pelo Teorema 3.1, temos que A—Funk métrica dada por

(3.6) é projetivamente plana em ,.
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4 DISTANCIA INDUZIDA PELA METRICA DE A—FUNK

Como foi visto, os menores trajetos na Métrica de A\—Funk sao realiza-
dos por retas, isto € chamado de geodésicas, as quais sdo cuvas capazes de minimizar
a distancia. Por conta disso, o calculo de distancia se torna menos complicado. Para
mais informacdes acerca de geodésias, consulte (CARMO, 2019), enquanto seu estudo
em espacos de Finsler esta presente em (SHEN, 2001).

Nesse sentido, conforme exposto na Observacgéo 3.1, a distancia indu-
zida pela métrica de A—Funk pode ser calculada por meio da integral do comprimento
de arco do tipo Randers, mostrado na Definicdo 2.15. Dessa forma, é possivel calcular
o tempo de um percurso de um barco, indo de um ponto a outro, tomando a curva
que liga esses pontos, como sendo a parametrizacao de um segmento reta no espaco
métrico definido por Q,.

Lembrando que, na situacao de navegacéo, o barco estaria se deslo-
cando livremente em um lago circular de raio » = 1/, desse modo o objetivo é calcular
0 menor caminho que o barco pode fazer para ir de um ponto inicial P a um ponto final

(), para que assim, essa viagem seja realizada no menor tempo capaz.

Teorema 4.1 Seja \ > 0, 2, = B?(1/)\). Dados os pontos P, Q € ,, a distancia (ou

tempo de viagem) induzida pela métrica de \—Funk , para P # (), é expressa por:

2 _ 2 — )2 2 _ 2 __ —
(P.0) = L (YEPQ-PPEE (- NIPPIR-PP-\P.Q-P))
A AVXPQ-P?+ (1= N[PP)Q-PI? - MQ,Q - P)
em que (-,-) e || - || s&o produto interno e a norma Euclidiana usuais respectivamente, e
dp(P,P) = 0.

Demonstracao. Sejam P, Q € Q, C R? pontos diferentes. Pelo Teorema 3.2, devido a
métrica de “A—Funk” F ser projetivamente plana, tomamos a parametrizacéo da curva

c: [0,1] — Q, definida por:
c(t)=tQ+ (1 —-t)P =P+ (Q — P)t, (4.2)

que liga os pontos P e (). Perceba que ¢(0) = P e ¢(1) = Q. Derivando (4.2) em relagéo
at:
dt)=Q — P. (4.3)
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De acordo com a Definicao 2.11, a distancia “A\—Funk” de P até (), denotada por

dr(P,Q), € descrita por:

1
Ar(P.Q) = Z¢0) = [ Flett). (o)t (4.4
onde F' é fornecido por (3.7). Ao substituir (4.2) e (4.3) em (4.4), obtemos:
VA e( 24 @O = X2le@)]]?) | Ae@),d(?))
@r(F Q) = / l 1—vn<w2 R oI

VP (Q-P)LQ - PP +IQ - PIP(L - NP+ (Q - P)?)
1= [P+ (Q - P

(P+(Q—P).Q-P)
*A-vwmp+@—meﬁ' (4.9)

Note que, usando as Propriedades 2.1, obtemos

NP +(Q = P)t,Q = P+ |Q = PIP(1 = | P+ (@ — P)tP)
H
IQ = PI2(1= X2 [I1PI2+2(P.Q - P}t + |Q - PIPt2])
+X((P,Q = P) + [|Q — P|Pt)?

| (4.6)
V((P.Q = P?+2P,Q - P)|Q - PIPt+ Q- P|'?)
+1Q - PP = X|IPIP) = (2P, P - Q)Q - PIPt+ |Q - P||'#?)
n
N(P,Q = P)? + @ — PI*(1 - 2|[PIP).
Por outro lado,
MP+(Q — P)t,Q — P) = \M(P,Q — P) + \|Q — P|*t (4.7)

1= NP+ (Q = Pt = 1= X(|IPI* + 2P,Q - Pt +|lQ - PI?)

= (1= N[|P|]P) = 23*(P,Q — P)t = N*|Q — P|***.  (4.8)
Substituindo as equacdes (4.6), (4.7) e (4.8) em (4.5), temos

dr(P,Q) = dp(P,Q)1 + dr(P,Q)s,

onde

VIQ = PIPA = X[[PIP) + 3(P,Q — P)”

1
d“RQ”:A<umwmm—wan@—mwmwQ—mwﬂt (4-9)
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PRy (T=R[P[?) —23(P,Q - P)t — X[ Q — P|*¥
Para simplificar a notacdo é definido £ como sendo:

dt. (4.10)

k=1Q - PI*(1 = N|[P|*) + X*(P.Q — P)* > 0 (pois P # Q). (4.11)

Repare que:
(1= N P|*) = 2X(P,Q — P)t = N*|Q — P|*?

€ equivalente a

PQ-pr) 1-X|P|

—\2 — P|? t2+2< —
1@ =PI Q=P ¥[GP

Essa expressao é um polinbmio de grau 2 na variavel ¢, portanto suas raizes podem

ser calculadas facilmente. Ademais, fatorando a equagéo acima, temos que:

(1= N|PII*) = 22%(P.Q — P)t = N*||Q — PII*t* = =A\*|Q — P|*(t — m)(t — ), (4.12)

em que Vi
—MP,Q — P)—Vk
= , 413
TN PP (@19
’ vk
—MP,Q — P)+Vk
T = : 4.14
2= AQ- PP (@14
Substituindo (4.11) e (4.12) na (4.9), conseguimos:
vk /1 1
dr(P, = — dt. 4.15
HBON= TR0 PE )y - ) (419
Por outro lado, pelo método das fracGes parciais, sejam A e B dois numeros reais tais
que
1 _ A LB _Alt-—n)+B({t—n) (4.16)
(t—Tl)(t—Tg) t—Tl t_TQ (t_Tl)(t_TQ)
Para resolver a equacdo 1 = A (t — m») + B (t — 1), recorremos ao sistema
A+ B =0,
—ATQ — BT1 = ]_,
cuja solugéo é
A=— ! e B= L (4.17)

3
To — T1 To — T1
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__E
Q=P
Dai, substituindo (4.17) em (4.16) e depois em (4.15), obtemos

. VE ! - .
dr (P Q) = M@—PWA{M—@W—ﬁ)(ﬁ—@“—W}ﬁ

Dessa forma, ao integrar conseguimos:

B VE {1n|t—71|_1n|t—7'2|}1
Q= PI?

desde que 7, — 11

a(P. =
( 7@)1 — Ty T — T o

t—7'1

SR

_ }1 (4.18)
Q= P> (1 — 7 0

t—TQ

VE 1

= In

X[Q =PI (1 — )

7'2(]_ — 7'1>

7'1(]_ — TQ) '

Perceba que, por (4.13) e (4.14), temos:
| (O il

=Ty 2k
Portanto, substituindo (4.19) em (4.18), obtemos:
7'2(1 — 7'1)
(1l —7)|

(4.19)

1

dF(P, Q)l = —1In

51 (4.20)

Por outro lado, note que
[(1=NP[*) = 204(P,Q — P)t = M| Q = P|*t*] = —2)°[||Q — P|I*t + (P, Q@ — P)]. (4.21)

Assim, ao substituir (4.21) em (4.10), adquirimos:

LU= X2PIP) = 20%(P,Q — P)t — M| Q — P

= dt.
S22y (L= NPIP) - 2X(P,Q - P)t — M2[Q — P[P

Devido ao Teorema Fundamental do Calculo, conseguimos que:
1
dr(P, Q)2 = =5 [In] (1= X|IPIP) = 22%(P.Q = P)t = X[Q - P . (422)

Diante disso, substituindo (4.12) em (4.22), obtemos:

1

1
dr(P,Q)2 = —55 [In[-NQ = PIP(t = m)(t = )],
ou, da mesma maneira, temos que:

dF(PaQ)ZZ__ n

o\ (4.23)

L ’<1—ﬁ)(1—72) |

T1T2
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Substituindo (4.19) e (4.23) em (4.4), adquirimos:

. 1 7‘2(1—7‘1) 1 (1—7’1)(1—7’2)
dF(P’Q) - 2/\ ln 7'1(1—7'2) QA ln‘ T1T2
1 12
(T 4.24
3 n<(1—72)2) (4.24)
—lln 2
N A 7'2—]_ ’

Afirmacao 4.1 ~, > 1.

Demonstracao. De fato, perceba que, pela definicdo de » em (4.14), se consegue

75 > 1 Se, e somente se

VI(P.Q— P2+ (1= N[PP)Q— Pl > \(P,Q = P)+Q —P|*).  (4.25)
Assim, surgem dois casos:

* se (P,Q — P)+ ||Q — PJ||? < 0, entao (4.25) é claramente verdadeira.
« se (P,Q— P)+]|Q — P|*> > 0, entdo (4.25) é verdadeira se, e somente se

N(P,Q — Py + (1= N|[PIP)lQ — PII?
>N ((P,Q—P)?+2(P,Q - P)lQ—PI*+]Q - P
= (1=-X|P)IQ - PI? >23(P,Q = P)|Q — P> + X*[|Q — P||*

Uma vez que P # @, ao dividir os dois lados da inequagao anterior por ||Q — P||?,

conseguimos:

1 — X||P||? > 2X*(P,Q — P) + X*||Q — P|]?
— 1> N (|P|*+2(P,Q—P)+|Q—P|?)
— 1> N||P+(Q - P)|?

1
= 5> lel

que também é correto.

Sendo assim, em qualquer caso, (4.25) é verdadeira. Isso finaliza a prova do enunciado.

Usando a Afirmagéo 4.1 em (4.24), obtemos que a distancia de P para ) € dada por:

dﬂp,@):%ln( T2 ) (4.26)

TQ—]_

Substituindo (4.14) em (4.26), temos que,
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~MP,Q - P)+Vk
M@ — P

~MP,Q — P) +Vk
M@ = P2

dF(P,Q) = —ln

-1

Manipulando o denominador,
~MP,Q - P)+Vk
M@ =PI
~MP,Q = P) +Vk = N|Q — P|?
AQ =PI

dF(P7Q) =3

Dividindo os denominadores iguais:

dp(P,Q) = ( vE-XPQ-P) ). (4.27)

VE=ANP,Q = P) = \|Q — P||?
Note que,
(P,Q—P)+]Q—-P|I>=(P,Q—P)+(Q—-P,Q—P)
=(P+(Q—-P),Q-P)

Sendo assim, substituindo na expressao do denominador em (4.27), adquirimos que:
VEk—MNP,Q-P
0 (P.Q) = (P,Q—P)
\VEAQQ-P)

Finalmente, apds a substituicdo de k& dado por (4.11), na expressao anterior, € conse-

guido o resultado.

Observacao 4.1 Para )\ +# 0, temos:

1. dr € nao simétrica. Certamente, considere O como sendo a origem e P um ponto

qualquer em Q, diferente de O. Desse modo, pela equacgéo (4.1) no Teorema 4.1,

se observa:
1 V|| P]? 1 ( 1 ) 1
dr (O, P = —In{———— ) =—=In(1 - \|P
p(0,F) = (WWP NP, P) ) AT \1=AP = AP
e

VAPt + (1= N2[|P|2)|| P[> — M(P, —P)
PO
dp(P,0) = A ( VAPt + (1 — X2[|PIP?) || P12

Sendo assim, dr(O, P) # dr(P, O), confirmando a assimetria.

1
) S In(1+ AP,

O Teorema 5.1, abaixo, fornece uma visualizacdo melhor dessa assimetria.
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2. dr nao é invariante mediante translacdes. De fato, considerando 7': 2, — €,

dado por T'(z) = z + Fy onde P, € 2, \ {O}. Perceba que:

1 1
ap(0,~Fy) = =3 (1= X|| = Bl}) = = In(1 = | Rl) = dr(O, Py

dr(T(0), T(-=FRy)) = dp(F, O),
dai, temos dp(O, —Fy) # dp(T(0),T(—F)).

3. dr é invariante mediante rotagdo ao redor da origem. Basta notar que, o produto
interno e a norma euclidiana sao invariantes mediante rotagdes ao redor da

origem.

Observacao 4.2 Como nos calculos da distancia foram utilizados a norma euclidiana

e produto interno usuais do R?, os resultados podem ser generalizados para o R™.
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5 GEOMETRIA DE UMA METRICA DE )\—FUNK EM Q,

A partir da formula de distancia induzida (4.1) no Teorema 4.1 € possi-
vel comecgar uma investigagao sobre as propriedades geométricas no plano. Porém,
essa formula ainda é um pouco complexa, o seguinte teorema proporciona uma sim-
plificagédo a ela. O teorema correspondente para A = 1 foi demonstrado no Teorema
2.3 em (CHAVEZ; MOYSES; LEON, 2024). O resultado atual generaliza aquele caso,

fornecendo uma prova valida para qualquer A > 0.

Teorema 5.1 Sejam P, @ pontos em Q, (A > 0) e » > 1 um numero real, entdo

—1
dr(P,Q) = ——QH i (5.1)
Demonstracao. Se r» = 1, temos
1-1 1 11|l P
1 (P,Q) = yIn1 =06 P = Qﬁﬁ:OZXHP_QH:XHT_QH'

Se r > 1, obtemos

e G R R
e () - -

P+ (T_%) @Q-p

» <|!P|!2+ QP+ (Tﬁl)Qu@—PH?) =

2
T T
s 1= = (L) o - PP+ 20 (L) (- P

= \2 =1

Percebe-se que P # Q umavez que r > 1, assim |P — Q|| # 0 e »r — 1 # 0. Portanto,

multiplicando a igualdade acima por (r — 1)?||Q — P||*> obtemos
& (r=121 = N[PIP)IQ - PII* = X*r?|Q — P||* +2X*r(r = 1)(P,Q — P)||Q — P|®

(r =121 = XIPI)IQ = Pl + (r = 1)*A(P,Q — P)?
= (r=12X(P.Q = P)* +2Xr(r — 1)(P,Q — P)||Q — P|I + X*r*[|Q — P|*

(r =12 (M(P,Q = P)* + [[Q = PII*(1 = A*|| P|]*))

) (5.2)
=N ((r—1)(P,Q — P) +r]|Q — P|]*)".
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Agora, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e pelo fato de @ € 2, adquirimos

r—1

(@.rQ~ P) < 11Q.rQ ~ P < QI - 1@ ~ Pl < {IrQ ~ Pl = "

e desde que r — 1 > 0, conseguimos

(r=1(P,Q—=P)+7|Q—PII*=(r—1){P.Q - P)+7(Q—-P.Q—P)
={r=1)P+r(Q-P),Q—P)
=(r@Q—-P,Q—-P)
={rQ-PrQ—-P—(r-1)Q)

= rQ — P|I* = (r = 1){Q,rQ — P)
(r—12 (r—172
> 2 B = 0.

Por isso, como r — 1 > 0, (5.2) é correspondente a

(r=DVAP,Q = P)* +[Q — P|*(1 — N[ P||?)
= A(r—1){P,Q = P)+r[Q — P|]*.

Como @ € 2, e P # @ temos que

V(@0 - P = (P,Q-P?) = ((@,Q - P)+(P.Q - P))((Q.Q - P)— (P.Q— P))
=X(Q+PQ-P(Q-PQ-P)
=N [leI* =PI 1@ — PI?
# (1= NIPIP)IQ - P

& VAP,Q — P)?+ (1= N[ PP)IQ - PII? = XQ,Q — P) # 0.

Portanto, obtemos que (5.3) é equivalente a

L VXPQ-PP+ (- N[PP)IQ - PP = MP.Q-P)
VA(P,Q — P2+ (1—X[P[)]Q - PI?> - MQ,Q — P)

o4 _11(VVW@—PP+@—VMWWQ—MP—MRQ_m
—1nr = —1n
A A \VRPQ-PEF (- APPQ - PIP - MQ.Q - P)

E perceptivel que, na demonstragdo do teorema precedente, foram usadas proprieda-

) - dF(Pa Q)

des da norma Euclidiana, por conta disso, o teorema continua valido para os pontos P
e@emB"(1/\), n > 2.
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Observacao 5.1 Geometricamente, a igualdade (5.1) nos indica que o ponto @ per-

. . o o P or—1
tence a uma circunferéncia euclidiana de centro — e de raio , COmo mostra a
T T
Figura 6.
Figura 6 — Interpretagcdo geométrica do Teorema 5.1

Q. - Q. -
Pid >, PRa ~
. )

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Observacao 5.2 Considere P = (0,0) e Q € Q) com dp(P,Q) = iln r. Da igualdade

(5.1) temos
1 1

e =
Ar L= XAQ|

Quando ||Q|| — §, faz com que @ se aproxime da fronteira de Q, dessa forma

r

QI =

r — +o0, por conta disso, dr(P,Q) — +oo. Em outros termos, isso significa que,
junto da Propriedade 2 na Observacdo 2.8 em (CHAVEZ et al., 2021), um barco
sobre qualquer ponto de €2,, ndo consegue sair de (2, ou seja, € impossivel para o
barco chegar até a borda. Em contrapartida, considerando @ = (0,0) e P € 2, com
dp(P,Q) = %m. Da igualdade (5.1) temos

r—1
|P|| = e T= 1+ M| P|.
Quando [|P|| — ;~, leva r — 2, devido a isso, dp(P, Q) — 2. Desse modo, um barco
. , . In 2
gue esteja na origem de (2,, € capaz de chegar na borda em um tempo de HT

Observacao 5.3 Vale ressaltar que, usando a relacao (5.1) é mais simples de mostrar

qgue dr nao varia conforme rotagcées ao redor da origem, isto &,
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cosf senf
emque P = (a,b), Q= (c,d) € Qe R=
—senf cosb

Ao rotacionar os pontos P e @, obtemos

cosf senf a acosf + bsend
—senf cosf b —asend + bcosl
e
. cosf@ senf c ccosf + dsend
Q" =RQ = =
—senf cos6 d —csenf + dcos 6

Portanto, pela invariancia da norma euclidiana por qualquer rotacao, adquirimos
P

[ (F-9)l-
r

P* .
—-Q
-

Fazendo uma comparagéo entre a relagao (5.5) e o Teorema 5.1, conseguimos que

P
—-0Q
"

a

Isto é,

Z_ol. (5.5)
.

1

dr(RP, RQ) = 5

_Q*

Inr < ||—
r

r—1 P 1
:( gy ): ?—QH — dF(P,Q):Xln’I“.

Dessa maneira, dp(RP, RQ) = dr(P,Q). Ou seja, a distancia dr € invariante por

rotacao.
5.1 CIRCUNFERENCIAS DE A\—FUNK

Como ja é possivel perceber, a métrica de A\—Funk esta longe de ser
uma mera abstracao, ela descreve um espaco onde o conceito de distancia perde uma
de suas especificidades mais intuitivas, a simetria.

Nesse sentido, o foco deste capitulo é caracterizar as circunferéncias
de A\—Funk. O uso do plural ndo € acidental: € uma consequéncia direta e crucial do
fato da distancia dr ser assimétrica.

Vale lembrar que, na geometria euclidiana, sua simetria garante que
a definicao de circunferéncia, como o conjunto de pontos equidistantes de um centro,
seja unica. Ja na métrica de A—Funk, devido a ndo-simetria, ao buscar caraterizar
dessa mesma forma o que seria uma circunferéncia, surge a uma pergunta fundamental
“equidistantes em qual sentido?”. Isso ocorre porque, 0s pontos podem ser equidistantes

do centro para a borda ou da borda para o centro da circunferéncia.
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Para facilitar a compreensao, este problema geométrico sera ilustrado
em uma situacgao fisica. Imagine um barco navegando em um lago circular, que seria o
espago métrico Q) = B?(1/)\), existe a influéncia de uma correnteza, fluindo radialmente
da margem em direcao ao centro. Supondo que este barco esta posicionado em um
ponto P € 2, e tenha combustivel suficiente para realizar uma jornada de valor r. Se o
barco navegar a favor da correnteza até um ponto @), seu movimento serd facilitado,
em comparagao a um deslocamento contrario a correnteza, em que ele precisaria, de
mais combustivel para alcangar o mesmo ponto Q).

Nesse sentido, uma definicdo de circunferéncia precisa levar em conta a
direcéo do deslocamento. Com um barco em um ponto P, buscamos encontrar os locais
gue ele pode alcangar com uma quantidade IHTT de combustivel, isto é, o conjunto de
pontos equidistantes de P, isso corresponde a encontrar uma circunferéncia centrada
em P. Tomando um questionamento oposto, partindo de pontos sobre a circunferéncia
em dire¢éo ao seu centro P, é definido o segundo tipo de circunferéncia de A—Funk.

Resumidamente, ao considerar a assimetria da distancia na métrica de
A—Funk, ou seja, dr(P, Q) # dr(Q, P), existem duas formas de interpretar o conceito
de circunferéncia, que séo, de “saida” do centro para a borda, denominada tipo 7; e a

de “entrada” no centro (partindo da borda), chamada de tipo 2.
5.1.1 Circunferéncia de A—Funk tipo 1

Definicao 5.1 (Circunferéncia de A\—Funk Tipo 1) Dado um ponto P em 2, qualquer

e um numero real r > 1, a Circunferéncia de \—Funk do tipo 1, com centro P e raio

1 . - : :
%, € definida como o conjunto de pontos X € 2, que satisfazem:

Inr

. . . Inr
Pela (5.1), a circunferéncia de A—Funk do tipo 1 com centro em P = (a,b) e raio % é

<x1—2>2+(:€2—g)2:(r>\_¢1)2. (5.6)

Observacao 5.4 Percebe-se que, a equacgao (5.6) tem o modelo de uma circunferéncia

determinada por:

L P o Inr ) .
euclidiana, centrada em — e de raio - De outro modo, as circunferéncias de A\—Funk
T



48

do tipo 1 simplesmente sao circunferéncias euclidianas deslocadas a uma taxa de

. . . R -1 . .
1 — — em direcéo da origem e contraidas a uma taxa de 1 — :1—70 (Veja a figura 7).
T

1
Figura7 — dp(P, X) = %

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Exemplo 5.1 Considere P = (0,0), A = 0.7, r = ¢*. A equagéo da circunferéncia de

A—Funk do tipo 1 de centro P e raio lnTT =1 (veja a Figura 8) é dada por

100
2,2 —0.7y2
T — (1 — .
4 49 ( ‘ )

Figura 8 — Circunferéncia de 0.7—Funk do tipo 1 de centro P = (0,0) e raio 1

FECTo

~<

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.
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Exemplo 5.2 Considere P = (0.5,0.5), A = 0.7, r = ¢*. A equagdo da circunferéncia de

A—Funk do tipo 1 de centro P e raio thr =1 (veja a Figura 9) é dada por

057 0.5\* 100 o
(ZE—W> —|—( —m> :4—9(1—6 )

Figura 9 — Circunferéncia de 0.7—Funk do tipo 1 de centro P = (0.5,0.5) e raio 1

Fonte: Autores (2025). Construgédo no software Geogebra 6.0.

5.1.2 Circunferéncia de A—Funk tipo 2

Definicao 5.2 (Circunferéncia de A\—Funk Tipo 2) Dado um ponto P em 2, qualquer

e um numero real » > 1, a Circunferéncia de A\— Funk do tipo 2, com centro em P e raio

1 , . . ,
%, € definida como o conjunto de pontos X € 2, que satisfazem:
1
dp(X, P) :%.

: . . .
Pela (5.1), a circunferéncia de A—Funk do tipo 2 com centro em P = (a, b) e raio % é

determinada por:

ou, de forma equivalente,

(21— ra)? + (25 — rb)2 = (T — 1)2. (5.7)




50

Observacdo 5.5 E possivel notar que, a equagao (5.7) tem o modelo de uma circunfe-
A - . —1 , R
réncia euclidiana, centrada em (ra, rb) € de raio TT De outro modo, as circunferén-

cias de A—Funk do tipo 2 somente sao circunferéncias euclidianas deslocadas a uma
r—1

taxa de r — 1 na dire¢éo oposta a origem e expandidas a uma taxa de
Figura 10).

— 1 (vejaa
nr

Inr

Figura 10 — dp(X, P) = ~

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Exemplo 5.3 Considere P = (0.5,0.5), A = 0.8, r = ¢*. A equagéo da circunferéncia de

1 . . L
A—Funk do tipo 2 de centro P e raio % =1 (veja a Figura 11) é dada por

0.5)> 05\> 25
(x_ﬁ> + (y—ﬁ> :1—6(60'8—1)2.

Figura 11 — Circunferéncia de 0.8—Funk do tipo 2 de centro P = (0.5,0.5) e raio 1

| __lecnobaso |
12

0.2

’
04 =

-06

-0.8

—t

—t2

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.
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Repare que no Exemplo 5.3, a curva obtida € s6 um arco de circunferéncia em (2,.
Mais ainda, ha exemplos em que a curva ndo tenha nenhuma solu¢cao, como mostra o

seguinte exemplo.

Exemplo 5.4 Considere P = (0,0), A = 0.8, r = ¢*. A equacgéo da circunferéncia de

A—Funk do tipo 2 de centro P e raio thr =1 (veja a Figura 12) é dada por

25
2 2 _ 290,08 _ y2
¥ +y 16(e )

Figura 12 — Circunferéncia de 0.8—Funk do tipo 2 de centro P = (0,0) e raio 1

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Note que, como ¢°# — 1 > 1, neste caso, ndo existem pontos Q = (z,y) € Q, tais que
1Q] = Z(e“8 — 1) (veja a Figura 12). Este problema vem diretamente da Observagao
5.5 a qual nos indica que, se P = (0,0), entdo o raio maximo de uma Circunferéncia de
Funk do tipo 2 é igual a IHTQ isto é, para estes tipos de circunferéncias r é limitado no
intervalo |1, 2[. Observe o proximo exemplo, tomando r €]1, 2].

Exemplo 5.5 Considere P = (0,0), A = 0.8, r = 1.5. A equagéo da circunferéncia de

A—Funk do tipo 2 de centro P e raio thr ~ 0.51 (veja a Figura 13) € dada por

25
“+y* = —(0.5).
2" +y" = 1£(0.5)
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Figura 13 — Circunferéncia de 0.8—Funk do tipo 2 de centro P = (0,0) e raio ~ 0.51

Q) il

dr(Q, P)|~ 0.51

1
[}
b= o i
1

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Exemplo 5.6 Considere uma circunferéncia dada pela equacao

(2 +0.4) + (y — 0.2) = %(0.5)2. (5.8)

Desejamos encontrar o centro de 0.8—Funk desta circunferéncia, isto €, encontrar
. 5 . A

P € Qg5 que verifica dp(Q, P) = 2 In r, para todo @ sobre a circunferéncia e para algum
r > 1. Comparando (5.8) com a equacao (5.7), temos que P e r verificam:

r—1=0.5 r=1.5

= 1

rP = (—0.4,0.2) P= 1—5(—0.4, 0.2) ~ (—0.27,0.13).

Portanto, o centro da 0.8—Funk circunferéncia tipo 2 € o ponto P ~ (—0.27,0.13), tal

que dr(Q, P) = gln 1.5, para todo ponto () sobre a circunferéncia (veja a Figura 14).
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Figura 14 — Circunferéncia de 0.8—Funk do tipo 2 de centro P ~ (—0.27,0.13) e raio
~ 0.51

SVZX ,/"/‘ \\\

S~ 2 Al

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

5.2 DISTANCIA DE A—FUNK ENTRE SEGMENTO DE RETA E PONTO

Nesta etapa, as equagdes obtidas das Circunferéncias de A\—Funk dos
tipos 1 e 2, serdo aplicadas a fim de deduzir relagbes métricas, formulando expressdes
para a distancia de reta a ponto e ponto a reta. Isso visa contornar a complexidade de
empregar diretamente a férmula da distancia induzida pela métrica de \—Funk dada
por (4.1) nos calculos.

Com este objetivo, é importante notar que, a relacédo posicional entre
uma circunferéncia e uma reta pode assumir trés configuracoes distintas, elas podem
se interceptar em dois pontos diferentes, em um unico ponto ou ndo possuir intersecao.
Dessa maneira, a estratégia abordada sera formar uma circunferéncia que intercepte a
reta e a partir disso, descrever a variagao de sua equacao em fung¢ao do raio, de modo
a identificar seus valores criticos.

Em esséncia, € buscado desenvolver a circunferéncia obtida para en-
contrar o menor valor para o raio, de forma que haja apenas um ponto de intersecéo
entre ela e a reta analisada. Vale ressaltar que, este ponto de intersecao corresponde,
precisamente, ao ponto da reta que se situa a distancia minima do centro da circunfe-
réncia.

Para contextualizar, segue um exemplo fisico. Supondo que um barco
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parte de uma praia com litoral retilineo representado pela reta s C R?, navegando em
direcdo a uma ilha posicionada em um ponto P € 2,. Assumindo que a embarcacao se
locomove sem variar a velocidade, deseja-se estipular qual o tempo minimo do trajeto
e 0 ponto da praia no qual o barco deve zarpar para isso acontecer.

Nessa perspectiva, sera construida uma Circunferéncia de A\—Funk do
tipo 2, centrada na ilha, ou seja no ponto P, de forma a obter interse¢do com a praia,
descrita pela reta s.

E vélido destacar que, no caso de desenvolvermos uma circunferéncia
de modo que haja uma unica intersegéo entre ela e a reta, a parcela da reta que sera

analisada, corresponde ao segmento de reta pertencente ao dominio (2,.

5.2.1 Distancia de A\—Funk de um segmento de reta a um ponto

Definicdo 5.3 Dada a reta s em R2. A distancia de A\—Funk , dr(sy, Q), de sy = s N Qy

até o ponto @ € 2, é definida como sendo:
dr(sy, Q) == min{dp(P',Q); P" € s\}.
E dito que o ponto Px € s, realiza a distancia de s, até o ponto Q, se
dr(P*,Q) < dr(P',Q), paratodo P’ € s,.

Teorema 5.2 Sendo s: z, = ma; + c uma reta em R2. A distancia de A\—Funk partindo

de sy = sNQ, até o ponto Q = (a,b) € 2, é expressa por:

dr(sy, Q) = By

B lln 1 — M ccosf(beosf — asenf) + A|ccosf — beosb + asen )| (5.9)
A 1 — A\2(bcosf — asen6)? o

onde 6 = arctg m. Ademais, essa distancia é realizada por

cosf@ —senf arcosf + brsenf
Px =

senfl cosf ccosf

Demonstracao. Dado um segmento de reta sy = s N2, onde s: x3 = mx; + c e um
ponto @ = (a,b) € ,, primeiro sera investigado o caso particular em que m = 0 e
depois sera analisado o caso geral. Para derivar a distancia do segmento de reta s, até

o ponto @, tomada uma circunferéncia de A\—Funk que contenha @ e esteja centrada
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., Inr ,
em algum ponto da reta. O raio é - eo centro esta em P = (z4,¢) € s. Conforme a

Equacéo (5.7), temos:

(21— ra)* + (c — rb)? = <T;1>2. (5.10)

Essa € uma equacgéo quadratica na variavel z,, e dependendo de r, é possivel encontrar
duas, uma, ou nenhuma solugdes para z;. O interesse é em encontrar uma unica

solucédo que minimize a distancia. Para isso, pela Equacao (5.10), temos a condicdo de

(c — 1B)* = (r;1)2

-2 1
& % — 2cbr + 1? 2:%
e AN = 20D\ + 0PN =02 —2r + 1

< (1= NH)r2 + 2N\ — 1)r + (1 — \2c%) = 0.

unicidade, z; = ra e

Assim, conseguimos uma equagao de segundo grau na variavel r cujas raizes séao

dadas por:

(1= Xe) = V(1= A20c)2 — (1 — \2?)(1 — \2c?)
r= e ) (5.11)

Percebe-se que:

(1= A2%c)? — (1= A%%)(1 — M) =1 —2X\%bc + A2 — [1 — A% — N2 + AP
= \[c? — 2bc + ]

= 2\2(c—b) (5.12)

Substituindo (5.12) na equacéo (5.11) adquirimos

1= XbeE Nc—D|

T e (5.13)

r

Note que

r>1 < 1-MNbcE Ac—b >1— N\
<= +A|c—b| > A?b(c — b)

<= £|c—b| > \b(c —b).



56

Vamos considerar dois casos:

1
sec—b>0:>i(c—b)>)\b(c—b):>ix>b

—1
sec—b<0:>i(b—c)>)\b(c—b):>i7<b.

Em ambos os casos, r > 1 se, e somente se, considerarmos o sinal de + em (5.13),

1 1
is —— < b < —. Portanto,
pois )\< <)\ ortanto

1= X%+ A — b
N 1 — \2p2

Desse modo, a distancia de A\—Funk de s, até o ponto @ = (a,b), para o caso em que

m = 0, é descrita por:

Inr 1 1—=Xbc+ MNe—b
dF(S)\,Q) = —-— = Xln < 1_ )\2b|2 |) . (514)

Essa distancia é realizada pelo ponto, Px = (ar, c) € s. Em seguida, seréa visto como
descobrir essa distancia para um segmento de reta qualquer s,. Para fazer isso, de
inicio é crucial observar que o campo de forga é simétrico em relagdo a origem (veja a
equacéo (5.4)). Por isso, pode ser aplicada uma rotacédo ao redor da origem para os
eixos e encontrar valores para x; € r baseado nos resultados ja obtidos.

Dado um segmento de reta s, = s N2, onde s: x5 = mx; + ¢, 0S €iX0s
coordenados sao rotacionados por # graus, de maneira que m = tg 6. Note que, nos
novos eixos rotacionados =), a reta s € uma reta horizontal (paralela ao eixo z), 0

que recai no caso particular em que m = 0.

Figura 15 — Rotacao dos eixos coordenados z;x-

T2

Ty S: Xy =mx1+C

h

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.
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Serdo determinadas as novas coordenadas de @ = (a,b):

cosf senf a
Q = ) (5.15)

—senf cosf b

Assim, as novas coordenadas de () sdo @)’ = (acos+bsenf, bcos — asen ). Também,

o ponto (0, ¢) na reta s nas novas coordenadas € da forma

cosf send 0 csenf
= : (5.16)
—senf cosf c ccos
Logo, os pontos da reta s’ sdo da forma (z}, ccosf), 2} € R, e, consequentemente, esta
reta € da forma s': 2, = ccosé.
Sendo assim, por (5.15) e (5.16) em (5.14), teremos que a distancia
de Funk de um ponto @@ = (a,b) ao segmento de reta s,, em que s: 23 = mz; +c €

dada por

dp(sx, Q) = dF(Sl/\aQ/)

B Inr

A
B lln (1 — Mccosf(bcos® — asen ) —l—A\ccos@—bcosG—l—asen@\)

A 1 — A%(bcosf — asenf)?

O ponto sobre s’ que realiza a distancia de ' até s, é dado por
P s % = (racosf +rbsenf,ccosf) € s'.

Para obter o ponto Px € s, que realiza a distancia inicial, basta rotacionar 6 graus o

ponto P % no sentido contrario, isto &,

cosf —sent racos@ + rbsenf
Px =

senff cosd ccosf
Observacéo 5.6 A distancia dp(5,,Q) em que 5, : ; = ¢ e Q = (a,b), pela rotagéo
horaria dos eixos coordenados, € equivalente a obter a distancia dr(s,,Q), onde

sx: ¥h=ce Q= (—b,a). Isto &, pela equagao (5.14),

R~ 1 1-XNac+|c—a
15(52,Q) = di(s2,Q) = n (=),
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Exemplo 5.7 Considere o ponto @ = (0.4,0.3) e 0 segmento de reta s, : zo = (tg 30°)z1+
1 sobre Q7. Inicialmente, rotacionando o plano 30° no sentido horéario, obtemos as

novas coordenadas de @ através do ponto
Q' = (0.4cos30° 4+ 0.3 sen 30°,0.3 cos 30° — 0.4 sen 30°) ~ (0.5, 0.06).

Com o novo segmento reta s : 2, = cos30°, obtida pela rota¢do de s,, temos que a

distancia A—Funk de s) até @)’ é dada por

Inr
dF(Sl)\v Ql) - N
1 | 1 — (0.7)% cos 30°(0.3 cos 30° — 0.4 sen 30°) + 0.7| cos 30° — 0.3 cos 30° + 0.4 sen 30°|
=—1In
0.7 1 —(0.7)2(0.3 cos 30° — 0.4 sen 30°)?

~ (.62,

e esta distancia é realizada pelo ponto
Pxx ~ ((1.54)(0.4) cos 30° + (1.54)(0.3) sen 30°, cos 30°> ~ (0.77,0.87),

no segmento reta s) (veja circunferéncia A—Funk tipo 2 de cor azul na Figura 16).
Por outro lado, para encontrar o ponto Px € s, que realiza a distancia dr(s,, @),
rotacionamos o plano cartesiano em 30° no sentido anti-horario (veja circunferéncia

A—Funk tipo 2 de cor vermelha na Figura 16), obtendo assim

cos 30° —sen 30° 0.77
Px =~ ~ (0.23,1.13).
sen 30°  cos 30° 0.87

Pela invariancia por rotacao da distancia de A—Funk, temos que

dF<S)\,Q) = dF(P*,Q) = dF(Sl)\an) ~ (0.62.

)
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Figura 16 — Distancia 0.7—Funk de s: x5 = tg30° + 1 até @ = (0.4,0.3) em Qg ;

Fonte: Autores (2025). Construgédo no software Geogebra 6.0.

Observacao 5.7 No Exemplo 5.7, o caminho que realiza a menor distancia do seg-
mento de reta s, até o ponto ) ndo é perpendicular ao segmento de reta, como ocorre
na Geometria Euclidiana. De fato, tomando um ponto @ = (a, b) € Q, e um segmento de
reta constante s, : o = ¢ C R?, o ponto sobre o segmento de reta que realiza a menor
distancia de s, a Q € P = (ra, c) e 0 caminho para tal é seguir através do segmento de
reta com extremidades @ e P.

Assim, podemos determinar o angulo « formado entre o segmento QP
e 0 segmento de reta s, determinando o angulo entre os vetores u = Cﬁ’ ev=(1,0)€s

(veja Definigao 2.3). Como u tem coordenadas ((r — 1)a,c — b), entédo
cos o — (u,v) _ a(r—l)‘
[ull Tl — QP

Desta forma, para que o segmento QP seja perpendicular ao segmento de reta s, é

necessario que a = 0. De fato,
a(r —1)
cos90° =0 = S a=0.
1P|
Em outras palavras, o caminho mais rapido para chegar do ponto () até o segmento de
reta s sO é perpendicular ao segmento de reta s, se, e somente se, () esta sobre o eixo

To.
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Caso o segmento de reta s, tenha inclinacao nao nula, basta apenas

verificar se, ao rotacionar o ponto (), o novo ponto ()’ esta sobre z,.

Exemplo 5.8 Considere o ponto @ = (0.4,0.3) e areta s: xo = (tg150°)z; + 1.5 sobre

Q0.6. Neste caso, obtemos
Q' ~ (—0.2,-0.46), s": x5 = (1.5) cos 150°, P x x ~ (—0.27, —1.3), Px ~ (0.89, 0.99).
Pela invaridancia por rotacao da distancia de A—Funk, temos que

dr(sy, Q) = dp(Px, Q) = dp(s), Q") =~ 0.55.

Figura 17 — Distancia 0.6—Funk de s: 25 = tg 150° + 1.5 até @ = (0.4,0.3) em Q¢
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Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

5.2.2 Distancia de A\—Funk de um ponto a um segmento de reta

Neste momento, sera feita uma investigacao parecida com a anterior.
Mas agora, um barco parte de uma ilha posicionada em um ponto P € 2, navegando
em rumo a uma praia com litoral retilineo, representado pela rela s ¢ R?. Considerando
que a embarcacgao viaja com velocidade constante, o objetivo é encontrar a rota que

minimiza o tempo de viagem, bem como o ponto exato na costa onde o navio deve

atracar.
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Para isso, sera assumido que a ilha esté localizada no centro de uma
Circunferéncia de A—Funk do tipo 1 e determinar a dire¢gdo do barco e o tempo minimo

e do trajeto até a reta.

Definicao 5.4 Seja s uma reta em R?. A distancia de \—Funk, dp(P,s,), do ponto

P € Q, até o segmento de reta s, = s N2, € definida como sendo:
dr(P,;sy) :=min{dp(P,Q"); Q' € s\}.
E dito que o ponto Qx € s, realiza a distdncia P até s), se
dr(P, Q%) < dp(P,Q’), paratodo Q' € s,.

Teorema 5.3 Dada areta s : x5 = ma; + ¢ em R2. A distancia de A—Funk do ponto

P = (a,b) € 2, até s, = sN 2, é dado por:

Inr

dr(P,sy\) = By
1 o (1 — NccosO(bcos — asend) + Mccosf — beosd + asen |
A

1 — A2c2cos? 6

) , (5.17)
em que 6 = tgm. Ademais, essa distancia é realizada por

cosf) —senf 2 cosf + Lsend
Q*: r r

senfl cos@ ccos b

Demonstracao. Dado o ponto P = (a, b) € 0 segmento de reta s,, onde s: x5 = mz +c,
sera prosseguido de maneira similar a anterior para determinar a distancia de A—Funk
de segmento de reta a ponto. Tomando uma circunferéncia de A—Funk centrada em
In

r . ~
y~ due possua intersegdo com o segmento de reta s,. Tomando o ponto

Q) € sy para ser uma dessas interse¢des. De inicio, sera verificado o caso particular em

P, com raio

que m = 0. Assim, pela Equacéo (5.1), temos:

<x1—g)2+(c—g>2=(7;1)2. (5.18)

Da mesma maneira, esta € uma equacao quadratica na variavel z;, € dependendo

de r. Entretanto, o interesse é em encontrar uma unica solu¢ao, aquela que minimiza

a distancia. Para obter uma unica solu¢ao de (5.18), o discriminante da equacao
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quadratica em z; acima, deve ser igual a zero. Por conta disso, temos a condicao de
b\ > r—1\2
C — — =
r Ar
< (Aer — Ab)2 = (r —1)?

= AN —2X%her + N2 =12 —2r + 1
< 2 (A% — 1)+ 2r(1 — beA?) + X?? — 1 = 0.

. a
unicidade, z; = — e
T

Desta maneira, conseguimos uma equacao quadratica em r cujas raizes sdo dadas

por:

L Whe—1) £ Ve —1)2 - (02 — (0 — 1) (5.19)
A2¢2 — 1

Por (5.12), temos
(A2be—1)2 — (N2 — 1)\ — 1) = A2 (c — b)%.

Desse jeito, a equagéo (5.19) se torna

(A\2bc — 1) &+ Ac — b

P (5.20)

Observe que
r>1 <= Mbc— 1% \c—b <\ -1
<= +A|c—b| < Ac(c—b)
< +]c—b| < Ae(c—b).
Dai, temos 2 casos:

1
Sec—b>0:i(c—b)</\c(c—b)¢:lzx<c

—1
Sec—b<0:>i(b—c)</\c(c—b):>:|:7>c.

Em ambos os casos, r > 1 se, e somente se, considerarmos o sinal de — em (5.20),

0is ! <c< ! Portanto
——<c< . )
POIS =% X

_ Nbe—1—Ae— bl
"= A% —1 '
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Logo, a distancia A—Funk do ponto P até o segmento de reta s, (no caso em que

m = 0) é fornecida por:

Inr 1 A2bc — 1 — Mc—b)
dF(P,S):szln( A202—1 ) (521)

« A .z . a
Essa distancia é realizada pelo ponto Q* = (—, c>.
T
Para o caso em que s, € um segmento de reta qualquer, basta rotacionar os eixos,

como foi feito anteriormente, e sera obtido (5.17) que é realizada pelo ponto Q** =
acosf + bsind

(=

segmento de reta original.

,ccosf |. Entéo, se rotaciona de novo para se conseguir 0 ponto no

Observacdo 5.8 A distancia dp(P,3,) em que 5,: =1 = ¢ e P = (a,b), pela rotacdo
horaria dos eixos coordenados, é equivalente a obter a distancia dr(P,s,), onde
sy: x, =ce P =(—b,a). Isto é, pela equagdo (5.21),

~ 1 MNac—1—=MNé—a
(P, ) = dr(Posy) = 3 1n (S A

Exemplo 5.9 Considere o ponto P = (0.6,0.8) e 0 segmento de reta s, : xo = (tg60°)x1+
1 sobre Q7. Inicialmente, rotacionando o plano 60° no sentido horéario, obtemos as

novas coordenadas de P através do ponto
P’ = (0.6 cos 60° + 0.8 sen 60°, 0.8 cos 60° — 0.6 sen 60°) ~ (0.99, —0.12).

Com o novo segmento de reta s : 2/, = cos 60°, obtida pela rota¢do de s,, temos que a
distancia A—Funk de P’ até s, é dada por

1
dr(P',s}) = =

1 1 1 — (0.7)% cos 60°(0.8 cos 60° — 0.6 sen 60°) + 0.7| cos 60° — 0.8 cos 60° + 0.6 sen 60°|
=—1In

0.7 1 —(0.7)2 cos? 60°

~ 0.73,

e esta distancia é realizada pelo ponto

0.6 . 08 o o) ~
Q * x ~ (1_67 cos 60° + 167 sen 60°, cos 60 ) ~ (0.6,0.5),

na reta s, (veja circunferéncia A—Funk tipo 1 de cor azul na Figura 18). Por outro lado,

para encontrar o ponto Qx € s, que realiza a distancia dr(P, s,), rotacionamos o plano
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cartesiano em 60° no sentido anti-horario (veja circunferéncia A—Funk tipo 1 de cor

vermelha na Figura 18), obtendo assim
cos 60° —sen 60° 0.6

Qx ~ ~ (—0.14,0.77).
sen 60°  cos 60° 0.5

Pela invariancia por rotacao da distancia de A—Funk, temos que
CZF<P, S,\) = dF(P, Q*) = dF(P/,S/)\) ~ 0.73.

Figura 18 — Distancia 0.7—Funk de P = (0.6,08) a s: x5 = tg60° + 1 em g7

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Observacao 5.9 Observe que, assim como ocorre nas distancias de A—Funk de um
segmento de reta até um ponto, podemos observar pelo Exemplo 5.9 que o caminho
mais rapido nem sempre é o caminho perpendicular ao segmento de reta s,. A demons-
tracado deste resultado é semelhante ao que fizemos na Observacao 5.7, concluindo
também que, estes caminhos s sao perpendiculares caso () (ou o ponto @« rotacio-
nado) pertenca ao eixo z;, N0 caso em que o0 segmento de reta s, seja constante e

horizontal (ou para um segmento de reta com inclinagdo ndo nula, respectivamente).

Exemplo 5.10 Considere o ponto P = (0.6,0.8) e o segmento de reta s): 2o =

(tg 120°)x; — 0.5 sobre ;. Neste caso, obtemos

P' =~ (0.39,-0.92), s": 25, = —(0.5) cos 120°, Q * * ~ (0.2,0.25), Q* ~ (—0.32,0.05).
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Pela invariancia por rotacao da distancia de A—Funk, temos que

dF<P, S)\) = dF(P, Q*) = dF(PI,S/)\) ~ 0.98.

Figura 19 — Distancia 0.7—Funk de P = (0.6,08) & s: x5 = tg120° — 0.5 em Qg ;

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

5.3 DISTANCIA DE A-FUNK ENTRE SEGMENTOS DE RETAS

Nesta secdo faremos um estudo da distancia entre segmentos de retas,
serdo utilizadas as formulas de distancia ente ponto e segmento de reta para obter os

calculos.

Definicdo 5.5 Dadas suas retas quaisquer s;, s, C R2. A distdncia de \—Funk de
s1a = 51N Q) até sy, = so N Q) é definida como sendo a quantidade dr(s; x,s21) € R
tal que

dp(s1, S2.0) := min{dp(P, s2.,); P € s1.,}.
Dizemos que P* € s; , € 0 ponto que realiza a distancia de A—Funk de s;  até s, ) se,
e somente se,

dp(P*,s2) < dp(P,s2,), paratodo P € s;,.
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Antes de obtermos férmulas para a distancia entre segmentos de retas,

€ necessario primeiro analisar as posicoes relativas entre elas.

Definicao 5.6 Considere dois segmentos de retas quaisquer s; ) € s, contidas em €2,.

Esses segmentos de retas satisfazem uma, e apenas uma, das seguintes relagdes:
1. s1aNsoy #0;
2. 51, N sy =0, onde () é o conjunto vazio.

Para o caso 1, chamamos s; € s\ de segmentos de retas concorrentes e, no caso 2,

segmentos de retas ndo concorrentes.

Observacao 5.10 Pela Definicdo 5.6, se dois segmentos de retas s; ) € s5, S40 con-
correntes em (2, entao existe ao menos um ponto de intersecao P € (2, entre elas, por
conta disso, a distancia entre elas é nula. Devido a isso, consideraremos apenas 0s

casos em que sp € s\ S840 segmentos de retas ndo concorrentes.
5.3.1 Distancia de A\—Funk entre segmentos de retas com inclinagdes iguais

Dados dois segmentos de retas distintos s; , = 51 N Q) € 52, = 53N Q)
com inclinacdes iguais tais que s;: x3 = ax; +c¢; € So: Ty = axy + 3. Sendo a inclinagao
destas retas dada por a = tan, com 0 €] — 7, 7], a distancia de s, , até s, , pode ser
adquirida a partir da rotacédo destas retas em um angulo de 6 graus no sentido horario,
como ja fizemos nas se¢des anteriores.

Dessa forma, as retas s e s, obtidas pela rotacdo de s; e s,, respecti-

vamente, sdo retas constantes da forma:

sh:xh =cycosf € R,

/. !
sh:xh = cycosf € R.

Assim, tomando um ponto P’ € s} , = 57 N {2, este ponto tem coordenadas da forma
(!, c1 cos0), a distancia entre os segmentos de retas, agora pode ser obtida usando a
formula da distancia entre ponto e segmento de reta dada em (5.17). Como a distancia

dr é invariante por rotagéo, temos

dF<51,)\7 Sz,A) = dF(S/L)\a 8/2,)\) = dF(Pla 8/2,)\)'
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Portanto, ao calcular a distancia dp(F, s, ,), obtemos:

1 1 — Nepegcos? 0+ M| (co — C1)COSQ|> ' (5.22)

e (P, 85,) = A n ( 1 — A\2¢3 cos? 0
Note que (5.22) é dependente apenas dos coeficientes ¢, ¢, € do valor de 6 que sédo
constantes nas retas s; e s,. Isso significa que, a distancia de A—Funk de 1A até
sy, N@o depende da coordenada do eixo das abcissas z} do ponto P’ pertencente a
reta s ,, portanto, independe do ponto P optado no inicio. Conforme a invariancia por
rotag&o da distancia de A—Funk dr, pensando em determinar a distancia entre s; , e
s, sem realizar rotagéo, esse calculo também ngo ira depender do ponto P sobre s;

escolhido inicialmente.lIsto €,
Inr,
dr(sin, S2.0) = dp(P, s2.)) = Te constante, para todo P € s; . (5.23)

Exemplo 5.11 Considere os segmentos de retas s; o.7: 2 = tg(30°)z1—0.5€ S907: 22 =

tg(30°)x; 4+ 0.5 em Q. Por (5.22), temos

dr(s1,07,5207) = dF(S/l,O.% 5/2,0.7)

= dF(Pla 3I2,0‘7)
1 (1 —(0.7)2(=0.5)(0.5) cos?(30°) + 0.7[(0.5 + 0.5) cos(30°)|)

-
0.7 " 1— (0.7)2(0.5)2 cos2(30°)

~ 0.8,
onde
3’170‘7: xh = —0.5cos(30°), 3’270.7: xh = 0.5 cos(30°)
e P = (—0.8,—0.5c0s(30°)) ~ (—0.8, —0.43).

Por outro lado, esta distancia permanece constante independente da escolha do ponto
inicial P; (P;) sobre o segmento de reta s; .7 (s;o,), i = 1,2 (veja a Figura 20 e Figura
21).



68

Figura 20 — Distancia 0.7—Funk entre os segmentos de retas s ;; € s5;
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Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Figura 21 — Distancia 0.7—Funk entre os segmentos de retas s; 97 € s20.7

Fonte: Autores (2025). Construgédo no software Geogebra 6.0.

Na geometria euclidiana, o paralelismo entre retas definido no R? tem

uma caracteristica principal, que é o fato das retas paralelas nao se interceptarem
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Nesse sentido, 0s segmentos de retas com essas particularidades, sao segmentos de
retas distintos, mas que possuem a mesma inclinacdo, assim como 0s segmentos de
retas s; \ € s2» que analisamos. Além disso, a distancia euclidiana entre esse tipo de
segmentos de retas também independe da escolha do ponto de um desses segmentos
de retas. Ao se basear na igualdade (5.23) para definir segmentos de retas paralelas
como sendo segmentos de retas com inclinagdes iguais que nunca se cruzam, ha
um impedimento, pois devido a limitagdo do nosso dominio, existem segmentos de
retas que nao se interceptam em €2,, mas possuem inclinagdes distintas (ver Figura
22). Como para esses segmentos de retas com essas propriedades nédo é possivel
determinar a distancia de A—Funk entre elas, optamos por ndo definir formalmente o

paralelismo entre segmentos de retas.

Figura 22 — Segmentos de retas ndo concorrentes com inclina¢des distintas
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Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.
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6 METRICA DE 1-FUNK PERTURBADA NO DISCO UNITARIO

Em contraste com os capitulos anteriores, nos quais o espaco euclidi-
ano foi perturbado por um campo vetorial para modelar um problema de navegacéao e,
assim, obter a métrica A—Funk, neste capitulo seguimos o caminho inverso: partimos
de uma métrica ja dada e a perturbamos, buscando posteriormente interpreta-la como
um problema de navegacao.

Consideremos, portanto, uma perturbagao da métrica 1—Funk (isto é,
0 caso A = 1 da Definicdao 3.1) por meio de uma 1—forma que depende de um vetor

constante a € R2. A métrica resultante serd denominada métrica G.

Definicao 6.1 (Métrica (¢) Para todos os pontos z,y € B? e um vetor fixo a € R2,

definimos uma meétrica G por:

(a, )
—F I
Glay)=Flz.y) + - @
em que F' é métrica 1—Funk, expressa por
V) + ylPA—[2]?) | (=)
F(z,y) = + : (6.1)
) 1= [la]? =[P

Observacao 6.1 Como podemos observar por (6.1), a métrica G é definida pela mé-

trica de 1—Funk dada por F(z,y), mais a perturbacédo associada ao vetor a descrita
(a,y)

1+ (a,z)

continuam validas para a F(x,y), entretanto, precisamos verificar agora, se esses

por . Sendo assim, todos os resultados que obtivemos para métrica de Funk

resultados também serao validos para a perturbacao associada ao vetor a e quais os

impactos dessa perturbacdo na geometria da nova métrica G.

Observacao 6.2 Vamos verificar que a métrica G é uma métrica Randers em B2,

quando ||a|| < 1. De fato, desde que

Vi )? + [yIPA = Jlz]?) - (zy)  {ay)

Gz,y) = 1= [« L—|lz]* 1+ {a,2)
)+ IlylPQ — o]
(GRS Y
T L=l ~ 1 fa.2)

Denotemos = = (x1,22), y = (y1,y2) € a = (a1, a2). Temos, que a métrica de Randers é
dada por:
F(z,y) = a(v,y) + B(x,y)
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em que,

(2, 9)° + lyll*(L = [l]?)
v 1— 2] = \/an(ﬂ?)y% + 2a12(7) Y1y + as(2)y3,

a(r,y) =
onde as funcdes diferenciaveis a;;(z) sdo determinadas por:

ag(e) = — 17 nom 6.2)
’ A=1=l?)?\ 22y 1— 22

1

Xz

ﬁ(ﬂ?,y) = < 1— ||$H2 + 1+ <a7x>>y> = b1<$>y1 + b2($>y2,

onde
I ai T2 5)
bi(z) = + , by(x) = + )
B N I T P R e e
De maneira analoga ao que fizemos para a métrica de A—Funk, vamos usar a Defini¢cao

(6.3)

2.13, para mostrar que G serd uma métrica Randers, para isso, devemos verificar

18l = Va @ @)P + () + @ @ (@)bal@) + PP < 1.
onde
@ (w)) = [y ()] = (1= ) (1 " 1”””) . 64)

Note que, podemos elevar ||5||, ao quadrado obtendo:

18lla = a™* () [br ()] + [a"*(x) + a® (2)]b1 (2)ba(2) + a®(z) [ba()]*

= (1 —||=]I*)( ( ||x”2 1 +Cz; SL’>>2
— 22125(1 — [|z|?) < IIxH2 * 1+(z;,a:>)

(
+ (1= [ll*) (1 = 3) (1 —x||2x||2 Ty <2a7$>>

— (1 — 22 r? 2011, (1 — [|lz[[*)a?
= (=) (1 — lz[? 1T (a,z) * (1+ <“7x>)2>

S ( 129 1T + asTy (1—H:c\|2)a1a2)
R R R R B (R R

x2 2a9% 1 — ||z]|?)a?
e (2 ()

L—|z]]2 1+ (a,z) (14 (a,x))?

a2
L—|lzll* 1+ (a,z)

)
+
2

_ =l =l 2e )= Jlel?) o =l e
L T+ (oa) At el )
2 —H:EHQ a,xr a,xr a 2 — a,x 2

- Ha:IP

(1 + (a,z))?

= ||=||* + (||a||2 + 2(a, x) + {(a, :)3>2) ) (6.5)
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Para verificarmos que ||3]|> € menor que um, podemos substituir pela expressédo que

encontramos (6.5). Logo, adquirimos que:

1812 <1 <= ||z||* + % (HGHQ +2{a,z) + <a’$>2) <1
= ey (- 200.2) +(0.29%) <1 Jal?
la||? + 2(a, ) + (a, z)?
= At @)y !

= |la]* +2(a,2) + {a,2)* < 1+ 2(a,2) + (a,2)*

— |la|* < 1.
Tomando a raiz de ambos os lados da igualdade, conseguimos:
1Bzl <1 <= llafl < L.

Portanto, vamos supor daqui para frente que a € B2. Desta maneira, pela Definicao

2.13, temos que G define uma métrica Randers em B? sempre que a € B2.
6.1 INTERPRETACAO DE G COMO METRICA DE NAVEGACAO

Como ja mostramos na observacéao (6.2), a métrica G € uma métrica
de Randers. Para cada métrica de Randers R = « + [ existe (e vice-versa) uma
construgdo de Zermelo que produz um par (h, W) — uma métrica Riemanniana ~ e um
campo vetorial W (o0 “vento”) — tais que a solugdo do problema de navegacao para
(h, W) é exatamente R. Portanto, nesta secao, explicamos como mostrar que a métrica
perturbada

G(z,y) = F(z,y) + H(z,y),

onde I’ é a métrica 1—-Funk definida no disco unitario B* (dada por (6.1)) e

Hlz.y) =5 iaig?x)’

pode ser adquirida a partir dos dados de navegacéo (h, W). Vamos aplicar essa cons-
trucdo de Zermelo a GG (tendo em mente que F' e G sdo do tipo Randers). Em seguida,
utilizamos as férmulas padrao que podem ser encontradas em (CHENG; SHEN, 2012)),
para relacionar («, ) com (h,W), o que nos permite determinar explicitamente a

métrica h e 0 campo W para G.



Para tal coisa, reescrevemos G = F'+ H naforma G = a +  com

04(% y) = \/au(x)y% + 2012(35)9192 + CL22($)?J%; B(z, ?J) = b1($)y1 + 52($)?J2;

onde a;;, b; sdo dados por (6.2) e (6.3), respectivamente.

Consideremos agora
b (z) := a™ (2)by(z) + a'*(2)by(2), b*(z) := a® (2)b1(2) + a**(2)ba (),

onde a sdo dados por (6.4) e A(z) := 1 —||3||2, onde ||3||2 é dado por (6.5).

Assim, calcularemos explicitamente b'(x), b*(z) e A(x):

) = (1= ol - ) (= + )

1+ (a,z)

X2 a2
— (1 — ||z]|*)z12 +
1=t (= + )

oy (Tl =) | a1 —2a7)
= (1—||=||*) ( e Ty (a,z) >

2
T1Ty A2X1T2
— (1 —||z|? + ;
=l )<1—||93||2 1+<a,fﬂ>)

colocando em evidéncia 1 — ||x||*> obtemos

) — (1 [ol) (xl(l —d -1} | a—a(wa + @2332))

= [l T+ (1)
= (1= L)+ (1 ol (5 )

(1 — Jl=]*) (21 + a1)
1+ (a,z)
analogamente, conseguimos

b (z) = —(1 — ||z||*)z122 (1 _lex“z T 1+Cz;,x>>

+ (1= [l=]*)(1 = x3) <1 _:E||2x||2 " 1+a<z7w>)
= zo(1 — |lzl*) + (1 — [|=]*) (w)

1+ (a,z)
(1= [=]*) (w2 + as)

Y

1+ (a,z)
e
= (1 ey (1 - P2 ) )y

(1= [l=[*){A — flal*)

(14 (a,x))?
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Neste momento, vamos definir, para i, j = 1, 2:

hij(@) = Mz)(ai;(z) — bi()b;(x)) e W'(z)=—

Apresentamos os célculos dos coeficientes h,;; € do campo W:

hii(z) = () <a11<x> - (b1<x>>2)

1_x% - T ay 2
:A@0<u—nm%2 (waw+1+«w@>>

— Nz 1 — =] _ 2101 B a?
=) ((1 ==l =zl + (e, 2)) (1 + <Cw>)2)

1 2x1a1 a?
M”(l—wwz T2 + (@ 2) u+wmwﬁ)
14 ayzs — a124 a?
“@(u—umau+mw» <Lw%wv)
:<r4mwxr—mw>Cl+@mﬁ—ah3—ﬁu—um%)
(Lt {0, 2))? @~ T2+ {a, 7))
(L~ Jlal?) (1~ a1 — 22) + (2 + a)?]
(14 (a,z))* ’

haa(z) = hor (z) = A(2) (alg(x) _ bl(x)bg(a:)>

= (2 (e mem) (= hp * 5 6w)

o [ ayas B a1T9 + a2
= Al )( 1+ (a, 1)) (1—||x||2)(1+<aaff>>)

_ (==l = Jlal?) (al&z(l — [lz]1*) + (a2 + asz1) (1 + <a,i€>))
(1+(a,z))? (L= lzlI*)(1 + (a, z))?
(1 = Jlall®) [(z1 + a1)(z2 + az) — (1 — [|a[|*)z1]
(1+ {a,z))* ’
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haa(x) = A(x) <a22<x) - (b2<x>>2>
1— 22 T2 a2 ’
:A@<O—WWV‘Q—MW+1+@@>>

— Nz 1 — =] _ 22209 B as
‘“)<a—mw2 0= Tel?){ 1 {a,2)) a+mmw)
1 2909 a%

=30 (T~ T e~ e

- . 1+ayz — a2x9 _ a%

‘“)<u—wmu+wm» a+mww)

:<r4wwxr—mw>Cl+mmﬁ—aﬁa—@u—um%)
(1t (a,2))2 0= T2P) 0+ (0,20

(1= [l [0 = al)(1 = ) + (1 + 0]

(1+ (a,z))*
(1 — 2@ + @)
ol @ Tilaa) _ (nta)( {as)
R e Vo Sy e e P T Jal?
(1+ (a,x))?
° (1 — Jla]l?) (w2 + a2)
N D 2 7 R (- L R )
RS e Vo Sy T P P
(1+ (a,z))?
Logo,

h() =\l ()97 + 2haa @)y + hao(w)d € W(a) = (W (), W2(x))

€ o par produzido pela construgéo de Zermelo.
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A seguir calculamos h:

[h(2)]* = har (2)yF + 2ha2(2)y1ys + haa(2)y5
(A= lal?) [(1 = llal)(1 — 23) + (22 + a2)?] ,

- (1 + (a, 7)) i
(1~ flall®) (@ + a1)(s +a2) — (1~ [l
-2 (11 (@) vy
(1= al) (1= [alP)(1 = ) + (1 + )]
(14 (a,z))* 2
= bl ) - o) + (et )] a2
(1 ()’ S
=2 [(z1 + ar)(22 + az) — (1 = [|al|*)z122] Y195
+ [ = llal®)(1 = 23) + (21 +a1)?] 43
= s [ el (0 ) + 2oz + (- 22
+ (22 + a2)2yf — 2y1y2(21 4 a1) (22 + ag) + (21 + a1)2yg]
— ol = Bl (1P = o — mum?)

+ ((xz + as)y; — (z1 + al)y2> 2} ,

Portanto, se denotamos y* = (—», y1), podemos escrever h como segue:

V=il s e
b = DL = o) (1ol = (.02) + o+ 0y

Por outro lado, calculando W adquirimos:

W(a) = (W'(x), W(x))
(_ (71 +a)(1+(a,2))  (z2+a2)(1 + (a, x)))

1= [|aff? ’ 1= [|aff?

1+ (a,z)
=~ (@1 + ay, T2 + az)
1—a]?

1+ {a,x
T Tl _<HaH2> (x + a).
Isto mostra explicitamente o par (h, W) produzido pela construgao de Zermelo corres-
pondente a métrica GG. Dessa forma, toda métrica G pode ser obtida de um problema
de navegacao de Zermelo e vice-versa, como queriamos mostrar. Confirmando a hipé-
tese inicial, consolidando de fato, um significado fisico para o vetor a, 0 qual pode ser

entendido como a acao de uma segunda forga externa ao barco, como um vento ou
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correnteza nao constante que afeta o movimento do barco no dico. Assim podemos nos

basear em situacdes de navegacdes fisicas para exemplificar os resultados a seguir.
6.2 DISTANCIA INDUZIDA PELA METRICA G

Pensando em induzir uma férmula para a distancia G, precisamos

primeiro estudar as geodésicas dessa métrica, com o objetivo de facilitar o estudo, o

ideal seria descobrir que a curva minimizante € uma linha reta. Sendo assim, iremos

averiguar se a métrica G, por ser uma perturbacao da métrica de Funk, também

preserva sua planicidade. Como ja sabemos, a métrica F' é projetivamente plana e

portanto, satisfaz a satisfaz a equacao de Hamel (ver p. 22 em (GUO; MO, 2018)), isto
é,

o’F  O°F
020y, 0x10ys

(6.6)
Afirmacao 6.1 G é projetivamente plana.

Demonstracao. Agora, basta conferirmos se a nova perturbacao associada ao vetor a

também é projetivamente plana. Para isso, denotamos

<CL7 y) . a1y + a2Y2 (67)

H(x,y) = = .
( y) 1+ <a, J]> 1+ a1xr1 + agxs

Dessa forma, G pode ser escrita como:
G(z,y) = F(x,y) + H(x,y), paraquaisquer z,y € B> (6.8)

Para verificarmos a equacao de Hamel, precisamos apenas testar se ela é valida para

H(z,y). Ao derivarmos (6.7), obtemos

OH ay N 0*H B a1az
8y1 n 1 + a1x1 + asxe 8x28y1 n (1 +a1xr1 + CLQQL’2>2’

oH as 0*H a1z
Oys 1+ a1x1 + azwsy 0210y (1 + az1 + azxs)?

Portanto,
0°H B 0*H
022011 B 0x10ys
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Assim, por (6.6) e (6.9), adquirimos

°G _ PP | PH
8x26y178x28y1 0120y

_ P OH

B 0x10y,  0x10y,
0*G

= ) A
39:131/2 (6 0)

Portanto, por (6.10), G é projetivamente plana.

Como conseguimos que a curva que realiza a menor distancia entre
dois pontos € uma reta, podemos induzir uma férmula para essa distancia. Para isso,
tomamos dois pontos distintos P, Q € B2. Como G é projetivamente plana e levando

em conta a parametrizagdo da curva c: [0, 1] — B2, definida por:
ct)=tQ+(1-t)P=P+t(Q—P). (6.11)

Note que ¢(0) = P, c(1) =Q e
dt)y=Q—P. (6.12)

De acordo, com as Definicbes 2.14 e 2.15, a distancia “G—Funk perturbada” de P até

(), denotada por dg (P, ), pode ser descrita por:

da(P.Q) = Lo(c) = /0 Gt (1) d. (6.13)

Agora, por (6.7), (6.8), (6.11) e (6.12), em (6.13), temos

d6(P,Q) = /( <dt+/H

P)
/ aP+tQ Py 4
)+ |1+ (o, P+ 1(Q — P)@

1+<G,Q>'
1+ {(a,P)|

=dr(P,Q) +ln’ (6.14)

Observagao 6.3 Note que, 1 + (a,z) > 0 para todo = € B2. De fato, pela Desigualdade

de Cauchy-Schwarz, conseguimos que

—(a,2) < {a,2)| < llal - Iz < 1 (pois @,z € BY) = 1+ (a,z) > 0.
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Logo, em (6.14), obtemos

dGuzQ):dFuzQ>+h1(ii§Zﬁ§> (6.15)

:m<¢@@—Pv+a—MWMQ—m%wR@—m>+m<yum@>
VIP.Q=PP+(1—PP)Q-PI?-(Q.Q— P) 1+ (a, P)

—1In \/E_<P7Q_P>1+<a7Q>
_1<¢@%@Q_P>1+@PJ, (6.16)

onde
k= (P,Q— Py +(1—|PI)Q - P|* (6.17)

Embora, ja tenhamos mostrado que G é uma métrica Randers, portanto G € positiva 0

que torna a distancia dq (P, Q) > 0 para todo P # (), vamos mostrar

Vk—(Q,Q—P) 1+(a,P)

Essa inequacdo garante ainda mais que dq (P, Q) € bem definida. De fato, suponhamos

> 1, (6.18)

que (6.18) seja vélida, assim temos

VE—(Q.Q—-P) 1+(aP)

>1

= (VE—(P.Q-P)1+(0,Q)>(VE—(QQ-P)1+ap)  ©&19
< Q= P|*+ (a,mQ —nP) >0,
em que
m=vVk—(P,Q-P)en=vk—(Q,Q~-P) (6.20)

Note que, em (6.20) calculando a diferen¢a m — n, adquirimos:
m-n=(VE=(P.Q-P)) - (VE-(Q.Q-P)).
Simplificamos a expresséo:
m—n=Vk—(P,Q-P)~Vk+(Q,Q— P)
m—n=—(P,Q—P)+(Q,Q—-P)

m—n=(Q Q—P)—(P,Q—P)

Utilizando a linearidade do produto interno, conseguimos:

m—n=(Q— P,Q — P).
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Perceba que (Q — P,Q — P) = ||Q — P||?, portanto:
m—n=[Q— P| (6.21)
Por meio de (6.21), obtemos

ImQ — nP|* = |m(Q — P) + (m —n)P|*
= |m(@Q—P)+[lQ — P|*P|?
= m?||Q — P|I* +2m[|Q — P|*(P,Q — P) + |Q — P||*| P|]
= [|Q — P|I* (m* +2m(P,Q — P)) +|Q — P||*|| P|I* (6.22)

Além disso, pela definicdo de m em (6.20) temos:

m=Vk—(P,Q - P).
Reorganizando isso, adquirimos:

m+ (P,Q — P) = Vk.
Elevando ambos os lados ao quadrado:

(m+(P,Q — P))*=k.
Substituindo £ pela sua expressao dada em (6.17):

(m+(P,Q —P))*=(P,Q— P)*+ (1 - [|P|*)]|Q — P|*
Expandindo o lado esquerdo:
m? +2m(P,Q — P) + (P,Q — P)* = (P,Q — P)*+ (1— | P|P)|Q — P|*
Subtraindo (P, Q@ — P)? de ambos os lados, conseguimos:
m? +2m(P,Q — P) = (1 - | P|*)|Q - P|*. (6.23)
Logo substituindo (6.23) em (6.22), obtemos
Im@ = nP|* =@ — PI* (1 = IP|*)|Q — PII*) + lQ — PII*|P]*.

Simplificamos a expressao:

Im@ —nP|* =|Q — P|I*(1 = [[P|*) + [IQ — PII*| PII*.
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Fatoramos ||Q — P||*:
Im@ = nP|* = [|Q = PII* (1 = | PII*) + [I7]]*)
Simplificamos o termo entre parénteses:
(L= [IPII*) + [1P]* = 1.

Portanto:

Im@ = nP|* = [|Q — P|I*
Tomando a raiz quadrada em ambos os lados (como as normas s&o ndo negativas):

Im@ —nP|| =|Q — P (6.24)

Agora, por (6.24) e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e uma vez que ||a|| < 1,

adquirimos que:
—(a,mQ —nP) < [{a,mQ —nP)| < |a] - [[mQ —nP|| < [|Q — P

Portanto
|Q — P||2 + (a,m@Q —nP) > 0.

Assim, por (6.19), temos que (6.18) é valida.
Observacao 6.4

1. dg é nao simétrica. De fato, considere O como a origem e a # O. Portanto, da

equacao (6.16), temos

Vlall? )
d(O,a) =In (1+{a,a
(0. <\/||a||2—<a,a> i)

(Lt af?
= (1 " lal )
11 Jal
#1o (1+ uaw)
(TP + ) B
=1In ( T T e | da(a, O).

2. dg ndo é invariante por translagdes. De fato, consideremos 7': B> — B2 dado por

T(x) =z + a onde a # O. Note que

1+ flall
1+ [|aff?

(0, ~a) = In(1-+ ) #1n ( ) = de(a.0) = da(T(0). ()
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3. dr nao é invariante por rotacdes entorno da origem. De fato, considere a =

(a1,az) € B> — {0}, P = (—az,a1), Q = (az, —ay) € rotagdo de /4 entorno da

R cosw/4 senw/4 V2/2  V/2/2
—senw/4 cosmw/4 —V/2/2 V2/2 7
assim, por (6.15) e como dy é invariante por rotacées, obtemos

1+ {0, Q)
1+ (a, P)

origem

16(P.Q) = dp(P.Q) +In ( ) — dp(P,0Q)

e

de(RP,RQ) = dp(RP, RQ) + In (%) =dp(P,Q)+1n (gl—”Z”J :

Portanto, d¢ (P, Q) # da(RP, RQ).

Teorema 6.1 Dados os pontos P,Q € B2, tomando um vetor fixo « com sua norma

la|| < 1 e sendo r > 1 um namero real. Entao
da(P, Q) =Inr & [lr(1+(a, P))Q — (1 + (a, @) P[] = (1+(a, P))r—(1+(a, Q)). (6.25)

Demonstracao. Para P # () e a partir da equacgéo (6.16), temos que dg(P, Q) =Inr é
equivalente a dp(P, Q) = In7, em que

r(1+ (a, P))
1+ (a,Q)

Por meio da equivaléncia (5.1) (para A = 1), temos:

F=

(6.26)

r—1

f

dr(P,Q) =InT <=

P
7
Substituindo (6.26) na expresséo acima, obtemos

(14 (a, Q)P oll = r(1+{a,P)) = (14 (a,Q))
r(1+ {a, P)) r(1+ (a, P)) )

Multiplicando ambos os lados da equacao por (1 + (a, P)) e observando que a norma

€ homogénea, adquirimos:

I(X+(a, Q)P —r(1+ (a, P))Q|| = r(1 + (a, P)) — (1 + {a, Q).
Como a norma é simétrica, || — u|| = ||u||, podemos reescrever:

lr(1+ (a, P))Q = (1 + (a, Q) P|| = r(1 + (a, P)) = (1 + {a,Q))-

Essa € exatamente a equivaléncia desejada.
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Observagao 6.5 Considere P = (0,0) e Q € B2, com dg(P,Q) = In(r). Por meio da

relagdo (6.25), é valida a igualdade:

IrQll =7 —1—(a, Q).

Agora vamos isolar r:

r=rlQl =1+ (a,@).
(1= 1[QI)r =1+ (a,Q).

Dai, temos
140
L—el
Devido a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, conseguimos que
1) 1@ el
11—l 1— Q]

Quando ||Q|| — 17, isto é, quando @ tende a fronteira de B?, »r — +oo, porque

lim (1-— “Nlal||) =1 —|la|| > 0,
i (1= Q- ol = 1~ o]

consequentemente dg (P, Q) — +oo. Isso representa no problema fisico de navegagao,
que se o barco tentasse se deslocar da origem do disco para a borda, ele levaria
um tempo infinito para chegar ao seu destino, ou seja, ele nunca chegaria a fronteira.
Por outro lado, supondo o caminho contrario, isto é, d;(Q, P) = In(r) e considerando

Q = (0,0) e P € B?, temos que da correspondéncia (6.25)
1P|l = (1+ {a, P))r — 1.
De maneira anéloga, vamos isolar o r:
(1+ (a, P))r =1+ P|-
Logo, temos
1+ [P|

T 1+ (a,P)
Novamente, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

_ AP 1Pl 2
T+ (@ P) = T [l -] = T= ]



84

Assim, para ||P|| — 17, entdo r — ﬁ como consequéncia

do(P,Q) = In (1—LIMH) |

E importante perceber que, se

2 1+ 2
L—flal = 14(a,P) 11—l

= (L+ |PIDA = [lal]) = 2(1 + (a, P)) > 2(1 — la]| - [ P]})

r

= L+ [Pl = llall = llall - [P} = 2 = 2f|al| - | 7]
= 02> 1= Pl +lall = llall- 1P = (L= [[PIDA + llal),

0 que é um absurdo, porque P < B2. Isto conclui que r < Implicando que, se

2
1 —lal|
um barco parte da fronteira do disco B* em direcdo a origem, seu tempo de viagem
serd finito e varia conforme a intensidade da correnteza (ou vento) representada pelo
vetor a, quanto maior essa forgca, mais tempo o barco levara para chegar préximo da

origem do disco.
6.3 CIRCUNFERENCIAS

Devido a assimetria da distancia 1—Funk perturbada, temos que,

dG(Pa Q) 7é dg(Q,P)

Por conta disso, novamente, devemos refletir sobre duas interpretagdes para a nogcao
de circunferéncia. Considere um barco partindo do centro no ponto P, queremos
descobrir o conjunto de todos os pontos que ele pode alcangar com uma quantidade de
combustivel In r, essa sera chamada de tipo 1. Outra situacao é determinar o conjunto
de pontos que o barco pode partir para chegar ao centro P com uma quantia de

combustivel Inr, essa sera chamada de tipo 2. Nesse sentido, seguem as defini¢des.

6.3.1 Circunferéncia 1—Funk perturbada de tipo 1

Definicdo 6.2 Dado C um ponto em B? e » > 1 um namero real, definimos a circun-
feréncia 1— Funk perturbada de tipo 1, com centro C e raio Inr, como o conjunto dos

pontos X € B? que satisfazem a seguinte equacéo:

de(C,X) =Inr.



85

Teorema 6.2 Dados o centro C = (¢, ¢;) € B? e 0 raio In(r). Denotando X = (zy, x5),
a = (a1, as), a circunferéncia 1—Funk perturbada de tipo 1 é dada pela equagéo do tipo
eliptico:

Ax? + Bxyxg + Cx5 + Dy + Exy + F = 0, (6.27)

onde

A=a(C|* = 1) = 2ra1sC + 12T, B = 2(arax(|CI* — 1) = r(@rez + azer )C),
C=a2(]|C||* = 1) — 2rase,C + r2C.,D = 2a,(||C||* = 1) + 2r(a; — e1)C, (6.28)
E =2a(|C||> = 1) + 2r(az — &2)C, F = ||C||? = 1+ 2rC — r*C",C = 1 + (a, C).

Demonstragdo. Denotando X = 1 + (a, X), pelo Teorema 6.1
dg(C,X) =In(r) <= |rCX — XC| =Cr — X.
Tomando o quadrado de ambos os lados, obtemos
r2C X[ - 2CX(C, X) + X ||C|]? = r*C" — 2CX + X,
X(llelP = 1)+ 2rCX (1= (€. X)) +r°C (IX]* = 1) = 0,
ou, equivalentemente,
(14 {a, X)N2(IC|> = 1) +2rC(1 + {a, X))(1 — (C, X)) + r252(\|XH2 —1)=0.

Agora, substituindo em coordenadas X = 1 + a;z; + axxs, (C, X) = c111 + cowp €

| X||? = 2% + 22, temos

(14 arz1 + azx)2(||C)|> = 1) + 2rC(1 + ayzy + ag2)(1 — 121 — cao)
+r2C (a2 + a2 — 1) =0,
(1 + a?2? + a32% + 2a,71 + 2a279 + 2a1a97129) (||C]]2 — 1)
+2rC(1 + a121 + 9Ty — C1T) — A1C1T2 — A9C1 T\ Ty — CoTy — G1CoT 1Ty — ACT3)
+r2C (a2 + a2 — 1) =0,
(a%(HCH2 —1) — 2a;¢,7C + 7“252) x3+ (2CL1<12(||C||2 — 1) = 2r(age; + a102)5>x1x2
<a§(||cz||2 — 1) — 2a5e1C + 7«252)9;3 + <2OL1(||C||2 — 1)+ 2r(a; — 01)5>x1
(2a(CI? = 1) + 2r(az = e2)C ) + (JICI? — 1+ 21C —r%C") =0,

0 que € equivalente a (6.27) e (6.28).
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Consideremos o discriminante I = B? — 4AC:

N2
I= 4(a1a2(\|cu2 — 1) — r(arcs + aQCl)c)

- 4(@%(”CH2 —1) —2ra;c,C + 7“252) (a%(HCHQ —1) — 2rascoC + 7"252),
equivalentemente,

2= (male]? = 1) = r(ares + ase)C)
- (cﬁ(ucu? 1) — 2raeiC + 7«252) (ag(HC\P 1) — 2rasesC + r282>
= ata3(||C||? — 1)* — 2rajas(aics + azey)(||C||* — 1)C + 72 (arcy + a201)252
— (]2 — 1) + 2rases([C]]2 — 1T — rPaR(JC)? — 1)C°
+ 2rajase (||C))* — 1)C — 4r2a1a2010262 + 27“3@16163

—r2a3(||C||* — 1)82 +2r%ay0,C — 11T

Agrupando os termos do lado direito em poténcias de r, adquirimos

L gty 980,00 1120 [(a ea + ase1)? — a(||CIJ2 = 1) — darasercs — a(||C)2 — 1)]

1 ; 1C2 T A€y 1 1a2€1C2 — a3
—2rajas(||C||* - 1)8[(@102 + ascy) — ajce — aseq |-

Note que

(a1cy + azey)? — a2 (||C||* — 1) — dajascico — a3(J|C||* — 1)
— 4 2naseies a2 — a4 1)~ Anasae — G- 1)  (629)

— a2+ ad — (2@ + 2aiascrcs + a23) = ||a? — {a, C)2.
Logo, conseguimos
i = ' 4 20, 0)C + 7C ] — {a.CY
— ¢ (7282 — 2r(a,C)C + [<a, )2 — HaH?])
= C([ie~ (@.0)] ~JalP)
= —%C" (1€~ (a,©) = Jal} ) (+C — {a,C) + ] ). (6.30)

Neste momento, como r,C > 0, e pela desigualdade de Cauchy—Schwarz temos

(a,C) < {a,C)| < [lall - [IC]| < llall (pois C € B?), (6.31)
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segue que rC — (a,C) + ||a|| > 0. Por outro lado, comor > 1eC = 1+ (a,C) > 0,
conseguimos

rC —(a,C) — |la| > C — (a,C) — ||a]| = 1 — |jal| > 0 (pois a € B?). (6.32)

Portanto, de (6.31) e (6.32) em (6.30), obtemos que I < 0. Isso nos diz que a equagao

(6.27) é do tipo eliptico.

Exemplo 6.1 Considere C = (0,0), a = (a1, as) € B? e r = e. A equagdo da circunferén-
cia de 1—Funk perturbada de tipo 1 de centro C e raio Inr = 1 (veja a Figura 23) € dada

por

e? — a®)x? — 2aqa9m179 + (€2 — a2)x2 + 2a1(e — Dy + 2as(e — as — (e — 1)% = 0.
1)%1 2)T2

Figura 23 — Circunferéncias 1—Funk perturbada de tipo 1 e raio 1 centradas na origem
com a = (0,0) (preto), a = (5,0) (azul), a = (£,0) (verde) e a = (3,0)
(vermelho)

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Exemplo 6.2 Considere C = (0.5,0.7), a = (a;,a2) € B? e r = e. Os gréficos das
equagoes da circunferéncia de 1—Funk perturbada de tipo 1 de centro C e raio Inr = 1

séo elipses (veja a Figura 24).
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Figura 24 — Circunferéncias 1—Funk perturbada de tipo 1 e raio 1 centradas em C =
(0.5,0.7) com a = (0,0) (preto), a = (5,0) (azul), a = (£,0) (verde) e
a = (2,0) (vermelho)

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Exemplo 6.3 Considere C = (—0.5,—-0.7), a = (a;,as) € B?> e r = e. Os gréficos das
equacdes da circunferéncia de 1—Funk perturbada de tipo 1 de centroC eraio Inr =1

sao elipses (veja a Figura 25).
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Figura 25 — Circunferéncias 1—Funk perturbada de tipo 1 e raio 1 centradas em C =

(—0.5,—0.7) com a = (0,0) (preto), a = (1,0) (azul), a = (1,0) (verde) e
a = (2,0) (vermelho)

0.6 0.8

lall =0

Fonte: Autores (2025). Construgédo no software Geogebra 6.0.

6.3.2 Circunferéncia 1—Funk perturbada de tipo 2

Definicao 6.3 Dado C um ponto em B? e » > 1 um nUmero real, definimos a circun-

feréncia 1— Funk perturbada de tipo 2, com centro C e raio Inr, como 0 conjunto dos
pontos X € B? que satisfazem a seguinte equacéo:

de(X,C) =Inr.

Teorema 6.3 Dado o centro C = (c1,c;) € B? e o raio Inr. Denotando X = (zy, ),

a = (a1, a9) # O, a circunferéncia 1—Funk perturbada de tipo 2 é dado por uma equagéao
geral de segundo grau

Azl + Bxywy + Cx5 + Doy + Exy + F =0, (6.33)
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onde
A=C" —2ra;e;C + r2a2(||C|? — 1),
B = 2( — T(CZlCQ + GQCl)a—F T2a1a2(HCH2 — 1)),
C =C" — 2rase,C + r2a2(||C||? — 1), D = 2r(a; — ¢1)C + 2a:72(||C||* — 1), (6.34)
E = 2r(ay — ¢3)C + 2a07(||C||? — 1), F = O+ 2uC + r2(||C||* — 1),
C=1+(a,C),
a qual dependendo de r podemos ver o tipo de conica que é:
C
« Ser < ————, entdo a equacgéo € de tipo eliptico.
lall 4 {a,C)
C - A -
« Ser = ——, entdo a equacao € de tipo parabdlico.
lall + {a,C)
C . e .
« Ser > ——— entdo a equacéo € de tipo hiperbdlico.
lall 4 {a,C)

Demonstragdo. Denotando X = 1 + (a, X), pelo Teorema 6.1
dg(X,C) =In(r) < |[rXC—-CX| = Xr—C.

Tomando o quadrado de ambos os lados, adquirimos

r2X°||C))? — 2rCX (C, X) + C | X||2 = X — 21CX + C,

C(IXIP = 1) +2CX(1 - (€. X)) + X ([c|* = 1) =0,
ou, equivalentemente,

CoIX2 = 1) +2rC(1 + (0, X))(1 = (C, X)) +r2(1 + (@, X)(|C|* = 1) = 0.

Agora, substituindo em coordenadas X = 1 + ayz; + asrs, (C, X) = c121 + cozy €
| X||? = 2% + 22, temos

(_YQ(x% + 22 — 1)+ 2rC(1 + a171 + apxs)(1 — 121 — Co)
+r2(1 + a1z + agwa)([|C]* — 1) = 0,
EQ(x% + 23 —1)
+2rC(1 + a171 + 9Ty — C1T) — A1C1T2 — A9CI T\ Ty — CoTy — G1CoT 1Ty — ACoT3)
+r2(|IC]1* — 1) (1 + a?x? + a323 + 2a171 + 20279 + 2a1a57179) = 0,
(52 — 2a,¢,7C + a?r3(||C||? — 1))1}% + < — 2r(age; + a1c2)C + 2aya,r%(||C||? - 1))x1x2
(52 — 2asesrC + ar2(||C|J2 — 1)>a;g + (27"(@1 —e))C + 2a2(||C)? - 1))x1
(27"(@2 — )C + 2a7%(C)% — 1)>x2 + ( —C +2C +r3(|C)? - 1)) —0,
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0 que € equivalente a (6.33) e (6.34).

Agora, consideremos o discriminante I = B? — 4AC:"

. 2
1= 4( = r(mes + a26)C + rasas(|C][2 — 1)

- 4(52 — 2ra1e:C + r2a2(||C|J2 — 1)) (82 — 2rasesC + r2a2(||C|J? — 1)),

equivalentemente,

1 C 4 g2 2 ’
Z — < — T(ach + CLQCl)C +r a1a2(||C|| - 1)>

— (EQ — 2ra;c,C + r*ai(||C|]* — 1)) (52 — 2ragcsC + r?a3(||C])* — 1)),
_2 p—
=r?(aycy + age1)’C — 2raraz(arcy + azey)(||CI1* — 1)C + rtaias(||C]|* — 1)?
—C' 4 2razeC’ — r2a2(|C)? - 1)C
+ 27“@101@3 — 4r2a1a2010252 + 2r*aia3e, (||C)|2 — 1)C

_2 p—
—r*a;([IC]* = C” + 2r’afases([ICI* — 1)C — ratas([|C]* — 1)*.
Agrupando os termos do lado direito em poténcias de r, conseguimos

I _
T = 2w (|C] — 1)C [<alcg +aser) — (ares + aQCl)]

—2
+r%C |:(CL102 + a201)2 — CL%(”CHQ — 1) — dajazcico — ag(HCH2 —1)

+ 27’((1161 + GQCQ)ES - 84.

Assim, por (6.29), obtemos

1 — _3  _
7 =7 [lal? = (a,€)?] + 20(a,0)C" - "

=T |r?all® - r*(a,C)* + 2r{a,C)C — C°]

_ [<r||a||>2 ~(rta.c) - E)Z]

= (vllall - r(a,) +C) (rllall + r{a,C) - ). (6.35)
Sabemos que r,C > 0 e, por (6.31), adquirimos

rllall = {a,C) +C = r(||a]| - (a,C)) +C > 0. (6.36)

Observe que, como a € B? e pela desigualdade (6.31), temos

_c
lall + {a, C)

Assim, como r > 1 e por (6.36) em (6.35), existem as seguintes possibilidades:

0< |la]| +{(a,C) <1+ {(a,C) =C=1<
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« Ser< # entdo I < 0. Nesse caso, a equacgao (6.33) € do tipo eliptico.
lall + (a,C)

= W, entdo I = 0. Nesse caso, a equagio (6.33) € do tipo parabd-

« Ser> # entdo I > 0. Nesse caso, a equacao (6.33) € do tipo hiperbd-
lall + {a,C)

Exemplo 6.4 Considere C = (0,0), a = (a1, as) € B? e r = e. A equagdo da circunferén-

cia de 1—Funk perturbada de tipo 2 de centro C e raio Inr = 1 (veja a Figura 26) € dada

1 —e%a?)x? — 2¢%a1a9x 29 + (1 — €2a2) 22 — 2e(e — 1)ayzy — 2e(e — Dagzy — (e — 1)? = 0.
1)1 2)T2

Figura 26 — Circunferéncias 1—Funk perturbada de tipo 2 e raio 1 centradas na origem

com a = (0,0) (preto), a = (5,0) (azul), a = (£,0) (verde) e a = (%,0)
(vermelho)

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.
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Exemplo 6.5 Considere C = (0.5,0.4), a = (a1,a2) € B? e r = e. Os gréficos das
equacoes da circunferéncia de 1—Funk perturbada de tipo 2 de centro C e raio Inr = 1

sdo arcos de elipses, parabolas e hipérboles (veja a Figura 27).

Figura 27 — Circunferéncias 1—Funk perturbada de tipo 2 e raio 1 centradas em C =
(0.5,0.4) com a = (0,0) (preto), a = (55,0) (azul), a = (525,0) (verde) e
a = (3,0) (vermelho)

Fonte: Autores (2025). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Exemplo 6.6 Considere C = (—0.5,—-0.4), a = (ay,as) € B?> e r = e. Os gréficos das
equacdes da circunferéncia de 1—Funk perturbada de tipo 2 de centroC eraio Inr = 1

sdo arcos de elipses, parabolas e hipérboles (veja a Figura 28).
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Figura 28 — Circunferéncias 1—Funk perturbada de tipo 2 e raio 1 centradas em C =
(—0.5,-0.4) com a = (0,0) (preto), a = (15,0) (azul), a = (25, 0) (verde) e
a = (%,0) (vermelho)

lall =0

Fonte: Autores (2025). Construgédo no software Geogebra 6.0.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Como foi apresentado nos capitulos iniciais, conforme o desenvolvi-
mento das sociedades, exemplificado pelas expansdes maritimas do periodo historico
das Grandes Navegacdes, fez surgir a necessidade de buscar rotas 6timas, cuja defini-
¢ao esta diretamente vinculada ao espago explorado.

Diante disso, a métrica euclidiana por ser elaborada com base em um
espaco plano ou tridimensional ideal, isotrépico e simétrico, pode ndo ser capaz de
mensurar todas as adversidades de um problema fisico de navegacéao, como a forca
dos ventos ou correntes maritimas. Portanto, para superar essa limitagcao conceitual,
ao modelar o problema de navegacéo de Ernst Zermelo, revisamos métricas nao-
euclidianas, entre elas a métrica de A— Funk no disco unitario, na qual notamos que
suas geodésicas permaneceram como linhas retas.

A partir desses resultados, conferimos e aprofundamos a inducéo de
uma formula de distancia entre dois pontos, evidenciando que o tempo de viagem
equivale a proépria distancia e que esta é assimétrica. Isto é, ao tomarmos um barco
navegando a favor da correnteza, € intuitivo que ele levara um tempo menor para se
deslocar de um lugar a outro, em comparagao ao trajeto inverso, movendo-se contra a
forga da correnteza. Portanto, o tempo levado na ida pode ndo ser o mesmo valor que
na volta.

Observamos que, esse recurso foi utilizado ao derivar expressoes
para as circunferéncias, sendo que a Circunferéncia de \— Funk do tipo 1 equivale ao
alcance maximo que um barco, saindo do centro, pode chegar com uma quantidade
fixa de combustivel, por outro lado, a Circunferéncia de A\—Funk do tipo 2 € o mesmo
que, averiguar todos os possiveis pontos de partida de onde o barco pode sair para
transportar-se até o centro, com uma quantia limitada de combustivel. Nesse contexto,
o total de combustivel é igual ao raio da circunferéncia.

Com base nisso, conseguimos investigar o tempo minimo de deslo-
camento de uma embarcacao em trés cenarios distintos: no primeiro, é calculado o
tempo levado para deslocar-se de uma praia com litoral retilineo até uma ilha, que
consiste em obter a distancia entre um segmento de reta e um ponto, no segundo, é

analisada a situagao contraria, que é dada pela distancia de um ponto até um segmento
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de reta, por ultimo, foi estabelecida a distancia entre duas ilhas com litorais retilineos,
caracterizadas por segmentos de retas sem intersecdo e com inclinacdes iguais.

Em sequéncia, no ultimo capitulo, propomos uma nova métrica, nome-
ada “métrica G”, a qual adiciona uma perturbacdo na métrica 1—Funk associada ao
vetor a. Nos voltamos a interpretacdo da métrica G como um problema de navegacao,
aplicando a construcédo de Zermelo a G e encontramos formulas explicitas para os
dados de navegacao (h, W). Confirmando nossa hipétese, vinculando o parametro de
perturbagao a a um sentido fisico, este representa a agdo de uma segunda forga incons-
tante e externa ao barco, como a correnteza (ou vento), que influéncia 0 movimento da
embarcacgao no disco.

Dessa forma, comecamos a estudar as estruturas geométricas de
G. Em razdo desta ser uma nova métrica, foi preciso verificarmos cada propriedade
geométrica. Assim, constatamos que G é uma métrica de Randers quando a norma
euclidiana de a € menor que um. Além disso, demonstramos por meio da equacéao de
Hamel que essa métrica é projetivamente plana, isso significa que o menor caminho
ligando dois pontos € uma reta.

Devido a isso, fomos capazes de induzir uma férmula para a distan-
cia entre dois pontos, comprovamos que esta nao é simétrica, ndo é invariante por
translacbes e diferente da métrica de Funk, a métrica G, varia por rotagdes. Uma
observacao interessante foi que, se um barco parte da origem do disco, enfrentando a
acao da correnteza, a qual o atrai para o centro, tentando alcangar a borda, ele nunca
chegaria, pois seria impossivel sair do dominio, no entanto, tomando o caminho inverso,
se 0 barco partisse da borda para o centro, seu tempo seria finito e dependeria da
intensidade da correnteza ou vento dada pelo vetor a.

Passamos a indagar o que configuraria uma circunferéncia na métrica
(G e como seria 0 seu formato. Novamente, por conta da assimetria, descrevemos duas
categorias de circunferéncias, a circunferéncia de 1— Funk perturbada de tipo 1, a qual
corresponde ao conjunto de pontos de alcance maximo de um barco saindo de um
centro fixo e com um limite de combustivel In », mostramos que essas serdao sempre
elipses. Por outro lado, o conjunto de possiveis pontos de partidas que um barco pode
tomar para chegar ao centro com essa mesma quantidade de combustivel, retrata a

circunferéncia de 1—Funk perturbada de tipo 2, descobrimos que estas revelam-se
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ainda mais fascinantes, pois podem variar conforme o valor de r, sendo identificadas
por elipses, parabolas ou hipérboles.

Durante este trabalho, examinando uma situagéo fisica de navegacao,
percebemos que o conceito de métrica e suas nogdes geométricas variam conforme
0 espaco em que estao definidas, pois precisam abranger possiveis interferéncias,
assim ao nos questionarmos sobre rotas 6timas e arco de alcance maximo, muitas
vezes as propriedades desses conceitos se distinguem da geometria mais conhecida,
a euclidiana.

Nessa perspectiva, refletimos sobre outras métricas, como a de Funk.
Diante da escassez de estudos sobre generalizacdes especificas da métrica de Funk,
este trabalho buscou contribuir para sanar essa lacuna. Com esse objetivo, formulamos
uma nova métrica derivada de sua perturbacgéo. A validagcéo das hipdteses acerca do
comportamento dessa nova métrica representa, portanto a esséncia da contribuicao
dessa pesquisa.

A partir da leitura desse texto, outros questionamentos podem surgir.
Por exemplo, ao considerarmos um barco partindo de uma ilha com litoral em linha reta,
em direcdo a um ponto da costa (ou vice-versa) e determinar um ponto intermediario
no trajeto; supor que um barco partindo do litoral (linha) queira se encontrar em
algum ponto do oceano com outra embarcagao vinda de uma ilha, ambos na mesma
velocidade e chegando no mesmo instante; ou imaginar dois barcos saindo do mesmo
ponto, um alcangando uma ilha e outro uma costa simultaneamente. Essas perguntas
fariam surgir conceitos a respeito das conicas, que configurariam parabolas de A—Funk,
nesse sentido, em colaboragcao do discente Alexandre Henrique Rodrigues Filho, ja
submetemos um artigo, numa revista nacional com corpo editorial e revisor, a respeito
das parabolas de A—Funk (CHAVEZ et al., 2025). No ambito de pesquisas futuras,
seria produtivo estabelecer as condicbes geométricas para a formacgao de elipses
e hipérboles na métrica de A—Funk, ampliando assim o conhecimento sobre esse

espaco.
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