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RESUMO

Neste trabalho, abordamos um problema de navegagéao de Zermelo no plano, onde
foram consideradas presentes forgas externas (como vento ou correnteza) concéntricas
e simétricas. Este problema fisico foi transformado num problema geométrico bidimensi-
onal, onde um disco aberto unitario centrado na origem do plano cartesiano foi munido
de uma métrica de Randers, denominada “métrica de Funk sobre o disco unitario”, na
gual obtivemos uma distancia nao simétrica, portanto nao euclidiana. Caracterizamos
as circunferéncias nesta nova geometria construida e, logo, obtivemos férmulas para
as distancias de ponto a ponto, de ponto a reta, de reta a ponto e entre retas.

Palavras-chaves: métrica de Funk; métrica de Randers; problema de navegacéao de
Zermelo; distancias; circunferéncias.
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RESUMEN

En este trabajo, abordamos a un problema de navegacién de Zermelo en el plano,
donde se consideraron presentes fuerzas externas concéntricas y simétricas (como
el viento o la corriente de un rio). Este problema fisico se transformé en un problema
geométrico bidimensional, donde un disco unitario abierto centrado en el origen del
plano cartesiano es dotado de una métrica de Randers, llamada "métrica de Funk en el
disco unitario”, la cual es no simétrica, por lo tanto no euclidiana. Caracterizamos las
circunferencias en esta nueva geometria construida y, luego, obtuvimos férmulas para
las distancias de punto a punto, de punto a recta, de recta a punto y entre rectas.

Palabras clave: métrica de Funk; métrica de Randers; problema de navegacién de
Zermelo; distancias; circunferencias.
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ABSTRACT

In this work, we approach a zermelo navigation problem in the plane, where concentric
and symmetrical external forces (such as wind or current) were considered present. This
physical problem was transformed into a two-dimensional geometric problem, where
a unit open disk centered on the origin of the Cartesian plane was with a Randers
metric, called "Funk metric on the unit disk", in which we obtained a non-symmetric
distance, therefore not Euclidean. The main objective of this work was to characterize
the distances and circumferences in this new constructed geometry. We characterizethe
circumferences in this new geometry constructed and, therefore, we obtained formulas
for distances from point to point, from point to straight, from straight to point and between
straight.

Keywords: Funk metric; Randers metric; Zermelo navigation problem; distances; cir-
cles.
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1 INTRODUCAO

Quem nunca teve a ideia de "cortar por um atalho" através de um
caminho "na diagonal”, pois andaria menos? Ou ainda, para medir a distancia entre
dois pontos desenhados em um papel, utilizou uma régua para medir o comprimento
de um segmento de reta que une estes dois pontos?

Estes sdo exemplos bem adequados para que possamos utilizar a ideia
da famosa Desigualdade Triangular, na qual a medida de um lado de um tridngulo é
sempre menor do que a soma dos outros dois. Mas, sera que isso sempre acontece?
Ou ainda, sera que uma linha reta sempre € o caminho mais curto?

De uma maneira muito intuitiva e introdutéria, podemos pensar no
exemplo do nosso planeta. Como sabemos, seu formato esférico impossibilita realizar
uma trajetéria retilinea de Brasil até o Japao, por exemplo. Nao podemos passar pelo
interior do planeta para prosseguir por essa rota. Assim, os caminhos s&o realizados
através de curvas ao longo da superficie esférica da Terra.

Além deste exemplo, também podemos pensar em um barco nave-
gando em um rio, onde existem algumas forcas que interferem no seu deslocamento,
como por exemplo, o vento ou a correnteza. Estes tipos de forgas extrinsecas ao barco
sao as chamadas forcas externas do sistema (barco). Desta forma, podemos definir um
campo de forga sobre este rio, como sendo a resultante da soma de todas estas forgas,
ou ainda, indicando a direcéo e intensidade que um barco parado ira ser empurrado.

Este exemplo ilustra bem os problemas propostos por Ernst Friedrich
Ferdinand Zermelo (1871 — 1953), um matematico e filésofo alemé&o que teve grande
importancia para os fundamentos da Matematica. Em 1931, Zermelo propds um pro-
blema de controle fisico de navegacao, que lida com um barco navegando em um corpo
de agua. Além das forcas externas do barco, que ja mencionamos, o barco também
possui forgas internas, como por exemplo, o motor. Desta forma, o barco sera capaz de
alcancar uma velocidade maxima e o problema consiste em obter o melhor controle
para se chegar no destino no menor tempo possivel.

Descartando as forgas externas e partindo de um ponto A até um ponto
B, nossa "percepc¢ao euclidiana" nos indica que o melhor caminho a percorrer é ao

longo de um segmento de reta. Entretanto, ao considerar as forcas externas, o melhor
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caminho nem sempre é uma linha reta. Zermelo estudou alguns casos especiais, 0s
chamados "Problemas de Navegacdo de Zermelo", mas estamos interessados apenas
num destes, no problema no R2.

Desta maneira, nosso objetivo principal foi realizar um estudo sobre
distancias e circunferéncias a partir de um Problema de Navegacao de Zermelo, mode-
lado por meio de uma métrica do tipo Randers, que € uma métrica ndo euclidiana. Além
disso, também procuramos apresentar os conceitos e os resultados de uma forma clara
e didatica, levantando questionamentos e reflexdes para que aqueles que possuam
conhecimentos basicos de Geometria Analitica e de Calculo Diferencial possam acom-
panhar, sem muitas dificuldades, nosso estudo sobre a métrica de Funk. Isto se deu
pela evidente falta de exemplos concretos e menos abstratos para quem esta iniciando
seus estudos na area da chamada Geometria de Finsler.

Para isso, foi realizado um trabalho de cunho exploratério, onde foram
utilizados resultados obtidos, principalmente, por SHEN (2001) e CHENG e SHEN
(2012), para desenvolver nossas ideias e calculos. Por outro lado, também foi utilizado
o software Geogebra 5.0 para construir as imagens dos exemplos, além de servir como
uma ferramenta para testar e verificar nossos resultados.

Antes de darmos inicio de fato ao nosso trabalho, na préxima sec¢ao,
buscamos ainda levantar algumas reflexdes para que o leitor se introduza nas concep-
cbes que queremos propdr, até mesmo pelo fato de que, ao utilizar uma geometria
nao euclidiana, muitas concepgdes que temos sobre objetos e conceitos geométricos
podem nao serem corretas, na auséncia de um estudo mais detalhado. Desta forma,
estas ideias foram caracterizadas através de questionamentos e exemplos da nossa
realidade para que o leitor construa por si s6 esta percepc¢ao.

No Capitulo 2, foram apresentados alguns conceitos e propriedades
iniciais que nos serao Uteis ao longo do desenvolvimento do trabalho. Este capitulo foi
dividido em 2 se¢des. Na primeira delas trouxemos resultados relacionados a Geometria
Euclidiana, na qual € bem provavel que o leitor ja tenha uma certa familiaridade e, na
segunda sec¢ao, foram abordadas algumas reflexdes sobre o conceito de métrica, além
de apresentarmos algumas definicdes e propriedades sobre tal conceito.

No Capitulo 3 foi onde realmente iniciamos o desenvolvimento dos

calculos de nosso trabalho. Dividido em 2 secdes, na primeira delas nosso objetivo foi, a
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partir de um problema de navegacao, obter uma formula para a Métrica de Funk sobre
a bola aberta, unitéaria e centrada na origem do plano cartesiano, onde tal conjunto foi
munido de um campo de for¢gas concéntricas e simétricas. Esta métrica (Exemplo 3.1)
nos serviu como objeto de estudo no decorrer dos resultados posteriores.

Na segunda secéao deste capitulo, nosso foco foi em obter uma férmula
para a distancia induzida pela métrica obtida anteriormente, ao longo de uma curva
que realiza o menor caminho entre dois pontos contidos na bola aberta (Teorema 3.1).
Algumas hipéteses iniciais surgiram naturalmente, como por exemplo, "sera que esta
distancia € simétrica, isto é, a distancia para chegar de um ponto a outro € a mesma ao
realizar o caminho inverso?" ou ainda "se um barco navega sobre o disco, sera que
uma hora ele é capaz de sair deste dominio?". Como mencionado, sao percepgdes que
n&o podemos concluir sem antes verificar alguns resultados.

No Capitulo 4, foi desenvolvido um estudo de algumas propriedades
geométricas utilizando a tal métrica de Funk. Conceitos de circunferéncias (relagdes
(4.3) e (4.4)) e de distancias (de ponto a reta (4.18), de reta a ponto (4.26) e entre retas
(4.28)) foram surgindo a partir do problema em determinar o alcance maximo de um
barco navegando com combustivel limitado ou, ainda, de se obter o tempo de viagens
entre uma ilha isolada e uma praia com costa retilinea, respectivamente. "Seréa que
as circunferéncias de Funk sao Unicas, ou ainda, possuem o mesmo formato redondo
gue conhecemos?", "sera que os caminhos que realizam as menores distancias entre
pontos e retas sdo segmentos perpendiculares a reta dada, como ocorre na geometria
Euclidiana?", ou ainda, "sera que sempre € possivel obter uma menor distancia entre
duas praias retilineas, considerando que o ‘'mundo do estudo’ € uma bola aberta?" sao
questdes que pudemos levantar previamente.

Este ultimo capitulo foi dividido em 4 se¢des e, em cada uma delas,
foram desenvolvidos calculos para obtencao de formulas e algumas observacdes de
cada um dos seguintes temas: circunferéncias, distancia de ponto a reta, distancia de
reta a ponto e distancia entre retas.

Por fim, considerando que esta pesquisa foi fruto de um projeto de
Iniciagdo Cientifica, desenvolvido nos anos de 2020 e 2021, atrelado ao Grupo de Pes-
quisa de Geometria e Topologia da UNILA, é possivel encontrar alguns dos resultados

aqui obtidos no nosso trabalho publicado (CHAVEZ et al., 2021). Vale ressaltar que
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neste presente texto apresentamos tais resultados com mais detalhes e alguns outros

adicionais foram incluidos.

1.1 REFLETINDO SOBRE MENORES CAMINHOS

Caso vocé tenha pensado que os caminhos mais curtos sdo sempre
direcoes retilineas, nao se preocupe. Afinal, quase toda a geometria que aprendemos
na escola € a Geometria Euclidiana, na qual se aplica muito bem aos objetos planos
€ espaciais em um espaco que nao possui nenhum tipo de interferéncia ou restricao.
Entretanto, ao longo da histéria, muitos estudiosos se dedicaram a estudos de outros
tipos de geometria, as nao-euclidianas, onde obtiveram resultados que vao além da
nossa "percepgao euclidiana”.

Para darmos ao leitor uma maior ideia do problema do trabalho, apre-
sentamos mais alguns exemplos. O primeiro deles € bem comum de serem utilizados
como proposta na educagao basica quando € abordado o tema de geometria nao-
euclidiana: a Geometria Taxi. Isto se da devido a suas facilidades de compreensao e
visualizagdo nos modelos geograficos urbanos.

Nesta geometria, "ndo existem diagonais", ou ainda, para ir de um
ponto a outro vocé s6 pode percorrer por caminhos horizontais e verticais. Como
mostra a Figura 1, para ir do ponto A até o ponto B, ndo se pode seguir por uma linha
reta. Um dos caminhos possiveis € seguir em direcao do ponto C' e depois em direcéo

do ponto B.

Figura 1 — Geometria Taxi

Fonte: Adaptada de GUSMAO, SAKAGUTI e PIRES (2017, fig. 2, p. 219)
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Vale ressaltar que o caminho sugerido no paragrafo anterior ndo € o
unico caminho mais rapido. Por exemplo, poderiamos denotar uma regra de que, para
ir de A até B, sé € possivel seguir em dire¢des para a direita e para cima. Verifique,
neste caso, que existe mais de um caminho que 0 menor percurso € 0 mesmo.

Esta € uma ideia que vai um pouco além de nossa percepcao usual.
Ora, como € possivel ir de um ponto a outro por diferentes caminhos e, ainda sim,
percorrer a menor distancia possivel? Pense nisso como um problema aplicado na sua
cidade, por exemplo, onde vocé s6 pode ir ao longo das ruas e nem sempre é possivel
"cortar" por atalhos de uma quadra a outra. Pode ser que agora o problema tenha
ficado mais visivel para vocé, caro leitor.

Nesta métrica, ainda, também podemos perceber que a nossa concep-
¢éo sobre o formato de uma uma circunferéncia nem sempre esta correta. Os autores
(GUSMAQ; SAKAGUTI; PIRES, 2017) apresentam como seriam as formas de algu-
mas circunferéncias nesta métrica (aquela mesmo, redonda como nossa "percepgao
euclidiana" nos remete).

Como podemos ver na Figura 2, a circunferéncia de centro O possui
formato de losango. Além das circunferéncias, outros objetos geométricos também

podem n&o possuir os mesmos formatos que estamos habituados.

Figura 2 — "Circunferéncia Taxi"

Fonte: GUSMAO, SAKAGUTI e PIRES (2017, fig. 4, p. 221)

Agora, imagine um rio que possui um fluxo na horizontal, da esquerda
para a direita. Assim, queremos encontrar a rota 6tima para chegar de um ponto a

outro no menor tempo possivel. No artigo cientifico publicado (KOPACZ, 2017), o autor
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estudou os menores caminhos para se chegar de um ponto a outro em um exemplo

como este do rio, como mostra a figura abaixo:

Figura 3 — Menores caminhos em um rio com fluxo de correnteza

Fonte: Adaptada de (KOPACZ, 2017, cap. 5, fig. 14, p. 540)

Como podemos observar na Figura 3, partindo de um ponto A até um
ponto C, a direita, o melhor caminho é seguir por uma linha reta. Intuitivamente, esta
€ a mesma direcao que o fluxo da agua empurra o barco (representado pelas setas
azuis), facilitando esta rota. Mas, para ir até um ponto B, a direita de A, o fluxo do rio
dificulta essa trajetéria. Nesse sentido, ir na direcao diretamente contraria a este fluxo
pode ndo ser a melhor alternativa.

Perceba que, neste exemplo existe um fator, ou uma forga, presente no
sistema que interfere na tomada da decisdo do melhor caminho a se percorrer, assim
como mencionado nos problemas de Zermelo. Matematicamente, o fluxo da dgua pode
ser traduzido como um campo de for¢as que atua sobre o meio (0 rio).

Por ora, apresentamos estes exemplos apenas para refletirmos sobre
nosso questionamento de que nem sempre 0s menores caminhos séo linhas retas e,
acrescentado a isto, quando estudamos um tipo de geometria ndo-euclidiana, muitas
de nossas percepcdes nao podem ser concluidas de imediato, sem que seja feito um
estudo mais aprofundado.

Do Capitulo 3 em diante, veremos melhor de maneira mais pratica
como relacionar os conceitos de menores caminhos, de distancias e de geometria, por

meio da linguagem matematica. Entretanto, neste primeiro momento, a grosso modo,
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podemos antecipar que, se sabemos calcular distancias, entdo podemos construir
objetos geométricos. Por exemplo, a partir da definicao de circunferéncia, esta é o lugar
geométrico de todos os pontos que possuem a mesma distancia de um determinado
ponto, do seu centro. Assim, se sabemos calcular a distancia entre pontos, entao pode-
mos encontrar todos os pontos de uma circunferéncia e estudar sua forma geométrica
(Secoes 4.1 e 4.2).
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2 PRELIMINARES

Antes de darmos inicio ao nosso trabalho, vamos apresentar neste
capitulo algumas definicdes e propriedades de conceitos que utilizaremos ao longo do
texto. Definicoes e estudos mais aprofundados podem ser encontrados em referenciais
tedricos de Geometria Analitica (CAMARGO; BOULOS, 2005), de Algebra Linear
(SANTOS; ANDRADE, 2015), de Célculo (GUIDORIZZI, 2013a; GUIDORIZZI, 2013b),
de Geometria Diferencial (CARMO, 2014; TENENBLAT, 2008) e de Analise Real (LIMA,
1999; LIMA, 2016).

Algumas consideragdes iniciais:

« Consideramos o plano cartesiano R? sendo o conjunto de todos os pares ordena-

dos (z1,z3), onde x; € x2 SA0 nUMeros reais;

» Consideramos um vetor como sendo uma classe de equipoléncia de um segmento
orientado, isto €, a classe de todos os segmentos orientados com mesma direcao,
mesmo comprimento € mesmo sentido. Para um segmento orientado com origem
em um ponto P e extremidade em um ponto (), denotamos o vetor por }ﬁ ou

ainda, por qualquer letra (u,v,y, ...), desde que tenham mesmas coordenadas;

« Sejam P = (p1,p2) € Q = (q1, ¢2) dois pontos do R2. As coordenadas do vetor 1@
sdo dadas por Q — P = (q1 — p1, g2 — p2)-

Definicao 2.1 (Produto interno e norma euclidiana em R?) Sejam u = (uy,uy) €
v = (v1,v7) vetores em R?. Definimos o produto interno entre u e v, denotado por (u, v),

como sendo o numero real definido por:
(u,v) = uvy + Ugy.
A norma de u, denotada por ||u||, é definida por:

lul| = V/{u, u) = \Jui +u3.

Observacao 2.1 Embora seja mais comum definir norma e produto interno euclidiano
em termos de vetores, poderiamos considerar na definicdo acima pontos P e () do

R?, de maneira que qualquer X = (z1,7-) € R? pode ser representado pela operagéo
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O+ 04)<k , onde O é a origem do plano cartesiano (perceba que X e 04)(> possuem as

mesmas coordenadas). Assim, em termos de pontos, a Definigdo (2.1) segue analoga.

Definicao 2.2 (Distancia euclidiana em R*) Dados dois pontos quaisquer P = (py, ps)

eQ = (q1,q2) noR?, a distancia euclidiana entre P e () é dada pela funcdo d : R*xR? —

R definida por:

d(P,Q) = |1PQ|| = a1 — p1)2 + (g2 — p1)”.

Observe que a norma de um vetor € exatamente o seu comprimento.

Propriedades 2.1 (Produto interno e norma euclidiana) Quaisquer que sejam o0s

vetores .,y e z do R?, o produto interno e a norma euclidiana satisfazem as seguintes

propriedades:
1. {2, y) = (y,2);
2. (z,y+2) = (2,y) + (2, 2);

(Az,y) = Mz,y), A e R;
(x,x) >0 (ou||z|| > 0), onde a igualdade ocorre somente se © = T = (0,0);
(Desigualdade Triangular) ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-

E conveniente apresentarmos mais uma propriedade, pois a utilizaremos em
diversos momentos do nosso estudo. Utilizando as propriedades acima e da

propria definicdo de norma, temos que:

Dados dois pontos P e Q quaisquer do R?, vale:

1P+ QI = [IP|I* +2(P,Q) + [|QII*

De fato,

IP+Q|=(P+Q,P+Q)=(P+Q,P)+(P+Q,Q)
= (P,P) 4+ 2(P,Q) + (Q,Q) = ||P|]* + 2(P,Q) + ||Q|]>.

Definigdo 2.3 (Angulo entre vetores) O angulo 6 < [0, 1] formado entre dois vetores

n&o nulos u e v € definido por:
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Definicao 2.4 (Bola aberta em R2) Uma bola aberta (ou disco aberto) com centro em

P € R? eraior > 0 é o conjunto B, (P) definido por:
B.(P)={X eR*|||X - P|| <r}.

Em outras palavras, B, (P) é o conjunto de todos os pontos do R? tais que sua distancia
euclidiana até o ponto P € menor do que o raio r. Ao longo do texto, usaremos a
notagdo B? para representar a bola aberta, unitdria e centrada na origem do plano
cartesiano.

Chamamos de fronteira ou borda de B,.(P) o conjunto 0B, (P) de todos os pontos

(71, 2) € R? equidistantes de P a uma distdncia r. Em termos algébricos:
OB, (P)={X eR*|||X - P|| =r}.

O conjunto 0B,.(P) nada mais é do que uma circunferéncia euclidiana, centrada em P

ederaior.

Definicao 2.5 (Conjunto aberto) Um conjunto A C R? é dito aberto se, para todo
X € A, existe uma bola aberta centrada em X e contida inteiramente em A. Em termos

algébricos, A ¢é aberto se, e somente se,
VX € A,Je > 0 tal que B.(X) C A.
Em particular, a bola B,.(P) é um conjunto aberto.

Dada uma funcao 7" definida por uma aplicagéo (ou transformacgéo) de
um conjunto  C R? em R?, muitas vezes, quando consideramos o seu significado
fisico ou geométrico, € conveniente representarmos 7'(x), para todo = € (2, como um

vetor e, assim, definimos 7" como sendo um campo vetorial.

Definicdo 2.6 (Campo vetorial) Um campo vetorial em um subconjunto Q) C R? é uma

aplicacdo T : ) — R? que associa a cada elemento x € Q um vetor T(x) € R>.

Exemplo 2.1 Para cada X = (z1,z) € R?, consideramos o campo vetorial T : R* —
R?, definido por T(X) = —X = (—x1, —x2) (Veja a Figura 4).
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Figura 4 — Campo vetorial 7' em R?

R2

Fonte: Autores (2022). Construgédo no software Geogebra 5.0.

Definicdo 2.7 (Curva diferenciavel parametrizada regular de classe C* em RR?)
Uma curva parametrizada o« em um subconjunto Q C R? é uma aplicacdo o : I — )
definida em um intervalo I C R.

Uma curva parametrizada o € dita diferenciavel se o for de classe C*, para algum k > 0,
isto é, cada coordenada de o é de classe C*.

Uma curva parametrizada « € dita regular se, para todot € I, tém-se d/(t) # (0,0). Uma
curva parametrizada « é dita regular por partes se existe uma particao {to, t1, ..., t,} de

I tal que « é regular em todo subintervalo |t;_,,t;[, comi=1,2,...,n.

Por fim, mas ndo menos importante, dada uma curva regular, podemos
calcular o seu comprimento de arco. Intuitivamente, se uma particula se desloca ao
longo de uma curva, podemos calcular o comprimento deste trajeto. Este conceito nos
sera bastante importante, na medida que iremos utilizar esta ideia para realizarmos

calculos de distancias, como veremos mais adiante.

Definicao 2.8 (Comprimento de arco em R?) Seja « :|a,b|— R? uma curva regular

de classe C*. Para algum t, €]a, b| dado, definimos o comprimento de arco de « por:

s = [ @ldr

0
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2.1 METRICAS

Quando pesquisamos em algumas bibliografias de Geometria de Fins-
ler, as definicdes de métrica mais comuns envolvem o conceito de distancias, como por
exemplo SHEN (2001) e CHERN e SHEN (2005), nos levando a designar um segundo
grau de abstracao para podermos compreender o que é uma métrica, especificamente.
Também é possivel encontrar que uma métrica € uma generalizacao de distancia, ou
ainda, uma funcao distancia (SHEN, 2001). Mas, de que forma isto ocorre?

Uma métrica é uma funcao que nos permite calcular a quantidade de
espaco quando se percorre por qualquer comprimento de curva (veja a Definigcdo 2.11)
e a distancia (veja a Definicdo 2.12) nos fornece a menor destas quantidades. E a
métrica que nos determina o comportamento da distancia em um espaco.

Por outro lado, se a férmula da distancia nos permite construir objetos
geométricos, entdo, de uma maneira geral, a métrica definida é quem "determina" toda
esta construcao, toda uma geometria. Por exemplo, por tras da Geometria Euclidiana
existe uma Métrica Euclidiana.

Um dos matematicos que dedicou seu tempo para estudar outros
tipos de geometrias, consequentemente, outros tipos de métricas, além da usual
euclidiana, foi o alemao Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) que, em
1854, publicou concepgdes sobre uma métrica que generaliza as Métricas Euclidianas
(BOYER, 2010, p. 377). Consequentemente, tais tipos de métricas sdo chamadas de
Métricas Riemmanianas.

Algumas defini¢cdes formais de Métricas Riemmanianas podem ser
encontradas em referéncias avancadas de Geometria Riemmaniana e Diferencial
(CARMO, 2014; CARMO, 2019), mas nés fixaremos apenas nos casos destas métricas

em conjuntos abertos do R2.

Definicdo 2.9 (Métrica Riemmaniana em R*) Sejama;; : 2 C R? — R, parai,j = 1,2,
fungées diferenciaveis, onde a matriz [a;;(z)]2.2 € Simétrica e positiva definida para todo
x € Q). Para qualquer vetor y, = (y1,y2) € R?, definimos a Métrica Riemmaniana sobre

2 como sendo a quantidade

T, y.) = \/au(x)y% + [a12(2) + a2 ]yryz + ag(2)ys. (2.1)
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Observe que, a Métrica Euclidiana é um caso particular desta métrica, tomando o caso

em que a1 () = ax(r) = 1 € ajn(r) = ay(r) = 0 (veja a Definigdo 2.2).
Exemplo 2.2 A fungdo o sobre Q) x R? C R* definida por

a(z, ye) = /21 (yf +y3)
€ uma Métrica Riemmaniana, pois os coeficientes a;;(x) s40 dados pela matriz

T 0
[aij]QxQ = )
0 X1

que é simétrica e positiva definida para todo = € Q = {(z1,x2) € R* |z, > 0}.

E conveniente mencionar que existem muitos outros tipos de métricas
gue nao apresentaremos aqui, pois, para que o leitor compreenda melhor possivel as
ideias, nos fixaremos apenas naquelas que, de alguma forma, possuem relacdes com
o tipo de métrica que utilizaremos no nosso estudo.

Uma generalizagdo das Métricas Riemmanianas sdo as chamadas
Meétricas de Finsler, um tipo de métrica que também generaliza as Métricas de Randers
que utilizaremos mais adiante. Para nosso propdsito, nos restringiremos apenas para
as meétricas do tipo Randers, mas estudos mais aprofundados sobre a geometria de
Finsler podem ser encontrados em CHERN e SHEN (2005), SHEN (2001) e CHENG e
SHEN (2012).

Definicao 2.10 (Métrica de Randers) Seja o uma Métrica Riemmaniana sobre ) dada
em (2.1) e uma aplicagado 3 da forma 3(z,y,) = b1(x)ys + ba(x)y2, onde by, by : @ — R?

séo fungbes diferenciaveis que satisfazem a condicdo:

Vall(@)[bi(@)2 + [a12(z) + a2 ()b (2)ba(2) + a2 () [ba(2)]2 < 1,

com [a" (z)] = [a;;(x)] ", para todo x € Q.

Uma Métrica de Randers sobre Q) é uma fungéo F : Q x R* — R definida por

F(l’,yx) = a<xay3¢) + 5(%%:)

Estas métricas podem ser interpretadas como uma pertubacdo de uma Métrica Riem-

maniana o por 3.
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Exemplo 2.3 Dada a Métrica Riemmaniana do Exemplo 2.2, considere a aplicacao
B = bi(x)y1 + bo()y2, Onde as fungbes by, by : 2 — R sdo diferenciaveis e definidas por
bi(x) = 1 e by(x) = 0. Observe que b, e b, SO satisfazem a condigdo sobre a Métrica
de Randers caso 0 < z; < 1.

De fato, tomando a matriz inversa de [a;;(x)]:

g b0
[am (l‘)] = )

-1
0 x

temos que

Vart (z)[by(2)]2 + [a2 + a2L)by (2)by(x) + a22[by(x)]2 = 1.

Assim, para que a raiz acima seja menor do que 1, basta que 0 < x; < 1. Desta

maneira, vamos definir a Métrica de Randers sobre o subconjunto

Q={(z1,22) ER*|0< 2 <1} C Q.

Portanto, a Métrica de Randers F : Q x R?> — R é dada por

F(az,yx) = a(x,yx) + ﬂ(mvyu’v) =/ xl(y% + y%) + Z1Y1-

Visto que trabalharemos mais adiante com uma métrica do tipo Ran-

ders é conveniente apresentarmos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.11 (Comprimento de arco do tipo Randers) Seja o : [a,b] — Q C R?
uma parametrizacdo de uma curva regular por partes. O comprimento de arco do tipo

Randers é definido como sendo

b
Ze(a) = / Fla(t),a'(t))dt, (2.2)

onde F é uma Métrica de Randers.

A definicdo anterior nos fornece uma ferramenta para o célculo do

comprimento de qualquer curva sobre uma métrica de Randers.

Definicao 2.12 (Distancia induzida por uma métrica F') Considere o comprimento
de arco definido em (2.2). Para quaisquer P,() € Q) C R?, a distancia induzida pela

métrica F é definida pela quantidade

ap(P,Q) = inf{ Z(0)},
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onde infimo é tomado pelo conjunto de todas as curvas regulares por partes « tais que
ala) = Pea(b) =Q.

Mais adiante, conseguiremos interpretar fisicamente estas quantidades

(veja Teorema 4.1).
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3 METRICA DE FUNK

Daqui em diante, daremos inicio de fato ao nosso estudo sobre a
Métrica de Funk no plano, que é um caso particular de métricas do tipo Randers. Desta
maneira, nesta primeira parte do capitulo, iremos estudar as Métricas de Randers em
um subconjunto  c R? obtidas através de um Problema de Navegacao de Zermelo,
isto é, iremos construir um problema geométrico a partir de um problema fisico de um
barco navegando. Vale destacar que sempre é possivel mostrar que uma Métrica de
Randers pode ser induzida por um dos problemas de Zermelo e vice-versa (CHENG;
SHEN, 2012, cap. 2).

Suponha que um barco, com vetor posigao a(t) : [0,t,] — €2, possua uma forga
interna constante (como a for¢ga de um motor) numa velocidade constante «/(t), tal
que ||/(t)|| = 1. Sem a presenga de forgas externas, um segmento de reta descreve o

menor caminho para o barco chegar de um ponto a outro. Assim,

t t
/ || (t)]|dt :/ ldt =t, parat € [0, o). (3.1)
0 0

Isto quer dizer que o comprimento do segmento de reta é exatamente o tempo de
viagem do barco. Agora, vamos verificar se 0 mesmo ocorre ao considerar for¢as
externas.

Seja x € Q a posicao do barco e U, a velocidade constante impulsionada pela sua
forca interna. Agora, considere que seja exercida uma forca externa W, (a correnteza
da 4gua ou a forga do vento, por exemplo), com ||W,|| < [|U,|| = 1, assegurando que o
barco possa ir para todas as direcoes possiveis. A forca resultante 7, da soma entre as
forcas internas e externas € a direcéo e velocidade que o barco se movimenta ao se

considerar todas as forcas exercidas a ele.
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Figura 5 — Forca resultante T,

Fonte: Autores (2022). Constru¢éo no software Geogebra 5.0.

Assim, como mostra a Figura 5, temos
T, =U, +W,.

Da condicdo ||U,|| = 1, segue

Por outro lado, para qualquer vetor y, € R? ndo nulo, existe uma Unica solugdo positiva

F(z,y.) para a equagao (veja a Figura 6).

Yz

Hm‘m

— 1. (3.3)

Figura 6 — Solucao positiva F'

Fonte: Autores (2022). Construgédo no software Geogebra 5.0.
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Assim, de (3.2) e (3.3), temos

T,
T, ——2% P T,)=1.
g Lot

Dessa forma, para qualquer curva suave af(t) : [0,t)] — £, com &'(t) = T,u, O

comprimento de arco do tipo Randers de « € dado por (2.2)

t t
/ F(a(t),Ta(t))dt:/ ldt =t, parat € [0, to). (3.4)
0 0

Observacao 3.1 A identidade (3.4) nos fornece o nexo entre o mundo geométrico
(comprimento de arco) e o mundo fisico de navegacéo. Isto é, o comprimento de arco
da métrica F' nada mais é que o tempo de viagem de um barco que navega sobre uma
curva o. Mais do que isso, podemos concluir que, mesmo quando ha influéncia de uma
forca externa, a distancia de um ponto a outro pode ser interpretado como sendo o
menor tempo para chegar de um ponto a outro e este tempo sera determinado pelo
comprimento de arco do tipo Randers da métrica I’ sobre o menor caminho que liga

estes pontos, ou ainda, o caminho que é realizado no menor tempo entre estes pontos.
Para obter uma férmula para a funcéo £, de (3.3), temos
lye — FWL|[> = F?,
ou ainda, usando a Propriedade 6 do produto interno e norma euclidiana, teremos
(1= [[We| )2 + 2F (We, y) — [y > = 0.

As raizes da equagéo acima sdo dadas por:

F =
1 — |[Wq|]? 1 — [[We|]?

(3.5)

Para assegurar que F' > 0, observe que, como y, € ndo nulo e ||[W,|| < 1, entédo

l|ly||*(1 = [|[W,|]*) > 0. Ainda, somando (W, y.)? na desigualdade, obtemos
(W ya)® + [yl (1 = [Wel[?) > (Wa, ).

Assim,

Fr= —(Wo, ) + V (Wa, y)? + ||yl (1= [[W2]2) > 0
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ou

By = —(Wa,y2) — \/<Wx’ym>2 + [y |2 (1 = [[WL]]?) <0,

isto é, somente uma das raizes de F' é positiva, como ja tinhamos observado em (3.3).

Portanto, de (3.5), temos que a métrica F' € dada por:

F= \/<Ww7y$>2 + ||ywH2(1 - ||Wm||2) _ <Wﬂcay:r:> _
1 —[|W,[? 1 — [|W,|[?

(3.6)

Observacao 3.2 A métrica I’ obtida é do tipo Randers, segundo a Definicdo 2.10. De

fato, F é da forma ' = o + 3, onde

V (We,y2)? + lya (1 = [[Wel?)
o= ep
1 — [[Wel[?

1= [|Wa|]?

Exemplo 3.1 (Métrica de Funk sobre o disco unitario e aberto) (Ver (FUNK, 1929))
Considere o campo vetorial W, = —x = (—x,, —x) definido sobre B? o disco (ou
bola) unitario, aberto e centrado na origem do plano cartesiano (veja Figura 7). Para

v. = (y1,v2) € R? um vetor qualquer, a métrica F' obtida em (3.6) fica

1Y + Too)? + (y2 + y2) (1 — 22 — x2 Ty + T
F(J:,yz)z \/( 1Y1 23/2) (131 Zgz)( 1 2)+ 191 ! 2y§. (3.7)

1—af— 25 1 —af —x35

Ou ainda, podemos escrever

F(z,y.) = \/%1(@9% + 2a12(@) 1Yz + a2z (@)y3 + bi(@)y1 + ba(2)ys,
onde os coeficientes sdo dados por

1 1—a2 z119 x
aij(z) = , bi() :

2 2
L=z =22 \ gz 1—a2

T2

= [ eby(x) = [t
Recomendamos que o leitor atente-se ao Exemplo 3.1 e ao conjunto B2 definido, pois
nos serao bastante Uteis a partir de agora, ao utilizarmos esta métrica F' obtida como
nosso objeto de estudo para os proximos resultados.

Observe que a forma explicitada de (3.7) € um tanto mais complexa
qgue a forma geral de (3.6), esta Ultima é até mais facil de manusear utilizando apenas
as propriedades de produto interno e norma euclidiana. Assim, por simplicidade de
notagdes, quando nos referirmos a Métrica de Funk, utilizaremos a formula obtida em

(3.6), onde W é o campo vetorial definido no Exemplo 3.1 sobre conjunto B2
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Figura 7 — Campo de forcas sobre B>

I P — —

oe

o m2
B o8

04

08 oe i
1

Fonte: Autores (2022). Constru¢édo no software Geogebra 5.0.

Antes de finalizar este capitulo, observe que, na equacao (3.4), toma-
mos uma parametrizacédo a especifica (tal que o/ = T,). Em seguida, mostraremos

uma propriedade de F' que nos permite escolher qualquer reparametrizacao de a.

Observacao 3.3 (F' é homogénea) Seja \ > 0 um numero real. Da equacao (3.6) e

pelas propriedades do produto interno e norma euclidiana (Propriedades 2.1), temos

V Wa, Aya)? + Ao PA = [Wal[?) — (Wa, Aya)

Flz, \y,) = _
(= Ay AL AL
e g+ RGP WP MW, )
AL AL
Sog P PO (Wau)
AL AL

Ou seja, a métrica ' € uma fungao positiva homogénea de grau 1 em y,,.

Observacao 3.4 (Invariancia do comprimento de arco por uma reparametrizacao)
Da observagéao anterior, temos a implicagcdo da invaridncia do comprimento de arco do
tipo Funk ao tomar uma reparametrizagcao qualquer da curva o na equacéo (3.4).

De fato, considere ¢ : [0,t)] — R com derivada positiva ¢'(t) > 0 (pois preserva a

orientagdo de «) e diferenciavel de classe C''. Tomando a mudanga de varidvel u = ¢(t)
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(du = ¢'(t)dt) em (3.4) e considerado a homogeneidade da F, temos
to #(to)
| Fam.aeon i = [ Fla).aw) du
0 #(0)

que é exatamente o comprimento de arco do tipo Randers, em (3.4).

3.1 DISTANCIA INDUZIDA PELA METRICA DE FUNK

Como ja vinhamos refletindo desde o inicio deste trabalho, agora que
obtemos a Métrica de Funk, na qual utilizaremos no decorrer de nosso estudo, para
que possamos calcular distancias em B2, precisamos conhecer as curvas que realizam
0S menores caminhos nesta métrica.

Apenas por curiosidade, na literatura as curvas que possuem a propri-
edade de minimizar as distancias sdo chamadas de geodésicas. Para mais detalhes
sobre geodésicas em superficies consultar TENENBLAT (2008) e sobre geodésicas em
espacos de Finsler consultar SHEN (2001). Para nosso propésito, fixaremos apenas
na ideia de menores caminhos.

Casos mais genéricos das métricas de Funk em bolas unitarias do R”
foram estudados por SHEN (2001, ex. 9.2.1), onde constata que os menores caminhos
séo, de fato, segmentos de reta. Desta forma, mesmo que a métrica F' seja um tipo de
métrica ndo euclidiana, ainda assim, seus menores caminhos sao linhas retas. Esta
propriedade torna F' um tanto mais tratavel para desenvolver calculos de distancia.

Como vimos na Observagéo 3.1, utilizando a integral de comprimento
de arco do tipo Randers, da Definicao 2.2, através de uma curva que realiza o menor
caminho de um ponto a outro, podemos calcular a distancia induzida pela Métrica de
Funk F', ou ainda, o tempo de viagem para ir de um ponto a outro. Portanto, podemos
tomar a curva o como sendo uma parametrizagdo de um segmento de reta e realizar o
calculo da distancia em B2.

Sejam P, () ¢ B2 dois pontos distintos e suponha que um barco parta
do ponto de origem P com destino a Q. Queremos obter o menor tempo possivel para

esta viagem, ou ainda, calcular a distancia entre estes dois pontos.
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Teorema 3.1 (Distancia induzida pela Métrica de Funk) Sejam P, () € B2 dois pontos

distintos. A distancia induzida pela Métrica de Funk dr- de P a () é dada por

(3.8)

ir(P.@) =1 (ﬁ—(Q,Q—H

onde k = (P,Q — P)* +[|Q — P|[*(1 - [|P|]*).

Demonstracao 3.1 Pela Observacio 3.4, podemos considerar a sequinte parametri-
zagdo de reta: a(t) = P+ (Q — P)t, comt € [0,1]. Note que a(0) = P e a(1) = Q.

Assim, conforme a Definigdo 2.12, a distancia de P até () € dada pela integral:

0r(P.Q) = Zp(a([0.1])) = / Flalt), o' (1) dt,
onde F' é dada por (3.6). Assim,

V@, OE F @OFA = a@F)  (—a(t),o'(®)

n(PQ) = / 1—||a<>||2 Tl

/\/P+Q P)t,Q - PP +11Q = PIP(L—[IP+(Q = P)IP) |
TP+ (Q_ Py

(P+(Q—P)t,Q—P)

TP+ (Q— PP

t

+

dt. (3.9)

Observe que, utilizando as propriedades de produto interno e norma euclidiana (veja

Propriedades 2.1), teremos

(P+(Q—P)t,Q— P)* +|Q — P|I(1 - [|P+(Q — P)tI*)
=((P.Q — P) +11Q — P|*t)?
+11Q = PIPA = IPII* = 2(P,Q — P)t — ||Q — P||**)
=(P,Q = P)* +|Q — P|*(1 — [|PII*). (3.10)

Note que k = (P,Q — P)? + ||Q — P||*(1 — ||P||*) é uma constante real positiva e seria

igual a zero se, e somente se P = (). Por outro lado,

(P+(Q—P)t,Q—P)=(P,Q—P)+|Q — P|I*t (3.11)

1—||P+(Q—P)t|P =1—[|PI]” = 2t(P,Q — P) — [|Q — P||*#". (3.12)
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Substituindo as equacdes (3.10), (3.11) e (3.12) em (3.9), teremos

dp(P,Q) = I1(P,Q) + I(P,Q), (3.13)
onde
WEQ) =k [ g G
com
k=(P,Q—P)*+|Q — PIP(1—|PII*) >0, (3.15)
e

o (P.Q—P)+]|Q - Pl
5”“”‘A1—MHP—%@@—P%«@—ﬂmﬂt (3.16)

Calculando as raizes do polinémio 1 — || P||? — 2t(P,Q — P) — ||Q — P||*t?, obtemos

2(P,Q— P)+ VAP,Q— PP+ 41— [[PIP)IQ - PIP _ —(P.Q—P) £ Vk

t = =
v —2[|Q — PIP? 1Q — P2
Considere
h:—mQ—Hj¢Eeb:%RQ—H;¢E (3.47)
1Q — Pl 1Q — P
Assim, podemos escrever
1—[|P|* = 2t(P,Q — P) — [|Q — P|*t* = —[|Q — P|*(t — t1)(t — ta). (3.18)

Por outro lado, pelo método das fracdes parciais, sejam a e b dois numeros reais tais

que
(t—t)(t—t) t—t, t—ty (t —t1)(t —t2)
Para resolver a equagdo 1 = a(t — t3) + b(t — t,), recorremos ao sistema
a+b =0
—CLtQ — btl =1 ’
cuja solugao é
—1 1
a= eb=——, (3.20)
to — 11 lo — 1y
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destacando que t — t; = 1724 # 0, pois k > 0 (por (3.15)) e P # Q.

Sendo assim, substituindo (3.20) em (3.19) e depois em (3.14), também considerando

(3.18), teremos

1 1 ' 1
_ —Vk 1
Q= PIP(t2—t) [In [t —to] —Inft — 4[]
= |‘Q_P”2(t2_t1) t_tl 0

—VE ||Q - P|]? [ ‘1—@ —tg]
= 5 In —In|—
Q- PI* —2vk -t —h
1. [t(1=t)
= —In|———=|. 21
2 (1 — 1) (3:21)

Para determinarmos I,(P, ), observe que, fazendo a mudanga de variavel v = 1 —
1P| = 2¢(P,Q — P) — [|Q — P|[*t* = —||Q — P[|*(t — t1)(t — t2) (por (3.18)), temos que
du = —2(P,Q — P) — 2||Q — P||*t. Assim, utilizando esta mudanca em (3.16), teremos

-1

1(P.Q) = - [n] = [1Q = PIP(t = 1)t ~ )],

= S [l = 1@ = PIP(L = 1)(1 = )] = In| = [|Q = PIP(~t)(~t2)]

_ ‘ —lQ = P|I2(1 = t:)(1 — t5)
2 —|Q — P|[*t:ts
_ 1 (I —t1)(1 —t2)
N TID‘ t1ta ' (3.22)

Antes de prosseguirmos, mostraremos a seguinte afirmagao:

Afirmacéao 3.1 t; > 1.
De fato, de (3.17),

—(P,Q - P)+Vk
1Q — P2

& —(P,Q-P)+Vk>[|Q - P|?

& (P,Q—P)+|Q - P||* < Vk

©2(P,Q - P)[|Q - PII* +1|Q — PII* < ||Q — PI*(1 = ||P|*).

t1 > 1< > 1
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Como P # @, entdo podemos dividir a desigualdade acima por ||QQ — P|| # 0, obtendo
assim:
2(P.Q—P)+|lQ—P|F <1-[P|?
< 2(P,Q) = 2||P|P + QI - 2(Q, Py +|P||* < 1 - ||P|]
= [QIF <1,

na qual é verdadeira esta desigualdade, pois () € 3. Logo, t, > 1.

Desta forma, substituindo em (3.13) as formulas de 1,(P,Q) e I2(P,(Q)) obtidas em

(3.21) e (3.22), teremos

dp(P,Q) = L(P,Q) + I,(P, Q)
1 (1 —t)] 1
~30 a3

2 2
t
Pela Afirmagdo 3.1, comot, > 1, entdot, >t; —1 > 0. Isto é, 2~ > 1. Assim,

1
—1In
2

1 tt
- 112

i
11—t

=1In

(1 —1t9)2
t1—1

@@Qﬁﬂ%hiJ. (3.23)

Substituindo t; em (3.23), teremos:

dr(P,Q) =1In ( (7“')"8:5?‘;“/%) )
(Fd=r) -1
_ n( VE—(P.Q-P) )
VE—(P.Q-P)~|lQ-PI?)

Observe que, pelas propriedades de produto interno e norma euclidiana (veja Proprie-

(3.24)

dades 2.1), temos que

(P.Q—P)—|Q—-P|"=(Q,Q—P). (3.25)
Assim, substituindo (3.25) em (3.24), obtemos:
Vk—(P.Q - P)
dr(P =1
F( 7Q) n(\/E—<Q,Q—P>>7

como queriamos mostrar.
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Observacao 3.5 Podemos perceber que nas operagbes acima foram utilizados o pro-
duto interno e a norma euclidiana usuais do R?, assim, podemos generalizar os re-
sultados para R". Desta maneira, podemos dizer que esta distancia obtida pode ser

generalizada para R™.

Observacgao 3.6 Da Afirmagdo 3.1 e da equacgéo (3.23) temos que dr(P, Q) esta bem

definida para quaisquer P e () distintos.

Observacao 3.7 (Distancia ndao simétrica) A distancia induzida pela Métrica de Funk
F é ndo simétrica. De fato, considere a origem do plano cartesiano O e um ponto
P ¢ B? distinto de O. Assim, da férmula (3.8),

4r(0, P) = —In (1 — [|P|}) # In (1 + ||P|]) = dr (P, O). (3.26)

Observacao 3.8 (Distancia variante por translacao) A distancia dy é variante por
translagao. De fato, considere uma aplicacdo T : B* — B2, definida por T'(z) = z — P,

onde P ¢ B? distinto da origem O. Assim, de 3.26,

dp(0,P) = —In(1—[|P|*) = =In(1— || = PI]*)
=dr(0,—P) # dr(—P,0) = dr(T(0),T(P)).

Em outras palavras, a distancia da origem O até um ponto P ndo é a mesma distancia
de T(O) até T(P), que é uma translagdo dos pontos O e P, respectivamente, pela

aplicagao T.

Observacao 3.9 (Distancia invariante por rotacao) A distancia dy é invariante por
rotacdo. Iremos utilizar o resultado obtido no Teorema 4.1 para demonstrar esta afirma-
cdo, mas a principio, podemos observar que o produto interno e a norma euclidiana

Ss&o invariantes por rotacdo (verifique as Propriedades 2.1).
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4 GEOMETRIA DE FUNK

Obtida a férmula (3.8) no Teorema 3.1 que nos permite calcular a
distancia induzida pela métrica F' entre dois pontos distintos sobre B2, podemos
iniciar um estudo sobre algumas propriedades geométricas do plano, conforme nossas
reflexdes abordadas nos capitulos iniciais.

Nosso objetivo neste capitulo é caracterizar as "circunferéncias de
Funk". Note que, o termo "circunferéncias" encontra-se no plural, devido ao fato de que
a distancia d» é nao simétrica (veja a Observacao 3.7). Desta maneira, para obter uma
equacao destas circunferéncias, precisamos estar atentos em que sentido queremos
caracteriza-las, isto é, se estas partem do seus centros ou partem no sentido de seus
centros.

Para entendermos melhor estes processos, é conveniente contextu-
alizarmos esta construgdo geométrica em um problema fisico. Considere um barco
posicionado em um ponto P € B2. Queremos obter o alcance que este barco pode che-
gar levando um tempo constante, que pode ser determinado por uma certa quantidade
limitada de combustivel. Ou ainda, queremos encontrar os lugares geométricos sobre
B2 que sdo equidistantes do ponto de partida P. Note que este problema é equivalente
ao problema geométrico de se obter uma circunferéncia de centro P. Considerando o
problema inverso, partindo de pontos sobre a circunferéncia em direcao de seu centro,

podemos determinar um segundo tipo de circunferéncia de Funk.

Inicialmente, perceba que, de certa forma, a férmula (3.8) ainda € um pouco complicada,
ainda mais quando consideramos o desenvolvimento dos calculos que iremos propor.
Neste sentido, o préximo teorema nos permite tornar a (3.8) um pouco mais tratavel

para nosso estudo e sobre ela é possivel dar uma interpretacdo geométrica.

Teorema 4.1 Considere dois pontos distintos P,Q € B? er > 1, tal que dr(P,Q) = Inr.

Assim, P, Q e r satisfazem a igualdade:

(4.1)

P
r

, B
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Demonstracao 4.1 Considerando a hipdtese de que dr(P, Q) = Inr, a formula (3.8) e
a relagao (3.25), temos que

_ \/E_<P7Q_P>
Vk—(P,Q—P)—|Q—P|]?

Assim,

r(VE=(P.Q-P) =@ - PIFF) = VE- (P,Q - P)
S(r—1)Vk=(r—1)(P,Q - P)+r|lQ - P|J
Sr—1% = [(r = 1)(P,Q - P) +1/|Q - P|I*]”
S(r—1)%%k=(r—=1D)*P,Q = P)*+r*|Q — P||" + 2r(r = 1)(P,Q - P)||Q — P|>.
Substituindo k, definido em (3.15), na equacao acima, teremos:
(r=1?((P.Q - P’ +lQ - P|F(1—IPI[*)
=(r —1*(P,Q — P)* +7°|Q — P||* + 2r(r — 1)(P,Q — P)||Q — P||*
S(r—1*1—||PP)]Q — P|?

=[1Q — P>+ 2r(r — 1)(P,Q — P)] ||Q — P>

Note que, ||QQ — P|| # 0 (pois P # Q) er — 1 # 0 (pois r > 1). Assim, dividindo toda a

equagdo acima por (r — 1)?||Q — P||?, obtemos

T 2 r
1Pl = () o= PP+ () (o= P)
T 2 T
@||P||2+<:) ||Q—P||2+2(:) (P,Q—P)=1

Observe que, o lado esquerdo da igualdade acima pode ser simplificado completando

quadrado. Assim,
2

P+<Ti1>(Q—P) —1
N v—mPtT@—mHzl

Sl=P+rQ|l=r—1

J-dl-

7"—1

como queriamos mostrar.
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Geometricamente, a relacao (4.1) nos indica que o ponto @ pertence a

uma circunferéncia euclidiana de centro £ e de raio =, como mostra a Figura 8.

Figura 8 — Interpretagdo geométrica do Teorema 4.1

)

P P

: —"/PTQ\\
\J

Fonte: Autores (2022). Construgao no software Geogebra 5.0.

Observacao 4.1 Observe que, o Teorema 4.1 é uma bi-equivaléncia, isto é, poderia

ser escrito como:

dﬂRQ%:mr@H§—QH:r_y

r

A partir do Teorema 4.1, observamos duas situacgoes interessantes.

Observacgao 4.2 Considere P = (0,0) e Q € B2, comdr(P,Q) = Inr. Da relagdo (4.1),
vale a igualdade:

1 1
LS
T r

QI =

Fazer ||Q|| — 1 é equivalente a fazer r — oo, isto &, fazer Q tender a fronteira de B>
€ 0 mesmo que fazer r tender ao infinito e, consequentemente, fazer dp(P, Q) — .
Em outras palavras, se um barco parte da origem do disco em direcdo a fronteira, ele
levara um tempo infinito para chegar ao destino, ou seja, ele nunca chega a fronteira.

Por outro lado, considerando o caminho inverso, isto €, dr(Q, P) = Inr, teremos da

relacdo (4.1)

Q[ =r—1.
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Assim, fazer ||Q|| — 1 é equivalente a fazerr — 2, isto &, se um barco parte da fronteira
de B2 em direcdo a origem do disco, logo o tempo minimo de viagem é igual a In 2

unidades de tempo.

O Teorema 4.1 também nos permite mostrar com mais facilidade a

invariancia por rotagédo da distancia dr, como previsto na Observagéo 3.9.

Observacao 4.3 (Distancia dr é invariante por rotacdo) Seja R uma rotacdo do

plano em 6 graus, definida por

cosf@ senf

R pr—
—senf cosb
Rotacionando os pontos P = (a,b),Q = (a,b) € B2, obtemos
cosf) senf acos@ +bsenf
P*=RP =
—senf cosf —asend + bcosl
e
i cosf@ senf ccosf + dsend
Q" = RQ =
—senf cosf —csenf + dcost

Sendo assim, pela invariancia da norma euclidiana por qualquer rotagao, temos

-ls(2-9)-

P*

P
=
,

Ou ainda,

P*

Comparando a relacdo (4.2) com o Teorema 4.1, temos que

_7“—1
oy

P
— H7 — QH & dp(P,Q) =1Inr.
Portanto, dr(RP, RQ) = dr(P, Q). Isto é, a distancia dr € invariante por rotac&o.

Frente a resultado do Teorema 4.1, neste momento podemos caracteri-

zar as "circunferéncias de Funk".
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4.1 CIRCUNFERENCIA DE FUNK DO TIPO 1

Definicao 4.1 (Circunferéncia de Funk do tipo 1) Considere um ponto P ¢ B2
qualquer e um numero real r > 1. Definimos uma Circunferéncia de Funk do tipo 1, de
centro P e de raio Inr, como sendo o lugar geométrico dos pontos ) € B? tais que
dr(P,Q) = Inr. Ou ainda, do Teorema 4.1, as circunferéncias do tipo 1, de centro P e

raio Inr, sgo caracterizadas pela equacao:

(4.3)

, .

2_qf-
T

Observacao 4.4 Note que, a equacao (4.3) possui a forma de uma circunferéncia
euclidiana, de centro £ e de raio "=*. Em outras palavras, as Circunferéncias de Funk
do tipo 1 sdo nada mais do que circunferéncias euclidianas deslocadas a uma taxa de

1 — 1 em direg¢do da origem e contraidas & uma taxa de 1 — =~

rinr”

Exemplo 4.1 Considere P = (0,0) e r = e. A equacgéo da circunferéncia de Funk do

tipo 1 de centro P e raiolnr = 1 (veja a Figura 9) € dada por:

$2 + y2 _ (1 o 6_1)2.

Figura 9 — Circunferéncia de Funk do tipo 1 de centro P = (0,0) e de raio 1

dg{P,Q) =1

02

a 0.4 a

Fonte: Autores (2022). Construgédo no software Geogebra 5.0.
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Exemplo 4.2 Considere P = (0.5,0.5) e r = e. A equacgo da circunferéncia de Funk

do tipo 1 de centro P e raiolnr = 1 (veja a Figura 10) é dada por:
2 2
() ) ey
€ €

(x—0.18)* + (y — 0.18)* = (1 — e 1)*.

ou ainda,

Figura 10 — Circunferéncia de Funk do tipo 1 de centro P = (0.5,0.5) e de raio 1

08

o8

08

Fonte: Autores (2022). Constru¢édo no software Geogebra 5.0.

4.2 CIRCUNFERENCIA DE FUNK DO TIPO 2

Definicao 4.2 (Circunferéncia de Funk do tipo 2) Considere um ponto P ¢ B2
qualquer e um numero real r > 1. Definimos uma Circunferéncia de Funk do tipo 2, de
centro P e de raio Inr, como sendo o lugar geométrico dos pontos ) € B? tais que
dr(Q, P) =Inr. Ou ainda, do Teorema 4.1, as circunferéncias do tipo 2, de centro P e

raio Inr sgo caracterizadas pela equacao:
|Q —rP|| =7 —1. (4.4)

Observacao 4.5 Note que, inicialmente observando a forma da equagéao (4.4), é uma

forma de circunferéncia euclidiana no R?, de centro rP e de raio r — 1. Em outras
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palavras, as Circunferéncias de Funk do tipo 2 sdo nada mais do que circunferéncias
euclidianas deslocadas a uma taxa de r — 1 na direcdo oposta origem e expandidas a

uma taxa de =X — 1.

Exemplo 4.3 Considere P = (0.5,0.5) e r = e. A equacéo da circunferéncia de Funk

do tipo 2 de centro P e raiolnr = 1 (veja a Figura 11) € dada por:
(z —0.5¢)* + (y — 0.5¢)* = (e — 1)?
ou ainda,

(z —1.36)% + (y — 1.36)* = (e — 1)%.

Figura 11 — Circunferéncia de Funk do tipo 2 de centro P = (0.5,0.5) e de raio 1

P
_____,____———-I-.
dH{Q,P) =1

~
\
\

3

v

o0z L
1
1
a |
2 . 4 .| ]
1

Fonte: Autores (2022). Construgéo no software Geogebra 5.0.

Note que no Exemplo 4.3, a curva obtida nada mais é do que apenas
um arco de circunferéncia em B2. Ainda é possivel que a curva nédo tenha nenhuma

solucao, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 4.4 Considere P = (0,0) e r = e. A equagéo da circunferéncia de Funk do

tipo 2 de centro P e raio Inr = 1 é dada por:
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Figura 12 — Circunferéncia de Funk do tipo 2 de centro P = (0,0) e de raio 1

Fonte: Autores (2022). Constru¢éo no software Geogebra 5.0.

Observe que, como e — 1 > 1, neste caso, ndo existem solugbes Q = (x,y) € B? tais
que ||Q|| = e — 1 (veja a Figura 12). Este problema vem diretamente da Observagéao
4.2 que nos indica que, se P = (0,0), entdo o raio maximo de uma Circunferéncia de
Funk do tipo 2 é igual an 2, isto é, para estes tipos de circunferéncias r € limitado no

intervalo |1, 2[. Observe o proximo exemplo, tomando r €]1,2].

Exemplo 4.5 Considere P = (0,0) e r = 1.5. A equagéo da circunferéncia de Funk do

tipo 2 de centro P e raio Inr =~ 0.41 (veja a Figura 13) é dada por:

2’ +y* = (0.5)%
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Figura 13 — Circunferéncia de Funk do tipo 2 de centro P = (0,0) e de raio In 1.5

08 08

Fonte: Autores (2022). Constru¢éo no software Geogebra 5.0.

Exemplo 4.6 Considere uma circunferéncia dada pela equacéo:
(z —0.4)* + (y — 0.2)> = (0.5)°. (4.5)

Queremos obter o centro de Funk desta circunferéncia, isto €, queremos encontrar o
P € B? que satisfaz dr(Q, P) = Inr, para todo ) sobre a circunferéncia e para algum
r > 1.

Comparando (4.5) com a equacédo (4.4), temos que P e r satisfazem:

r—1=05 r=1.5

=
rP = (0.4,0.2) P =-1(0.4,0.2) ~ (0.27,0.13)

1
1.5
Portanto, o centro de Funk da circunferéncia é o ponto P = (0.27,0.13), tal que

dr(Q, P) = In 1.5, para todo ponto () sobre a circunferéncia (veja a Figura 14).
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Figura 14 — Circunferéncia de Funk do tipo 2 de centro P = (0.27,0.13) e de raio In 1.5

P <
'\{;{Q,P) ~0.4
2 b o8 0.

Q

|
i
- T
A 08 08 04 0z \ 0 0 ’
| |
A J
\ )
v -02 ]
1 )
i ]
1 '
1 ;
X ;

Fonte: Autores (2022). Constru¢édo no software Geogebra 5.0.

4.3 DISTANCIA DE FUNK DE PONTO A RETA

Agora com os resultados das equacdes das Circunferéncias de Funk
dos tipos 1 e 2, podemos realizar algumas constru¢cdes geométricas com estes objetos,
com o objetivo de obter formulas das distancias entre retas e pontos, frente de que,
nestes casos, a utilizacao da formula de distancia induzida por F' obtida em (3.8) iria
dificultar um pouco os calculos destes proximos capitulos.

Para isto, vamos primeiro observar que, dadas uma reta e uma circun-
feréncia € possivel estes objetos estarem em trés posicdes relativas entre eles: possuir
2 intersecgdes distintas, 1 ou nenhuma. Neste sentido, nosso objetivo é construir uma
circunferéncia que possui intersecao com a reta e, em seguida, derivar a equacao desta
circunferéncia em relacao a seu raio para obter pontos criticos.

Em outras palavras, estamos interessados em otimizar a circunferéncia
construida para obter o menor raio possivel tal que a circunferéncia possua apenas
uma intersecado com a reta dada. Note que, este ponto de intersecéo € o ponto que ira
realizar a menor distancia possivel entre o centro da circunferéncia e a reta.

Antes de partimos para as definicbes e resultados deste capitulo,

vamos primeiro exemplificar nosso estudo em um problema fisico. Considere uma ilha
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isolada em um ponto P € B% e que um barco ira partir desta ilha em dire¢cdo a uma praia
com a costa retilinea que pode ser descrita por uma reta | ¢ B2. Considerando que
o barco navegue com velocidade constante, queremos obter o menor tempo possivel
desta viagem e a dire¢ao que o barco deve seguir para isto (ou ainda, o ponto sobre a
reta que o barco ira desembarcar).

Desta forma, levando em consideracao as posi¢des relativas entre uma
reta e uma circunferéncia, podemos considerar que a ilha esteja posicionada no centro
de uma Circunferéncia de Funk do tipo 1 e derivar o menor tempo de viagem possivel,
obtendo também a diregdo procurada.

Por ora, vamos a definigéo.

Definicao 4.3 (Distancia de Funk de ponto a reta) Definimos a distancia de Funk do

ponto P a retal como sendo a quantidade dr(P,l) € R que satisfaz:
dp(P,1) = min{dp(P,Q)|Q € I}.
Dizemos que Q* € | é o ponto que realiza a distancia de P até | se, e somente se,
dr(P,Q") < dr(P,Q), para todo Q € I.

Para facilitar nosso estudo para obtencéo de uma férmula para dp(P, )
e considerando a invariancia por rotagao da distancia d» (Observacao 4.3), vamos
primeiro considerar o caso particular em que [ € uma reta constante do tipo y = y,, com

ol < 1.
Caso particular da reta constante:

Considere um ponto P € B2 e umaretal: y =y, comy, € R € |yo| < 1. Tome uma
Circunferéncia de Funk do tipo 1 de centro em P = (a,b) e que contenha um ponto
Q = (z,y0) € l. Assim, considerando que o raio desta circunferéncia seja Inr e, de

(3.8), a equagéao desta circunferéncia é dada por:

=2 (o) = (5 o

Observe que a equacao (4.6) € uma equacao do segundo grau em = e, dependendo

de r, € possivel obter duas, uma ou nenhuma solugéo para x. Assim, como estamos
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interessados em minimizar a distancia, derivando a equacao (4.6) em relacao a variavel
r, obtemos a igualdade =z = 2. Observe que, neste sentido, j& obtemos o ponto
que realiza a menor distancia de P a [, isto é, o ponto Q* = (%,y,). Por outro lado,
substituindo = = # na (4.6), teremos
(-3 - ()
Yo—— | =
T T

byo b r*—2r+1
2

syor? — 2byor +b* =r* —2r +1

S(1—yo)r® =201 = byo)r +1 = > = 0.

Resolvendo a equagao acima para r encontramos duas raizes dadas por:

T A T e [ )

. 4.7
1 -y @9
Note que,
(1= byo)® = (1 = y5) (1 = b%) =1 = 2byo + byg — (1 = b* — y5 + bu)
=b" 4+ y5 — 2byo = (b — yo)*. (4.8)
Assim, substituindo (4.8) em (4.7), obtemos as raizes
1-— + |b—

1— 3
Observe que, que precisamos verificar se » > 1. Assim, sabendo que 1 — y? > 0,

obtemos a desigualdade:

T—byo£|b—yo| >1—y]

< £[0—yo| > yo(b— o).

Vamos considerar 2 casos:

seb—yy>0= +(b— > b— = +1 >
Yo ( yo) yo( yo) Yo (4.10)

Seb—yo <O:>:i:(y0—b) >y0(b—y0) :>:|:(—1) < Yo
Em ambos os casos, r > 1 se, e somente se, considerarmos o sinal de + em (4.9), pois
—1 < yo < 1. Portanto,

r:1—6y0+|b—y0|
11—y

. (4.11)
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Esta ultima expressao para r ainda pode ser melhorada analisando separadamente

cada caso, como em (4.10).

Caso b > y,: De (4.11), r € dado por

= = . 412
1—y3 (I—=y)(1+y) 1+ 412)
Caso b < yy: De (4.11), r é dado por
rzl—by0+g2/0—b:(1+yo)(1—b):1—b' 4.43)
1 -5 (I =5)(I+%) 1—w
Definimos a fungao o(x) por
1,sex >0
o(x) = (4.14)
—1,se x < 0.

Considerando (4.12), (4.13), a funcao (4.14) e substituindo em (4.11), obtemos:

. 1+o(b—yo)b
1"‘0'(b—y0)y0

Portanto, a distancia de Funk do ponto P = (a,b) € B*atéaretal:y =y, C B? é dada
por:

14+ 0(b—1y)b

drp(P,l) =Inr =1In ,
(D) 1+ 0(b—1y0)vo

(4.15)

e esta distancia é realizada pelo ponto Q* = (,yo) € L.
Caso geral:

Considere agora aretaldaformal:y = ax + c C B2 Observe que, [ é uma reta que
possui inclinagdo angular o = tan 6, com 0 €] — =, w[. Sendo assim, caso rotacionarmos
o plano em 6 graus no sentido horario, [ passara a ser uma reta constante e horizontal da
formal’ : y = yo, yo € R, recaindo ao caso particular que acabamos de estudar. Desta
forma, é conveniente realizarmos este procedimento, considerando que a distancia
induzida dr € invariante por rotacao.

Assim, seja R uma rotacao do plano em 6 graus no sentido anti-horario, isto é,

cosf senf
R p—
—senf cosf
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Obtendo as novas coordenadas do ponto P = (a,b) € B?, temos

, a cosf senf a acosf +bsent
P = = = ) (4.16)

74 —senf cosb b bcosd — asend

Observacao 4.6 Note que, de (4.15), precisamos conhecer também a ordenada y € R
dos pontos sobre a reta l'. Para isto, faremos uma analise do comportamento desta
reta no R2.

Dado que 0 €] — «, r|, logo a reta | possui intersegdo com o eixo OY. Como aretal é o
conjunto de todos 0s pontos que satisfazem y = ax + ¢, logo o ponto (0, c) pertence al.
Assim, podemos rotacionar este ponto para obter a ordenada de todos os pontos sobre

a reta. Desta forma,

cosf send 0 csen
= . (4.17)
—senf cosf c ccosf

Logo, os pontos da retal’ sdo da forma (z,ccosf), x € R, e, consequentemente, esta

reta é da formal :y = ccosf.

Sendo assim, considerando a observacgao anterior e substituindo (4.16) em (4.15),

teremos que a distancia de Funk de um ponto P = (a,b) aretal : y = ax + ¢ € dada por

1+ 0(bcos® —asenf — ccosB)(bcost — asend)

dp(P,l) =dp(P'lI') =Inr =1
() =dp(PLT) =Inr =1n 14+ o(bcos® —asen — ccosf)ccosb

Y

(4.18)

tal que 6 = arctan a €|m, 7[. O ponto sobre I’ que realiza a distéancia de P’ até I’ é dado

por

, acost + bsent
o=

r

,CCOS 0) el

Para obter o ponto Q* € [ que realiza a distancia inicial, basta rotacionar 6 graus o

ponto @’ no sentido contrario, isto &,

cosf —send acosf+bsenf
V= ' : (4.19)
senf cosf ccosf

Observacao 4.7 Caso a reta |l seja uma reta vertical da formal : x = ¢, comc € R,
basta rotacionar o plano cartesiano em 90° e recair ao caso particular da reta constante

e horizontal.
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Exemplo 4.7 Considere o ponto P = (0.4,0.2) earetal : y = (tan30°)x + 0.5 sobre
B2. Inicialmente, rotacionando o plano 30° no sentido horario, obtemos as novas

coordenadas de P através do ponto:
P" = (0.4c0s30° 4+ 0.2 sen 30°, 0.2 cos 30° — 0.4 sen 30°) ~ (0.45, —0.03).

Com nova retal’ : y = 0.5cos 30°, obtida pela rotacdo de [, temos que a distancia de

Funk de P’ até !’ é dada por:

1+ 0(0.2c0s830° — 0.4sen 30° — 0.5 cos 30°)(0.2 cos 30° — 0.4 sen 30°)
1+ (0.2 cos 30° — 0.4 sen 30° — 0.5 cos 30°)0.5 cos 30°

1 —(0.2cos30° — 0.4sen 30°)
1 —0.5cos30°

dp(P',l') =Inr =In

=In ~ In1.81 ~ 0.59,
e esta distancia é realizada pelo ponto

Q' ~

(0.4 cos 30° + 0.2 sen 30°

) °) ~ (0.25,0.4
5 ,0500530) (0.25,0.43),

naretal’ (veja Figura 15). Por outro lado, para encontrar o ponto Q* € | que realiza a
distancia dr(P,1), rotacionamos o plano cartesiano em 30° no sentido anti-horario (veja

Figura 16), obtendo assim

cos 30° —sen 30° 0.25
sen30°  cos 30° 0.43

~ (0.0015,0.4974).

Q

Pela invariancia por rotacdo da distancia de Funk, temos que

dp(P,1) = dp(P, Q") = dp(P', 1) ~ 0.59.
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Figura 15 — Distancia de Funk de ponto a reta rotacionados

-0.6+

-0.84

Ll

Fonte: Autores (2022). Construgédo no software Geogebra 5.0.

Figura 16 — Distancia de Funk de ponto a reta

-0.61

-0.84

g~

Fonte: Autores (2022). Construgéo no software Geogebra 5.0.

Observe que, no Exemplo 4.7, o caminho que realiza a menor distancia

do ponto P até a reta [ ndo é perpendicular a reta, como ocorre na Geometria Euclidiana.
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De fato, tomando um ponto P = (a,b) € B* e uma reta constante [ : y = yo C B?, 0
ponto sobre a reta que realiza a menor distAnciade Pal é Q = (%, yo) € 0 caminho
para tal é seguir através do segmento de reta com extremidades P e Q).

Assim, podemos determinar o angulo ¢ formado entre o segmento PQ e a reta |
determinando o angulo entre os vetores u = ]@ ev = (1,0) € I (veja Definigao 2.3).
Como u tem coordenadas (a'=*,y, — b), entdo

cosp— () _ a(5)
el ol 1P|

Desta forma, para que o segmento P(Q seja perpendicular a reta [, é necessario que

a = 0. De fato,

cos90° =0 = ol 1) S a=0.
]l
Em outras palavras, o caminho mais rapido para chegar do ponto P até aretal sé é
perpendicular a reta [ se, e somente se, P esta sobre o eixo OY'.
Caso a reta [ tenha inclinag@o n&o nula, basta apenas verificar se, ao rotacionar o ponto

P, o novo ponto P’ esta sobre OY'.

4.4 DISTANCIA DE FUNK DE RETA A PONTO

Neste capitulo, faremos um estudo semelhante ao do capitulo anterior.
Desta vez, considere que um barco ira partir de uma praia com a costa retilinea
em direcdo a uma ilha isolada em algum ponto P € B2. Considerando que o barco
permaneca em velocidade constante, queremos obter o menor tempo possivel desta
viagem e o ponto sobre a praia que o barco deve partir para isto ocorra.

Assim, nosso problema consiste em construir uma circunferéncia de
Funk do tipo 2 de centro em P que possua interse¢do com a reta [, que descreve 0

lugar geométrico que representa a praia em B2.

Definicao 4.4 (Distancia de Funk de reta a ponto) Definimos a distancia de Funk da

retal ao ponto P como sendo a quantidade dr(l, P) € R que satisfaz:

dr(l, P) = min{dr(Q, P)|Q € 1}.
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Dizemos que Q* € | é o ponto que realiza a distancia de | até P se, e somente se,
dr(Q", P) < dr(Q, P), para todo Q € 1.

Inicialmente, também consideraremos o caso particular da reta cons-

tante, embora desta vez utilizaremos uma circunferéncia do tipo 2.
Caso particular da reta constante:

Considere um ponto P € B> e umaretal: y = yp, comy, € R e |yo| < 1. Tomando uma
Circunferéncia de Funk do tipo 2 de centro em P = (a,b) e que contenha um ponto
Q = (z,y0) € s, considere que o raio desta circunferéncia seja igual a Inr. De (3.8), a

equagéo desta circunferéncia é dada por:
(x —ar)® + (yo — br)* = (r — 1) (4.20)

A (4.20) € uma equacgao de segundo grau na variavel x e, dependendo do raio da
circunferéncia, € possivel obter no maximo até 2 solugdes. Estamos interessados na

igualdade = = ar tal que minimiza a distancia. Assim,
ye — 2byor + bPr? =% —2r + 1
= (1 —0*)r* —2(1 —byo)r +1—y3 = 0.

As raizes da equacao acima sao dadas por:

C l—byot /(1 —byo)?— (1—02)(1—42)
r= T 0. (4.21)

Note que da igualdade (4.8), as raizes de (4.21) sao

1 — b2

Para assegurar que r > 1, de (4.10), obtemos

Tzl—byo+|b—yo|

T (4.22)
Melhorando a formula de r, vamos analisar 0os seguintes casos:
Caso b > y,: De (4.22), r € dado por
:1—byo+b—y0:(1—yo)(1+b):1—yo (4.23)

102 A—b)(1+b) 1-b
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Caso b < yy: De (4.11), r € dado por

:1—by0+yo—b:(1+yo)(1—b) _ L+
5 -0+  1+b

(4.24)
Assim, considerando a funcéo o definida em (4.14) e cada caso observado em (4.23) e
(4.24), temos que (4.22) fica

1 o(b—y)w
1—U(b—y0)b .

Portanto, a distancia de Funk dareta  : y = yo C B* até o ponto P = (a,b) € B? é dada

por:

e 1 L= (b= yo)yo
dp(l,P)=Inr =1In . (4.25)

onde esta distancia é realizada pelo ponto Q* = (ar,y) €l €

1,sexz >0
o(z) =
—1,sez < 0.

Caso geral:

Agora, considere uma reta [ da formal : y = ax+c C B?. Dada sua inclinagdo o = tan#,
com ¢ €|r, [, vamos rotacionar o plano cartesiano em ¢ graus no sentido horario, onde
[ passara a ser uma reta constante e horizontal da forma !’ : y = y,, recaindo ao caso
anterior. De (4.16), as novas coordenadas do ponto P = (a,b) € B* sdo dadas pelo
ponto P’ = (acos® + bsen6,bcos — asend)

Logo, considerando a Observacao 4.6 e (4.25), a distancia de Funk daretal: y = ax+c

até o ponto P = (a,b) é dada por

1— _ _
dp(l.P) = dp(I'. P') = Inr = In o(bcosf — asent — ccosf)ccosl

1—o(bcos® —asen — ccosf)(bcosh — asenf)’

(4.26)

tais que 0 = arctan a €] — 7, [ € 0 ponto Q* € [ que realiza esta distancia € obtido pela
rotagcdo do ponto Q' = ((acosf+bsen)r,ccos ) € I’ em 6 graus no sentido anti-horario,

como realizado em (4.19).
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Exemplo 4.8 Considere o ponto P = (0.4,0.2) earetal : y = (tan30°)x + 0.5 sobre

B2. Do Exemplo 4.7, as coordenadas de P’ (P rotacionado 30° no sentido horario) sdo
P’ = (0.4 cos30° + 0.2 sen 30°,0.2 cos 30° — 0.4 sen 30°) ~ (0.45, —0.03).

Rotacionando a reta | (veja a Figura 17), obtemos a nova retal’ : y = 0.5 cos 30°, onde a
distancia de ' até P' é dada por

1 —0(0.2cos30° — 0.4sen 30° — 0.5 cos 30°)0.5 cos 30°
1 —0(0.2cos30° — 0.4sen 30° — 0.5 cos 30°) (0.2 cos 30° — 0.4 sen 30°)
14 0.5cos 30°
" 14 0.2c0530° — 0.4sen 30°

dp(l',) P") =Inr =In

~In1.47 ~ 0.39

e é realizada pelo ponto
Q' ~ ((0.4 cos 30° + 0.2 sen 30°)1.47, 0.5 cos 30°) = (0.66, 0.43).

Para obter o ponto QQ* sobre a reta inicial | (veja a Figura 18), rotacionamos ' em 30°

no sentido anti-horario e obtemos
Q" =~ (0.36,0.70). (4.27)
Assim, de (4.26), a distancia de Funk da reta | até o ponto P é

Figura 17 — Distancia de Funk de reta a ponto rotacionados

0.2 ! !

-0.4 ™ e

06

-0.8+

=

Fonte: Autores (2022). Construgédo no software Geogebra 5.0.
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Figura 18 — Distancia de Funk de reta a ponto

0.8

]Bz 0.64

di{l, P) ~0.30

0.4+

0.21

-0.24

-0.44

-0.6+

-0.84

44

Fonte: Autores (2022). Construgédo no software Geogebra 5.0.

Observe que, assim como ocorre nas distancias de ponto a reta, pode-
mos observar pelo Exemplo 4.8 que o caminho mais rapido nem sempre € o caminho
perpendicular a reta [. A demonstracdo deste resultado € semelhante ao que fizemos
no capitulo anterior, concluindo também que, estes caminhos s6 sao perpendiculares
caso P (ou o ponto P* rotacionado) pertenca ao eixo OY', no caso em que a reta [ seja

constante e horizontal (ou para uma reta com inclinagdo nao nula, respectivamente).

4.5 DISTANCIA DE FUNK ENTRE RETAS

Finalmente, faremos uma analise sobre as distancias entre retas. Vere-
mos que os calculos naturalmente irdo surgir a partir das formulas de distancias entre

ponto e reta, obtidas nos capitulos anteriores.

Definicao 4.5 (Distancia de Funk entre retas) Considere 1,,l, C B? duas retas
quaisquer. Definimos a distdncia de Funk da reta |, a reta l, como sendo a quantidade

dr(ly,ls) € R tal que

dF(ll,lg) = min{dF(P, ZQ)‘P S ll}
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Dizemos que P* € [, é o ponto que realiza a distancia de |, até I, se, e somente se,
dr(P*ly) < dp(P,ls), paratodo P € .

Inicialmente, antes de obtermos uma formula para o calculo de distan-

cias entre retas, precisamos considerar algumas posi¢oes relativas entre elas.

Definicdo 4.6 (Posicoes relativas entre retas em B2) Sejam |, e [, duas retas quais-
quer contidas em B%. Estas retas satisfazem uma, e apenas uma, das seguintes

relagées:
1. ll N l2 7é @;
2. N1y, =0, onde () é o conjunto vazio.

No caso 1, dizemos que |, e |, sao retas concorrentes e, no caso 2, retas nao

concorrentes.

Observe que, da Definigao 4.6, se duas retas [; e I, sdo concorrentes
em B2, entdo existe pelo menos um ponto P € B> em comum entre elas e, consequen-
temente, a distancia entre elas é nula. Sendo assim, consideraremos apenas 0s casos

em que [, e [, sao retas ndo concorrentes.

4.5.1 Distancia de Funk entre retas com inclina¢des iguais

Sejam [, e [, contidas em B2, duas retas distintas e com inclinagées iguais da forma
li:y=ax+b ely:y=ar+ by. Sendo a inclinacdo destas retas dada por a = tan¥6,
com 6 €] — w, [, podemos obter a distancia de [, até [, a partir da rota¢@o destas retas
num angulo de 6 graus no sentido horario, como ja fizemos nos capitulos anteriores.

Assim, as retas [} e [}, obtidas pela rotagdo de [, e [,, respectivamente, sédo retas

constantes da forma:

Il 1y =bycosl € R,
51y ="bycos € R.
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Logo, tomando um ponto P’ € [}, este ponto tem coordenadas da forma (z/, ¢; cos 0) e,
por (4.15), a distancia de Funk da reta [, até a reta [, é dada por:

1 + o (by cos @ — by cos 0)by cos b

— / / — Pl / :1
dp(h, ) = dr(h, 1) = dr (P, 15) = In 1 + o (by cos @ — by cos 0)by cos O

(4.28)

Observe que (4.28) depende apenas dos valores by, b, € 6 que s&o valores constantes
dados pelas retas [; e l;. Ou ainda, a distancia de Funk de [} até [/}, independe da
abcissa z' do ponto de P’ sobre a reta [} para realizar tal distancia, independendo
assim, da escolha inicial do ponto P'.

Pela invariancia por rotacdo da distancia de Funk dr, considerando realizar o calculo da
distancia de [, até I, sem rotaciona-las, esta distancia também independe da escolha

inicial do ponto P sobre ;. Em termos algébricos,
dr(ly,ls) = dp(P, 1) = Inr € constante, para todo P € [;. (4.29)

Exemplo 4.9 Considere as retasl, : y = —0.2 ey : y = 0.3. De (4.28), a distancia de [,
até a reta l, € dada por:

1+0.2

~ (0.54.
1-0.3

dp(ll, lg) = ln
Por outro lado, esta distancia permanece constante independente da escolha do ponto
inicial P sobre a retal, (veja a Figura 19).

Figura 19 — Distancia de Funk entre retas

P

0.8+

]B2 0.8+
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. -!2 | 0.44 ‘QZ
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|

Fonte: Autores (2022). Construgédo no software Geogebra 5.0.
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Usualmente, na Geometria Euclidiana, as definigbes de paralelismo
em RR? estdo relacionadas ao fato de duas retas ndo possuir intersegdo. Entretanto,
retas com estas propriedades sao também retas distintas que possuem inclinagées
iguais, como [; e [, que acabamos de estudar. E mais, o célculo da distancia euclidiana
entre retas paralelas também independe da escolha inicial do ponto sobre uma destas
retas, assim como observado em (4.29).

Desta maneira, na Geometria de Funk, poderiamos definir retas para-
lelas baseada na relagao (4.29) e, assim, ao tomar duas retas paralelas utilizando a
Métrica de Funk F' seria 0 mesmo que tomar duas retas paralelas utilizando a Métrica
Euclidiana. Ou até mesmo definir retas paralelas baseadas em suas inclinagbes iguais
e, consequentemente, a distancia obtida em (4.28) melhor se intitularia como "distancia
de Funk entre retas paralelas".

O problema surge se pensarmos nas definicoes de retas paralelas
como sendo retas que nunca se encontram. Desta maneira, teriamos "retas paralelas”
com inclinagdes distintas sobre B2 (como mostra a Figura 20). Ainda nao seria nenhum
impecilho a existéncia de retas com esta propriedades, entretanto, para estes tipos de
retas, ndo é possivel obter a distancia de Funk entre elas. Por isso, preferimos nao

apresentar nenhuma definicdo formal sobre paralelismo.

Figura 20 — Retas ndo concorrentes com inclinagdes distintas
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Fonte: Autores (2022). Construgédo no software Geogebra 5.0.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Desde os capitulos iniciais, ja vinhamos levantando algumas reflexdes
sobre como algumas concepgdes que temos a respeito de conceitos geométricos
podem nao se aplicar ao utilizar uma geometria nao euclidiana. Embora as métricas
de Funk sao alguns exemplos com esta propriedades, vimos na Secao 3.1 que 0s
menores caminhos nas métricas de Funk sobre um disco aberto e unitario do R™ ainda
séo linhas retas, conforme o estudo realizado por SHEN (2001).

Por outro lado, a férmula obtida neste mesmo capitulo da distancia
induzida pela métrica F' nos permitiu constatar que a distancia, neste caso, nao é
simétrica. Como pudemos afirmar que o tempo de viagem € equivalente a distancia,
assim, dizer que a distancia ndo é simétrica € o mesmo que dizer que o tempo de
viagem de um ponto a outro ndao € o mesmo, considerando o caminho inverso.

De fato, se pensarmos intuitivamente num barco navegando, se ele
segue numa direcao que é a mesma que o fluxo da agua o empurra, por exemplo,
esta viagem é facilitada por esta forca externa. O mesmo nao ocorre quando o barco
parte para a dire¢cao contraria, apresentando uma maior dificuldade para conter esta
resisténcia da agua e, portanto, realiza a viagem num tempo maior.

Ainda sobre o tempo de viagem, pudemos concluir, como mostrou a
Observagao 4.2, que se um barco parte da origem do plano cartesiano com destino
a borda de B?, ele nunca chegard, isto é, uma vez ali dentro, ndo é possivel "sair"
deste dominio. Entretanto, caso um barco parta da fronteira de B2 em diregéo a origem
do plano, o tempo minimo desta viagem é igual a In2 unidades de tempo, que nos
permitiu concluir que sempre € possivel "entrar" na bola aberta. Este fato foi o que
permitiu observar que, quando construimos uma circunferéncia de Funk do tipo 2, é
possivel que existam solugdes que nao pertencem ao dominio B2. Todavia, apenas foi
considerado tal dominio como relevante para nosso estudo, de certa forma, "o mundo
de nossa métrica".

Por sua vez, visto que a distancia ndo é simétrica, as circunferéncias
de Funk puderam ser obtidas através de dois processos distintos: no sentido do seu
centro até a curva e vice-versa - caracterizando assim os dois tipos apresentados nas

Secodes 4.1 e 4.4. Além disso, como as circunferéncias do tipo 1 foram obtidas partindo
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do problema de encontrar os lugares geométricos gue um barco em B2 pode alcancar
em um determinado tempo constante, logo ele ndo pode sair de ali, isto €, todos os
pontos de sua curva estao contidos neste mesmo conjunto.

Uma observacgéao curiosa sobre os dois tipos de circunferéncias (as do
tipo 2 somente quando existe como solugcdo uma curva fechada) foi que os lugares
geométricos que as caracterizam sdo nada mais do que circunferéncias euclidianas
deslocadas, contrariando a ideia inicial que previamos de que seus formatos seriam
ovais, por conta da natureza do campo de forcas utilizado. Ainda, quando as circunfe-
réncias do tipo 2 ndo eram curvas fechadas, elas também possuiam como solu¢des
arcos de circunferéncias em B2.

Assim como nas circunferéncias, todos os conceitos geométricos que
envolvem distancias nos fizeram considerar casos em que ndo considerariamos na
geometria euclidiana, como por exemplo, obter férmulas distintas que determinam o
tempo de viagem de uma ilha isolada até uma praia com a costa retilinea e vice-versa,
ou ainda, em uma linguagem matematica, o surgimento de diferentes tipos de conicas,
se pensarmos em um estudo posterior a este trabalho.

Uma observagdo muito interessante sobre os caminhos que realizam
estas distancias entre uma ilha e uma praia e vice-versa foi que nem sempre eram
perpendiculares a costa da praia, conforme as férmulas obtidas nas Secdes 4.3 € 4.4.
Por fim, conseguimos calcular o tempo minimo de viagem entre duas ilhas quando suas
costas séo caracterizadas por retas ndo concorrentes com inclinagées iguais. O caso
em que retas nao concorrentes possuem inclinagées distintas € um possivel estudo
futuro a se pensar.

Ao longo de todo o trabalho, percebemos através do estudo da métrica
F como as ideias foram relacionadas, conforme as questdes levantadas nos capitulos
iniciais, sobre como nossa "concepc¢ao euclidiana" nos influencia a premeditar certas
constatacdes. Além das problematicas aqui apresentadas, outros questionamentos
podem surgir naturalmente, como por exemplo, buscar por lugares que dividem na
metade os tempos de viagem entre uma ilha e uma praia, ou ainda, buscar por lugares
intermediarios de alcance de uma viagem limitada de um ponto a outro dado, fazendo
surgir assim, respectivamente, as caracterizacées das cénicas de Funk, como as

parabolas e as elipses, além de outros conceitos e propriedades geométricas do plano.
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