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RESUMO

Neste trabalho apresentou-se um estudo sobre as condi¢des de otimalidade de primeira
e segunda ordem para problemas de otimizacdo sem restricées e ,posteriormente, con-
dicbes de primeira ordem para problemas com restricées de igualdade e desigualdade,
cujo o principal foco foi a demonstracao do Teorema de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) via
teoria de cones. Finalmente, realizou-se um estudo sobre as condi¢cdes de qualificagdo
mais classicas existente na literatura.

Palavras-chaves: Programacao nao linear, condicdes de otimalidade, teoria de cones,
condi¢Oes de qualificagao.
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RESUMEN

En este trabajo presentamos un estudio sobre las condiciones de optimalidad de primer
y segundo orden para problemas de optimizacion sin restricciones y ,seguidamente,
studiamos condiciones de primer orden para problemas con restricciones de igualdad
y desigualdad, el enfoque principal de este trabajo es la demostracion del Teorema
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) via de la teoria de conos. Finalmente, se realiz6 un estudio
sobre la calificacion de restricciones mas clasicas de la literatura.

Palabras clave: Programacion no lineal, condiciones de optimalidad, teoria de conos,
calificacion de restricciones.
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ABSTRACT

In this work we present a study on the first and second order optimality conditions for
unconstrained optimization problems and later on the first order conditions for problems
with equality and inequality constraints, whose main focus was the demonstration of the
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Theorem by cone theory. Also that, carried out a study on
the most classic qualification conditions existing in the literature.

Keywords: Nonlinear programming, optimality conditions, cone theory, qualification
conditions.
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LISTA DE SiMBOLOS
a* Uma sequéncia em R™ é uma aplicagdo k € N — 2% ¢ R", definida
no conjunto N = {0, 1,2, 3, ...}.

x €R” O ponto = € R" é o limite da sequéncia z* quando, Ve > 0 arbitrario,

o conjunto Ny = {k € N: ||a* — x| > ¢} é finito.

= A sequéncia z* converge para x.

Dado um ponto = € R™ e um conjunto S C R" temos que:

B(z, ) A bola aberta de raio ¢ e centro = é o conjunto B(z,d) = {a € R" :

|la — x|| < r}, com r > 0 um namero real positivo.

V(z) O conjunto V' € um vizinhanca do ponto z, quando x € intV'.

int(S) O ponto z € S é um ponto interior de S se existir 6 > 0 tal que
B(z,0) C S.

int(S) O conjunto de todos os pontos interiores de S.

S =1nt(S) Um conjunto S é aberto quando todos os seus pontos s&o interiores.
FrS O conjunto dos pontos fronteiras de S é chamado de fronteira de S.

FrScsS Um conjunto S é fechado quando contém sua fronteira.

SCR" Um conjunto S € limitado se existe uma bola aberta que o contém.

S CR” O conjunto S é compacto se for fechado e limitado

v Valor de infimo do conjunto.

||| A norma euclidiana de vetor = do R é dada por ||z|| = \/2? + 22 + ... + 22,

Seja A € R™™, uma matriz:

AT Matriz transposta de A.
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Hy A matriz hessiana é formada fungao de vérias variaveis f(x1, zs, ..., x,),
e tem entradas dadas por derivadas parciais de segunda ordem de

uma matriz, isto &,

0*f 0*f o*f ]
Oz? 0x101 0x10%,,
0*f 0*f 0*f
He(zy, 29, ..., 2,) = Ox901, 03 dz90y,
2f o i
| 0z,0z17  Ox,0x9 ox? |
|A] = maz{|A\i|, |A2|, ... | \n|} Norma euclidiana do maximo de uma matriz si-

meétrica, coincide com o maior valor absoluto de seus autovalores

Ay Ags oy A
A>0 Uma matriz é definida positiva, quando z” Az > 0, Vz € R™\{0}.
A>0 Uma matriz é semidefinida positiva, se 27 Az > 0, Vo € R".
projs(z) Projecao de x sobre um conjunto S € R".
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1 INTRODUCAO

Diariamente encontramos situacdes que nos levam a tomada de deci-
soes. Esse tipo de problema surge por exemplo, nas areas da Engenharia, Economia,
Administracao, etc. Os modelos de otimizagéo e suas técnicas visam minimizar (ou
maximizar) uma fungdo (nem sempre linear), denominada funcao objetivo, de varias
variaveis escolhidas dentro de alguma regido admissivel (factivel), que é definida pelas
restricoes impostas as variaveis do problema. Esses problemas que buscam calcular
o ponto 6timo (de minimo ou maximo) de alguma fungao objetivo, sujeita ou ndo a
restricbes, sdo chamados problemas de programag¢ao matematica.

Nosso foco neste trabalho é tratar das condicées de otimalidade, inici-
almente dos problemas irrestritos e, na sequéncia, buscando atingir aplicagdes mais
realistas. Abordaremos problemas de Programacao Matematica restritos as condicoes
de igualdade e desigualdade. Neste contexto, buscamos estudar as condi¢des de oti-
malidade necessérias estabelecidas por Karush-Kuhn-Tucker (KKT) em [7, 8], e outras
bibliografias basicas sobre o tema, tais como, [3, 4, 5, 6, 11].

As condicbes de KKT estabelecem condicbes necessarias e desem-
penham um papel fundamental para encontrar um ponto x* candidato a minimizador
local. A fim de obtermos condicdes suficientes para determinar se um ponto € minimi-
zador, é comum adicionarmos hipoteses as restricdes, conhecidas como Condigdes de
Qualificagao (CQ).

Estudamos neste trabalho de conclusao de curso, as seguintes con-
dicoes de qualificagbes: Condicdo de Slater, independéncia linear e Mangasarian-
Fromovitz.

Estruturacao dos Capitulos

No Capitulo 2 detalhamos as condi¢des de otimalidade para o pro-
blema irrestrito. No Capitulo 3 estudamos sobre alguns resultados clasicos de analise
convexa de extrema importancia na teoria de otimizacao. No Capitulo 4 realizamos
uma interpretacdo geométrica e algébrica do Lema de Farkas, usando o conceito de
cone. No Capitulo 5 estudamos o problema de otimizacéao restrito, nele, abordamos
as direcdes viaveis e de descida, fazendo uma explanacao do cone viavel linearizado

e 0 cone tangente, mostrando as relagdes entre eles. Além disso, demonstramos as
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condicdes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker. No Capitulo 6 finalmente, estudamos
as condicdes de qualificacao ja citadas nesta introducdo, com o interesse de obtermos
condicdes fracas e faceis de serem verificadas, completando as condigdes de KKT

definidas no Capitulo 5. Ao final, apresentamos algumas conclusdes.
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2 OTIMIZAGAO IRRESTRITA

Neste capitulo, serdo apresentados algumas definicbes basicas sobre
os problemas de otimizacédo, tais como, resultados de existéncia de solugdes e as
condi¢des de otimalidade para problemas irrestritos.

Consideremos o seguinte problema:

Minimizar f(x)

Sujeito a x € (. (Pa)

Em que f é chamada de fungéo objetivo e 2 C R™ é um conjunto viavel, os pontos de

) sdo chamados pontos viaveis ou factiveis.

Ressaltamos que, minimizar uma fungéo f(z) é o mesmo que maxi-
mizar a funcdo — f(z), devido a esta equivaléncia, optamos neste trabalho em tratar
somente dos problemas de minimizagao.

Deste modo, nos concentramos no estudo de dois conceitos de solu-

¢oes para o problema (FPy).
Definicao 2.1 Dizemos que um ponto x* € ) é

* Minimizador Local de f em (2, se existe uma vizinhanca V' do ponto z* tal que

f(z*) < f(x), paratodoz € QNV. (1.1)
* Minimizador Global de f em ©, se f(z*) < f(x), Vx € Q. (1.2)

Pela definicdo, todo minimizador global também é minimizador local,
mas nao reciprocamente. Se para todo x # z* a desigualdade (1.1) ou (1.2) é estrita, o
ponto z* serd chamado minimizador estrito (local ou global, respectivamente). Além
disso, dizemos que o valor 6timo do problema (F,), se define com v = inf.cqf(x).

O seguinte teorema é um resultado fundamental para problemas de

otimizacao.

Teorema 2.1 (Weierstrass) Sejam f : R™ — R continua e Q) C R™ compacto ndo vazio.

Ent&o existe minimizador global de f em ().
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Para demonstracao, veja [9].
Vejamos agora que é possivel garantir a existéncia de minimizador
global em R", sem supor compacidade. Contudo, estabelecemos uma hipotese a mais

sobre a fungdo objetivo.

Definicao 2.2 Seja f : R* — R, dizemos [ que é coerciva quando | ll}m f(x) = oo,
T||—00

isto para todo M > 0, temos r > 0 tal que f(z) > M sempre que ||z| > r. Em outras

palavras, em um conjunto A C R" que ndo seja limitado, temos que os valores de

f(z),z € A, também n&o o ser§o.

Teorema 2.2 Seja f : R® — R uma funcdo continua e coerciva. Entao, f tem um

minimizador global.

Para prova, veja por exemplo [11].
2.1 Condigdes de Otimalidade para Problemas Irrestritos

A principio vamos tratar de métodos para minimizar func¢des diferencia-
veis no conjunto R™. As condi¢cdes necessarias sao caracterizadas por um minimizador,
enquanto as condigdes suficientes, quando satisfeitas, garantem que o ponto de inte-

resse é um minimizador local.

Definicao 2.3 Dizemos que d € R™ é uma dire¢ao factivel em relagdo ao conjunto 2

no ponto x* € (), quando existe ¢ > 0 tal que
¥ +td € Q, Vt € [0,¢].

Portanto, denota-se por F(z) como sendo o conjunto de todas as

direcdes factiveis em relagéo ao conjunto 2 no ponto z*.

Teorema 2.3 (Condicao necessaria de 12 ordem) Seja f : R* — R diferenciavel no

ponto xz* € R*. Se z* € um minimizador local de f, entédo
Vf(®)=0. (2.1)

Prova: Considere d € R"\{0} arbitrario. Dado que z* é minimizador local, existe uma

bola B(x*,¢), de modo que
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flz*) < f(z* +td), vVt € (0,0). (2.2)
Pela expanséao de Taylor,

flz* +td) = f(x*) +tV f(x*)Td + r(t) com lim @ = 0.

t—0

Dividindo a expresséo por ¢t > 0, e utilizando 2.2, obtemos

0< Vf(x)d+ @

Passando o limite quando ¢t — 0%, temos V f(z*)Td > 0. Como d é arbitréario,

escolhendo d = —V f(z*), assim temos que
—Vf@)|? = =V f() V@) =Vf)d<o,
0 que é um absurdo! Portanto, V f(z*) = 0. O

Definicao 2.4 Um ponto z* € R™ que cumpre a condigcdo (2.1) é dito ponto critico ou

estacionario da fungéo f.

Teorema 2.4 (Condicao necessaria de 22 ordem) Seja f : R" — R duas vezes
diferenciavel no ponto xz* € R". Se z* € um minimizador local de f, entdo a matriz

Hessiana de f no ponto x* é semidefinida positiva, isto é,
d"V?f(z*)d > 0, Vd € R". (2.3)
Prova. Como d € R", por Taylor,
fla* +td) = f(z*) +tV f(z*)Td + ngVQf(:U*)d +r(t),

r(t)

com Pn% = 0. Por hipétese x* € minimizador local, entdo o Teorema 2.4 garante
_)

que V f(z*) = 0. Portanto, para ¢ suficientemente pequeno,
t?
0 < fla* +td) — f(z*) = ngV2f(x*)d+ r(t).
Dividindo por t* e passando o limite quando ¢ — 0, temos d” V2 f(z*)d > 0. O

Teorema 2.5 (Condicao suficiente de 22 ordem) Se x* € um ponto estacionario da

fungdo f e V?f(z*) é definida positiva, entdo x* é minimizador local estrito de f.
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Prova. Seja A o menor autovalor de V2 f(z*). Por hipétese temos que a matriz é
definida positiva, logo A > 0. Assumindo, d” V2 f(z*)d > \||d||?, Vd € R". Por Taylor e

também usando o fato de z* ser estacionario, temos
1 1
flz*+d) = f(z*) + §dTV2f(x*)d +r(d) > f(z*) + §>\HdH2 +r(d),

d
onde lim r(d) = 0. Reescrevendo

d—0 ||d||?

fla" +d) — f(=7)
1d]?

. (A r(d) - : A r(d)
C 1 -+ —= 0, ent te 6 > 0 tal —+—=>0,Vd € B(0,0)\{0},
omo lim (2 + HdHQ) > 0, entdo existe 0 > 0 tal que 5 + e > € B(0,6)\{0}

donde segue que f(z* +d) — f(z*) > 0, Vd € B(0,9)\{0} ou equivalentemente,

f(z*) < f(x), Vx € B(z*0)\{z*}.
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3 CONVEXIDADE

A convexidade é um tépico muito importante na teoria de otimizacgao.
Veremos que, sob hipdtese de convexidade na funcéo objetivo, qualquer minimo local
torna-se um minimizador global e, além disso, temos que todo ponto estacionario é

uma solucao do problema.

Definicao 3.1 Um conjunto A C R" é chamado de convexo seVz,y € A e a € [0,1],

tem-se que ax + (1 — )y esta completamente contido em A.

O ponto ax + (1 — a)y, onde « € [0, 1], chama-se combinagéo convexa
de z e y (com parametro «).

Em outras palavras, podemos dizer que um conjunto é convexo se
cada par de pontos dentro do conjunto, cada ponto no segmento de reta que une o par

também esta dentro do conjunto.

Figura 3.1: Conjuntos convexo e ndo convexo. Fonte: [11]

Definicao 3.2 Seja um conjunto convexo, A C R". Dizemos que a funcdo f : R" — R

é convexa em A, quando,
flaz+ (1 —a)y) <af(r)+(1—a)f(y),Ve,yc Aeae|0,1].

O Teorema a seguir € muito util para determinar quando uma funcao

diferenciavel é convexa ou ndo. Porém, antes vamos enunciar a seguinte definicao.

Definicao 3.3 Dizemos que a funcdo f(x,y) € diferenciavel no ponto (xo,y,) se as

. .. 0 0 .
derivadas parciais —f(xo, Yo) € 8_£<x0’ yo) existem e se

or
9 9
£ ) = £, 0) — 92 (0, 90) (e — 0) — 2 (o, o)y )
lim 4 = 0.
(2,5)~(z0.90) (@, y) — (w0, o)
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Dizemos que f é diferenciavel num conjunto A C Dy, se f for diferenciavel em todos os

pontos de A.

Teorema 3.1 Segja f : R" — R uma fungio diferenciavel e A C R™ um conjunto convexo.

A funcéo f é convexa, se, e somente se,

fy) > flx) + V() (y — x) Yo,y € A

Prova: Seja f convexa. Para quaisquer z,y € A e a € (0, 1], definindo d = y — z, temos

z+adc Ae

fx+ad) = f(1-a)r+ay) < (1-a)f(z)+af(y)

Assim,

a(f(y) — f(x)) 2 flz+ ad) — f().

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por o > 0 € passando o limite

quando a — 01, temos

fly) = f(z) > lim =Vf(@)'d= Vi) (y - ).

a—0t

f(x +ad) - f(z)

Resta provar a reciproca. Veja que,
f(z) > flz+ad) — aVf(z + ad)’d, (3.1)
fy) > fx+ad) + (1 —a)Vf(zr+ ad)ld. (3.2)
Multiplicando (3.1) por (1 — «) e (3.2) por « e somando obtemos,
(1—a)f(z) +af(y) = f(1—a)z+ay).
Completando a demonstragéo. O

Em particular, este teorema nos diz que o valor da fungéo diferenciavel

convexa esta sempre acima da sua aproximacao linear.

Figura 3.2: Aproximacéo linear de f. Fonte: [4].
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)4V fix) ()

Na sequéncia verificaremos alguns resultados, os quais, vao nos au-
xiliar na demonstracédo do classico Lema de Farkas. Este lema é fundamental na

obtencgao das condigdes de Karush-Kuhn-Tucker em problemas com restrigdes.

Lema 3.1 Sejam u,v € R* comu # v. Se ||u|| = ||v|| = r, entdo ||(1 — t)u + tv| < r,
vt € (0,1).

Prova: Seja t € (0,1). Pela desigualdade triangular, temos que
11 = t)u+tof| < (L= t)fJul| + o] = r.
Vamos supor por absurdo, que ||(1 — t)u + tv|| = r, entdo
(1 —t)2uTu+2t(1 — t)uTv + t20Tv = ||(1 — t)u + tv|> = 0.
Por hipétese temos v u = vT'v = r?, 0 que implica, u’v = 2. Assim,
|lu—v|]? = v'u — 2uTv +vTv = 0.

Logo u = v, 0 que € uma contradi¢do. Conclui-se portanto que ||(1 — t)u + tv|y < .
0

Consideremos agora um conjunto S € R", um ponto z € R* e 0

seguinte problema:

minimizar ||s — z||

sujeitoa s € S.
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Note que este problema pode nao ter solucdo e quando tem, néao
conseguimos garantir a unicidade. Se assumirmos que ¢ > 0 e S uma bola aberta
B(a,e) CR" e x ¢ S, entdo concluimos que nenhum elemento s € S minimiza ||s — x||.
Além disso, se caso S for um conjunto fechado, a solugao sempre existira porém pode
ser que nao seja unica. Uma projecéo de = sobre S, denotada por projs(z), busca

encontrar um ponto de S que mais se aproxima de .
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Figura 3.3: Nenhum elemento s € S minimiza ||s — z||. Fonte: [4].

Na sequéncia, mostraremos que a unicidade da projecéo de x sobre S, ocorre quando

S € um conjunto fechado e convexo.

Lema 3.2 Segja S € R™ um conjunto fechado e néo vazio. Dado = € R", existe z € S tal

que
|z — 2| < ||l — z||, Vz € S.
Para maiores detalhes, veja [11].

Lema 3.3 Segja S C R™ um conjunto convexo, fechado e ndo vazio. Dado » € R", existe

um unico z = projs(z) € S tal que
|z = Z|| < ||z — 2|, Vx € S.

Prova: A existéncia é garantida pelo Lema 3.2. Vejamos agora a unicidade, para isto,

admita que existam 2 # Z em S tais que, para todo = € S.
lz=2l<lz—zl e Jz—=z[<|z—=z. (3.3)
Assim, tome x = Z na primeira desigualdade e x = Z na segunda, temos
Iz =2l = ll= = 2.
Porém, sendo z — Z # z — Z, pelo Lema 3.1, comr = ||z — 2| = ||z — Z| e para t € (0,1),
I(1—=t)(z—2)+t(z—2)| <r.

., . 1. .
Por hipbtese S € convexo, temos z, tomandot = - e z = §(z + Z), obtemos

N | —

1 1 1
lz =2l = [l = 52+ D) =5z = 2) + 5z = 2l < .
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Portanto, contradiz (3.3). O

Teorema 3.2 (Teorema da Projecao) Considere um conjunto convexo fechado S c R",

z € R" e 2 = projs(z), entdo
(r =27 (z—2)<0,Vr € S.

Prova: Dado ¢ € (0, 1] arbitrario e um ponto de S como sendo z + t(z — 2). Por

definicdo de z, temos que ||z — 2| < |2 + t(x — 2) — z||.

Assim,
Iz = 27 < [I(2 = 2) + t(z = 2)|*.
Note que
(2= 2)+tlx—2) > = |z — 2> +2t(2 — 2)T(x — 2) + t*||x — 2|~
Logo,

lz =212 < ||z = 2| + 2t(2 — 2)T(x — 2) + t*||z — 2||*

Como t > 0, temos que (z — 2)T(z — 2) < t||z — 2||* e passando o limite ¢t — 0,

conclui-se que

(x —2)T(z—2) <0.

Figura 3.4: llustragdo do Teorema da Projecéo. Fonte: [4].
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4 CONES

Neste capitulo, focaremos o nosso estudo em alguns tépicos gerais
da teoria de cones, pois sdo de extrema importancia para obtermos as condicdes de
otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker e também na obtencédo do Lema de Farkas, que
serd estabelecido em duas versdes: geométrico e algébrico.

Iniciamos com as seguintes definicdes:

Definicao 4.1 (Cone) Seja K C R™ um subconjunto ndo vazio, é dito ser um cone

quando, vVt > 0 ed € K, tem-setd € K.

Figura 4.1: Exemplos de cones. Fonte: [6].
Definicao 4.2 (Cone Polar) Dado um conjunto S C R", definimos o polar de S por

P(S) ={p e R"|p'x <0,Vx € S}.

Note que o polar de um conjunto S é um cone formado por todos os

vetores que formam angulo reto ou obtuso com elementos arbitrarios de S.
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P(s)

Figura 4.2: Polar de um conjunto S. Fonte: [4].
Lema 4.1 Dado S C R", P(S) é cone, convexo e fechado.

Prova: Por definicao, parat > 0 e d € P(S) temos (td)"z = t(d¥x) < 0,Vz € S. Assim,
td € P(S), logo P(S) é um cone. Vamos verificar a convexidade, dado u,v € P(S) e

€ [0, 1]. Para qualquer x € S temos que S
(1 =tu+tv)'z=(1—-t)hulz+ tvTz <0.

Comisso (1 — t)u + tv € P(S) prova que P(S) € convexo.
Agora basta mostrar que P(.S) é fechado. Para isso, considere uma sequéncia
(d* c P(S) com d* — d. Dado z € S, temos (d*)Tx < 0, logo d"z < 0. Conclui-se que

d e P(S). O
Lema 4.2 Selam A,B CR". Se A C B, entdo P(B) C P(A).

Prova: Dado y € P(B) arbitrario, entdo y"z < 0, Vo € B. Como A C B, segue que
yT'2 <0,Vz € A, assim, y € P(A). O

Teorema 4.1 Considere C' C R™, um cone convexo fechado, = € R" e z = proj.(z).
Entdo, z — z € {z}* N P(C).

Para demonstracao, veja [11]
Lema 4.3 Se S C R", entdo S C P(P(S)).

Prova. Admitindo z € S e C = P(S). Tome d € C, entdo z'd < 0. Portanto,

z € P(C) = P(P(S)). 0
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Figura 4.3: O polar do polar de S. Fonte: [11].

Note que, aplicando o polar duas vezes nem sempre nos fornece o
conjunto original. Neste caso, tais situagcdes que impedem a igualdade entre o duplo

cone e o0 conjunto é: ndo ser cone, NA0 ser convexo ou nao ser fechado.

N

Figura 4.3: situacdes onde nao satisfaz S = P(P(S)). Fonte: [11].

Nessa perspectiva, veremos na proxima secdo que, com algumas

hip6teses adicionais sobre o conjunto S, o Lema de Farkas garante a igualdade

P(P(S)) = S.
41 Teoremas de Alternativa

A seguir avaliaremos dois sistemas de equagdes e/ou inequacgoes li-
neares que se relacionam no seguinte sentido: somente um dos dois sistemas tem
solugéo (nunca, ambos). Em virtude, chamamos esses teoremas de Teoremas de Alter-
nativa. Nesta secdo, nos atentamos apenas em demonstrar o Lema de Farkas.Lema de
Farkas. Sem esquecer que existem varios outros Teoremas de Alternativa na literatura,
tais como, Motzkin, Key, Tucker, Gale |, Gale |l e de Stiemke. Para maiores detalhes,
veja [2 - 4].

Sobretudo, estamos interessados em determinar condicées para que

a igualdade entre o polar do polar de S e o conjunto S, P(P(S)) = S, seja satisfeita.
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Como resultado, apresentamos duas versdes do Lema de Farkas que garantem essa

igualdade.

Lema 4.4 (Farkas Geomeétrico) Seja C um cone convexo fechado ndo vazio, entao
P(P(C)) =C.

Prova. Pelo Lema 4.3, segue que C' C P(P(C)). Assim, resta mostrar que
P(P(C)) c C. Considere entdo z € P(P(C)) e z = projc(z). Desse modo, iremos
provar que z = Z.

Pelo Teorema da Projegéo 3.2,
(z—2)T(xz—2)<0,Vz € C.

Por hipétese, C' é um cone e é fechado, entdo x = 0 e x = 22 sdo elementos de C.

Temos z € P(P(C)), logo —27(z — 2) <0 e 27 (2 — 2)* < 0. Entao,

Por outro lado,

(z=2)Tr—(z-25)"2=z-2)"-(x—2%) <0 (4.2)

Comparando (4.1) e (4.2), conclui-se que
(z—2)T2 <0

para todo = € C. E por definicdo de cone polar, temos que (z — 2) € P(C). Como

z € P(P(C)), vale (z — 2)Tz < 0. Usando o Teorema 4.1, obtemos
lz—2P=(z—2)"2—-(z—2)T2=(z—-2)T2<0.
Assim z =z € C. O
Figura 4.3: llustragdo do Lema 4.4. Fonte: [4].

Antes de vermos a outra versdo do Lema 4.4. E necessario enunci-
armos uma proposicao muito importante no que se refere ao cone gerado por um

conjunto finito de vetores cujo a prova pode ser encontrada em [4].

Definicao 4.3 Dizemos que um cone C C R"™ tem um numero finito de geradores ou é

finitamente gerado, quando existe a; € R™, i = 1, .., p, tais que
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C=P(P(C))

p
C={zeR"z=> wa; pu; >0,i=1,..p}.
=1
Proposicao 4.1 Sejamn,m e Ne A € R"™*"™ e B € R"*™. Se

i.C={Ay |y € R™ y > 0}, entdo C' é um cone fechado.

i. ¢ = {B"y; y > 0}, entdo C é um cone convexo e fechado.

Lema 4.5 (Farkas Algébrico) Considere A € R™*" e ¢ € R™. Entao, exatamente um

dos dois sistemas abaixo tem solugao

(S1) Ar<0 e x>0,
ou
(52) ATy=c e y>0.

Prova. Considere C' = {ATy;y > 0} e suponha que ¢ € C, i.e. que o sistema (S2) tem
solugéo, entdo ¢ = ATy com y > 0. Considere x € R" tal que Az < 0, assim temos
'z = yT Az <0, logo (S1) ndo tem solugéo.

Agora vamos supor que ¢ ¢ C', ou seja, que (52) ndo tenha solugdo. Pelo Lema 4.4 e
pela Proposi¢édo 4.1, temos que C' = P(P(C)), logo existe um 7 € P(C) tal que ¢’z > 0.

De modo que,

Assim,

Portanto, (S1) tem solucéo. O
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De maneira equivalente, pela Definicdo 4.3 é possivel estabelecer uma
relacdo entre as duas versdes do Lema de Farkas, quando C' € um cone gerado e

fechado. Para maiores detalhes, veja [6].
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5 OTIMIZACAO COM RESTRICOES

Neste capitulo, nosso principal objetivo é discutir as condicées de oti-
malidade para o problema de programacgao nao linear sujeito a restricoes de igualdade

e desigualdade que consiste em

Minimizar f(x)
Sujeito a h(zx) =0
g(z) <0, (P)

onde f:R*" =R, h:R" = R™ e g:R" — RP, sdo funcdes continuamente
diferenciaveis. Consideramos o conjunto viavel (ou factivel) do Problema P como

sendo o seguinte conjunto

Q={r eR"h(z) =0,g9(x) <0}

Definicao 5.1 Seja z € ) o0 conjunto dos pontos viaveis. Uma restricdo de desigual-

dade g;(x) < 0 é dita ativa num ponto z, se g;(Z) = 0 e inativa em z, se g;(z) < 0.

Denotamos por I(z) o conjunto de indices das restricoes de desigual-

dade ativas em um ponto viavel z, isto €,
I(z)={j=1,---,plg;(x) = 0},
5.1 Diregbes Viaveis e de Descida

Definicao 5.2 Considere © € ) e d € R", dizemos que d é uma diregcdo viavel em

relacdo ao conjunto €2 no ponto &, quando existe § > 0 tal que

T+td e Q,vt e |0,

Denotamos por V' (z) o conjunto de todas as dire¢des viaveis em rela-

¢&0 ao conjunto Q no ponto z € €.

Definicao 5.3 Um vetord € R™ é chamada de direcdo de descida da funcdo f : R" — R

no ponto = € R", se existe § > 0 tal que
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f(z+td) < f(z),Vt € (0,9].

Denotamos por F'(z) o conjunto de todas as diregdes de descida da
funcao f no ponto z. De modo geral, quando obtemos pequenos passos do ponto z ao

longo de d € F(z) nos fornecem pontos que possuem menor valor na fungao objetivo f.

Teorema 5.1 Se Vf(z)Td < 0, entdo d é uma direcdo de descida para f, a partir de .

f(z +td) — f(7)
t

. Por hipbtese e pela

_ of ,_ ,
. T
Prova: Sendo Vf(z)'d = 5d (z) = Pr%

preservacao do sinal, existe § > 0 tal que

f(@ +td) — f(7)
t

< 0,Vt € (=6,6),t #0.
Assim, f(z +td) < f(z), ¥t € (0,0), completando a demonstracao. O

Observe que a Figura 5.1 ilustra um caso em que d € uma direcao de

descida e que além disso, forma um angulo obtuso com V f(z), isto é, V f(z)"d < 0.

V fix)

Figura 5.1: llustracdo do Teorema 5.1. Fonte: [4].

Na sequéncia, enunciaremos aproximagdes do conjunto viavel em

termos dos cones viavel linearizado e tangente, bem como suas relages.
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5.2 Cone Viavel Linearizado

Nesta secao apresentaremos uma linearizacao do conjunto viavel em

torno de um ponto. Indicaremos por Vh;(z) a transposta da jacobiana de h no ponto z.

Definicao 5.4 Dado x € ), definimos o cone viavel linearizado de ) em torno de z,

denotado por D(z), como
D(z) ={d € R*|Vhy(z)'d=0,i=1,-- e Vyg(@)Td<0,Vjel(z)}.

Na sequéncia, outro cone referente ao problema (P) € o cone gerado

pelos gradientes das restricoes em z € 2 definido por

{ZWh + > V(@ uj>ovjef<>} (5.1)

JEI(Z)

Lema 5.1 Seja G(z) definido pela Equacgéo (5.1). Entdo G(z) é um cone convexo e

fechado.
Para maiores detalhes, veja [4].

Como G(z) € um cone convexo e fechado segue, pelo Lema 4.4, que
P(P(G(z))) = G(z). Sendo assim, podemos estabelecer uma relagao entre os cones
D(z) e G(2).

Lema 5.2 Sejaz € Q, temos que D(z) = P(G(Z)).

Dado d € D(z) e s € G(z). Temos que

d"s = XNd"Vhi(z) + Y pd"Vgi(x). (5.2)
=1

jel(z)
Como d € D(z), segue que d"Vh;(z) =0Vi=1,...,me d"Vg;(z) <0Vj € I(T).
Assim, p; > 0 resulta de (5.2) que d”'s < 0 Vs € G(z). Por definigdo de cone polar,
temos que d € P(G(z)), isto &, d"s <0,V € G(z).
Por outro lado, visto que Vh,;(z) e —Vh;(zZ) sdo elementos de G(z), Vi =1,....m
donde segue que d'Vh;(z) < 0 e d' (—Vh,(z)) < 0. Portanto, d’' Vh,(z) = 0,
Vi = 1,..,m. Além disso, como Vy;(z) € G(z), Vj € I(z), temos d"Vg;(z) < 0, 0 que

completa a demonstragao. O
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Com efeito aos Lemas 4.4 e 5.1, torna-se possivel reformular o Lema
5.2, da seguinte maneira
P(D(z)) = G(z). (5.3)

Dessa forma, estabelecemos uma ferramenta fundamental para a demonstracao das

condicdes de KKT.
5.3 Cone Tangente

Dedicamos a nossa atencdo em um cone extremamente importante, o
qual caracteriza uma melhor aproximacao do conjunto viavel em torno de um determi-
nado ponto. Usaremos este cone para obtermos uma relacéo entre as condicdes de

otimalidade e as condi¢gdes de qualificagao.

Definicao 5.5 Uma direcao d € R" é tangente a 2 C R™ a partir de © € (), se e

somente se, existe uma sequéncia de pontos viaveis (z*) € ) tal que 2* — z e

xk—z d

— .
|z —zf|  ||d]]

Procede diretamente da definicdo que se d é tangente, 0 mesmo vale
para td, qualquer que seja t > 0. Sendo assim, o conjunto formado pelos vetores
tangente a (2 em z € um cone, chamado de cone tangente a 2 no ponto = e denotado
por T'(z).

A seguir mostraremos um exemplo

Exemplo 5.1 Considere as fungées g; , g; : R" — R dadas por g;(z) = 23 — 21 — 15 €
g;(z) = 2} — 221 + 2. Determine o cone T'(z), associado ao conjunto vidvel 2 = {z € R?
| g(x) <0} em torno do ponto & = 0.

Sejam 2+ = (ik

) um sequéncia de pontos de 2 e d = (Sk) € R? tais
k

173
quezt — z e

-z . d

2% =z [ld|l

(5.5)
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Prova. Provaremos que —2d; < d, < 2d,. Sabemos que z* € Q, logo

52— 2sp < 1y, < 2s;, — si. Assim,

— 25k tk < 28k — S% (5 6)
\/sk+t2 Ve T /st .
De (5.5), concluimos que s, — 0,
Sk R dq t . ds
C .
Vei+ o |l Vei+tz ldl
Passando o limite na relagao (5.6), temos
—2d, < dsy < 2d1.
el = llall = lill
Segue entao
T(z) C {d € R*| — 2d; < dy < 2d;}.
, ~ - 1 :
Agora vamos provar a inclusao contraria, tome d = (2) e considere
1
Sk= ty =25t — 57 e xF = (j:)
Logo, =¥ — 7,
sk 1 Lo b, 2
VIR T+ (2= )2 7 Vet Vb
* —z d . 1
Portanto, -——— — . Por outro lado, considere d = , com v € [0,2). Para
% =z |d]] g
- 1. . 1/1
todo k € N, suficientemente grande, temos v < 2 — T implicando em " = z ) € Q.
Y
Além disso,
k7 d
y”C — T e Y z

— — .
ly* =z |ld|
Como T'(z) é um cone, entéo todo vetor d € R? tal que 0 < d, < 2d, é tangente. Segue

0 caso —2d; < dy < 0 analogamente. Assim, obtemos
T(z) = {d € R?| — 2d, < dy < 2d,}.

Completando a provar. O
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5.4 Relacao entre o Cone Viavel Linearizado e o Cone Tangente

O lema a seguir vai nos mostrar que qualquer direcao d pertencente

ao cone tangente, também pertence ao cone viavel linearizado.
Lema 5.3 Sejaz € ). Entdo T'(z) C D(z).
Prova. Considerando d € T'(z), d # 0. Pela de Definicao 5.5 existe uma sequéncia

xk— 7z R d
ok =zl |ld]

viavel (z*) tal que 2" # 7, 2* — 7 e
A expanséo de Taylor em torno de z fornece
0 = h(z*) = h(Z) + V(@) (2" — ) + o(||z" — Z|)).

Como z* # z, podemos dividir esta expressao por ||z* — z|| e sabendo que h(z) = 0

temos:
=z o(lla* - z|)
Vh(mk)T — — = .
[zF =z~ [la* -z
Passando o limite quando k£ — oo, obtemos
v d

Para j € I(z), temos
9;(%) + Vg;(2)" (z" — z) + o(||2* — Z|) < 0.

De modo analogo obtemos

ng(l’)Tﬁ =

Portanto, d € D(z). O

0. (5.8)

5.5 Condi¢des de Otimalidade de Karush Kuhn Tucker

Nesta secdo, vamos estudar as condigdes necessarias de otimalidade
para o problema (P). Enunciaremos o importante e classico Teorema de KKT, visto que
ele nos permite escrever o gradiente da fungéo objetivo por meio de uma combinacéo
linear dos gradientes das restrices de igualdade e desigualdades ativas, de modo que
o papel da polaridade dos cones é quem garante que o multiplicador associado ao

gradiente da f seja ndo nulo.
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Lema 5.4 Considere z* € Q). Se x* é um minimizador local do problema (P), entao
Vf(z*)'d > 0,Vd € T(z*).

Prova. Dado d € T'(z*), d # 0. Entdo existe uma sequéncia (z*) c 2, de modo que,
k-7 d

= ate —— — . Por outro lado, temos
[l =zl [d]

0 < f(z*) = f(a*) = Vf(@")" (@" = 27) + o(||" — 2])),

para todo k suficientemente grande. Dividindo por ||z* —z*|| e passando o limite obtemos

Vf(z*)Td > 0. 0
O Lema 5.4 é pouco prético, no sentido de que nao podemos usa-lo

para calcular os possiveis minimizadores. Neste sentido, o teorema que se segue, nos

garante esta possibilidade. Este € o resultado central de nosso estudo.

Teorema 5.2 (Condicoes de KKT) Considere x* € Q). Se x* é um minimizador local
do problema (P). Se P(T(z*)) = P(D(z*)), entdo existem vetores \* emR™ e u* em
RP tais que
—Vf(x Z)\*Vh )+ Vgi(®),
jel

w; >0, jel,
pigi(z*) =0, jel
Prova. Seja =* um minimizador local do Problema (P). Segue pelo Lema 5.4, que
~Vf(z*)'d <0,Vd € T(z%).
Assim, usando a hipétese e a relacao (5.3), obtemos
~V/(a") € P(T(x")) = P(D(z")) = G(x").

Portanto, existem vetores A\ e p, taisque 4 >0 e

~Vf( Z AVhi(a®) + Y Vg

JEI(z*)

2 Vi el(x*
Definindo it — " €10
0, caso contrario
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e \* = )\, completando a prova. O

Ressaltamos que o teorema anterior, possui uma hipétese sobre os
cones T'(z*) e D(z*). Esta hipotese é na verdade uma condigéo de qualificagéo, isto
€, uma condigcao necessaria e suficiente para que se obtenha KKT. Entretanto, pode
ser muito dificil de se obter os cones T'(z*) e D(z*) e ainda verificar se a condigao
P(T(z*)) = P(D(x*)) é satisfeita. Portanto, veremos no préximo capitulo outras condi-
coes de qualificagdes que também implicam em P(7'(z*)) = P(D(z*)) e mais simples

de serem verificadas.

Exemplo 5.2 Considere f : R? — R, g : R? — R? definidas no problema abaixo e

x* = (1,0)T um minimizador local.

Minimizar f(x) = —x;
Sujeito a gi(z) =25 — (1 —21)> <0

g2(7) = =72 <0

Note que

Assim a condicao

V(@) + mVa(z*) + Vg (a™) =0,

(o) () o) = (o)

—1+0u; +0us =0 = —1=0 absurdo!
O+pr—p2=0 = pg = po.

Logo néo existe, pois os vetores sao linearmente dependente, isto é,

(5)=-6)

Portanto as condi¢ées KKT nao se verificam.

A Figura 5.2 ilustra a regiao viavel.
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6 CONDICOES DE QUALIFICACOES

Uma condicao de qualificacdo pode ser entendida como uma propri-
edade que garante que as condi¢des de KKT sejam validas num minimizador local.
As condigdes de qualificagbes séo ferramentas Uteis na analise de convergéncia de
métodos de otimizagao.

Discutiremos neste capitulo diferentes condicées de qualificacdes, as
quais podem ser encontradas por exemplo em, [1, 2, 4, 6, 11]. Observemos que, quanto
mais fraca as condi¢des de qualificacdo mais forte sera a condicdo de otimalidade
associada. Neste sentido é que apresentaremos a condicdes de qualificacdo que se

seguem. Contudo, vamos apresentar uma definicao precisa de condi¢cao de qualificacao.

Definicao 6.1 Dizemos que as restrigées h(x) = 0 e g(x) < 0 cumprem uma condi¢cdes
de qualificacdo em x* € 2 quando, dada qualquer funcao diferenciavel f, que tenha
minimo em x*, relativamente a 2, sejam satisfeitas as condicdes de otimalidade de
KKT.

A principio, abordamos uma situacao particular em que as restricdes
do problema sao lineares. Sendo assim, as condi¢coes de KKT sao validas em todos

pontos de minimo do problema.
6.1 Problemas com Restricbes Lineares

Em programacao linear o principal interesse € minimizar uma funcao
f onde as restricdes sao formadas por igualdades e desigualdades lineares. Desta

maneira, considere o seguinte problema:

Minimizar f(x)
Sujeito a Mx = c¢
Az <b (PL)

onde A € R>*" M e R“" be R ece R
Seguidamente, veremos no préximo teorema que, se o conjunto viavel
€ formado apenas por restricdes lineares, entdo as condicdes de otimalidade de KKT

se verificam em um minimizador.
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Teorema 6.1 Se x* € um minimizador local do problema (PL), entdo x* satisfaz as
condigcbes de KKT.

Prova. Fazendo o uso do Lema 5.3 e do Teorema 5.2, vamos provar que D(z*) C T'(z*).
Dado d € D(z*), temos Ad = 0 e Md < 0. Assim, se d = 0, obtemos trivialmente

. 1 -
d € T(x*). Por outro lado, caso d # 0, defina z* = 2* + Ed' Entdo 2% — a7,

xk — d

MzF=c AzF <b e = :
[l — x| [|d]

Portanto, segue que d € T'(z*). O
6.2 Condi¢do de Qualificacdo de Slater

Em muitos problemas de otimizacéo, o conjunto viavel € um conjunto
convexo. E comum na literatura que um minimizador local torna-se um minimizador
global, isto significa que as condicbes KKT é uma condicdo necessaria e suficiente.

Deste modo, definiremos a seguir a condicao de qualificacao de Slater.

Definicao 6.2 Dizemos que a condicdo de qualificacdo de Slater é satisfeita quando h

é linear, g € convexa e existe 7 € () tal que

E facil ver que esta condicdo de qualificagdo requer a existéncia de um ponto no interior

relativo do conjunto viavel.
6.3 Condi¢do de Qualificagdo de Independéncia Linear - LICQ

Ressaltamos que uma condicdo de qualificacdo bem conhecida na
literatura é a independéncia linear dos gradientes das restricbes de igualdade e de

desigualdade ativas.

Definicao 6.3 Dizemos que a condigcao de qualificagdo de independéncia linear é sa-
tisfeita em & quando o conjunto formado pelos gradientes das restricbes de igualdades

e das restricbes de desigualdades ativas é linearmente independente, isto &,
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{th(f)}ze{l ..... m} U {Vg](i’)}Jej(j) ¢ LI. (61)

Veja que esta condigdo € mais simples de ser verificada do que daquela
hipotese do Teorema 5.2, envolvendo cones. Para tornar mais convincente, retomamos
as restricdes estabelecidas ao Exemplo 5.1, onde apenas a determinacédo do cone

tangente 7'(z) ja foi trabalhosa.

Exemplo 6.1 Considere duas restricbes de desigualdades definidas por ¢, g> : R" —
R, onde g,(x) = 2% — 221, — 15 € go(x) = 2% — 221 + 5. Verifique que o ponto z = 0

cumpre LICQ.

Como as restricoes sdo ativas em z, entdo basta mostrar que os vetores Vg, (z) =

-2 —2 . .
(_1) e Vgo(z) = ( 1 ) sdo linearmente independentes:

() ()= (0)

—2p11 = 2p2 =0 (II) —2p1 =21 =0= i1 =0
—pr+p2 =0 (I) M2 = [1.
Logo, 11 = ue = 0 e portanto os vetores sédo linearmente independente. O
Contudo, esta condi¢do apresenta uma desvantagem, pois exige muito
das restrigcdes. Por outro lado, existem minimizadores que podem satisfazer as condi-

¢Oes de KKT sem que satisfaga LICQ.
Exemplo 6.2 Considere o sequinte problema

Minimizar f(x) = x9

Sujeito a gi(x) = —x? + 19 <0

(
g2(x) = =22 <0
O ponto z* = (0,0)T é o minimizador deste problema, logo cumpre as condigbes de

KKT mas nao satisfaz LICQ. De fato, as restricoes sdo ativas em z* e 0s vetores

Voula) = (1) Vauta = ()
(1) (5= (o)
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Opr +0p2 =0 =  0=0
pr—p2 =0 = p1 = po.

Logo, os vetores sao linearmente dependentes pois

(1) ==(%)

0 ) = Vga(x"), ou seja, vale KKT. O

Além disso, -V f(z*) = (_1

6.4 Condicdo de Qualificacdo de Mangasarian-Fromovitz - MFCQ

Se a condicdo de Slate exige um ponto no interior relativo do con-
junto viavel. J& a condicdo de Mangasarian e Fromovitz ordena que o conjunto viavel

linearizado tenha interior relativo nao vazio.

Definicao 6.4 Dizemos que a condicao de qualificagdo de Mangasarian-Fromovitz
(MFCQ) é satisfeita em & quando os gradientes das restricbes de igualdade sao

linearmente independentes e existir um vetor d € R™ tal que:
Vhz)'d=0 e Vg;(z)"d <0,Vj € I(z).
Teorema 6.2 Se T € () satisfaz LICQ, entao & satisfaz MFCQ.
Prova. Suponhai = {1,..,m} e I(z) = {m +1,...,m + q}. Considere a matriz
M = (Vi1 (2)..V e (T)Vem+1(T)...Venm,(T)),

ebeR™dadob;=0,Vi=1,....meb;,=—1,Vi=m+1,...,m+ ¢g. Como as colunas
de M sao linearmente independentes, o sistema M*d = b é possivel, j& que a matriz
de coeficientes tem posto linha completo e portanto igual ao posto da matriz ampliada.

Logo, d é uma solucdo do sistema, e assim, obtemos
Vhi(@)'d=0 e Vgj(@)'d=-1<0,Yj€I(7).

Portanto, MFCQ ¢é satisfeita. O
Em seguida, provaremos que MFCQ implica T'(z) = D(z), para isto,

recorremos a dois resultados auxiliares. Cuja a prova pode ser encontrada em [11].
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Lema 6.1 Seja z,d € R" tais que c.(z) = 0 e V¢;(z)"d = 0, Vi € e. Suponha que
os gradientes V¢;(z), i € €, Sdo linearmente independentes. Entéo, existe uma curva

diferenciavel v : (—e,e) — R™™ tal que c.(v(t)) =0, Vt € (—¢,¢), v(0) = T e+/(0) = d.

Lema 6.2 Seja v : (—¢,¢) — R" uma curva diferenciavel tal que c.(y(t)) = 0, Vt €
(—¢,¢). Sev(0) = 7 e+/(0) = d # 0, entdo existe uma sequéncia (z*) tal que c.(z*) = 0,

> ze
-z d

leF —z[| [ldl”

Teorema 6.3 Se 7 satisfaz MFCQ, entdo T'(z) = D(Z).

Prova. Seja d € D(z) uma diregéo arbitraria e d um vetor que cumpre MFCQ. Dado
€ (0,1), defina
d=(1—t)d+td.

Vamos mostrar que d € T(z). Como d,d € D(z), temos V¢;(z)7d = 0, Vi € ¢. Pelo Lema
6.1, existe uma curva diferenciavel v : (—¢,¢) — R" tal que c.(v(t)) = 0, Vt € (—¢,¢),
v(0) = z e v/(0) = d. Aplicando o Lema 6.2, concluimos que existe uma sequéncia (z*)

tal que c.(z) = 0,2 - 7 e
ok -z d

lak =z ||d)

Para concluir que d € T'(z) resta mostrar que ¢;(z*) < 0, Vk suficientemente grande.
Se i € I\I(z), entédo ¢;(7) < 0 e, pela continuidade de c;(z*) < 0, Vk suficientemente
grande. Por outro lado, se i € I(7), temos que V¢;(7)Td < 0eVe;(z)Td < 0. Portanto,

Ve;(z)7d < 0. Pela diferenciabilidade de c;, segue que
ci(z®) = ¢i(2) + Ve (2)T (2% — 2) + of||2* — 7).

Assim, R
[k kE_ = E_ = d

ci(e?) — Vei(z) 0““; | — Ve (7) T < 0,
|2k —z|| ~ [|z* -z Id||

% — z|

o que implica ¢;(z*) < 0, para todo k& grande. Logo d € T(z). Como T'(z) é fechado, te-
mos que d € T(z). O
Com efeito, os Teoremas 6.2 e 6.3 nos permitem concluir que tanto

LICQ quanto MFCQ sao condi¢gdes de qualificacao. Além disso, através da hipdtese

adicionada, isto é, pela igualdade entre o Cone Tangente e o Cone Viavel Linearizado,
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tém-se que o Teorema 5.2 nos garante a existéncia de multiplicadores de Lagrange
associados a um minimizador.
As relagbes entre as condi¢des de qualificacdo demonstrada nesta

dissertacdo séao ilustrada no diagrama abaixo.

SLATER LICQ

MFCQ I
| P(T) =P(D)

CONDICGHES DE

KKT

Figura 6.1. Condi¢des de Qualificagdo Fonte: Autora.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho de conclusao de curso, apresentamos uma prova das
condi¢cdes necessarias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) fundamentada
em uma abordagem de cones. Desse modo, vimos que 0 cone tangente concede
informacdes mais interessantes sobre a estrutura local do conjunto viavel do que o
conjunto das direc¢des viaveis. Além disso, salientamos as relagdes existentes entre o
cone viavel linearizado e o cone tangente.

No entanto, a demonstracdao de KKT utiliza fortemente o famoso Lema
de Farkas. Sendo assim, verificamos o tal lema sob duas versdes: a versao geométrica,
via cones, e a versao algébrica e ainda apresentamos a equivaléncia entre elas quando
0 cone em questao € um cone finitamente gerado.

Por fim, vimos que as condigbes de KKT s&o verdadeiras se o mi-
nimizador satisfaz uma condigdao de qualificacdo. Em sintese, relacionamos o cone
tangente e o cone viavel linearizado para obtermos uma condi¢ao de qualificacdo. Com
efeito, as condicdes KKT se verificam, quando a igualdade entre o polar desses cones
ocorre num minimizador. Embora essa condicao seja fraca, ela é dificil de ser verificada.
Contudo, estudamos algumas condic6es de qualificacdes mais classicas da literatura,

com a intencéo de se obter condigcdes fracas e faceis de serem verificadas.
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