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RESUMO

Esta dissertacdo desenvolve uma formulagdo posicional
parametrizada para um elemento axial curvilineo bidimensional aplicado a analise
estatica ndo linear geométrica. A proposta parte da descricdo da linha média do
elemento no dominio adimensional ¢ € [—1,1], por meio de fungdes de forma de
Lagrange de ordem arbitraria, permitindo interpolar de modo isoparamétrico as
configuragdes inicial e atual. A partir dessa cinematica sao definidos os vetores
tangentes, as métricas locais de comprimento, os jacobianos geométricos inicial e
atual, o alongamento local e a deformacao de Green—Lagrange uniaxial. A energia
de deformacao é formulada no comprimento inicial, conduzindo, por diferenciacao
energética, a forca interna nodal consistente e a Hessiana material-geométrica do
elemento. Mostra-se que o elemento reto de dois ndés € recuperado como caso
particular da formulagao, preservando a estrutura classica do elemento posicional de
trelica, enquanto aproximacgdes de ordem superior fornecem uma base cinematica
adequada para elementos axiais curvilineos compativeis com a modelagem de
cabos sem rigidez flexional. Além da construcdo cinematica e energética do
elemento, esta dissertacao propde uma estratégia de regularizagao espectral minima
da Hessiana para o tratamento do mau condicionamento que pode surgir em
problemas estaticos envolvendo elementos axiais curvilineos sem energia de flexao.
A auséncia de rigidez flexional, embora coerente com a idealizagdo mecénica de
cabos, pode produzir modos quase nulos na matriz tangente, dificultando a solugao
incremental por métodos de Newton—Raphson, controle de deslocamento ou
comprimento de arco. A estratégia proposta atua no sistema incremental, elevando
seletivamente apenas os autovalores positivos abaixo de um limite minimo
admissivel, definido a partir de um numero de condigcao prescrito. Dessa forma, a
regularizagdo controla o condicionamento numérico da Hessiana sem alterar a
equacao de equilibrio original, nem introduzir forcas estabilizantes permanentes no
residuo fisico. A formulacdo também incorpora cargas nodais e distribuidas
conservativas, permitindo tratar carregamentos aplicados ao longo da configuragcao
inicial do elemento. Como resultado, estabelece-se um fundamento teérico unificado
para a analise estatica de barras axiais retas e cabos flexiveis, com potencial para
implementagdo computacional em cddigos de Método dos Elementos Finitos
Posicional e para estudos posteriores de validagao, refinamento e estabilidade
numeérica.

Palavras-chave: formulagdo posicional; elemento axial curvilineo; cabos; néo
linearidade geomeétrica; energia de deformacao; Hessiana; regularizagao espectral;
analise estatica nao linear.



ABSTRACT

This dissertation develops a parametrized positional formulation for a two-
dimensional curvilinear axial element applied to geometrically nonlinear static
analysis. The proposed formulation describes the element centerline in the
dimensionless domain ¢ € [-1,1] by means of Lagrange shape functions of arbitrary
order, allowing the initial and current configurations to be interpolated in an
isoparametric manner. From this kinematic description, tangent vectors, local length
metrics, the initial and current geometric Jacobians, the local stretch, and the uniaxial
Green—Lagrange strain are defined. The strain energy is formulated with respect to
the initial length, leading, through energetic differentiation, to the consistent nodal
internal force and to the material-geometric Hessian of the element. It is shown that
the straight two-node element is recovered as a particular case of the formulation,
preserving the classical structure of the positional truss element, whereas higher-
order approximations provide a suitable kinematic basis for curvilinear axial elements
compatible with the modeling of cables without bending stiffness. In addition to the
kinematic and energetic construction of the element, this dissertation proposes a
minimum spectral regularization strategy for the Hessian in order to address the ill-
conditioning that may arise in static problems involving curvilinear axial elements
without bending energy. Although the absence of bending stiffness is mechanically
consistent with the idealization of cables, it may generate nearly zero modes in the
tangent matrix, making the incremental solution by Newton—Raphson, displacement
control, or arc-length methods more difficult. The proposed strategy acts on the
incremental system by selectively raising only the positive eigenvalues below a
minimum admissible bound, defined from a prescribed condition number. In this way,
the regularization controls the numerical conditioning of the Hessian without
modifying the original equilibrium equation or introducing permanent stabilizing forces
into the physical residual. The formulation also incorporates conservative nodal and
distributed loads, allowing loads applied along the initial configuration of the element
to be treated consistently. As a result, a unified theoretical framework is established
for the static analysis of straight axial bars and flexible cables, with potential for
computational implementation in positional finite element codes and for subsequent
studies involving validation, refinement, and numerical stability.

Keywords: positional formulation; curvilinear axial element; cables; geometrical
nonlinearity; strain energy; Hessian; spectral regularization; nonlinear static analysis.
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1 INTRODUGAO

Elementos estruturais esbeltos submetidos a grandes deslocamentos
ocupam posigao central na mecéanica computacional de estruturas. Cabos, tirantes,
linhas suspensas, redes flexiveis, sistemas cabo-barra e estruturas de grande vao,
exemplificados pelas Figuras 1 e 2 a seguir apresentam uma combinacgao particular
de n&o linearidade geométrica, resposta predominantemente axial, forte dependéncia
da configuragao de equilibrio e, em muitos casos, auséncia de rigidez a flexdo. Nesses
sistemas, a configuragao deformada nao pode ser tratada como pequena perturbacao
da geometria inicial. A prépria geometria passa a participar da rigidez tangente do

problema, da redistribuicdo de esforgos e da trajetdria de equilibrio.

Figura 1 — Estruturas de cabos

single curvature double cable

double curvature

Fonte: Khodadadi (2025)

Figura 2 — Ponte suspensa
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Fonte: Khodadadi (2025)

A formulagdo numérica de estruturas desse tipo exige uma descrigéo
cinematica capaz de representar grandes mudangas de forma e, ao mesmo tempo,
uma formulagcdo mecanica que preserve a natureza fisica do elemento modelado.
Uma barra de trelica reta possui rigidez axial a tragado e a compressao, mas nao possui

rigidez flexional. Um cabo ideal, por sua vez, deve ser interpretado como elemento
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axial flexivel, usualmente resistente apenas a tracdo e incapaz de sustentar
compressdao ou momento fletor. Portanto, a mera presenca de uma geometria
curvilinea ndo caracteriza uma viga ou um arco. Para que uma formulacao represente
flexdo, € necessario introduzir uma medida de curvatura resistente e uma energia
associada a flexdo. Quando a energia depende apenas do alongamento axial, a
interpretacao fisica mais adequada para uma geometria curvilinea é a de cabo. O
Estadio Moses Mabhida possui estrutura mista, que une em sua cobertura um arco

sustentado por cabos de aco em sua extensdo, como mostra a Figura 03 abaixo:

Figura 03 — Estadio Moses Mabhida

Fonte: Pauletti (2019)

A analise computacional de cabos permanece um tema ativo na
literatura técnica. Li, Huang e Chen (2024) propuseram uma formulacédo de elemento
finito de cabo baseada em campo exato de tracao para analise estatica nao linear,
destacando a importancia de representar adequadamente a distribuicdo de forca
interna e a configuracdo deformada. Huang et al. (2023) desenvolveram uma
formulacdo baseada em teoria discreta da catenaria, incluindo energia e Hessiana
associadas ao problema de cabos elasticos. Bendalla e Morgenthal (2023)
apresentaram uma estrutura de elementos finitos para analise estatica e dindmica de
cabos estruturais com apoios desviadores, evidenciando que grandes flechas,
variagdes de geometria e condigcdes de contorno complexas continuam exigindo
modelos nao lineares especificos. A Figura 04 apresenta o comportamento de cabos
flexiveis sendo deformados pela agdo de cargas concentradas e distribuida (ultimo
esquema), pelo esforco de tragdo, e ainda, a direita ocorre a exemplificagdo de

estruturas rigidas, sendo comprimidas e distribuindo suas cargas aos apoios.
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Figura 04 — Relagao entre cabos e arcos catenarios

y

Fonte: Khodadadi (2025)

Embora o uso de multiplos elementos retos de trelica seja uma
alternativa usual para aproximar a geometria de cabos, tal estratégia pode demandar
refinamento significativo para representar adequadamente formas curvilineas. Por
outro lado, formulagcdes baseadas em solugbes analiticas ou quase analiticas da
catenaria podem apresentar elevada precisao em classes particulares de problemas,
mas tendem a depender de hipoteses especificas sobre carregamento, rigidez,
geometria ou distribuigdo da forga axial. Entre essas abordagens, ha espago para uma
formulacao variacional e parametrizada que mantenha a estrutura do método dos
elementos finitos, mas permita representar a linha média do elemento por interpolacéo
de ordem arbitraria.

A presente dissertacdo desenvolve essa proposta no contexto da
formulacdo posicional. Em vez de tomar os deslocamentos como incégnitas
fundamentais, adota-se a posicao atual dos nés como variavel primaria. Essa escolha
€ coerente com formulacdes posicionais aplicadas a estruturas com nao linearidade
geométrica, como discutido em trabalhos associados ao método dos elementos finitos
posicional e a analise de treligas e porticos em grandes deslocamentos (Coda e Greco,
2004; Greco et al., 2006). A contribuicao deste trabalho consiste em estender essa

l6gica para um elemento axial parametrizado, no qual as configuragdes inicial e atual
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da linha média sao interpoladas em um dominio adimensional por fungcbes de forma
de Lagrange de ordem arbitraria.

A motivagdo central deste trabalho decorre da necessidade de
construir um elemento axial capaz de representar, em um mesmo parametro
matematico, dois comportamentos distintos. O primeiro € o comportamento de uma
barra reta de trelica, recuperado quando a interpolagao € linear e o elemento possui
apenas dois nés. O segundo é o comportamento de um cabo flexivel, obtido quando
se utilizam aproximacgdes de ordem superior ou nds intermediarios para descrever a
geometria da linha média.

Para isso, considera-se um dominio paramétrico adimensional ¢ €

[-1,1], no qual as configuragdes inicial Xie atual Y;sao descritas por:

Xi(§) = ¢ ()X} (1.1)
Y,(§) = ¢ (DY (1.2)

Os indices nodais sao indicados por «,8 = 1,..,n, enquanto os indices
espaciais sao indicados por ij,k = 1,2,3. O grau polinomial da interpolagédo é p = n-1.
Assim, para n = 2 obtém-se a barra reta classica; para n > 2, a linha média pode ser
curvilinea.

A partir dessa interpolagao, sdo definidos os vetores tangentes as
configuragdes inicial e atual, respectivamente:

dX;

A;(¢) = a

_ dy;
() = 3 (1.3)
€ as métricas escalares induzidas por esses vetores,

G(E) = Ai(9)AD), g = ai(§)a;($) (1.4)

Essas métricas permitem escrever os diferenciais de comprimento
inicial e atual e, consequentemente, definir a deformagéo de Green—Lagrange uniaxial
local. A formulagado energética € construida no comprimento inicial, de modo que a
forca interna e a Hessiana sejam obtidas por derivacdo consistente da energia de
deformacdo, caracterizando a formulagdo Lagrangiana Total.

A segunda motivacdo do trabalho estd associada ao mau
condicionamento da Hessiana. Elementos axiais curvilineos sem energia de flexao

podem apresentar modos incrementais que modificam a forma da curva com pequena
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variagado de alongamento axial. Esses modos tendem a aparecer como autovalores
positivos muito pequenos da Hessiana reduzida, especialmente em analises estaticas.
Em consequéncia, o sistema incremental pode tornar-se mal condicionado ou quase
singular, dificultando a convergéncia do método de Newton—Raphson e de técnicas
de continuacéo.

Essa dificuldade nao foi tratada por meio da introducao direta de uma
rigidez flexional fisica, pois isso modificaria 0 modelo mecanico do cabo. A alternativa
investigada nesta dissertacdo € uma regularizagdo espectral minima da Hessiana,
atuando apenas no sistema incremental. A ideia é identificar, por decomposi¢céo
espectral, os modos positivos mal condicionados e elevar seus autovalores até um
limite minimo definido por um numero de condicdo admissivel. Técnicas de
estabilizacdo baseadas em autovalores e em controle de condicionamento tém sido
exploradas em outros contextos de mecéanica computacional (Garhuom, Usman,
Duster, 2022); (Eisentrager et al., 2024); (Scherz; Kriegesmann; Pedersen, 2024) e
(Hart; Van Bloemen Waanders, 2023). Aqui, essa ideia € adaptada ao caso especifico
de um elemento axial posicional parametrizado sem rigidez flexional.

O problema da pesquisa pode ser formulado da seguinte maneira:
como construir uma formulagao posicional parametrizada para um elemento axial
curvilineo bidimensional, capaz de recuperar a barra reta de trelica como caso
particular e, simultaneamente fornecer uma base cinematica consistente para cabos
sem rigidez flexional, preservando a estabilidade numérica do sistema incremental em
analise estatica nao linear?

Essa questdo envolve dois desafios acoplados. O primeiro é
cinematico e variacional: definir uma interpolacéo curvilinea de ordem arbitraria, uma
medida de deformacédo axial local, uma energia de deformagéo, uma forga interna
consistente e uma Hessiana tangente compativeis com a formulagcao posicional. O
segundo € numérico: controlar o mau condicionamento da Hessiana sem alterar a
equacao fisica de equilibrio e sem introduzir rigidez flexional artificial permanente.

A dificuldade numérica é particularmente relevante porque a auséncia
de rigidez a flexdo ndo é um defeito do modelo de cabo; ao contrario, € uma
caracteristica fisica desejavel. O problema surge quando essa caracteristica fisica
conduz a dire¢des quase nulas no sistema incremental estatico. Portanto, a estratégia
de estabilizagdo deve ser interpretada como ferramenta algoritmica, ndo como

modificagao constitutiva do elemento.
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A hipétese adotada nesta dissertacéo € que a formulagao posicional
parametrizada, baseada em métricas locais de comprimento e deformacao de Green—
Lagrange uniaxial, permite construir um elemento axial de ordem arbitraria capaz de
representar barras retas e cabos flexiveis dentro de um mesmo escopo variacional.
Além disso, assume-se que o mau condicionamento associado a modos positivos
quase nulos da Hessiana pode ser controlado por uma regularizagao espectral
minima, aplicada apenas ao sistema incremental, sem modificar o residuo fisico de
equilibrio.

Em termos algébricos, seja a equagao incremental reduzida escrita

como:
HAY = —g (1.5)

em que H é a Hessiana reduzida nos graus de liberdade livres, AY € a corregéo
incremental e g é o residuo fisico. A proposta consiste em substituir, no processo

iterativo, H por uma Hessiana regularizada:
Hreg = H + Hstab (1 6)

sem alterar a equacao de equilibrio original. A convergéncia continua sendo avaliada

por:
d(Y) =Fint(Y) - Fext=0 (1.7)

Desse modo, a regularizagao melhora o condicionamento do passo

de Newton, mas nao redefine o problema mecanico a ser resolvido.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo geral desta dissertagdo € desenvolver a base tedrica de
uma formulagdo posicional parametrizada para um elemento axial curvilineo,
incorporando uma estratégia de regularizagdo espectral minima da Hessiana para
analise estatica nao linear geométrica.

Os obijetivos especificos séo:
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a) Formular a cinematica de um elemento axial parametrizado por
func¢des de forma de Lagrange de ordem arbitraria no dominio ¢ € [-1,1];

b) Definir as métricas locais de comprimento, os jacobianos
geomeétricos, o alongamento local e a deformagdo de Green—Lagrange uniaxial;

c) Construir a energia de deformacé&o no comprimento inicial e obter,
por derivagao consistente, a forga interna e a Hessiana do elemento, considerando a
lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff;

d) Demonstrar que o elemento reto de dois nos é recuperado como
caso particular da formulagcédo parametrizada;

e) Discutir a especializagdo constitutiva do elemento para barra axial
bilateral e cabo unilateral,

f) Incorporar cargas distribuidas conservativas ao potencial das forgas
externas e as forgcas nodais equivalentes;

g) Formular a regularizacao espectral minima da Hessiana, baseada
no controle do numero de condigao;

h) Compatibilizar a formulagdo com Newton—Raphson, controle de
deslocamento e comprimento de arco;

i) Propor aplicagbes de validagdo para verificar a recuperagéo da
barra reta, a representacao de cabos flexiveis, a influéncia da quadratura e o efeito da

regularizagao espectral.

1.2 CONTRIBUICOES DA DISSERTACAO

As contribui¢des principais desta dissertagdo podem ser organizadas
em quatro grupos.

A primeira contribuicdo é a formulagado cinematica de um elemento
axial posicional parametrizado de ordem arbitraria. A descricdo usa posi¢cdes nodais
atuais como incognitas fundamentais e introduz métricas locais de comprimento para
construir a deformagéao axial de Green—Lagrange. Essa construgédo permite interpretar
a barra reta de dois nés como caso particular de uma familia mais ampla de elementos
axiais parametrizados.

A segunda contribuicdo € a formulagdo energética consistente do

elemento, com base na lei de Saint-Venant-Kirchhoff. A energia de deformacéao é
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integrada no comprimento inicial da linha média, e a forga interna e a Hessiana sao
obtidas por derivagcédo em relacédo as posi¢des nodais atuais. A Hessiana resultante
apresenta uma decomposigao material-geométrica compativel com a n&o linearidade
geométrica da formulagéo.

A terceira contribuicdo é a separagdo entre cinematica e
especializagdo constitutiva. A mesma formulagdo pode ser usada para representar
uma barra axial com rigidez a tragdo e a compressao ou um cabo com resposta
unilateral a tracdo. Essa separacao evita a interpretacao inadequada de um elemento
curvilineo puramente axial como viga ou arco, uma vez que a formulagédo nao introduz
energia de flexao.

A quarta contribuicdo é a regularizagdo espectral minima da
Hessiana. A técnica proposta atua apenas sobre modos positivos mal condicionados,
elevando seus autovalores até um limite inferior definido por um numero de condigao
admissivel. Ao contrario de uma penalizagao diagonal global, como por exemplo a
introdugdo de molas, a regularizagdo é seletiva, modal e adaptativa. Além disso, ela
modifica apenas o sistema incremental, mantendo inalterados a equacéao de equilibrio

e o residuo fisico.

1.3 ORGANIZACAO DO TEXTO

Esta dissertacdo esta organizada em capitulos. O Capitulo 1
apresenta a contextualizacdo, o problema de pesquisa, a hipétese de trabalho, os
objetivos e as contribuigbes da proposta. O Capitulo 2 apresenta a revisao
bibliografica, com énfase em formulagdes posicionais, elementos de cabo, catenaria,
unilateralidade e estratégias de estabilizacao espectral. O Capitulo 3 relembra a
formulacéao posicional reta de referéncia, usada como caso base para a generalizagao.

No Capitulo 4, especifica-se a metodologia de desenvolvimento do
elemento que exemplifica a pesquisa abordada nesta dissertacdo. O Capitulo 5 tem
como objetivo demonstrar a formulagao energética para o elemento axial. O Capitulo
6 apresenta recuperacao do estado inicial do elemento reto. O Capitulo 7 descreve a
estrutura constitutiva na forma de notacéao indicial, aplicacao da lei de Saint-Venant-
Kirchhoff em barras bilaterais e introdug¢ao de uma lei unilateral para tracido em cabos.
O Capitulo 8 aplica uma regularizagao espectral minima que busca controlar o mau
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condicionamento da Hessiana. O Capitulo 9 apresenta um método de form-finding por

pré-tensao inversa para a inicializagao do elemento.
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2 BREVE REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo apresenta a revisao bibliografica que fundamenta a
formulacéo posicional parametrizada proposta nesta dissertacdo. O objetivo ndo é
esgotar a literatura sobre elementos finitos n&o lineares, cabos, catenarias ou
estabilizacdo numérica, mas organizar criticamente o0s principais conceitos
necessarios para compreender a lacuna explorada neste trabalho. A proposta esta
situada na intersegao entre quatro temas: formulagdes Lagrangianas posicionais para
analise nao linear geomeétrica, modelagem computacional de cabos e estruturas axiais
flexiveis, distingdo mecanica entre elementos axiais curvilineos e elementos de viga
ou arco, e técnicas de estabilizacdo espectral ou controle de condicionamento de
sistemas algébricos associados a matriz tangente.

Arevisao é construida com uma preocupagao metodologica central. A
formulacdo desenvolvida nesta dissertacdo n&o reivindica a criagdo do primeiro
elemento de cabo flexivel, nem a primeira técnica de regularizagdo espectral de
matrizes mal condicionadas. A contribuicdo aqui pretendida esta na combinagao entre
uma cinematica posicional parametrizada de ordem arbitraria para um elemento axial,
uma derivacao energética consistente da forga interna e da Hessiana, a recuperagao
explicita do elemento finito posicional reto de dois ndés e a introdugcdo de uma
regularizagao espectral minima aplicada a Hessiana do problema estatico. Assim, a
revisao bibliografica tem também a fungao de delimitar o escopo da proposta e evitar

interpretacdes excessivas sobre sua abrangéncia.

2.1 ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA E FORMULAGAO POSICIONAL DO
MEF

A anélise nao linear geométrica de estruturas € necessaria quando a
mudang¢a de configuragcdo do sistema altera de forma significativa as relagbes de
equilibrio, compatibilidade e rigidez tangente. Nessa classe de problemas, a
configuragéo deformada participa diretamente da avaliagdo das forgas internas e da
matriz tangente. Formulagdes classicas de elementos finitos n&o lineares, como as
discutidas por De Borst et al. (2012), Belytschko et al. (2014) e Wriggers (2008),

mostram que a consisténcia entre energia, forgcas internas e matriz tangente é decisiva
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para a robustez de métodos incrementais-iterativos. Essa observagdo ¢é
particularmente importante em estruturas com grandes deslocamentos, nas quais a
distingdo entre rigidez material e rigidez geométrica torna-se parte essencial da
interpretacdo mecéanica.

Entre as diferentes formas de descrever a cinematica nao linear, as
formulacbes Lagrangianas totais sdo especialmente convenientes quando se deseja
medir deformagdes em relagdo a uma configuragéo de referéncia fixa. Nesse contexto,
a deformacédo de Green—Lagrange e tensdes energeticamente conjugadas, como a
tensao de Piola—Kirchhoff de segunda espécie, permitem construir uma energia de
deformagdo objetiva e compativel com grandes deslocamentos e rotagdes,
denominada de modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff. A formulacdo adotada
nesta dissertacdo segue essa logica: a energia é integrada no comprimento inicial do
elemento e as grandezas cinematicas locais sao obtidas a partir do mapeamento entre
o dominio paramétrico e as configuragdes inicial e atual.

A formulagdo posicional pode ser vista como uma abordagem
particular dentro desse contexto, na qual as incognitas fundamentais nédo sdo os
deslocamentos, mas as posi¢cdes nodais atuais. Em vez de escrever a configuragao
deformada como uma perturbacdo incremental em relagdo a posig¢ao inicial, a
descricao posicional trata diretamente as coordenadas atuais dos ndés como variaveis
primarias. Essa abordagem foi explorada por Coda e Greco (2004) em formulagdes
para porticos bidimensionais com grandes deslocamentos, e por Greco et al. (2006)
em uma formulagao posicional ndo linear para analise de trelicas espaciais. Nesses
trabalhos, a forga interna decorre da diferenciagcao da energia em relacéo as posi¢des
atuais, e a matriz tangente é obtida como derivada consistente da forga interna.

A relevancia dessa abordagem para a presente dissertagao é direta.
O elemento axial parametrizado aqui proposto mantém as posi¢cdes nodais atuais
como incégnitas fundamentais, mas substitui a cinematica reta do elemento de dois
nds por uma cinematica de linha média interpolada por fungdes de forma de Lagrange
no dominio adimensional ¢ € [-1,1]. Com isso, a descricao posicional é preservada,
enquanto a geometria do elemento passa a admitir nds intermediarios e aproximacgdes
de ordem superior. Essa generalizacdo exige uma reconstru¢cao cuidadosa das
medidas de comprimento, da deformacgao axial local, da forca interna e da Hessiana.

A vantagem conceitual da formulagédo posicional, neste trabalho, é

permitir que a configuracdo atual seja tratada diretamente no espaco fisico, sem
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introduzir rotagdes nodais independentes ou graus de liberdade adicionais associados
a orientacdo de sec¢des. Essa escolha é coerente com o objetivo de formular um
elemento axial, ndo um elemento de viga. A curvatura da linha média € admitida como
geometria da curva material, mas ndo como mecanismo resistente de flexdo. Essa
distingdo sera retomada nas sec¢des seguintes, pois constitui um dos pontos centrais
para interpretar corretamente elementos de ordem superior como elementos

compativeis com cabos, e ndo como barras curvas com rigidez flexional.

2.2 MODELAGEM COMPUTACIONAL DE CABOS E ESTRUTURAS AXIAIS
FLEXIVEIS

Cabos estruturais aparecem em pontes suspensas, pontes estaiadas,
linhas de transmissdo, sistemas de icamento, redes de cabos, sistemas de
tensegridade e estruturas tensionadas. A principal dificuldade de sua modelagem
decorre da combinagdo entre grandes deslocamentos, grandes rotagdes da linha
média, auséncia ou insignificancia de rigidez a flexdo e resposta mecanica
essencialmente axial.

Uma estratégia simples e amplamente utilizada consiste em
representar cabos por uma malha de elementos de trelica ou barras axiais lineares.
Essa abordagem é computacionalmente direta, pois aproveita formulagcbes ja
conhecidas e permite aproximar geometrias curvas por refinamento da malha.
Entretanto, sua eficiéncia depende fortemente do refinamento espacial: quanto maior
a flecha, a variagao de curvatura ou a variagao da tracao, maior tende a ser o numero
de elementos necessario para obter uma boa representagdo geométrica e mecanica.
Li, Huang e Chen (2024) observam que modelos baseados em multiplos elementos
de trelica podem aproximar o comportamento nao linear de cabos, mas o aumento da
quantidade de elementos eleva o custo computacional e pode limitar a eficiéncia em
aplicagdes de maior escala.

Outra linha de desenvolvimento utiliza relagdes analiticas ou semi-
analiticas baseadas na teoria da catenaria. Sob peso préprio e condi¢cdes especificas
de carregamento, a curva de equilibrio de um cabo pode ser descrita por fungcbes
hiperbdlicas, e a tracdo pode ser relacionada a geometria da curva. Huang et al. (2023)

desenvolvem uma formulagao para analise estatica de estruturas elasticas de cabos
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sob carregamento mecanico utilizando teoria discreta da catenaria. O trabalho é
relevante para esta dissertagao por explicitar a ligagdo entre geometria do cabo,
energia elastica e Hessiana, mostrando que a matriz tangente de sistemas de cabos
deve ser tratada como parte essencial do problema mecanico, e ndo apenas como um
artefato algébrico do método de solugéo.

Formulagdes especializadas de elementos de cabo também tém sido
propostas para melhorar a precisdo da representagao interna do esforgo axial. Li,
Huang e Chen (2024) apresentam uma formulacdo de elemento finito de cabo
baseada em campo exato de tragao para analise estatica n&o linear. Essa abordagem
busca descrever com maior precisao a distribuicdo de tracdo e o estado deformado
do cabo. A presente dissertacdo segue um caminho diferente. Em vez de construir um
campo exato de tracdo, propde-se uma interpolacdo posicional de ordem arbitraria
para a linha média, preservando uma formulacdo energética axial e deixando a
especializagao fisica barra/cabo para a lei constitutiva. A énfase, portanto, ndo esta
em obter um elemento catenario analitico fechado, mas em construir uma estrutura
posicional geral, compativel com refinamento em ordem polinomial e com
regularizagao espectral da Hessiana.

Cabos reais também podem interagir com apoios desviadores,
roldanas, selas, guias ou regides de contato. Bendalla e Morgenthal (2023) propdem
uma estrutura de elementos finitos nao linear para analise estatica e dinamica de
cabos estruturais com apoios desviadores. Esse tipo de aplicagcdo mostra que a
modelagem de cabos frequentemente exige atengao a condigdes de apoio, mudancgas
de direcdo, grandes flechas e efeitos geométricos locais. Embora a presente
dissertacdo ndo trate contato ou apoios desviadores, essa literatura reforca a
necessidade de formulagdes capazes de representar adequadamente a geometria da
linha do cabo e sua contribuigao para o equilibrio.

Além das aplicagdes de projeto e simulagcédo, a geometria dos cabos
tem sido usada em problemas de identificacdo estrutural. Suchocki et al. (2024)
estimam a tracdo em cabos por meio da teoria da catenaria e de nuvens de pontos
obtidas por varredura laser terrestre (scanner). O interesse desse tipo de trabalho para
a presente dissertacao € indicar que a forma espacial do cabo contém informacao
mecanica relevante. Uma formulagcdo capaz de representar curvas com poucos

parametros nodais, ou de comparar aproximagdes por refinamento em malha e por
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aumento da ordem polinomial, pode ser util ndo apenas em analise direta, mas

também em calibracdo, identificacido e monitoramento estrutural.

2.3 ELEMENTOS CURVILINEOS E DISTINCAO ENTRE VIGAS E ARCOS

A presenca de uma geometria curva n&o define, por si s6, a natureza
mecanica do elemento. Um elemento pode possuir uma linha média curvilinea e, ainda
assim, armazenar apenas energia axial. Por outro lado, vigas e arcos curvos
armazenam energia associada ao alongamento, a flexao, a rotagao das se¢des e, em
problemas espaciais, eventualmente a torcdo. A distincdo fundamental ndo esta
apenas na forma geométrica, mas nas medidas de deformacéo incluidas na energia.

Essa diferenca € crucial para a formulagdo proposta nesta
dissertacdo. A cinematica posicional parametrizada permite escrever tanto a
configuracéo inicial quanto a configuragéo atual como curvas interpoladas por fungbes
de forma. Entretanto, a energia inicialmente adotada depende apenas da deformacéao
axial local de Green—Lagrange,

E(©) =220 2.1)

Nao se introduz uma medida resistente de curvatura, nem uma

energia flexional do tipo:

Unex = 3 J Elic? dt (2.2)

Dessa forma, elementos de ordem superior ndo devem ser
interpretados como vigas curvas ou arcos, mas como elementos axiais curvilineos.
Quando associados a leis constitutivas unilaterais, esses elementos tornam-se
particularmente compativeis com a modelagem de cabos ideais.

A literatura de vigas geometricamente exatas ilustra bem a diferencga
entre esses modelos. Formulagdes de viga precisam representar, explicita ou
implicitamente, a orientacdo das secdes transversais e a evolucido das medidas de
curvatura. Borkovi¢, Gfrerer e Marussig (2023), por exemplo, desenvolvem uma
formulacdo isogeométrica geometricamente exata para vigas de Bernoulli-Euler

baseada no triedro de Frenet—Serret. A presenca desse tipo de estrutura cinematica
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evidencia que a modelagem de vigas curvas demanda mais do que a interpolagao
geomeétrica da linha média. Exige também uma descri¢ao da rotacao da secéo e da
energia associada a flexao.

A proposta desta dissertagdo situa-se, portanto, em outro nivel de
modelagem. O elemento axial posicional parametrizado possui geometria curvilinea,
mas sua resisténcia decorre exclusivamente da energia axial. Essa escolha néo deve
ser entendida como limitacédo acidental, mas como decisao constitutiva coerente com
a modelagem de cabos. Ela também impede que o elemento seja denominado, de
forma rigorosa, como uma “trelica curva”. A trelica classica € composta por barras
retas articuladas, com esforgo axial e sem momento fletor. Quando se introduz uma
linha média curva sem rigidez a flexao, a interpretagcdo mais consistente passa a ser
a de cabo ou elemento axial flexivel.

Desse ponto de vista, a mesma cinematica parametrizada admite dois
usos distintos. Para n = 2, a interpolagao linear recupera o elemento reto de barra ou
trelica, que pode resistir a tragdo e a compressao quando se adota uma lei constitutiva
bilateral. Para n > 2, a interpolacdo representa uma curva material. Nesse caso, a
interpretacao fisica mais adequada é a de cabo, especialmente quando se emprega
uma lei constitutiva unilateral. Essa separagao entre cinematica e especializacao
constitutiva é uma das bases da formulagao proposta.

Cabos ideais nao resistem fisicamente a compresséao axial. Quando a
deformagao axial tende a um estado de encurtamento ou quando a tragcéo se anula, o
cabo pode tornar-se frouxo e perder rigidez efetiva. Em formulagdes discretas, essa
caracteristica conduz a uma resposta unilateral, que pode ser representada, em sua

forma mais simples, por uma relagao constitutiva do tipo:
S(E) = K(E),, (E), = max(E,0) (2.3)

onde S é a tensao conjugada energeticamente a deformagcao de Green—Lagrange e K
€ o modulo axial de referéncia. O médulo tangente correspondente pode ser escrito

como:

K, E>0,
Ki(E) = {0 E <0. (2:4)

Essa lei € conceitualmente adequada para um cabo ideal tracionado,

mas introduz dificuldades numéricas relevantes. A fungao (E)+ nao € diferenciavel em
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E =0, e a transicao entre estados ativos e inativos pode provocar mudancgas abruptas
na matriz tangente. Em estruturas compostas por muitos cabos, esse comportamento
pode gerar perda de posto, descontinuidade da rigidez global e dificuldades de
convergéncia em meéetodos de Newton.

A literatura recente sobre tensegridades com cabos frouxos evidencia
essa dificuldade. Liu, Geng e Luo (2017) tratam a estatica de estruturas de
tensegridade com cabos frouxos por meio de uma formulagdo n&o suave,
reformulando o problema de equilibrio como um problema de complementaridade
linear. A relevancia dessa abordagem para a presente dissertagcdo estd em mostrar
que a frouxiddo do cabo n&o é apenas uma questdo numeérica: ela representa uma
mudanca fisica no conjunto de elementos ativos. Embora este trabalho ndo adote uma
formulacdo de complementaridade, ele reconhece explicitamente que a
especializagdo para cabo deve ser feita com uma lei constitutiva capaz de eliminar a
resisténcia a compressao.

A decisdo metodologica adotada nesta dissertacdo é separar a
formulacdo cinematica da formulagdo constitutiva. A cinematica posicional
parametrizada € desenvolvida de forma geral, dependendo apenas das configuragdes
inicial e atual, das métricas locais e da deformacao axial. A especializacao fisica &
introduzida posteriormente por meio de ue(E), S(E) € Ki(E). Com isso, a mesma
estrutura matematica pode representar uma barra axial bilateral, com S = KE, ou um
cabo unilateral, com resposta apenas tracionada. Essa separagao evita que a
definicdo do elemento seja confundida com uma lei material especifica e permite que
diferentes estratégias constitutivas sejam testadas na implementagdo computacional.

A catenaria é a curva de equilibrio de um cabo ideal submetido ao
peso proprio uniforme, sob hipoteses classicas de flexibilidade e tragao axial. Sua
importancia na literatura de cabos decorre do fato de que a geometria de equilibrio e
o campo de tracdo sao fortemente acoplados. Modelos baseados em catenaria
procuram explorar esse acoplamento para obter solugcbes mais precisas ou
formulagées computacionais mais eficientes.

Na perspectiva desta dissertagdo, a catenaria tem duas funcgdes
conceituais. A primeira € servir como solugéo de referéncia para validagdo. Um
elemento axial curvilineo parametrizado por polinbmios de Lagrange n&o representa
exatamente uma catenaria em um unico elemento, pois a catenaria ndo é, em geral,

uma curva polinomial. Entretanto, a curva pode ser aproximada por refinamento em
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malha, por aumento da ordem polinomial, ou por uma combinac&o entre ambos. Essa
observacéo justifica o estudo posterior de estratégias de refinamento h e p.

A segunda fungao da catenaria é reforcar a importancia da geometria
como portadora de informagdo mecénica. Conforme encontrado no trabalho de
Suchocki et al. (2024), ao estimar a tragdo de cabos a partir de nuvens de pontos e
teoria da catenaria, mostra que a forma observada da linha do cabo pode ser usada
para inferir grandezas internas. Isso sugere que formulagbes baseadas em curvas
parametrizadas tém potencial tanto para analise direta quanto para problemas
inversos e de identificagdo, desde que a relagéo entre geometria e esforgo axial seja
tratada de maneira consistente.

No presente trabalho, ndo se pretende substituir formulagdes
catenarias exatas. A proposta € mais geral e menos restritiva: construir um elemento
axial parametrizado cuja geometria inicial e atual sejam descritas por interpolagao de
Lagrange de ordem arbitraria. A catenaria aparece, entdo, como um caso de validagéo
e como uma referéncia fisica, ndo como hipétese embutida na formulacdo. Essa
escolha preserva a flexibilidade do método para representar geometrias iniciais
arbitrarias, cabos com diferentes condi¢ées de apoio e configuragdes obtidas por
solucao incremental.

Em formulagdes nao lineares baseadas em energia, a forga interna é
obtida pela primeira variacdo da energia de deformagao, e a matriz tangente resulta
da segunda variagdo, ou da derivada da forga interna em relagao as incégnitas nodais.
Essa estrutura garante consisténcia entre a energia potencial, o residuo de equilibrio
e o sistema linear resolvido em cada iteracdo de Newton. Nas formulagdes
posicionais, essa diferenciacao é realizada em relagao as posi¢des atuais dos nos.

Para o elemento axial parametrizado proposto, a Hessiana possui
uma parcela material e uma parcela geométrica. A parcela material depende do
modulo tangente Ki(E) e esta associada a variagdo da tensdo com a deformacgao. A
parcela geométrica depende do estado de tensédo S(E) e decorre da propria nao
linearidade da relagao entre posicoes atuais e deformacido. Essa decomposicao é
analoga a separagao classica entre rigidez material e rigidez geométrica em analise
nao linear, mas € escrita aqui em termos das métricas locais induzidas pela
interpolacao paramétrica.

O problema central surge quando determinados modos de alteragao

da configuragao atual produzem pequena variagao axial. Em elementos curvilineos
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sem energia de flexado, a linha média pode admitir modos quase isométricos, nos quais
ha mudanca de forma com baixa variagdo de comprimento local. Esses modos nao
sao necessariamente espurios do ponto de vista fisico, pois refletem a flexibilidade do

cabo ideal. Contudo, no sistema incremental estatico,
HAY = —g (2.5)

eles podem gerar autovalores muito pequenos da Hessiana reduzida, aumentando o
numero de condicdo e tornando a corregcdo incremental sensivel a perturbagdes
numeéricas.

Se a Hessiana reduzida H é simétrica e positiva definida, sua

decomposicio espectral pode ser escrita como:
H=VAVT (2.6)

com autovalores positivos ordenados 0 < A1 < A2 < -+ < Am. O nimero de condigcao
espectral é:
K(H) = Zmax (2.7)
Amin

Quando Amin S€ aproxima de zero, k(H) cresce e o sistema torna-se
mal condicionado. Esse comportamento € particularmente relevante em analise
estatica, pois ndo ha matriz de massa ou amortecimento atuando como mecanismos
adicionais de regularizagdo algébrica. Assim, a robustez do método depende
diretamente da qualidade espectral da Hessiana utilizada no passo incremental.

A auséncia de rigidez a flexdao deve ser preservada na fisica do
modelo de cabo. Portanto, uma solucdo puramente fisica baseada na adicdo
permanente de energia flexional ficticia alteraria a natureza do problema. A alternativa
explorada nesta dissertacao € formular uma regularizacao algoritmica da Hessiana,
atuando apenas no sistema incremental de Newton e preservando o residuo fisico
original. Essa distingao entre regularizagcdo numérica e rigidez fisica é essencial para

0 posicionamento da proposta.

2.4 ESTABILIZAGCAO ESPECTRAL E CONTROLE DO NUMERO DE CONDICAO
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O controle do condicionamento de matrizes de rigidez ou Hessianas
aparece em diferentes contextos da mecanica computacional. Em métodos de
elementos finitos com fronteiras imersas, por exemplo, regides de intersecao
geométrica desfavoravel podem gerar matrizes elementares ou globais mal
condicionadas. Garhuom, Usman e Dduster (2022) propdem uma técnica de
estabilizagcdo por autovalores para aumentar a robustez do método das células finitas
em problemas de grandes deformacgdes. A ideia central é identificar modos associados
a autovalores pequenos e introduzir rigidez estabilizante de forma seletiva.

Eisentrager et al. (2024) estendem o uso de estabilizacdo por
autovalores para métodos de elementos finitos com fronteira imersa em dindmica
explicita. Embora o contexto seja distinto do problema estatico tratado nesta
dissertacao, o trabalho reforca a interpretacdo de que autovalores pequenos podem
estar associados a modos de deformagao mal controlados pela discretizagdo. Scherz,
Kriegesmann e Pedersen (2024), por sua vez, propdem um método de estabilizagao
baseado no numero de condi¢gdo para otimizagédo topoldgica geometricamente nao
linear, relacionando explicitamente a estabilidade numérica ao condicionamento do
sistema.

Em problemas inversos governados por equacbes diferenciais
parciais, Hart e Van Bloemen Waanders (2023) discutem regularizagao espectral de
Hessianas para tratar diregbes pouco informadas. Embora esse contexto seja
diferente da analise estrutural de cabos, a interpretacao espectral é conceitualmente
proxima: determinadas direcdes do espaco de busca possuem curvatura insuficiente,
e a regularizagao atua para tornar o problema incremental mais bem condicionado.

A regularizagdo proposta nesta dissertacdo € inspirada nesse
conjunto de ideias, mas € formulada especificamente para a Hessiana reduzida do
problema estatico associado ao elemento axial posicional parametrizado. Para um

numero de condicdo admissivel kadm, define-se o menor autovalor admissivel como:

Amax
Nadm = (2.8)

Kadm

Apenas os modos positivos abaixo desse limite sao regularizados:
B={|0<4 <Aam} (2.9)

A matriz estabilizante é:
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Hstab = X jes (Aadm — 4;) v (2.10)

e a Hessiana regularizada é:
Hyeg = H + Hgtap (2.11)

A caracteristica distintiva dessa regularizagdo é sua minimalidade em
relacdo ao critério espectral adotado. Cada autovalor positivo mal condicionado é
elevado exatamente até o limite admissivel, os demais autovalores positivos, ja
suficientemente grandes, permanecem inalterados. A técnica difere, portanto, de uma
penalizagao diagonal simples do tipo H + kI, que aumentaria todos os autovalores
indiscriminadamente. Além disso, na versao conservadora proposta, autovalores
negativos ndo sao regularizados automaticamente, pois podem indicar perda de
estabilidade, ramo pds-critico ou bifurcagao.

Essa escolha é importante para preservar a interpretacao fisica do
problema. A regularizagéo atua no sistema incremental, mas a convergéncia continua
sendo verificada pelo residuo de equilibrio original. Assim, ndo se adiciona uma forga
estabilizante permanente ao modelo estrutural. A estratégia deve ser entendida como
uma ferramenta algoritmica de controle de condicionamento, especialmente util em

elementos axiais curvilineos sem rigidez flexional.

2.5 METODOS INCREMENTAIS, CONTROLE DE TRAJETORIAE
REGULARIZACAO

A solugdo de problemas nao lineares em estruturas € usualmente
conduzida por métodos incrementais-iterativos. Em sua forma mais simples, o método
de Newton—Raphson lineariza o residuo de equilibrio em torno da configuracao
corrente e resolve um sistema tangente para obter a corregao incremental. Quando o
carregamento é controlado diretamente, a forga externa é prescrita por incrementos.
Quando deslocamentos séo prescritos, o sistema é reduzido aos graus de liberdade
livres e as reacdes sao recuperadas posteriormente.

Entretanto, em problemas com pontos limites, perda de estabilidade
ou trajetérias pos-criticas, o controle de forca ou de deslocamento pode ser

insuficiente. O método de comprimento de arco, introduzido em formulagdes classicas
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por Riks (1979) e amplamente discutido em textos de analise ndo linear como De Borst
et al. (2012) amplia o sistema de equacgdes ao tratar o fator de carga como incégnita
adicional e impor uma restricgdo geométrica sobre o incremento combinado de
deslocamentos e carga. Essa estratégia permite seguir trajetérias de equilibrio que
apresentam snap-through, snap-back ou mudancgas de estabilidade.

Na presente dissertacdo, a regularizagdo espectral minima nao
substitui métodos de continuacdo. Ela atua sobre o bloco estrutural da Hessiana
utilizado no sistema incremental, enquanto a restricdo de comprimento de arco

permanece inalterada. Assim, em um sistema aumentado, a substituigdo proposta é:
H - Hpeq (2.12)

apenas no bloco mecanico associado a linearizagdo do residuo de
equilibrio. O residuo e a restricdo de arco continuam sendo avaliados com as
grandezas fisicas originais. Essa relagcdo € importante para evitar a interpretagcao
equivocada de que a regularizagdo espectral resolve, por si sé, problemas de
instabilidade estrutural. Sua fungdo € melhorar o condicionamento do sistema linear

resolvido em cada iteragao.

2.6 SINTESE DO CAPITULO

A literatura revisada mostra avancgos relevantes em formulagdes
posicionais, elementos de cabo, teoria discreta da catenaria, identificacao de tracao a
partir da geometria, tratamento de cabos frouxos e técnicas de estabilizagao espectral.
Esses trabalhos fornecem o contexto necessario para delimitar a contribuicao desta
dissertacao. Nao se trata de propor o primeiro modelo computacional para cabos, nem
a primeira aplicacdo de autovalores em estabilizacdo numérica. A lacuna explorada é
mais especifica e esta na combinacgao entre esses temas dentro de uma formulagao
posicional parametrizada de ordem arbitraria.

A contribuigdo proposta consiste em desenvolver um elemento axial
curvilineo cuja linha média é interpolada por fungdes de forma de Lagrange no dominio
¢ € [-1,1], mantendo as posi¢des nodais atuais como incoégnitas fundamentais. A
formulacao introduz métricas locais de comprimento, deformagao de Green—Lagrange

uniaxial, energia integrada no comprimento inicial, forga interna consistente e
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Hessiana material- geométrica. O elemento reto de dois nds é recuperado como caso
particular, enquanto elementos de ordem superior fornecem uma base cinematica
para cabos sem rigidez flexional.

Além disso, a dissertagao propde uma regularizagédo espectral minima
da Hessiana para controlar o mau condicionamento associado a modos positivos
quase nulos. A técnica atua apenas no sistema incremental, eleva seletivamente
autovalores problematicos até um limite definido por um numero de condi¢ao
admissivel e preserva o residuo fisico de equilibrio. Essa combinacdo fornece uma
estrutura tedrica adequada para implementagao computacional posterior, comparagao
entre refinamento h e p, analise de cabos sob peso proprio, avaliagdo do numero de

condi¢ao e estudo da robustez de métodos estaticos nao lineares.
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3 ELEMENTO FINITO POSICIONAL DE BARRA RETA

Este capitulo apresenta a formulagao posicional de referéncia para
um elemento de trelica de dois nds. O objetivo é estabelecer, em notacao indicial, a
base cinematica, energética e incremental que sera posteriormente generalizada para
o elemento posicional parametrizado. A formulacédo aqui discutida € particularmente
importante por dois motivos. Primeiro, ela fixa a notagédo utilizada ao longo da
dissertacao para posigdes nodais, deformacao, forca interna e Hessiana. Segundo,
ela fornece o caso limite que deve ser recuperado quando a interpolagcéao
parametrizada de Lagrange for linear, isto €, quando o elemento curvilineo proposto
se reduz a uma barra reta de dois nos.

A formulacdo posicional diferencia-se das descricbes classicas
baseadas exclusivamente em deslocamentos incrementais porque adota as posigcdes
nodais atuais como incognitas fundamentais. Essa escolha €& adequada para
problemas geometricamente n&o lineares, nos quais a configuracdo deformada
participa diretamente das medidas de deformacéao, das forgas internas e da matriz
tangente. Essa abordagem esta alinhada a formulagdo posicional aplicada a
estruturas reticuladas e treligas com grandes deslocamentos, conforme discutido nos
trabalhos de Coda e Greco (2004) e Greco et al. (2006).

3.1 DESCRIGAO CINEMATICA DO ELEMENTO RETO

Considere um elemento axial reto bidimensional, composto por dois
nos, ou seja, a,f = 1,2 a os indices espaciais, ijk =1,2,3.

Adota-se a convengao de soma para indices repetidos, salvo
indicagao explicita em contrario. As coordenadas nodais da configuragao inicial sdo
denotadas por Xi¢, enquanto as posi¢des nodais da configuragéo atual sdo denotadas
por Yia.

Na formulagao posicional, as variaveis primarias do problema séo as
posicoes atuais Yie. Os deslocamentos nodais ndo sao utilizados como incégnitas
principais, mas podem ser recuperados a partir da diferenca entre posicao atual e
coordenada inicial:

u = Y* - X{ (3.1)
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Define-se o vetor inicial do elemento por:

D; = X? — X} (3.2)

e o vetor atual por:
d; = Y2 - v} (3.3)

Os comprimentos inicial e atual sao obtidos pelos produtos internos

desses vetores:

Lo =/ D;D;, (3.4)

L= 4/ didi (35)
Equivalentemente:
LZ = DiDi' LZ == didi (36)

Para tornar compacta a escrita das derivadas em relacéo as posi¢oes

nodais, introduz-se o sinal nodal:
sl=-1, s?=+1 (3.7)
Com essa definicao, o vetor atual pode ser escrito na forma:
d; = s*Yf® (3.8)
em que a soma em «a € realizada sobre os dois nds do elemento. De fato:
SAYS = SlYil + SZYiZ — _Yi1 + Yiz — Yiz _ Yil (3.9)

A derivada do vetor atual em relagéo as posi¢cdes nodais €, portanto:

2 = sagy (3.10)

a
oy;

em que &€ o delta de Kronecker. Essa relagao sera utilizada de forma recorrente no
calculo da forca interna e da Hessiana.
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Em uma descri¢gao Lagrangiana total, a deformacgao axial do elemento
€ medida em relagdo a configuracao inicial. Para o elemento reto, a deformacéao de
Green-Lagrange uniaxial é definida por:

E = L2-L%
212

(3.11)

Substituindo L2 = did;, obtém-se:

_ didi—L§
212

E (3.12)

A escolha dessa medida de deformagéo é consistente com grandes
deslocamentos e rotagdes finitas do elemento, pois a deformacdo depende do
comprimento atual ao quadrado e ndo de uma aproximagao linearizada do
alongamento. Ao mesmo tempo, por ser referida ao comprimento inicial Lo, a
expressao preserva a estrutura de uma formulagcédo Lagrangiana total.

A primeira derivada da deformacdo em relacdo as posi¢cdes nodais

atuais é:

OB _ 1 0djd))

e = 22 org (3.13)

Como:
0@jdj) _ 55 94 _ 5y cas — ocaq.
e = 2d; e = 2d;s%6;; = 25%d; (3.14)

segue que:

0F s%d;

w == L%l (315)

A segunda derivada da deformacé&o é obtida derivando novamente a

Eq. (3.15) em relacéo a Yi#:

0%E _ s% ad;
B~ 12 5yB
avfoy,  Lyoy,

(3.16)

Usando:
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ad;
ay,f = sB&;, (3.17)
obtém-se:
9%E s%sh
—ayi“ ay,f =T Oix (3.18)

As equacgdes (3.15) e (3.18) sao os blocos fundamentais para a
obtencao da forga interna e da matriz tangente consistente.
Adota-se uma energia especifica de deformagéao uniaxial escrita como

funcdo da deformagao de Green—-Lagrange:
Ue = U (E) (3.19)

A tensdo conjugada energeticamente a deformagéo E € a tenséo de

Piola— Kirchhoff de segunda espécie, aqui considerada em sua forma uniaxial:

du,
S(E) =<2 (3.20)

O mddulo tangente material é definido por:

K (E) =& = Tl (3.21)
No caso particular do material de Saint-Venant—Kirchhoff uniaxial:
u(E) = 2 KE? (3.22)
de modo que:
S=KE, K, =K (3.23)

Nesta dissertagéo, entretanto, € conveniente manter a formulagédo em
termos de ue(E), S(E) e Kt(E). Essa escrita permite que o mesmo desenvolvimento seja
posteriormente particularizado tanto para uma barra axial, que esta sendo
denominada bilateral, com resposta a tragdo e a compressao, quanto para um cabo,

denominado unilateral, com resposta apenas a tragao.
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Para o elemento axial reto de dois nés, a deformacgao é constante ao
longo do comprimento. Assim, considerando area inicial constante Ao, a energia de

deformagao é dada por:

Nessa expressao, a dependéncia de Uem relacido as posicdes atuais
ocorre por meio da deformagéo E(Y ). Portanto, ainda que o comprimento inicial Loe a

area Ao sejam constantes, a energia € uma fungdo néo linear das posi¢cées nodais

atuais Y;*.
A primeira variagao da energia €:
SU = AgLo 2 6E (3.25)
Como:
— OE a
O0E = o 3Y; (3.26)
tem-se:
IE o a
6U = AOLOSay—_,XSYi (3.27)

Desse modo, a forga interna nodal é identificada como o conjugado
energético das posi¢cdes nodais atuais:

Finte - 28 (3.28)

P T ayf

3.2 FORCA INTERNA NODAL CONSISTENTE

Aplicando a regra da cadeia a Eq. (3.24), obtém-se:

int,a due 0E
Finbe = gL, e 9E
0%0 4F av®

l

(3.29)

du,

Como S = —&:
dE
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0E

inta _
F™% = AyLoS P

(3.30)

Substituindo a primeira derivada da deformacéo, dada pela Eq. (3.15),

resulta:
F™ = ApLoS Szd i (3.31)
Logo,
Finte — S“AL—‘fdi (3.32)
Paraon6a=1,
Fintt — —AL—‘;Sdl- (3.33)
e,paraond a=2,
Fint? — +AL—fdi (3.34)
Portanto,
Fiint,l n Fiint,z —0 (3.35)

O que expressa o equilibrio interno do elemento isolado. O par de
forcas nodais internas possui mesma dire¢cdo, sentidos opostos e intensidade
determinada pela tensédo conjugada S, pela area inicial Ao e pela orientagédo atual do

elemento representada por d..

3.3 HESSIANA CONSISTENTE DO ELEMENTO RETO

A Hessiana, ou matriz tangente consistente, é definida pela derivada

da forca interna em relagao as posicoes nodais atuais:

int,a

OF. o%Uu
P =T = 3.36
ik avf  avrovf (3.36)
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A partir da forma energética da forga interna:

int,a
FiM® = A LoS 22 aya (3.37)
obtém-se, por derivagao em relagao a Yi?:
af _ 0S OE 0%E
H;~ = AoLg [ orP o7 oreor? (3.38)
Como:
05 _ dS 0F _ . O
@ = aEarf K; o7 (3.39)
a Eq. (3.38) pode ser escrita como:
ap _ OF 0F | o 0%F
Hy~ = AoLy [Kt ovF or? ore aYkB:l (3.40)
Substituindo as equacdes (3.15) e (3.18), tem-se:
af L) L g (2 s
HY Al@PQ( )(L%)+S(L%6mﬂ (3.41)
Logo:
HEF = pgsash [th 4 o0 (3.42)
0
A primeira parcela da Eq. (3.42) é associada a rigidez material,
HRavF = (3.43)
enquanto a segunda é associada a rigidez geométrica:
HECOF = 4 5Bk 3.44
ik 07T T (3.44)

Assim:

af _ ;ymataf geo,af
HF = HR™ + HE, (3.45)
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Essa decomposi¢cado sera preservada no elemento axial posicional

parametrizado. A diferenca é que, na formulagao curvilinea, a deformacéao, a forga

interna e a Hessiana deixam de ser constantes ao longo do elemento e passam a ser

integradas no dominio paramétrico.

3.4 EQUILIBRIO, RESIDUO E LINEARIZAGAO INCREMENTAL

. . . ext,a .
Considerando forcas externas nodais conservativasfi , a energia

potencial total do elemento pode ser escrita como:

potencial total:

Se.

() = U(Y) — FF*%y® (3.46)

A condi¢ao de equilibrio é obtida pela estacionariedade da energia

ST =0 (3.47)

Como as posicdes nodais atuais sao as variaveis fundamentais, tem-

:T“ = :T” — FE = 0 (3.48)
Portanto:
F™(Y) — FF* =0 (3.49)

Define-se o residuo mecanico por:
gi(Y) = F"U(y) — X (3.50)
No equilibrio:
gi(¥)=0 (3.51)

Em uma iteracdo de Newton—Raphson, no passo iterativo r, a

linearizagao do residuo em torno da configuracao atual estimada fornece:
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9" + B Oarf @ =0 (3.52)

Assim, o sistema incremental é:
HEBOpyEO — _ e (3.53)

Apos a solugdo do sistema linear nos graus de liberdade livres, as

posi¢des nodais sao atualizadas por:

Y'a(r+1) — Yia(r) + AYia(T) (354)

l

Na estrutura global, as contribuicbes elementares de forga interna e
Hessiana sdo montadas de acordo com a conectividade dos elementos. As condigdes
de contorno essenciais sdo impostas sobre os graus de liberdade prescritos, e 0
sistema incremental é resolvido no subconjunto dos graus livres. As reagdes séo

recuperadas posteriormente a partir do residuo nos graus prescritos.

3.5 SINTESE DO CAPITULO

A formulacédo desenvolvida neste capitulo sera usada como referéncia
para a generalizagao proposta nos capitulos seguintes. No elemento reto de dois nds,
a cinematica é completamente descrita pelo vetor atual constante d;, e a deformacéao
E é uniforme ao longo do elemento. Consequentemente, a energia, a forga interna e a
Hessiana podem ser escritas sem integragdo numérica ao longo do dominio local.

Na formulagdo axial posicional parametrizada, essa estrutura sera
generalizada por meio da introducdo de uma coordenada adimensional ¢ € [-1,1] e de
funcdes de forma de Lagrange de ordem arbitraria. O vetor atual constante disera
substituido pelo vetor tangente atual ai(§); o comprimento inicial constante Lo sera
substituido pelo jacobiano geométrico inicial Jo(¢); e a deformagado constante E sera
substituida por uma deformacao local E(§).

Essa correspondéncia é essencial para a consisténcia da proposta.
Quando a interpolagdo parametrizada for linear, a formulagdo curvilinea devera
recuperar exatamente as equacodes (3.32) e (3.42). Por outro lado, quando forem

empregadas aproximagdes de ordem superior, a mesma estrutura posicional permitira
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representar geometrias curvilineas compativeis com a modelagem de cabos sem a
introducdo de uma parcela de rigidez flexional. Desse modo, a formulagdo reta
apresentada neste capitulo ndo é apenas uma revisao preliminar, mas o limite
fundamental que sustenta a validagcdo tedrica do elemento axial posicional

parametrizado.
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4 ELEMENTO AXIAL POSICIONAL PARAMETRIZADO: CINEMATICA
CURVILINEA

Este capitulo desenvolve a cinematica do elemento axial posicional
parametrizado que constitui a principal generalizagdo geométrica da formulagéo de
referéncia apresentada no Capitulo 3. O objetivo é substituir a descrigdo
exclusivamente reta do elemento de dois nés por uma representagcéo unidimensional
parametrizada, capaz de descrever uma linha material inicialmente reta ou curvilinea.
Essa generalizagao é feita sem introduzir rotagdes nodais independentes, sem graus
de liberdade adicionais associados a orientacédo de se¢des transversais e sem inserir,
neste estagio, qualquer energia associada a flexao.

A proposta mantém o carater posicional da formulagao. As incégnitas
fundamentais continuam sendo as posi¢ées nodais atuais, e ndo deslocamentos
incrementais ou rotacdes. A diferenca em relacdo ao elemento reto classico esta na
forma como a geometria da linha material € interpolada. Em vez de representar o
elemento apenas pelo segmento que une dois nds extremos, a geometria inicial e a
configuracao atual passam a ser interpoladas por fungdes de forma de Lagrange no
dominio adimensional ¢ € [-1,1]. Com isso, a ordem da interpolagcéo passa a controlar
a capacidade cinematica do elemento: para dois nds, recupera-se uma linha reta; para
trés nds, obtém-se uma descricdo quadratica; para quatro nés, uma descrigao cubica,;
€ assim sucessivamente.

Essa distingao é relevante do ponto de vista mecanico. A presenca de
uma geometria curvilinea ndo é suficiente para caracterizar um elemento como viga
ou arco. Formulagdes geometricamente exatas de vigas e arcos incluem, além da
curva média, variaveis associadas a orientacdo das seg¢des, medidas de rotacao,
curvatura e parcelas energéticas relacionadas a flexdo e eventualmente a torgao
(Borkovi¢, Gfrerer, Marussig, 2023). No presente trabalho, a geometria curvilinea é
utilizada apenas para descrever a linha média de um elemento axial. A energia
mecanica posteriormente associada ao elemento dependera do alongamento local
dessa linha. Por essa razao, o mesmo delineamento cinematico pode representar uma
barra axial reta quando a interpolacéo é linear e pode representar um cabo flexivel
quando a interpolacédo é de ordem superior e a lei constitutiva é especializada para

resposta predominantemente tracionada.
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A descricdo geométrica precisa da linha média também tem
importancia pratica em estruturas de cabos. Trabalhos recentes de monitoramento
estrutural mostram que a forma observada de um cabo pode ser usada para estimar
tracdo a partir de modelos de catenaria e nuvens de pontos obtidas por varredura laser
terrestre (Suchocki et al., 2024). Esse tipo de aplicagao reforca que a geometria da
linha do cabo nao é apenas uma representacao grafica, mas uma grandeza mecanica
relevante. Na formulagdo proposta, essa geometria € incorporada diretamente por

meio das posi¢des nodais e das fungdes de interpolagdo no dominio paramétrico.

4.1 DOMINIO PARAMETRICO, iNDICES E VARIAVEIS NODAIS

Considere um elemento unidimensional imerso no plano
bidimensional. O dominio paramétrico do elemento é definido por & € [-1,1]. O
elemento possui n nés, associados a uma interpolagao polinomial de grau p=n - 1.

Ao longo deste capitulo, adota-se a conveng¢ao de soma para indices
repetidos, salvo indicagcdo explicita em contrario. Assim, expressdées Ccomo @aXi®
indicam soma sobre o indice nodal a, e expressdes como A:Ai;indicam soma sobre o
indice espacial i.

Sejam & 0s pontos nodais no dominio paramétrico [-1,1]. As fungdes

de forma de Lagrange associadas a esses pontos sao definidas por:

T E—¢p
ﬁ,:lfa_gﬁ

B+a

ba (f) =

(4.1)

A propriedade interpoladora fundamental é:

¢a(€ﬁ) = 60:[)’ (42)

em que 65 € o0 delta de Kronecker associado aos indices nodais. Essa propriedade
garante que, no ponto parameétrico & = &, a interpolagdo recupera exatamente a

grandeza nodal associada ao no S.
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A derivada da fungao de forma em relagéo a coordenada paramétrica

€ indicada por:

Bas(§) = 2 (4.3)

Como as fungdes de forma dependem apenas da coordenada
parameétrica e da escolha dos pontos nodais, elas sdo conhecidas previamente para
cada ordem de interpolagcdo. Na implementagdo computacional, € conveniente
calcular e armazenar ¢a«(ém) € ¢ai(ém) NOS pontos de integragao &m utilizados pela
quadratura de Gauss.

Para n = 2, as funcdes de forma sao lineares:

(O =25 () =22 (4.4)

e suas derivadas sao constantes. Para n > 2, as fungdes de forma permitem
representar variagbes geométricas ao longo do elemento. Nesse caso, os vetores
tangentes e as métricas locais podem variar com ¢.

A configuracéo inicial da linha material é interpolada:
Xi(§) = pa(OX{ (4.5)

Essa expressao define uma curva inicial no plano. Para n = 2, essa
curva € o segmento reto que une os dois nés do elemento. Para n > 2, a curva inicial
pode possuir geometria curvilinea, controlada pelas posi¢des nodais iniciais
intermediarias e pela ordem da interpolagao.

A configuragdo atual é interpolada de modo analogo:
Yi(§) = ¢ ()Y (4.6)

A mudanca de configuragdo do elemento &, portanto, representada
pela passagem da curva inicial Xi(§) para a curva atual Yi(§), ambas descritas no
mesmo dominio paramétrico. Essa escolha caracteriza uma descrigdo Lagrangiana
total: as medidas de deformacdo serdo construidas comparando grandezas
associadas a configuragao atual com grandezas associadas a configuragao inicial.

A interpolacdo é isoparamétrica no sentido de que a mesma familia
de funcbes de forma é usada para descrever tanto a configuragao inicial quanto a
configuragao atual. Essa escolha facilita a construgdo das derivadas cinematicas e
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permite que a formulacao seja expressa de maneira compacta em notacao indicial.
Além disso, a posigao atual interpolada depende linearmente das posi¢cdes nodais
atuaisY:", embora as medidas de deformacéo resultantes sejam nao lineares em
relagdo a essas posicoes.

O vetor tangente a configuragao inicial € definido por:
dXx;
Ai(§) = @ (4.7)
Substituindo a interpolacéo (4.5), obtém-se:

A;(§) = o e (DX (4.8)

Analogamente, o vetor tangente a configuragao atual € definido por:

@) =G (4.9)
o que fornece:
a;(§) = Pa e (O (4.10)

Os vetores Ai e ai ndo sao vetores unitarios. Eles representam a
variagao das posicoes fisica inicial e atual em relagdo a coordenada paramétrica ¢.
Portanto, incorporam simultaneamente informacgao de direcio e informacéo de escala.
A norma desses vetores fornece o fator de conversao entre o comprimento diferencial
no dominio paramétrico e o comprimento diferencial no espaco fisico.

Como o elemento € unidimensional, a métrica induzida pela

parametrizagdo € uma grandeza escalar. Na configuragao inicial, define-se:
G(&) = Ai(HA(D) (4.11)
Substituindo (4.8), obtém-se:
G(©) = [bas (DX D5 (XL (4.12)
Na configuragao atual, define-se:

9(§) = a;($)a;(§) (4.13)
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ou, explicitamente:

9 = [pas (OYE]|bp (Y] (4.14)

As grandezas G e g correspondem ao quadrado da norma dos vetores

tangentes inicial e atual. Em uma formulagcdo continua multidimensional, métricas

associadas ao mapeamento aparecem por meio de produtos internos entre vetores

de base convectivos. Neste caso unidimensional, ha apenas uma coordenada

paramétrica e, por isso, a métrica reduz-se ao produto interno do vetor tangente
consigo mesmo.

A condigcao de admissibilidade geométrica exige:
G(E&)>0 para todo ¢ € [—1,1] (4.15)

Essa condicdo impede que a configuragdo inicial interpolada
apresente trechos degenerados com comprimento diferencial nulo. Na pratica
computacional, essa exigéncia deve ser verificada nos pontos de integragao. Se G for
muito pequeno ou nulo, a deformagao de Green—Lagrange local torna-se mal definida,
pois G aparece no denominador da medida de deformacéo.

A meétrica atual g pode variar durante a solugdo néo linear. Para

configuragbes admissiveis, deve-se ter:
g >0 nos pontos materiais regulares da configuragéo atual (4.16)

Valores muito pequenos de g indicam colapso local da parametrizagéo

atual ou configuragdes numericamente degeneradas.

A partir da métrica inicial, define-se o Jacobiano geométrico inicial

como:

Jo(§) =/ G(&) (4.17)

O comprimento diferencial inicial é, entao:

déy = Jo($) d§ (4.18)

Analogamente, o Jacobiano geométrico atual é:
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J) =9 (4.19)
e o comprimento diferencial atual é:
d¢ =J(§) d§ (4.20)

Os comprimentos totais inicial e atual do elemento séo obtidos por

integracdo no dominio paramétrico:

Lo =[]0 () d¢ (4.21)

L=[17 @) d (4.22)

Para o elemento linear de dois néds, Jo e /] sdo constantes. Para
elementos de ordem superior, esses jacobianos podem variar ao longo de &, exigindo
integracdo numeérica adequada.

O alongamento local da linha material é definido pela razdo entre os

diferenciais de comprimento atual e inicial:
de
A(¢) = e (4.23)
Usando (4.18) e (4.20), obtém-se:

A(E) = % (4.24)

Como Jo=VG e J =g, segue que:

= [
A= e (4.25)

Essa é uma medida local de alongamento axial. Para o elemento reto
de dois nés, G e g sao constantes, e A é uniforme ao longo do elemento. Para
elementos curvilineos de ordem superior, a variagdo de G e g permite que o

alongamento local varie ao longo da linha material.
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4.2 DEFORMACAO DE GREEN-LAGRANGE LOCAL

A deformagao de Green—Lagrange uniaxial local é definida por:
E@) =[22(8) - 1] (4.26)

Substituindo (4.25), obtém-se:

—119® _
E(§) =3[ = 1| (4.27)
Portanto,
HOEESS (4.28)

Em termos dos vetores tangentes inicial e atual, a mesma expressao

pode ser escrita como:

E(§) = s (4.29)

A deformacéo (4.28) € uma medida Lagrangiana total, pois compara

a métrica atual com a métrica inicial no mesmo ponto material parametrizado por ¢. O

numerador mede a variagao entre as métricas atual e inicial, enquanto o denominador

normaliza essa variagcao pela métrica inicial. Essa estrutura € a generalizagao local da
deformagéo de Green—Lagrange usada no elemento reto de trelica.

A deformacao definida em (4.28) deve ser invariante a movimentos

rigidos da configuracéo atual. Considere agora uma rotacao rigida descrita por uma

matriz ortogonal Qy, tal que:
QmiQmj = 6ij (4.30)
Se a configuragao atual for transformada por:
Y = QY + ¢ (4.31)
entado o vetor tangente atual transformado sera:

G = Po eV = Qijda,e ¥ + ciar = Qijay (4.32)
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A métrica atual transformada é:
g = 4;a; = Q;;a;Qiai (4.33)
Usando a ortogonalidade de Q;;:
g =djkaja = aja; =g (4.34)

Como G néo é alterado por movimento rigido aplicado a configuragao

atual, conclui-se que:

E@)=EQ®) (4.35)

Portanto, a medida de deformacdo adotada € objetiva em relagéo a

movimentos rigidos da configuragdo atual.

4.3 SINTESE DO CAPITULO

Neste capitulo foi desenvolvida a cinematica do elemento axial
posicional parametrizado. A configuragcdo inicial e a configuragdo atual foram
interpoladas no dominio ¢ € [-1,1] por fungdes de forma de Lagrange de ordem
arbitraria. A partir dessas interpolagdes, foram definidos os vetores tangentes Aie ai,
as métricas escalares G e g, 0s jacobianos geométricos Jo e J, os diferenciais de
comprimento dfoe d¢, o alongamento local A e a deformagao de Green—Lagrange local
E.

A formulagao foi escrita em notagao indicial e mostrou-se objetiva em
relagdo a movimentos rigidos da configuragdo atual. Também foi demonstrado que
interpolagdes de ordem superior fornecem uma descri¢gao curvilinea compativel com
cabos, desde que nao se atribua ao elemento uma rigidez flexional. No préximo
capitulo, essa cinematica sera usada para construir a energia de deformacéo, a forca

interna e a Hessiana consistente do elemento.
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5 FORMULAGAO ENERGETICA, FORGA INTERNA E HESSIANA

A cinematica posicional parametrizada desenvolvida no capitulo
anterior define o elemento axial curvilineo a partir da interpolagdo das configuragdes
inicial e atual no dominio adimensional. Essa descrigao fornece uma medida local de
deformagéo axial baseada nas métricas da configuragao inicial e da configuragéo
atual. O objetivo deste capitulo é construir a formulagdo energética associada a essa
cinematica, obtendo a forga interna nodal consistente e a Hessiana do elemento por
derivacao da energia de deformagao em relagao as posi¢cdes nodais atuais.

Essa escolha é coerente com a formulacido posicional de estruturas
reticuladas apresentada por Coda e Greco (2004) e Greco et al., (2006), mas € aqui

estendida para um elemento axial parametrizado de ordem arbitraria.

5.1 ENERGIA DE DEFORMAGAO DO ELEMENTO

A formulagéo sera escrita inicialmente para uma energia especifica

uniaxial genérica:
Ue = U (E) (5.1)

onde uerepresenta a energia de deformacgao por unidade de volume inicial. A tensao
energeticamente conjugada a deformacao de Green—Lagrange é definida por:
S(E) = e (5.2)
No contexto Lagrangiano, S é a tensao axial conjugada a deformacao
de Green—Lagrange.
O mddulo tangente material é:

d d2u,
Ke(E) = 3 = 5o (5.3)

Para o modelo uniaxial de Saint-Venant—Kirchhoff, adotado como

referéncia material simples, tem-se

u(E) =-KE?,  S(E)=KE, K(E)=K (5.4)
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Entretanto, as expressdes subsequentes dependem apenas de ue(E),
S(E) e K{E). Essa forma €& util porque permite substituir o modelo material sem
modificar a cinematica nem a estrutura variacional do elemento.

A energia total de deformacdo do elemento deve ser integrada no

comprimento inicial. Para uma area inicial Ao constante, escreve-se:

U = [, Ag ue(E(©)) Jo(§) dé (5.5)

Caso a sec¢ao transversal varie ao longo da linha média inicial, pode-

se substituir Aopor Ao(§), resultando em:

U = [1, A O u(E©) Jo (&) dg (5.6)

Neste desenvolvimento, mantém-se Ao constante para preservar a
clareza da deducéo.

A dependéncia de U em relagdo as incognitas nodais atuais ocorre
exclusivamente por meio da deformacao E(§). Como Jo(£) é definido pela configuragcéo

inicial, sua derivada em relacao as posicoes atuais € nula:

0o _
ova = 0 (5.7)

Essa observagao simplifica a dedugao da forga interna e da Hessiana,

pois a linearizagao da energia envolve apenas as derivadas de E em relacéo a Y~

5.2 VARIACAO DA DEFORMACAO DE GREEN-LAGRANGE

A deformacao local é:

E=27 (5.8)

2G
Como G é fungéo apenas da configuragao inicial,

G

ar®

=0 (5.9)

A métrica atual é:
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g = a;q; (5.10)
com:
a; =gV’ (5.11)
Derivando ajem relagao a posi¢cao nodal atual Yi#, obtém-se:
da;
ﬁ = Qo6i (5.12)
Logo:
0 da;
% = Zajﬁ = 2aj9q0ij = 20;Pq ¢ (5.13)
Consequentemente:
0 _ 1 09
av® 26 ovf” (5.14)
e, portanto:
OE _ QiPq¢
A (5.15)
ou, usando:
0E _ QiPgg
vE = 2 (5.16)
A variacao virtual da deformacgao pode ser escrita como:
— 9E cva _ %i%af sya
5E—6Yia6Yi =— oY; (5.17)

Essa expressdao mostra que a deformacao axial local é sensivel
apenas a projegao da variagao posicional nodal na diregdo tangente atual ponderada

pela derivada da fung¢ao de forma.

5.3 SEGUNDA DERIVADA DA DEFORMACAO
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A Hessiana da energia exige a segunda derivada da deformagao em

relacédo as posigcdes nodais atuais. A partir de (5.15), tem-se:

0%E Qg 0g;

ayi“ay,f_ G W (5.18)
Como:
aai _ )
W = @p ik (5.19)
resulta:
0’ _ PagPpt o
6Y{"6Y,f_ - Six (5.20)
ou:
O’ _ PaifPpi o
ayi“ay,f_ 7z Sik (5.21)

Observa-se que a segunda derivada da deformagao independe
diretamente das posi¢cdes atuais, embora a primeira derivada dependa do vetor
tangente atual ai. A dependéncia nao linear da Hessiana em relagéo a configuragéo

atual aparecerd, portanto, pela combinagao entre ai, S(E) e K:(E).

5.4 PRIMEIRA VARIACAO DA ENERGIA E FORGA INTERNA

A forca interna nodal é definida como o conjugado energético das

posi¢cdes nodais atuais:

Finte — :TU (5.22)

A primeira variagéo da energia (5.5) é:

U= [ A2 5E ], dE (5.23)

Usando S = % e (5.17), obtém-se:



obtém-se:

parametrizado.

SU = [, Ao SZ25E ), dé 8Y

Como G = JZ, tem-se:

ai

sU = [, 4,8 put HR%

J

Comparando com:

§U = F/" sy

Fiint,a — f_lle Saifoa.i d’f
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(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

Essa é a forga interna nodal consistente do elemento axial posicional

A expressédo (5.27) possui uma interpretacdo mecanica direta. O

termo AoS representa a resultante axial conjugada a deformagao de Green—Lagrange,

a; . . . . L~ . . .
enquanto % distribui essa contribuicdo axial para os graus de liberdade nodais

atuais. Assim, a forga interna é obtida como resultado da proje¢cdo energética da

tensao axial ao longo da cinematica interpolada do elemento.

5.5 SEGUNDA VARIACAO DA ENERGIA E HESSIANA CONSISTENTE

deriva-se:

A matriz Hessiana do elemento é definida por:

aﬁ _ aFiint,a _ 92U

ik = "oy ayaorf
avl  ovZov)

Partindo da forma variacional da forga interna:

- 1 OF
F™ = 2 AcS5alo A€

(5.28)

(5.29)
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0S OE 0%E

af _ 1 05 0E
Pela regra da cadeia:
as _ dS OE OF
o = sy = Kepyp (5-31)
Logo:
ap _ 1 9E OF O°E
HEY = [, Ao o [Ke ety + S g 86 (5.32)

Substituindo (5.15) e (5.20), obtém-se:

1 AiAr PP, PaPp,
Hil = [, A Jo K, 2ULLAS 4 g Pei¥Bi s, | g (5.33)

Como G = J2, chega-se a express&do compacta:

2k 1 52| g (5.34)

af _ 1
Hik - f_lAO (pa,f(pﬁ,f [Kt 73 Jo

Essa matriz é a tangente consistente associada a forga interna (5.27).
Como ela é obtida pela segunda derivada da energia de deformagéo, sua simetria é
preservada quando o modelo constitutivo deriva de um potencial ue(E) suficientemente

regular.

5.6 DECOMPOSICAO MATERIAL E GEOMETRICA DA HESSIANA

A Hessiana (5.34) pode ser decomposta em uma parcela material e

uma parcela geométrica:

HiC;cB — Hirlrclat,aﬁ + Hs{eo,aﬂ (535)

A parcela material é:
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€ a parcela geométrica é:

, 1 Pai?Pp,
HE? ¥ = f_le S—jo EE 51y d€ (5.37)

A parcela material depende do modulo tangente K: e esta associada a
variacdo da tensao conjugada com a deformacéao. A parcela geométrica depende do
estado de tenséo S e resulta da segunda derivada da deformagao em relagdo as
posicdes nodais atuais. Essa segunda parcela € uma manifestagao da nao linearidade
geométrica da formulagao posicional.

A decomposicdao (5.35) sera essencial para interpretar o
comportamento espectral da matriz tangente. Em elementos axiais curvilineos sem
energia de flexdo, determinados modos podem apresentar baixa rigidez associada ao
alongamento axial, contribuindo para autovalores pequenos da Hessiana. Essa

questao sera retomada no capitulo dedicado a regularizagédo espectral minima.

5.7 PROPRIEDADES ESTRUTURAIS DA FORCA INTERNA E DA HESSIANA

A formulacdo obtida possui algumas propriedades importantes.
Primeiro, a energia depende da configuragdo atual apenas por meio da métrica g =
aia;. Portanto, movimentos rigidos preservam a energia de deformagao, desde que
preservem os produtos internos dos vetores tangentes atuais. Essa propriedade é
compativel com a objetividade da medida de deformacéo utilizada.

Segundo, a forgca interna é energeticamente consistente: ela é
derivada diretamente de U em relacéo as posi¢coes nodais atuais. Essa consisténcia é
importante porque garante que o equilibrio estatico possa ser obtido pela
estacionariedade da energia potencial total quando as cargas externas forem
conservativas.

Terceiro, a Hessiana é a linearizagéo consistente da forga interna. Em

notacgdo indicial, sua simetria energética é expressa por:
HSP = HP? (5.38)

Desde que a energia especifica ue(E) seja regular e que a mesma

configuragao seja usada para avaliar as derivadas de primeira e segunda ordem. Essa



64

simetria é relevante para a eficiéncia numérica e para a analise espectral da matriz
tangente.

Por fim, a formulagao conserva a estrutura do elemento posicional reto
como caso particular, mas substitui o vetor diferenga constante da barra por um campo
tangente ai(§) definido ao longo do elemento. Essa substituicdo € o ponto que permite
representar geometrias curvilineas sem introduzir energia de flexao.

As integrais do elemento s&o avaliadas no dominio padréo [-1,1].

Para pontos de integragéo &ne pesos wm, a quadratura de Gauss fornece:

| 11f ©) de ~ WZ Wy £ (Em)

(5.39)
Assim, a energia de deformacéao é aproximada por:
ng
U= Z WmAOue(Em)]Om
m=1
(5.40)
em que:
Em = E(Em): ]Om = ]0(€m) (541)
A forca interna torna-se:
ng
Fii“t'“ ~ Z Wy, Aogmaimgoa—'f(fm)
- ]Om
m=1
(5.42)
e a Hessiana é aproximada por:
ng
aima S;
chﬁ ~ Z Wm Aoq)a,f (S;m)q)ﬁ,f(’fm) Ktm %km + Sm —
m=1 ]0m ]0m
(5.43)

com:
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Sm = S(Em)r Kim = Kt(Em) (544)

Em cada ponto de integragdo devem ser avaliados, nessa ordem, as
funcdes de forma, suas derivadas, os vetores tangentes Aie a;, as métricas Ge g, 0
jacobiano jo, a deformacao E, a tensdo conjugada S e o mdédulo tangente K:. Essa
sequéncia sera retomada quando forem discutidos os aspectos computacionais da

implementagao.

5.8 SINTESE DO CAPITULO

Este capitulo estabeleceu a formulacédo energética do elemento axial
posicional parametrizado. A partir da energia de deformacdo integrada no
comprimento inicial, foram obtidas a forca interna nodal consistente e a Hessiana
material-geométrica. A dedugéo foi mantida em forma constitutiva geral, dependendo

apenas de ue(E), S(E) e K:(E). A forga interna foi escrita como:
M = [1 A S =72 ¢ (5.45)
0
e a Hessiana como:

af _ 1 a;ag Sik
HE = [1 Ao 9ue0ps [Kt—}g + 52 g (5.46)
Essas expressdes constituem o nucleo mecanico do elemento. Os
proximos capitulos da dissertagcao utilizam essa estrutura para recuperar o elemento
reto de dois nds, incorporar cargas distribuidas, formular métodos incrementais de

solugéo e desenvolver a regularizagédo espectral minima da Hessiana.
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6 RECUPERAGAO DO ELEMENTO POSICIONAL RETO DE DOIS NOS
- TRELIGA

A formulacdo posicional parametrizada desenvolvida nos capitulos
anteriores foi construida para um elemento axial de ordem arbitraria, definido no
dominio adimensional ¢ € [-1,1] e interpolado por fungdes de forma de Lagrange.
Antes de utilizar essa formulagdo em elementos curvilineos de ordem superior, €
necessario demonstrar que ela contém, como caso particular, o elemento posicional
reto de dois nés. Essa verificagdo cumpre papel duplo. Em primeiro lugar, confirma
que a parametrizagdo adotada nao altera a formulagdo classica quando a
aproximagado é linear. Em segundo lugar, mostra que os fatores métricos, os
jacobianos geométricos e as integrais no dominio paramétrico foram introduzidos de
forma compativel com a cinematica axial original da formulagao posicional.

Neste capitulo, a recuperagéo do elemento reto € demonstrada de
modo explicito. O objetivo ndo € apresentar uma nova formulagdo, mas provar que,
para n = 2, a cinematica parametrizada conduz exatamente as expressdes usuais da
deformagédo de Green-Lagrange, da energia de deformacdo, da forga interna, da
Hessiana material- geométrica e da forca nodal equivalente associada a
carregamentos distribuidos conservativos. A demonstracéo é feita em notacéao indicial,

mantendo a mesma convencao adotada nos capitulos anteriores.

6.1 CASO PARTICULAR LINEAR NO DOMINIO PARAMETRICO

Considere o elemento axial parametrizado com dois nés. Os pontos

nodais no dominio adimensional sdo escolhidos como:
& =-1, & =+1 (6.1)

As fungdes de forma de Lagrange associadas a esses pontos sao:

1— 1+¢&

(=25 g =22 (6.2)

As derivadas dessas funcdes em relacdo a coordenada paramétrica

sdo constantes:
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Pre = —%’ P28 = +§ (6.3)
Define-se o sinal nodal:
st =-1, s?=+1 (6.4)
de modo que:

Pag =7 a=1,2 (6.5)

Neste capitulo, os indices nodais assumem os valores:
a,f =12 (6.6)

Adota-se a convencao de soma para indices repetidos. Quando for
necessario explicitar o somatorio em a ou f3, isso sera indicado no texto.

A configuragéo inicial do elemento parametrizado é dada por:
Xi(§) = pa (OX{ (6.7)

Para n = 2, essa interpolacao representa uma reta entre os nés iniciais

Xite Xi2. O vetor tangente inicial é:

_OXi_

Ap=0= Qo X (6.8)

Substituindo as derivadas das funcodes lineares,
11, 1y2

Logo:

2 1
_ Xi—X;

A; >

(6.10)
Define-se o vetor diferencga inicial por:

D; = X? — X} (6.11)

Assim:
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A= (6.12)

De forma analoga, a configuragao atual é:

Yi(§) = 9o (DY (6.13)
e o vetor tangente atual é:
9Y; a
@ = 5F = 9agt] (6.14)
Para o elemento linear:
;= =3V +- 7 (6.15)

Definindo o vetor diferenga atual por:

di =Y -1 (6.16)
obtém-se:

a; == (6.17)

As expressodes (6.12) e (6.17) mostram que, no caso de dois nds, os
vetores tangentes inicial e atual sdo constantes ao longo de todo o dominio ¢ € [-1,1].
Portanto, a geometria inicial e a geometria atual do elemento s&o retas, e todas as
grandezas métricas derivadas desses tangentes também sao constantes.

A métrica inicial da formulagéo parametrizada é:

G = A4 (6.18)
Usando 4; = % tem-se:

G ==t (6.19)

O comprimento inicial do elemento reto € definido por:

LO = ‘/DiDl' (620)

Consequentemente:
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G=-— (6.21)

O jacobiano geométrico inicial é:
L

Jo=VG == (6.22)

20
A métrica atual é:

g = a;q; (6.23)
Como a; = %, segue que:

g= T (6.24)
O comprimento atual do elemento é:

L =./dd; (6.25)

e, portanto:

L

g=§, J=Vg=7; (6.26)
O comprimento diferencial inicial é:
de, = J, dé (6.27)
Como J, = LZ—" € constante no caso linear:
[21Jo d& = [ 2 d¢ = L, (6.28)
Analogamente:
[ di=1L (6.29

Essas identidades confirmam que o mapeamento paramétrico linear

recupera exatamente os comprimentos fisicos inicial e atual do elemento reto.
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6.2 RECUPERACAO DA DEFORMAGAO DE GREEN-LAGRANGE

A deformagao local do elemento axial parametrizado é:

HGEESS (6.30)

No caso de dois nos, G e g sdo constantes. Substituindo:

G = o g=- (6.31)
obtém-se:
4id; L§
= 425‘ (6.32)
Logo,
didi—Lz
E = TOO (633)

A expressao (6.33) é exatamente a deformacgao de Green—Lagrange
uniaxial do elemento posicional reto de trelica. Portanto, para n = 2, a formulagao
parametrizada n&o introduz uma medida de deformacao distinta; ela apenas reescreve

a cinematica reta no dominio adimensional ¢ € [-1,1].

6.3 RECUPERACAO DAS DERIVADAS DA DEFORMACAO

A primeira derivada da deformacgao na formulacdo parametrizada é

0E — ai‘pa,f (634)

arf® G

Para o elemento de dois nés,

di a LZ
G“=3  Gag=5,  G=7 (6.35)

Assim:



71

OE _ (di/D(s%/2)

e = s (6.36)
Portanto:
OE _ qdi
or® = sz (6.37)
Explicitamente:
08 _ _di O _ 4
T ov7 = +L% (6.38)

A segunda derivada da deformagéo na formulagdo parametrizada é:

0’E_ _ PatPpe
avZ oyl G

Sik (6.39)

Substituindo as expressdes do elemento linear,

2E _ (s%/2)(sP/2) .

o = O (6.40)
Logo:
0%E _ o a ﬁ%
o s%sP 22 (6.41)

As expressdes (6.37) e (6.41) coincidem com as derivadas obtidas
diretamente a partir da deformacéo (6.33), confirmando a consisténcia diferencial da

formulacao parametrizada.

6.4 RECUPERACAO DA ENERGIA DE DEFORMACAO

A energia de deformacéao do elemento parametrizado &
1
U= f_le ue(E)Jo d§ (6.42)
No elemento de dois nds, E e Josdo constantes ao longo de &. Assim,

U = Ague(E)o J, d& (6.43)



Como:

[fde=2,  Jp=2

segue que:
U = AyLyu,(E)
Para o modelo uniaxial de Saint-Venant—Kirchhoff:
U (E) = %KEZ
resulta:

U =2 AgLoKE?

Portanto, a energia da formulacdo parametrizada
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(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

reduz-se

exatamente a energia de deformagao axial do elemento posicional reto. A equivaléncia

energética € essencial porque a forca interna e a Hessiana sao obtidas por

diferenciacao de U em relacao as posi¢des nodais atuais.

6.5 RECUPERACAO DA FORCA INTERNA

A forcga interna do elemento parametrizado é:

ai

i 1
Filnt,a — f_lAOS

(p(l,f d
Jo f

No elemento de dois nés, o integrando é constante. Logo:

inta _ AiPag
Fi = ZAOST

Substituindo:

d; s L
a; =, Pag =7, Jo=7
tem-se:

Lo/2

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)



73

Assim:
Finte — saAL—fdi (6.52)
Explicitamente:
Fintt = —AL—‘fdi, Fint? = +AL—fdi (6.53)

A soma das forcas internas nodais € nula:

FM + FY2 =0 (6.54)
Essa propriedade expressa o equilibrio interno do elemento isolado.
Além disso, a forma (6.52) coincide com a forga interna do elemento posicional reto

obtida a partir da derivada energética da barra axial.

6.6 RECUPERACAO DA HESSIANA MATERIAL-GEOMETRICA

A Hessiana do elemento parametrizado é:

1 i Si
H = [ Ao pugops [Kt “jg" +S ]—0"] dé (6.55)

Para o elemento de dois nés, todos os termos do integrando séo

constantes. Portanto:

af _ ajag Sik

Hy = 2400q:0p¢ [Kt 7 T Sf] (6.56)

Usando:
a B d; L
Cat =2,  Ppe=%, @m=%,  Jo=2 (6.57)
obtém-se:

af _ s%sB [, (di/2)(di/2) ik

i = 24,2k, D S /2] (6.58)

Como:
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(di/2)(dg/2) didy

e =250 (6.59)
e:
1 2
i (6.60)
segue que:
Hi = Ak 4 g (6.61)

A expressao (6.61) é a Hessiana material-geométrica do elemento
posicional reto de dois nds. A primeira parcela, proporcional a K:, corresponde a
contribuicdo material, enquanto a segunda, proporcional a S, corresponde a
contribuigdo geométrica associada ao estado de tensdo axial. Para o material de
Saint-Venant—Kirchhoff, tem-se K:= K.

Os blocos nodais da Hessiana séao:

HAL = 4, [Kt didy % (6.62)
H? = —4, [thd" + 52 (6.63)
HE = -4, [th Ok 4 5ok (6.64)
HZ? = 4, |k, 2 ST 55—f (6.65)
A simetria energética € preservada:
HEP = HP® (6.66)

6.7 RECUPERACAO DA FORCA NODAL EQUIVALENTE DE CARGA DISTRIBUIDA

A formulagdo parametrizada também deve recuperar a forga nodal
equivalente usual para cargas distribuidas conservativas. A forga nodal equivalente

associada a uma carga qi(¢), definida por unidade de comprimento inicial, é
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0 = I, 0a (D0 (©)s & (6.67)
Se a carga distribuida € constante ao longo do elemento:
q:(§) = q; (6.68)
entao:
Qf = qio I, 9 (§) d& (6.69)

Para as fungdes lineares:
Le@®d=1 [Le@®di=1 (6.70)

Como Jo= Lo/2, obtém-se:
Ql="2,  Qr=r (6.71)

Portanto, uma carga distribuida constante no comprimento inicial é
convertida em forgas nodais equivalentes iguais nos dois nés, como esperado para

um elemento linear submetido a carga morta uniforme.

6.8 SINTESE DO CAPITULO

A andlise do caso n = 2 mostra que a formulacdo posicional
parametrizada recupera exatamente as principais grandezas do elemento axial reto.

A deformacgao de Green—Lagrange é:

E =%k (6.72)

213
a forca interna é:

Finte = gafod g (6.73)

e a Hessiana é:
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ddk

Haﬁ = A()S

Ll: (6.74)

Desse modo, o elemento parametrizado de ordem arbitraria nao
substitui a formulacdo posicional reta; ele a contém como caso particular. Essa
propriedade é central para a proposta desta dissertacdo, pois permite tratar barras
retas e elementos axiais curvilineos dentro de uma mesma organizagao cinematica e
energética. Para n = 2, a interpretacdo fisica natural € a de uma barra axial reta,
compativel com a formulagédo posicional de treligas. Para n > 2, a mesma estrutura
passa a descrever uma linha média curvilinea, cuja especializagdo fisica sera

discutida em termos de elementos de cabo e da auséncia de rigidez flexional.
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7 ESPECIALIZAGAO CONSTITUTIVA: BARRA AXIAL E CABO

A formulacdo posicional parametrizada desenvolvida nos capitulos
anteriores foi construida de modo independente de uma lei constitutiva particular. A
cinematica definiu a linha material no dominio adimensional ¢ € [-1,1], a métrica inicial
G, a métrica atual g, o jacobiano geométrico inicial Jo, 0 jacobiano geométrico atual J e
a deformagédo de Green—Lagrange uniaxial E. Em seguida, a formulagdo energética
conduziu a forga interna nodal consistente e a Hessiana material-geométrica por
derivacao da energia de deformagao em relacao as posi¢cdes nodais atuais Yi«. Nesse
percurso, a lei material entrou apenas por meio da energia especifica ue(F), da tenséo
conjugada S(E) e do modulo tangente Ki(E).

Essa separagao entre cinematica, constituicdo e solugdo numerica é
uma caracteristica importante da formulagéo proposta. Amesma descrigdo geomeétrica
pode recuperar a barra axial reta de dois ndés, ja utilizada na formulagéo posicional de
trelicas, e também pode representar uma linha axial curvilinea de ordem superior.
Entretanto, a interpretacdo mecanica desses dois usos ndo € a mesma. Uma barra
reta de trelica pode ser idealizada como elemento axial com resisténcia a tragao e a
compressado. Um cabo, por outro lado, é uma estrutura essencialmente tracionada,
incapaz de transmitir compressao de forma efetiva e sem rigidez flexional prépria.
Portanto, a passagem da barra axial reta para o cabo flexivel ndo é apenas uma
mudanga de interpolagdo geométrica; ela exige uma especializagdo constitutiva
compativel com a natureza unilateral do cabo.

O objetivo deste capitulo € explicitar essa especializagdo. Primeiro,
apresenta-se a estrutura constitutiva geral em notagcdo indicial, mantendo a
compatibilidade com a forca interna e com a Hessiana ja deduzidas. Em seguida,
discute-se a lei bilateral de Saint-Venant—Kirchhoff para barras axiais, adequada ao
elemento reto de dois nés quando interpretado como trelica. Posteriormente, introduz-
se uma lei unilateral a tracdo para cabos, analisando suas consequéncias energéticas,
tangentes e numéricas. Por fim, discute-se a interpretacdo mecanica de elementos de

ordem superior, reforcando a distingdo entre cabo flexivel, barra curva, arco e viga.

7.1 LEI BILATERAL PARA BARRA AXIAL
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A especializacao mais direta da formulagdo geral é a barra axial
elastica bilateral. Nessa idealizagdo, o elemento resiste tanto a tragdo quanto a
compressao. Essa hipotese é adequada para a formulagcdo de uma barra de trelica
quando se deseja representar apenas a rigidez axial, sem momento fletor e sem
instabilidade local de barra comprimida. No contexto posicional, essa escolha é
coerente com formulagdes de trelicas em grandes deslocamentos nas quais as
posicdes nodais atuais sdo as variaveis primarias e a nao linearidade geométrica é
introduzida pela medida de deformacéo finita (Coda e Greco, 2004; Greco et al., 2006).

Adota-se, inicialmente, a energia uniaxial de Saint-Venant—Kirchhoff,
u(E) = KE? (7.1)

em que K é o moddulo constitutivo uniaxial associado a deformacdo de Green—
Lagrange. Para uma barra elastica homogénea, K pode ser relacionado ao moédulo de
elasticidade longitudinal no regime uniaxial. A tens&o conjugada e o modulo tangente

sao:
S(E) = KE, K.(E) =K (7.2)

Como a relagao ¢é bilateral, a tensdo S muda de sinal de acordo com o
sinal de E. Quando E > 0, o ponto material esta tracionado; quando E < 0, esta
comprimido. Em ambos os casos, a lei fornece rigidez axial tangente positiva.

Substituindo (7.2) em na Equacgao da forga interna, obtém-se:
F" = [1 A KE =% dg (7.3)
0

A Hessiana correspondente é:

L%k 4 g Ok (7.4)
Jo J

0

1
Hicl{cﬁ = f—lAO PatPps [K

A parcela material € sempre controlada por K, enquanto a parcela
geométrica muda de sinal conforme o estado axial. Em compresséao, essa parcela
pode reduzir a rigidez tangente efetiva e contribuir para perda de positividade da
Hessiana, fenbmeno compativel com a analise n&o linear geométrica de estruturas
comprimidas. Em tragado, a parcela geométrica tende a estabilizar modos transversais

associados ao estado de forga axial.
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No caso particular de dois ndés e interpolagao linear, a formulagao
parametrizada recupera exatamente a barra posicional reta apresentada no capitulo
anterior. Nesse caso, o uso da lei bilateral € natural, pois a cinematica do elemento
representa uma barra retilinea articulada, com esforgo axial constante ao longo do
comprimento inicial. Para elementos de ordem superior, porém, o simples uso da lei
bilateral ndo é suficiente para caracterizar uma barra curva ou um arco estrutural. Alei
material pode resistir a compressao axial local, mas a energia do elemento continua
dependendo apenas do alongamento da linha média. N&o ha energia de curvatura e,
portanto, nao ha rigidez flexional.

A possibilidade de interpolar a linha média com fungdes de Lagrange
de ordem superior permite representar geometrias curvilineas. Contudo, a presenca
de uma curva geométrica ndo transforma automaticamente o elemento em uma viga
ou em um arco. A distingdo é mecanica, e ndo apenas geométrica. Uma viga ou um
arco possui resisténcia associada a flexao, exigindo medidas de curvatura, rotagao de
sec¢Oes ou variaveis equivalentes. Formulagbes geometricamente exatas de vigas, por
exemplo, incorporam a cinematica da linha média em conjunto com descrigbes de
orientagdo e curvatura, de modo que a energia interna possua parcelas axiais e
flexionais (Borkovic; Gfrerer; Marussig, 2023).

No elemento axial posicional parametrizado, a energia interna

adotada é

U(Y) = [, Ao ue(E)Jo dE (7.5)
Essa expressédo ndao contém uma parcela do tipo:
Unex = 3 J Elic? dt (7.6)

em que EI seria uma rigidez flexional e k uma medida de curvatura. A equacgao (7.6) é
apresentada apenas para evidenciar a natureza da parcela que nao faz parte da
formulacédo proposta. Portanto, uma geometria inicial curvilinea descrita por Xi(¢) e
uma configuragdo atual curvilinea descrita por Yi(¢) ndo implicam resisténcia a
mudanca de curvatura. A curvatura € descrita geometricamente, mas nao penalizada
energeticamente.

Essa observacao impde uma leitura cautelosa da formulagao. Para n

= 2, 0 elemento € uma barra axial reta. Para n > 2, o elemento representa uma linha
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axial curvilinea sem rigidez flexional. Essa linha pode ser usada para modelar cabos,
fios ou tirantes flexiveis, desde que a lei constitutiva seja compativel com a
predominéancia de tracdo. A designagao “barra curva” deve ser evitada quando puder
sugerir a presenga de rigidez a flexdo. Do mesmo modo, a designagéo “arco” néo é
adequada, pois um arco estrutural resiste a esforgos por meio de combinacgéo entre
acgao axial, cisalhamento e flexdo, dependendo do modelo adotado.

A interpretacao adotada neste trabalho € resumida por:

n = 2: barra axial reta, adequada a modelagem de treligas;

n > 2: linha axial curvilinea, adequada a modelagem de cabos. (7.7)

A equacéo (7.7) ndao é uma restricdo matematica absoluta, mas uma
orientacgao fisica para o uso da formulagdo. Matematicamente, pode-se avaliar uma
lei bilateral em um elemento curvilineo de ordem superior. Fisicamente, entretanto, um
elemento curvilineo puramente axial com compressao bilateral ndo deve ser

confundido com uma viga curva ou com um arco.

7.2 LEI UNILATERAL A TRACAO PARA CABOS

Um cabo ideal transmite esforco axial de tracdo, mas nao transmite
compressdo de forma efetiva. Quando a deformacdo axial tende a produzir
encurtamento, o cabo pode perder tensao e tornar-se frouxo. Esse comportamento é
essencialmente unilateral. A literatura recente sobre estruturas de cabos e
tensegridades com cabos frouxos destaca que a passagem entre estados ativos e
inativos pode gerar dificuldades de convergéncia e descontinuidades na rigidez
tangente (Liu; Geng; Luo, 2017). Formulagdes especificas de cabos também tratam a
distribuicdo de tragcdo e a geometria de equilibrio de modo préprio, considerando
catenarias, campos de tracdo ou tratamentos ndo lineares dedicados (Li; Huang;
Chen, 2024); (Huang et al., 2023); (Bendalla; Morgenthal, 2023).

No presente trabalho, a forma mais simples de introduzir a
unilateralidade consiste em substituir a lei bilateral por uma lei de tragdo positiva.

Define-se a parte positiva de E por:

(E)y = max(E,0) 7.8
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A tensdo conjugada do cabo é entao escrita como:
S(E) = K(E),4 (7.9)
ou, equivalentemente:

KE, E >0,
se - £20 @10
Essa lei elimina a resisténcia compressiva. Quando E < 0, o ponto de
integracéo € considerado inativo e n&o contribui para a forga interna axial. Quando E
>0, o ponto de integracao esta ativo e responde como uma lei axial elastica em tracéo.

Uma energia especifica compativel com (7.9) é:
e (E) = 5 K(E; (7.11)

De fato, para E > 0, tem-se u.(E) = KE?/2 e S(E) = KE; para E <0, tem-
se ue(E) = 0 e S(E) = 0. Assim, a energia nao penaliza estados de encurtamento axial.

O médulo tangente material é:

K,(E) = {’0( (b (7.12)

No ponto E =0, a lei n&o € diferenciavel no sentido classico. A escolha

de K¢(0) deve ser entendida como parte da estratégia numérica. Em um algoritmo

ativo—inativo, adota-se usualmente a classificagdo do ponto de integracdo conforme o

sinal de E no estado corrente ou no estado de tentativa. Em um método semissuave,

a descontinuidade pode ser tratada no proprio esquema de Newton. Em uma

estratégia regularizada, a parte positiva pode ser suavizada para produzir uma
transicao diferenciavel.

Com a lei unilateral, a forga interna do cabo pode ser escrita como:

aj

" = [7 Ay K(E), =7 d¢ (7.13)

De modo equivalente, introduzindo o conjunto ativo:
A={€e[-11]| E) >0} (7.14)

pode-se escrever formalmente:
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Fi"® = [ Ag KE =% d¢ (7.15)
0

Na implementagdo por quadratura, a ativagao ocorre ponto a ponto.

Para pontos de Gauss &me pesos wm, define-se:
Ag ={m | E,, > 0} 7.16
A forga interna aproximada torna-se:

. a.
Fimt'“ ~ z Wy, AOKEmM
om

meAg

(7.17)

Essa forma deixa claro que pontos inativos ndo contribuem para o

residuo interno.

7.3 HESSIANA CONSISTENTE PARAA LEI UNILATERAL

Quando todos os pontos de integragéo permanecem ativos ou inativos
durante uma iteracéo, a Hessiana tangente pode ser obtida pela substituigdo direta de
S(E) e Kt(E) na expressao geral. Para a lei unilateral sem suavizacéo, nos pontos ativos
tem-se S = KE e K:= K; nos pontos inativos, S =0 e K:= 0. Assim, a Hessiana aproximada
por quadratura é:

Ajn A 0;
Lm3 km +KEm;k
]Om ]Om

chﬁ ~ z WmAOq’a,f(fm)(pﬁ,f(fm) K

mEcﬂg

(7.18)
A forma (7.18) é a tangente consistente dentro de um conjunto ativo
fixo. Entretanto, se um ponto de integragdo muda de estado durante a iteragéo, a
funcdo constitutiva sofre uma mudanca de ramo. Essa transicdo pode reduzir a
regularidade da resposta global e prejudicar a convergéncia quadratica tipica do

método de Newton.
A contribuicdo de um ponto inativo para a Hessiana € nula. Isso tem
uma consequéncia mecanica e numérica importante. Em uma regiao frouxa do cabo,

a energia axial ndo fornece rigidez local. Se muitos pontos de integragdo estao
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inativos, ou se os pontos ativos geram pouca variagao de comprimento para certos
modos de deslocamento, a Hessiana global pode apresentar autovalores muito
pequenos. Essa situacdo ndo representa necessariamente um erro da formulagao; ela
pode refletir a prépria natureza fisica de uma linha flexivel sem rigidez a compressao
e sem rigidez a flexdo. Contudo, para a solugéo incremental, a presenca de modos
quase nulos pode causar mau condicionamento severo.

Essa observagao antecipa a necessidade de distinguir duas questdes.
A primeira é fisica: o cabo ideal deve permanecer sem rigidez de flexdo e sem
resisténcia compressiva. A segunda é algoritmica: o sistema incremental precisa ser
resolvido de forma robusta. A regularizagcado espectral minima da Hessiana, discutida
em capitulo posterior, atua apenas sobre a segunda questdo. Ela ndo deve ser
interpretada como acréscimo de rigidez flexional fisica ao cabo.

A lei definida por (7.8) é simples e fisicamente transparente, mas
apresenta uma nao diferenciabilidade em E = 0. Em analises nas quais a alternancia
entre pontos ativos e inativos dificulte a convergéncia, pode-se adotar uma

aproximacgao suavizada da parte positiva. Uma escolha possivel é
(Eie=5(E+VEZ+€2), &>0 (7.19)
Nesse caso, a tensao regularizada é:
S(E) = K(E)4e (7.20)

e 0 modulo tangente correspondente é

dse _ K
Kee(E) =4 =5

(1+ %) (7.21)

Quando ¢ —» 0, a fungdo suavizada converge para a parte positiva
classica. Para ¢ finito, a transicdo entre o ramo inativo e o ramo ativo torna-se
diferenciavel, o que pode facilitar a solugdo por Newton. Contudo, essa suavizagao
introduz uma pequena resposta residual mesmo em estados levemente compressivos,
dependendo do valor de €. Por esse motivo, ela deve ser interpretada como artificio
numeérico, ndo como alteragao do modelo fisico ideal.

Neste trabalho, a lei unilateral ndo suavizada é tomada como

referéncia conceitual, por explicitar de forma direta a distincdo entre barra e cabo. A
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suavizagdao (7.19) permanece como alternativa computacional para estudos
posteriores ou para analises em que a troca de estado ativo—inativo se torne

dominante.

7.4 PRE-TRACAO E DEFORMAGAO INICIAL EM CABOS

Muitos sistemas estruturais de cabos trabalham com pré-tracdo. Em
tais casos, o cabo nao parte necessariamente de um estado sem tensédo quando E =
0. A formulagdo energética pode acomodar essa situagdo por meio de uma
deformacao inicial, de uma tenséo inicial ou de uma combinagao entre ambas. Uma

forma simples de representar uma resposta bilateral com deformacao inicial Eo seria:
S(E) = K(E — Ey) (7.22)
com energia associada:
U (E) = K (E — E;)? (7.23)

Para um cabo unilateral pré-tracionado, uma possibilidade € aplicar a

condicao de tragcao positiva sobre uma tenséao tentativa:
S(E) =(So + K(E = Eo))+ (7.24)

em que Sorepresenta uma tensao axial inicial de referéncia. O correspondente modulo

tangente, no caso nao suavizado, é:

K, So+K(E—Ep) >0,

Ke(E) = {0, So + K(E — Ey) < 0. (7.25)

Essa extensao nao é necessaria para a definicao basica do elemento,
mas é relevante para aplicagdes futuras em estruturas de cabos, tensegridades e
sistemas protendidos. Ela mostra que a formulacao posicional parametrizada nao esta
restrita a cabos inicialmente sem tensdo. O ponto essencial € que qualquer pré-tracao
incorporada ao modelo deve aparecer de modo consistente na energia, na forga

interna e na Hessiana tangente.
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Nesta dissertagcao, a lei basica sem pré-tracao sera priorizada para
isolar os efeitos da cinematica curvilinea, da unilateralidade a tragcdo e do
condicionamento da Hessiana. Ainclusao de pré-tracdo deve ser entendida como uma
extensao direta, mas ndo como requisito para a formulagdo fundamental.

A configuragéo de equilibrio de um cabo submetido ao peso préprio e
a determinadas condigcdes de apoio € frequentemente associada a catenaria.
Formulagdes especificas exploram essa propriedade para construir elementos de
cabo com representagao precisa do campo de tragdo ou da geometria de equilibrio,
conforme Li, Huang e Chen (2024) e Huang et al. (2023). Essa abordagem ¢ eficiente
quando a classe de carregamento e as hipoteses do modelo permitem aproveitar a
solucao catenaria como descri¢ao interna do elemento.

A proposta desta dissertagdo segue uma diregao diferente. A forma do
cabo nao é imposta previamente como catenaria exata. Em vez disso, a linha média
€ interpolada por fungdes de Lagrange, e a configuracdo de equilibrio resulta da
solucdo ndo linear do problema. Assim, a catenaria pode ser aproximada por
refinamento da malha, por aumento da ordem de interpolacédo ou por uma combinacao
de ambos. Essa estratégia € menos especializada, mas oferece uma estrutura mais
uniforme para tratar geometrias iniciais arbitrarias, carregamentos distribuidos
conservativos e acoplamento com técnicas gerais de solugéo incremental.

A distincdo entre catenaria exata e aproximacao polinomial deve ser
mantida explicita. Um elemento de Lagrange de ordem superior ndo reproduz
automaticamente uma catenaria em um unico elemento. Ele apenas amplia o espago
aproximativo da linha média. A qualidade da resposta depende da ordem de
interpolacdo, da integragdo numeérica, da distribuicdo de nés, da intensidade do
carregamento e da capacidade do algoritmo n&o linear de encontrar a configuragao
equilibrada. Portanto, a proposta nao substitui formulagdes catenarias especializadas;
ela oferece um sistema posicional geral no qual o comportamento de cabos pode ser
aproximado de maneira sistematica.

A auséncia de rigidez flexional é uma caracteristica fisica desejavel
quando se pretende modelar cabos ideais. No entanto, essa mesma caracteristica
produz consequéncias numericas relevantes. Em elementos de ordem superior, 0s
nos intermediarios permitem variagbes de forma da linha média. Algumas dessas

variagcbes podem alterar significativamente a geometria visual do elemento, mas
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produzir pequena variagao do alongamento local. Como a energia interna depende
apenas de E, esses modos podem receber pouca rigidez energética.
Considere uma perturbagdo incremental AY«. A energia incremental

associada a Hessiana pode ser escrita formalmente como:
=1 aB a8
AU®) = - AYHy” AY, (7.26)

Se AY# representa um modo que modifica a forma da linha com
pequena alteragao de comprimento, entdo AU®) pode ser muito pequeno. Em termos
matriciais, isso se manifesta por autovalores positivos proximos de zero na Hessiana
reduzida apos a imposicao das condi¢cdes de contorno. O problema € intensificado
quando a lei unilateral torna pontos de integracao inativos, pois nesses pontos nao ha
contribuicdo material nem geométrica para a rigidez tangente.

Essa dificuldade ndo deve ser resolvida introduzindo artificialmente
uma energia de flexado fisica, pois isso mudaria o modelo estrutural. A alternativa
adotada nesta dissertacdo € manter a energia do cabo puramente axial e tratar o mau
condicionamento por meio de regularizagdo algoritmica seletiva da Hessiana. A
regularizacdo espectral minima, apresentada posteriormente, atua sobre modos
positivos mal condicionados do sistema incremental, sem alterar o residuo de
equilibrio original. Desse modo, preserva-se a interpretacdo mecanica do cabo e

melhora-se a robustez do processo iterativo.

7.5 SINTESE DO CAPITULO

A formulagdo posicional parametrizada permite organizar a
modelagem do elemento axial em trés niveis distintos. O primeiro nivel é cinematico
e define a interpolagdo da linha média por meio das fun¢des de forma @q(&). O
segundo é constitutivo e define a relagdo entre E, ue(E), S(E) e K:(E). O terceiro é
algoritmico e define como o sistema nao linear sera resolvido e estabilizado quando
necessario. Essa separagdo € essencial para evitar interpretagdes mecanicas
ambiguas.

Para a barra axial reta de dois nés, adota-se a lei bilateral

u(E) = KE?,  S(E)=KE,  K(E)=K (7.27)
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Essa escolha é compativel com a formulagao posicional de trelicas e
permite resisténcia axial a tragdo e a compresséao. Para o cabo flexivel, adota-se como

modelo basico a lei unilateral:

K, E >0,

0, E<O, (7.28)

1
u,(E) =2K(EV,  S(E)=K(E)y, K(E)={
Essa escolha impede resisténcia compressiva e torna a ativacao da
rigidez dependente do estado local de deformag¢do. O quadro conceitual resultante
pode ser resumido por:

interpolacao linear + leibilateral = barra axial reta de treliga,
interpolacdo de ordem superior + lei unilateral a tragdo = cabo flexivel puramente axial.

(7.29)

Essa sintese n&o elimina a possibilidade de outras combinagdes
constitutivas, mas estabelece as escolhas mecanicamente coerentes adotadas nesta
dissertacdo. A continuidade entre os dois casos € garantida pela mesma estrutura
energética e pela mesma notacédo indicial. A diferenca esta na interpretacéao fisica e
no comportamento da lei constitutiva diante de estados de compressao.

A partir dessa especializagdo, os capitulos seguintes tratam dos
métodos incrementais e regularizagédo espectral da Hessiana sem modificar o nucleo
cinematico do elemento. A modelagem de barras e cabos passa, assim, a ser descrita
em um método posicional comum, mas com hipoteses constitutivas explicitamente

diferenciadas.
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8 REGULARIZAGAO ESPECTRAL MINIMA DA HESSIANA

A formulacdo posicional parametrizada desenvolvida nos capitulos
anteriores conduz a um sistema de equilibrio ndo linear escrito em termos das
posi¢des nodais atuais. De maneira simplificada, a forca interna e a Hessiana foram
obtidas pela diferenciacdo da energia de deformacdo em relacdo as incognitas
posicionais Y. Apds a montagem global, a imposigdo das condigbes de contorno
essenciais e a restrigdo aos graus de liberdade livres, o problema incremental assume
a forma de um sistema algébrico linearizado. Este capitulo introduz uma estratégia de
regularizagcao espectral minima para esse sistema incremental, com o objetivo de
controlar o mau condicionamento associado a modos positivos quase nulos da
Hessiana.

A necessidade dessa regularizagdo esta diretamente relacionada a
natureza mecanica do elemento axial curvilineo quando especializado como cabo. A
energia de deformagao considerada, depende apenas da deformacgao axial local. Nao
ha, nessa formulagado, energia associada a curvatura da linha média. Essa decisédo
preserva a interpretacdo de cabo ideal sem rigidez flexional, mas permite a existéncia
de modos quase inextensiveis, nos quais a geometria da curva se modifica com
pequena variagado da energia axial. Tais modos podem gerar autovalores positivos
muito pequenos na Hessiana tangente, deteriorando o condicionamento do sistema
incremental e tornando a iteragao de Newton sensivel a perturbagdes numeéricas.

O ponto central deste capitulo é separar dois aspectos que, em
problemas nao lineares, podem aparecer simultaneamente. O primeiro é fisico: a
perda de estabilidade, a proximidade de pontos limites, a bifurcacdo ou a existéncia
de ramos poés-criticos podem se manifestar por autovalores nulos ou negativos da
Hessiana. O segundo é numérico: autovalores positivos muito pequenos podem tornar
a resolugao linear mal condicionada, mesmo quando se deseja apenas calcular uma
corregao incremental local. A regularizagédo aqui proposta atua somente sobre o
segundo aspecto. Ela ndo corrige autovalores negativos, nao altera a equacéo de
equilibrio original e ndo introduz rigidez de flexdo permanente ao elemento. A
intervencao € restrita ao sistema linearizado usado para calcular a correcéo

incremental.
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Estratégias baseadas em autovalores tém sido empregadas em
diferentes contextos de estabilizagcdo numérica de elementos finitos, especialmente
em formulagdes imersas, problemas com matrizes tangentes mal condicionadas e
procedimentos de otimizagdo estrutural ndo linear (Garhuom, Usman, Duster, 2022);
(Eisentrager et al., 2024); (Scherz, Kriegesmann, Pedersen, 2024). Regularizagdes
espectrais também aparecem em problemas inversos mal postos, nos quais a
informacgéo espectral da Hessiana € usada para controlar dire¢ées de baixa curvatura
(Hart; Van Bloemen Waanders, 2023). A proposta desenvolvida neste trabalho adapta
esse principio ao elemento axial posicional parametrizado, mantendo a coeréncia com
a formulacéo energética e indicial empregada desde a construcédo da cinematica até

a obtencao da Hessiana.

8.1 SISTEMA INCREMENTAL REDUZIDO EM NOTACAO INDICIAL

No nivel elementar, o residuo de equilibrio associado ao n6 a e a

direcéo espacial i pode ser escrito como:
gi() = F"(Y) = FP(Y) (8.1)

em que Fi"«é a forga interna nodal consistente e F#t«representa a forga externa
nodal, incluindo contribuicbes concentradas e distribuidas quando presentes. A

Hessiana elementar é dada por:

H“ﬁ _99i

e = o (8.2)

Para carregamentos conservativos independentes da configuragcao
atual, a derivada da forgca externa em relagao as posi¢coes nodais € nula, de modo que
a Hessiana coincide com a derivada da forga interna. Para as forgas dependentes da
configuracdo deformada, a contribuigdo tangente externa deve ser incorporada
separadamente.

Apo6s a montagem global e a imposi¢gao das condigdes de contorno
essenciais, considera-se o conjunto dos graus de liberdade livres. Para escrever o
sistema reduzido de forma compacta, introduz-se um indice global reduzido A, que

representa o par formado por um né global livre e uma diregédo espacial. Assim, cada
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componente reduzida Ya corresponde a uma incognita posicional ativa. O indice B
possui a mesma interpretacdo, e adota-se a convengdo de soma para indices
repetidos. Com essa notagao, o residuo reduzido é denotado por ga, € a Hessiana
reduzida por:

HAB = % (83)

- dYp

A linearizagdo de Newton em uma iteragéo r fornece

g + HOAv() ~ 0 (8.4)
ou, equivalentemente:
Hig A" = —g ;) (8.5)

Esse € o sistema sobre o qual a regularizagao espectral sera aplicada.
A notacdo com indices globais reduzidos nao substitui a notagcao indicial elementar;
ela apenas organiza, em um unico indice ativo, as componentes nodais e espaciais
que permanecem livres apos as restricdes cinematicas.

A simetria de Hsp€é uma propriedade esperada quando o problema é
derivado de um potencial escalar e quando as condigdes de contorno sdo impostas
de forma compativel. Como a energia interna do elemento foi construida por
integracdo da densidade de energia no comprimento inicial, a Hessiana elementar
obtida por segunda derivada da energia € simétrica nos pares de indices. Essa
simetria é preservada pela montagem global e pela extragdo do sistema reduzido,
desde que ndo sejam introduzidas contribuicbes externas nédo conservativas. A

regularizagao espectral proposta neste capitulo pressupde essa simetria.

8.2 ORIGEM MECANICA DO MAU CONDICIONAMENTO

A Hessiana do elemento axial parametrizado contém duas parcelas
principais: uma parcela material, associada a variagdo da tensao axial em relagao a
deformagdo, e uma parcela geométrica, associada a presenga da tensao axial na

configuragéo atual.
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No nivel elementar, essa estrutura foi escrita na forma:
Hit' = ) Ao basbp.c | K5 + 7] de (8.6)

em que Ao € a area inicial da sec¢éo transversal, ¢p«séo as fungdes de forma, aié o vetor
tangente atual, Jo € o Jacobiano geométrico inicial, S € a tensdo de Saint-Venant
uniaxial e Kré o médulo tangente material. Essa expressao evidencia que a rigidez
decorre da deformacéo axial e do estado de tensao axial. Nao ha termo associado a
variagdo de uma curvatura, pois tal energia ndo foi introduzida na formulagao.

Em um elemento reto de dois nds, essa auséncia de energia de flexao
€ coerente com a hipotese de barra de trelica: o elemento transmite esforgo axial entre
seus nos, e 0s mecanismos estruturais sao controlados pela conectividade da treliga.
Em um elemento curvilineo de ordem superior, entretanto, a interpolagdo admite graus
de liberdade intermediarios que podem alterar a forma da curva. Quando essas
alteragbes produzem pequena variacdo do alongamento local, surgem dire¢des
incrementais com baixa rigidez axial efetiva. A Hessiana reduzida, portanto, pode
apresentar autovalores positivos proximos de zero, ainda que a formulagcéo esteja
mecanicamente consistente.

Essa situacdo nao deve ser corrigida pela introdugao indiscriminada
de rigidez de flexao fisica. Acrescentar uma energia de curvatura transformaria o
elemento em outro modelo mecanico, mais préximo de uma viga ou arco. O objetivo
da regularizagao proposta € diferente: estabilizar a resolugéo do sistema incremental,
sem modificar o residuo de equilibrio e sem alterar a interpretagcao do elemento como
barra axial ou cabo flexivel. Por isso, a regularizagao é construida no espaco modal
da Hessiana reduzida, de forma seletiva e com intensidade minima controlada por um

numero de condicdo admissivel.

8.3 PROBLEMA ESPECTRAL DA HESSIANA REDUZIDA

Considere a Hessiana reduzida Hap avaliada em uma configuragao
tentativa. Para simplificar a notagdo desta se¢ao, o indice de iteracdo é omitido,
entendendo-se que todas as grandezas sao avaliadas em uma iteragao especifica. O

problema espectral associado é dado por:
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1 i 5
chﬁ = f_lAO basbpe [Kt Gk S]—ok] dé¢ (8.7)

73

em que m € o numero de graus de liberdade livres do sistema reduzido, A;é o autovalor

) () - . . ,
associado ao modo Y4 e os autovetores sdo escolhidos ortonormais, isto é:
.. @& _
UA UA = 613 (88)

Quando a Hessiana € simétrica, os autovalores sao reais e 0s
autovetores podem formar uma base ortonormal do espaco reduzido. A decomposicao

espectral pode entao ser escrita, em notagao indicial, como:

m
Hyp = Z A vIv
=
(8.9)

Em regides nas quais a Hessiana € positiva definida, os autovalores

podem ser ordenados como:
0</11S12S"‘S/1m (810)

€ 0 numero de condicao espectral é:

K(H) =2z (8.11)

Quando A1 se aproxima de zero, o numero de condicdo cresce € 0
sistema incremental torna-se sensivel a perturbacdes numéricas. Em termos praticos,
a corregao AYapode apresentar componentes exageradas na diregdo do modo de
baixa rigidez, prejudicando a convergéncia do processo incremental.

Em analise ndo linear, entretanto, a Hessiana nem sempre € positiva
definida. Em proximidade de pontos criticos ou em ramos instaveis, autovalores
negativos podem aparecer. Por essa razdo, a construgdo adotada neste capitulo

utiliza o subconjunto dos autovalores positivos. Define-se:

quando esse conjunto é ndo vazio. A regularizacdo proposta atua apenas sobre

autovalores positivos pequenos. Autovalores negativos e autovalores nulos
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associados a perda de estabilidade ou a mecanismos ndo removidos pelas condi¢coes

de contorno nao sao convertidos automaticamente em valores positivos.

8.4 CRITERIO DE CONDICIONAMENTO ADMISSIVEL

Seja kadm 0 NUMero de condi¢do maximo admitido para a parte positiva
do espectro utilizada no calculo incremental. A partir de 1}, define-se o autovalor
minimo admissivel por:

A}Fnax
Aadm = /= (8.13)

Kadm

O parametro kadm deve ser escolhido como parametro numérico de
controle. Valores excessivamente baixos produzem regularizacdo forte e podem
influenciar a trajetéria incremental. Valores excessivamente altos reduzem a
intervencdo, mas podem n&o corrigir suficientemente o mau condicionamento.

O conjunto dos modos positivos mal condicionados € definido por:
B={ 0<% <2adm} (8.14)

Para cada modo j € B, introduz-se uma rigidez modal estabilizante:
Nj = dadm — 4 (8.15)

Como Aj < Aadm, tem-se n; > 0. Essa escolha € minima no sentido
espectral: ela eleva cada autovalor problematico exatamente até o limite admissivel,
sem deslocar os demais modos.

Quando B ¢ vazio, a Hessiana reduzida ja satisfaz o critério adotado
para os autovalores positivos e nenhuma estabilizagdo € aplicada. Nesse caso, a
formulacdo coincide com a solugdo incremental original. Essa propriedade é
importante porque a regularizagdo ndo deve atuar como componente permanente do
modelo numérico, mas apenas como mecanismo adaptativo de controle do

condicionamento.
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8.5 CONSTRUGAO INDICIAL DA HESSIANA REGULARIZADA

A contribuicdo estabilizante associada aos modos em B é definida

por:

Hstab — ZT’J ) é’)

JEB
(8.16)
Substituindo a definigdo de n;, obtém-se:
Hstab — Z (Aagm — 4) vj”vé’)
JEB
(8.17)
A Hessiana regularizada € entao dada por:
H,:8 = Hyp + H5RP (8.18)
ou, explicitamente:
HygE = Hyg + . (Raam = ) v v
JEB
(8.19)

Essa construcao difere de uma penalizagao escalar do tipo Has+ kdas.
A penalizagao escalar desloca todos os autovalores de maneira uniforme, modificando
também os modos bem condicionados e alterando a escala global da matriz tangente.
Na regularizagdo espectral minima, a intervengdo é restrita as dire¢cbes modais
efetivamente problematicas. O termo Hs%%2 é simétrico e semi-definido positivo, desde
que n; > 0, e sua imagem esta contida no subespago gerado pelos autovetores
selecionados.

A forma indicial também evidencia que a regularizagdo é aplicada
apdés a montagem e a reducdo do sistema, ndo no nivel das integrais elementares.

Portanto, ela ndo altera diretamente a expressao da energia interna do elemento, da
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forca interna elementar ou da Hessiana fisica elementar. A matriz estabilizante € uma

corregao algoritmica da matriz usada para calcular a corregao incremental.

8.6 PROPRIEDADE DE MINIMALIDADE ESPECTRAL

A propriedade de minimalidade pode ser demonstrada pela agao de

Hap™9 sobre os autovetores da Hessiana fisica. Para um modo £ € B, tem-se:
Hapv? = 2,09 (8.20)

A acao da matriz estabilizante sobre esse mesmo modo é:

? ] ). (£
3oy = zm MOMOMG

JEB
(8.21)
Pela ortonormalidade dos autovetores:
vl = 6, (8.22)
resulta:
H3ovg” = nev,” (8.23)
Logo:
HiEvS) = (A + 1) (8.24)
Substituindo n¢= Aadm - A¢, obtém-se:
Hyol"” = dagmu” (8.25)

Portanto, cada autovalor positivo mal condicionado €& elevado
exatamente ao menor valor permitido pelo critério adotado.
Para um modo ¢ ¢ B, considerando a base ortonormal completa, tem-

Se:
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Hstab (l’) -0 (8.26)

e, consequentemente:
Hystvs” = Hypvl? = A0 (8.27)

Assim, os modos nao selecionados permanecem inalterados. Essa €
a razao para denominar a estratégia como regularizagcédo espectral minima: a corregao
modifica apenas o necessario para que o espectro positivo satisfaca o limite inferior

imposto por Aadm.

8.7 INTERPRETACAO ENERGETICA INCREMENTAL

Embora a regularizacdo seja algoritmica, ela admite uma
interpretacado energética no modelo quadratico incremental. Define-se a coordenada

modal incremental associada ao modo j por:
q; = vAY, (8.28)

A energia estabilizante incremental associada aos modos

selecionados é:

(T) _
stab z n] q]
JEB

(8.29)

Como:
q? = AY,u vy, (8.30)

segue que:

U, = 2avs | v | av,
JEB

(8.31)
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Portanto:

stab —

Uy = 5 AY,HEPAYy (8.32)

@)
stab

Aenergia U, nao é adicionada a energia potencial total da estrutura.
Ela pertence apenas ao modelo quadratico incremental da iteracéo r. Essa distincao
€ fundamental. Se a energia estabilizante fosse incorporada ao funcional fisico, a for¢ca
interna e a Hessiana fisica seriam alteradas, modificando a solugéo de equilibrio. No

procedimento proposto, o residuo fisico continua sendo:
ga(Y) = E"(Y) — FEf(Y) (8.33)

e a convergéncia é verificada em relagdo a esse residuo, ndo em relagdo a uma forga
estabilizante artificial.

O modelo quadratico de Newton pode ser escrito como:

m(AY) = g4AY, + 5 AV, HypAYp (8.34)
Com a regularizacao, utiliza-se:

Mireg(AY) = gaAYy + = AV, HyEAYy (8.35)

A estacionariedade desse modelo em relagéo a corre¢ao incremental

fornece:

Omye
Sar, = 9at H,FAY =0 (8.36)

de onde resulta o sistema incremental regularizado:

H,p AYs = —g, (8.37)

Se o processo iterativo converge, a solugao final deve satisfazer a

equacao de equilibrio original:

ga(¥) =0 (8.38)
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A regularizagado altera a diregao incremental calculada durante as

iteracdes, mas nao redefine o problema mecanico a ser resolvido.

8.8 ATUALIZAGAO ADAPTATIVAAO LONGO DAS ITERACOES

Como a Hessiana depende da configuragao atual, a regularizagao
deve ser atualizada a cada iteragdo de Newton. Na iteracédo r, avalia-se o residuo

fisico:
95 = ga(r®) (8.39)
e monta-se a Hessiana reduzida fisica:

H) = 294 (8.40)

Resolve-se, entédo, o problema espectral:

HDpI = A}r)vjj’r) (8.41)

A partir dos autovalores positivos, calcula-se:

20

(") _ Amax
Aadm - m (8.42)
e identifica-se o conjunto:
B ={j|0<a” <1} (8.43)

A matriz estabilizante da iteragéo é:

tab,
Hag " = % jepm (/'l(r)

adm

= A7) pI Py (8.44)
e a Hessiana regularizada usada no calculo incremental é:
stab,(r)

reg(r) _ ()
Hyp = Hyp + Hyp (8.45)

A corregao incremental € obtida por:
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Hys " ars” = —g)) (8.46)
e a atualizagao posicional é:
YO — y @ 4 ay® (8.47)
Quando o conjunto B™ & vazio, tem-se:
HENO =0, O = 1 8.46)

Assim, o método retorna automaticamente a iteragcdo de Newton nao
regularizada sempre que o condicionamento da parte positiva do espectro for

aceitavel.

8.9 AUTOVALORES NEGATIVOS E INTERPRETACAO DE ESTABILIDADE

A presenca de autovalores negativos na Hessiana tangente tem
interpretacao distinta da presencga de autovalores positivos pequenos. Um autovalor
negativo pode indicar que o ponto corrente pertence a um ramo instavel, que a
estrutura atravessou um ponto limite ou que ha uma diregcédo de perda de estabilidade
associada ao equilibrio. Em problemas de instabilidade, tais informagdes sao
mecanicamente relevantes e ndo devem ser apagadas por uma estabilizagdo
automatica.

Por essa razao, a regularizagao conservadora adotada neste trabalho

atua apenas sobre autovalores que satisfazem:

0 < 4 <adm (8.49)

Autovalores negativos devem ser reportados, armazenados e
analisados como indicadores do estado tangente da estrutura. Essa decisdo é
especialmente importante quando a formulacdo for acoplada a métodos de
continuagao, pois a travessia de pontos limites e a identificacdo de mudancgas de
estabilidade dependem da informacéao espectral da Hessiana.

Também é necessario distinguir autovalores quase nulos associados

a mau condicionamento de autovalores nulos decorrentes de restrigdes insuficientes.
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Modos de corpo rigido ou mecanismos globais produzidos por condi¢gdes de contorno
inadequadas nao devem ser tratados por regularizagado espectral. Nesses casos, a
corregao apropriada é revisar o modelo estrutural, as restricbes essenciais e a
conectividade da malha. A regularizagao proposta pressupde que os movimentos de
corpo rigido ja foram removidos pelo processo de redugéo do sistema.

Em formulagdes com carregamentos nao conservativos, forgas
seguidoras ou tangentes externas assimétricas, a matriz tangente pode perder
simetria. Nesses casos, a decomposi¢do espectral ortonormal empregada neste
capitulo deixa de ser diretamente aplicavel. Uma extensao possivel exigiria trabalhar
com a parte simétrica da tangente, com decomposi¢cao singular ou com estratégias
especificas para operadores nao simétricos. Essa extensdo nao é considerada nesta

dissertacao.

8.10 INDICADORES DE INTENSIDADE DA REGULARIZACAO

Para que a regularizagdo seja usada de forma controlada,
recomenda-se monitorar indicadores capazes de quantificar sua influéncia no sistema
incremental. O primeiro indicador € a razdo entre a norma de Frobenius da matriz

estabilizante e a norma de Frobenius da Hessiana fisica:

1/2
stab ;;stab
(HAB Hyp )

(HapHap)'/?

Pstab = (850)

Valores pequenos de pstab indicam que a matriz estabilizante é
pequena em relacao a rigidez tangente fisica. Valores elevados indicam que a diregao
incremental esta sendo fortemente influenciada pela regularizacdo, o que deve ser
analisado com cautela.

O segundo indicador é a participagdo energética incremental da
estabilizacéo:

_ AYHSEPAYR
Tstab = AYAH FAYE (8.51)
Esse indicador mede a fracdo da curvatura quadratica incremental

atribuida a contribuicdo estabilizante ao longo da corre¢cdo calculada. Se rstab €
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pequeno, a diregdo incremental permanece dominada pela Hessiana fisica. Se rstab €
grande, a regularizagao esta desempenhando papel relevante na diregao de Newton
e deve ser registrada na analise dos resultados.

Também é util monitorar o nimero de modos estabilizados:
ng = card(B) (8.52)

bem como os menores autovalores positivos antes e depois da

regularizagdo. Para os modos estabilizados, a relagéo:

A% =Aaam» JEB (8.53)

deve ser satisfeita. Para os demais modos:

A®=%, je¢B (8.54)
Essas verificacbes permitem confirmar que a implementagao segue a

defini¢ao tedrica da regularizagdo minima.
A escolha de kadm deve ser submetida a estudo paramétrico. Em

aplicagdes numeéricas, podem ser testados valores como:
Kaam = 106, 108, 1019, 1012 (8.55)

A formulacdo sera considerada robusta quando a trajetéria de
equilibrio, as reagcbes e os deslocamentos de interesse permanecerem estaveis a
medida que a regularizagao é enfraquecida, isto €, quando se aumenta kadm Sem perda

significativa de convergéncia.

8.11 PROCEDIMENTO ALGORITMICO

O procedimento de regularizagédo espectral minima em uma iteragao
de Newton pode ser sintetizado da seguinte forma. Primeiro, monta-se o residuo fisico
original no sistema global e aplica-se a redugao aos graus de liberdade livres:

gff) = Fint(y(M) — pext(y(™) (8.56)

Em seguida, monta-se a Hessiana fisica reduzida:
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(r) _ 994
Hag = 5l (8.57)

Resolve-se o problema espectral simétrico associado a Hj? e

identificam-se os autovalores positivos relevantes. Com esses autovalores, calcula-se

Agrd)m e determina-se B(. A matriz estabilizante € entao construida por:

stab,(r) _ ™ ™\ .G 3G
Hyp = (Aadm —4 )UA Up
jeB(™
(8.58)
A correcao incremental € obtida resolvendo:
(HD + 13> ) Ay =~ (8.59)
Por fim, atualizam-se as posi¢cdes nodais livres:
(r+1) _ () Q)
Y, =Y, +AY, (8.60)

e verifica-se a convergéncia com o residuo fisico original. O critério de convergéncia
pode envolver, por exemplo, a norma do residuo reduzido e a norma da corre¢cao
incremental, mas a forga estabilizante ndo deve ser incorporada a definicdo do
equilibrio final.

Do ponto de vista computacional, em sistemas pequenos pode-se
calcular a decomposicao espectral completa. Em sistemas maiores, basta estimarimax
e os autovalores positivos proximos de zero, pois somente eles entram na construgao
de B. A escolha entre decomposi¢cao completa, métodos iterativos ou estimativas
parciais deve considerar o tamanho do sistema, a esparsidade da Hessiana e o custo

relativo da montagem e solugao linear.

8.12 COMPATIBILIDADE COM METODOS INCREMENTAIS DE SOLUCAO

A regularizagado espectral minima é compativel com o método de
Newton—Raphson em controle de forca ou em controle de deslocamento, desde que

aplicada ao sistema reduzido correspondente aos graus de liberdade efetivamente
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desconhecidos. Em controle de deslocamento, os graus prescritos sédo removidos do
sistema incremental antes da analise espectral. Portanto, a decomposi¢céo deve ser
realizada sobre a Hessiana reduzida aos graus livres, e ndo sobre a matriz global
antes da imposicao das restricoes.

No método de comprimento de arco, que sera tratado em capitulo
especifico de solugdo incremental, a regularizagao deve ser inserida apenas no bloco
estrutural da matriz aumentada. Se o sistema aumentado for escrito

esquematicamente em termos indicial reduzidos como:

HAB6YB - ?A(SA == _gA (862)

a substituicdo proposta é:

Hyp — H) 2 (8.62)

A equacao de restricdo de arco ndao deve ser modificada pela
estabilizagdo espectral, pois ela controla o tamanho do incremento no espago
ampliado de deslocamentos e fator de carga. Do mesmo modo, o residuo de equilibrio
usado na verificagdo de convergéncia continua sendo g4, calculado a partir das forgas
fisicas.

Essa compatibilidade é relevante para problemas com snap-through,
snap-back ou proximidade de bifurcagdes, nos quais a matriz tangente pode se tornar
mal condicionada ou indefinida. A regularizagdo proposta nao substitui os
procedimentos necessarios para o acompanhamento da trajetéria de equilibrio; ela
atua apenas como mecanismo de condicionamento do bloco estrutural em dire¢des
positivas quase singulares. A identificacdo de pontos criticos e de mudangas de
estabilidade deve continuar baseada na analise do espectro fisico da Hessiana nao

regularizada.

8.13 LIMITES DA REGULARIZACAO PROPOSTA

A regularizagdo espectral minima nédo deve ser interpretada como
solugao universal para qualquer dificuldade de convergéncia. Se a malha possui
mecanismos de corpo rigido, conectividade inadequada ou restrigdes insuficientes, o
problema deve ser corrigido na modelagem. Se a trajetdria de equilibrio atravessa

uma regiao fisicamente instavel, autovalores negativos podem aparecer e devem ser
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tratados por métodos de continuagéo ou analise de estabilidade, ndo por eliminagao
artificial da indefinicao da Hessiana.

Também é necessario reconhecer que a regularizagao altera a diregao
incremental, embora ndo altere o residuo fisico final. Em problemas fortemente nao
lineares, uma alteracao significativa da direcdo de Newton pode modificar o niumero
de iteragdes, a necessidade de controle de passo e a forma como o algoritmo percorre
a trajetoria de equilibrio. Por esse motivo, os indicadores pstab, r'stab € n devem
acompanhar os resultados numéricos.

A formulacido proposta € mais adequada quando o0 mau
condicionamento decorre de modos positivos quase nulos associados a auséncia
deliberada de rigidez flexional no elemento axial curvilineo. Nessa situacdo, a
regularizagao atua como estabilizagdo modal controlada, preservando a natureza axial
do elemento. Essa € precisamente a condicdo esperada em aplicagcdes de cabos

flexiveis modelados com aproximacdes de ordem superior.

8.14 SINTESE DO CAPITULO

Neste capitulo foi desenvolvida uma regularizagao espectral minima
para a Hessiana reduzida do elemento axial posicional parametrizado. A construgéo
foi apresentada em notacgéao indicial, partindo do residuo reduzido g4, da Hessiana
fisica Hape do problema espectral simétrico associado. A partir de um numero de
condicao admissivel kadm, definiu-se um limite inferior Aadm para os autovalores

positivos e construiu-se uma matriz estabilizante Hj@2P

restrita aos modos que
satisfazem 0 < Aj < Aadm.

A regularizagao resultante eleva cada autovalor positivo problematico
exatamente até o limite admissivel e preserva os demais modos. A interpretacao
energética mostrou que a corregéo equivale a introdugado de uma energia quadratica
modal apenas no modelo incremental, sem alteracdo da energia potencial fisica, da
forca interna ou do residuo de equilibrio. Autovalores negativos foram mantidos fora
do procedimento de corregao, pois carregam informagao sobre estabilidade tangente
e nao devem ser mascarados.

Com isso, a formulacao passa a dispor de um mecanismo controlado
para lidar com o mau condicionamento tipico de elementos axiais curvilineos sem

rigidez de flexdo. O capitulo seguinte utiliza essa estrutura no contexto dos métodos
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incrementais de solugéo, discutindo sua incorporagao aos procedimentos de Newton—

Raphson, controle de deslocamento e comprimento de arco.
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9 FORM-FINDING POSICIONAL POR PRE-TENSAO INVERSA EM CABOS
FLEXIVEIS

Este capitulo apresenta uma estratégia de form-finding compativel
com a formulacao posicional parametrizada desenvolvida nos capitulos anteriores. O
objetivo é construir uma configuragéo inicial mecanicamente admissivel para cabos
antes da primeira iteragdo do processo incremental nao linear. A dificuldade que
motiva este capitulo decorre do fato de que, para cabos sem rigidez a flexao e com lei
constitutiva unilateral, a escolha direta:

YO = xa (9.1)

i l

pode conduzir a uma deformacao inicial nula, tensao inicial nula e, consequentemente,
a uma Hessiana singular ou fortemente mal condicionada. Nessa situagao, o método
de Newton—Raphson, mesmo combinado com controle de deslocamento,
comprimento de arco ou regularizagdo espectral minima da Hessiana, pode nao
produzir sequer a primeira corregcao incremental de forma robusta.

A estratégia proposta neste capitulo ndo substitui a formulagcao
posicional n&o linear. Ela atua antes dela, como uma etapa de inicializac&o. A ideia
central € preservar, sempre que possivel, a geometria inicial ja definida no modelo e
calcular um campo inicial de pré-tensdo capaz de equilibrar as cargas externas
prescritas. Essa pré-tensao € entdo incorporada a lei constitutiva do cabo, de modo
que a analise posicional comece em uma configuragdo com deformacao inicial nula,
mas com tenséo inicial diferente de zero. Assim, a rigidez geométrica inicial passa a
refletir a tragdo de equilibrio do cabo, e ndo uma rigidez flexional artificial.

Ao contrario de uma aplicagao classica do Método da Densidade de
Forga, que usualmente procura coordenadas nodais de equilibrio a partir de
densidades de forga prescritas (Schek, 1974), (Veenendaal; Block, 2012), a
abordagem adotada neste capitulo € inversa: dada a geometria inicial do elemento
posicional, busca-se o campo de densidade métrica de forca ou de forga axial inicial
que equilibra essa geometria sob as cargas externas. Desse modo, o procedimento
de form-finding deixa de ser uma etapa externa, baseada apenas em barras retas, e

passa a ser derivado da prépria forca interna do elemento axial curvilineo posicional.
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9.1 FORGA INTERNA INICIAL COM PRE-TENSAO

A forga interna do elemento axial posicional parametrizado foi obtida,

nos capitulos anteriores, na forma:
i 1 aidq,
™ = 1 A S(B) =2 dg (9.2)

Na configuracgéo inicial da analise, tem-se ai=A4ie E = 0. Para introduzir

uma tracéo inicial no cabo, define-se uma tenséo inicial prescrita ou calculada:

So($) (9.3)
e uma forga axial inicial por secéo:
No(§) = AoSo($) (9.4)

A forga interna inicial associada a pré-tenséo é entao:

P = [ No () 758 b @) d& (9.5)

Define-se o vetor tangente unitario inicial por:

_ A
L) =73 (9.6)
Assim:
Fil = [ No (O)t(E) e (§) dE 9.7)

A expressao (9.7) é a base do método proposto. Como a geometria
inicial € conhecida, ti(¢) e ¢«:(&) sdo conhecidos. Portanto, se No(&) for parametrizado
por um conjunto finito de incognitas, a forga interna inicial sera linear nessas
incognitas. Isso permite construir um problema inverso linear para determinar a pré-
tensao necessaria ao equilibrio inicial.

Também é util introduzir a densidade métrica de forga axial, aqui
denotada por:

__ No(®) — ApSo(£)
w@) = Jo(§) Jo(§) (9:8)
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Com essa definigdo, como Ai= jJot;, a Eq. (9.5) pode ser escrita como:

w(&) = [T, w(O)A(E) P eds (9.9)

Essa forma é particularmente adequada ao elemento posicional
parametrizado, pois usa diretamente o vetor tangente inicial A; ja definido na

cinematica do elemento.

9.2 CASO |: FORCAAXIAL INICIAL CONSTANTE POR ELEMENTO

A primeira versao computacional recomendada é a de forgca axial
inicial constante por elemento. Essa escolha € simples, fisicamente interpretavel e
suficiente para testar se a geometria inicial fornecida € equilibravel por um campo de
pré-tensao positivo.

Considere um elemento e com n nos locais. Neste caso, assume-se:
No(§) = Ng (9.10)

em que N§ é uma incognita escalar associada ao elemento. A forga interna inicial local

torna-se:

Finvee = Ng 1 tf (©)¢8 £(§) d& (9.11)

Define-se o operador local de equilibrio por for¢a axial constante:

BEe = [T tf ()pE (&) dE (9.12)
Assim:

Foit“¢ = Bf°N§ (9.13)

A avaliacdo numérica por quadratura de Gauss € direta. Para pontos

&¢me pesos wm, com m = 1,..,ng, tem-se:

Ng
BE & ) Wit (Em)
m=1
(9.14)
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onde:
te, = om (9.15)
Jom
Para o elemento de dois n6s, com n = 2:
1 1
$1e = ey e = +3 (9.16)
O vetor tangente inicial é constante:
A= (X2 —X}) (9.17)
e:
L X?-x}
Jo=7, =T (9.18)
Logo:
B¢ = —t¢, BZ¢ = +tf (9.19)

e a forga interna inicial do elemento reduz-se a:

Finvte — _jere,  FIMt2e — L Nete (9.20)

Essa é a forma classica de equilibrio de um cabo ou barra axial
submetida a forca normal constante. A densidade de forca classica % = Vg/Lg
aparece como caso particular quando a contribuicdo axial é escrita como produto entre
a densidade e o vetor diferenca inicial do elemento. O ponto distintivo da formulagao
aqui proposta é que a grandeza primaria para inicializar a lei constitutiva ndo é apenas
ge, mas a tensao inicial:

e _ N§
S§ = 22 (9.21)

Te

Para elementos curvilineos de ordem superior, a hipétese No(€) = Ng
continua admissivel. Nesse caso, a forga axial inicial € constante ao longo da linha
média, mas a diregao tangente ti(¢) varia ao longo do elemento. A integral (9.12)

distribui essa forga axial constante entre os nés do elemento de modo compativel com
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a geometria curvilinea interpolada. Essa € uma primeira forma de justificar o uso do
elemento parametrizado: mesmo com uma unica forga axial inicial por elemento, a
curvatura geométrica produz for¢gas nodais equivalentes distribuidas de forma nao

trivial nos nds intermediarios.

9.3 MONTAGEM GLOBAL DO PROBLEMA INVERSO COM GEOMETRIA FIXA

Apos a construgdo dos operadores elementares B*¢, realiza-se a
montagem global sobre os graus de liberdade livres. Seja L{** o operador de
conectividade que associa 0 né local a« do elemento e ao né global I. A contribuigdo do

elemento e para o equilibrio do n6 global I na diregao i é:
By, = LB (9.22)

A soma das contribuicdes elementares fornece a forga interna inicial

global:
Foxi = BiN§ (9.23)

com soma sobre o indice elementar e.
Seja Piia forga externa equivalente aplicada ao n6 global livre I na
direcdo i, incluindo cargas nodais e cargas distribuidas conservativas ja convertidas

em forgas nodais equivalentes. A condi¢cao de equilibrio inicial desejada é:
BENE = Py (9.24)

A Eqg. (9.24) é um problema inverso: as coordenadas X sao
conhecidas e preservadas, enquanto as forgas axiais iniciais Vo sd0 desconhecidas.
Como cabos devem trabalhar em tracao, impde-se a restricao:

N§ =N, >0 (9.25)

Assim, a forma computacional recomendada é o problema de minimos

quadrados nao negativos (Lawson; Hanson, 1995):

.1
min; (BENS — P)(BENS = P), N = Niyin (9.26)
0
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A solucao fornece o conjunto de forgas axiais iniciais que melhor
equilibra a geometria inicial preservada. O residuo relativo de form-finding é definido

por:

\/(B;ziNg_PIi)(B{iN({_Pli)

E =
ff VPriPritéo

(9.27)

em que g € um numero pequeno usado apenas para evitar divisdo por zero. A

geometria inicial é considerada equilibravel por pré-tensao positiva quando:
gge < tolgr (9.28)

Se essa condi¢cdo for satisfeita, a geometria inicial do modelo é
preservada:

X{* permanece inalterado (9.29)

9.4 CASO II: CAMPO DE DENSIDADE METRICA PARA ELEMENTOS DE ORDEM
SUPERIOR

A formulagdo com forgca axial constante por elemento € a primeira
implementagdo recomendada. Entretanto, elementos de ordem superior permitem
uma representacdo mais rica do estado inicial de tragdo. Nesses elementos, a
geometria pode possuir curvatura significativa no interior do elemento, e uma unica
forga axial constante pode nao ser suficiente para equilibrar cargas distribuidas ou
geometrias mais complexas com a precisao desejada.

A generalizagao natural é aproximar a densidade métrica de forga por

uma expansao finita:

w@ =yY,Ho”, r=1,.,n, (9.30)

em que Y-(§) sao fungdes de aproximagao escolhidas para o campo
de densidade métrica e w"sao as incognitas do problema inverso. Substituindo (9.30)

em (9.9), obtém-se:

R = |12 9 OA© pas (@) dé| o (9.31)
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Define-se, entao:

C = 1y (DA bag(§) dé (9.32)
Logo:
FIM® = 8 o" (9.33)
Por quadratura de Gauss:
CE % ) Wi e () Aim P (Em)
=
(9.34)

Essa forma é mais diretamente associada ao elemento curvilineo

posicional, pois utiliza o vetor tangente inicial Aie o dominio paramétrico do proprio

elemento. A forga axial inicial nos pontos de Gauss € recuperada por:

Nom = wnJom, wm = Pr(§r)w” (9.35)
e a tensao inicial correspondente é:
Som = 2 = mlom (9.36)

Ap Ap

A escolha das fungdes rdefine diferentes niveis de aproximagéao:

1. Densidade métrica constante por elemento: n, =1 e
Y1(&) = 1. Nesse caso, w € constante, mas a forga axial No(&) = w/o(&) pode variar
se Jo(&) variar. Para elementos lineares, como Jo € constante, essa escolha é
equivalente a uma forga axial constante por elemento.

2. Campo de densidade interpolado por Lagrange:
escolhe-se ¥,(§) como uma familia de fungbes de Lagrange, eventualmente da
mesma ordem da geometria. Essa opgéo permite que a densidade métrica varie
suavemente ao longo do elemento.

3. Parametros associados aos pontos de Gauss: define-se
diretamente wmnos pontos de integragcédo. Essa alternativa € conveniente para
implementacgao, pois a estratégia constitutiva ja avalia So ponto a ponto. Nesse
caso, as restricoes de positividade sao impostas diretamente em wmou em Nom.

O Fluxograma 01 abaixo simplifica os conceitos aqui definidos:
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Fluxograma 01 — Definicao da densidade métrica

[ DEFINICAO DA PRE-TENSAO INICIAL ]

v

Escolha da representagao de
w(&) / densidade métrica

1. Constante 2. Interpolada 3. Pontos de
por elemento por Lagrange Gauss

w(&) =X ¢ (Hw, w,y, definido
Y, (£): Lagrange diretamente

|

[ w = constante ] [ w variaem & } [ wy, ponto a ponto J

v v .

[ M@ =wh® | [ N®©=0@® | [ Nom=0niom |
J

l

v
[ Campo de pré-tensao ]

So(&) / No(£)

|

[ FORM-FINDING / ESTADO INICIAL ]

Fonte: Autor (2026)

A montagem global segue a mesma logica da sec¢éo anterior. Para o

campo de densidade métrica, escreve-se:
ClwR =P, (9.37)

em que R enumera os parametros globais de densidade métrica apds

a montagem. A forma computacional com positividade é:

miRn% (CRwR — Py (CS5wS — Py), Wy = Wmin > 0 NOS pontos de controle adotados ~ (9.38)
w

Quando a positividade for imposta sobre a forga axial fisica, a restricao

equivalente é:

Nom = WmJom = Npmin > 0 (939)
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Essa versao de ordem superior € uma das contribui¢des conceituais
mais importantes desta proposta. O procedimento de form-finding deixa de tratar o
cabo como uma colegdo auxiliar de segmentos retos e passa a usar a cinematica
curvilinea do préprio elemento posicional. Com isso, a mesma interpolagdo de
Lagrange usada para a analise nao linear é usada para construir o operador inverso

de pré-tensao inicial.

9.5 CARGAS EXTERNAS EQUIVALENTES NA ETAPA DE FORM-FINDING

O vetor Piiusado nas Eqgs. (9.24) e (9.37) deve conter apenas os graus
de liberdade livres. Ele pode incluir forgas nodais concentradas e cargas distribuidas
conservativas convertidas em forgcas nodais equivalentes. Para um elemento, a
contribuicdo de uma carga distribuida qi(¢), definida por unidade de comprimento
inicial, é:

QF = [ o (O)@(E)]o(€) dE (9.40)

Por quadratura:

g
0 = D Win balEm)iEmom
" (9.41)

Como a geometria inicial € preservada, Jom € conhecido. Portanto, o
vetor externo equivalente € montado antes da solugdo do problema inverso. Em

problemas de peso proprio, pode-se adotar, no plano,

q:1(§) =0, q2(§) = —pAogc (9.42)

em que gcdenota a aceleragao da gravidade. O uso de gcevita conflito com a métrica
atual g(¢) da formulagao posicional.

A construgao do vetor externo por Eq. (9.40) é fundamental para a
coeréncia do método. A pré-tensao inversa nao procura equilibrar uma carga abstrata;
ela procura equilibrar exatamente o carregamento que sera usado posteriormente na

analise posicional nao linear.
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9.6 INCORPORAGCAO DE SoNA ESTRATEGIA CONSTITUTIVA

ApoOs a solugao do problema inverso, o resultado deve ser convertido
em um campo de tensao inicial compativel com a lei constitutiva do cabo. Na

formulagcdo com forga constante por elemento:

se =" (9.43)

O_Ag

Na formulagdo por densidade métrica de forga, a tensdo inicial é

avaliada nos pontos de Gauss:

SEp = Lintom (9.44)

A estratégia constitutiva do cabo deve ser modificada para aceitar So

como variavel interna de inicializacdo. Uma forma bilateral com pré-tensao é:
S(E, &) = Som + KE(&) (9.45)
com mddulo tangente:
K(E,$m) =K (9.46)

Para um cabo unilateral, adota-se:

S(E,&m) = (Som + KE(§m))+ (9.47)
em que:
(x), = max(x, 0) (9.48)
O maddulo tangente correspondente, fora do ponto de troca de ramo,
é:

K, Som+ KE(E,) >0,

K(E, ém) = {o, So + KE(£,) < 0. (9.49)

Na configuragao inicial:

E(m) =0 (9.50)
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Mas:

$(0,$m) = Som (9.51)

Desse modo, a forca interna inicial do cabo n&o é nula, e a Hessiana
inicial contém a parcela geométrica de tragao. A Hessiana fisica inicial pode ser escrita

como:

AAk

Hotie = Iy Ao basbps [Ke(0, )53 + So(6) | (9.52)

A segunda parcela da Eq. (9.52) é a rigidez geométrica inicial de pré-
tracao. Ela é fisica, pois decorre do estado inicial de for¢ca axial, e ndo de uma

penalizagao artificial de flexdo.

9.7 REGULARIZAGAO ESPECTRAL INICIAL APOS A DETERMINACAO DA PRE-
TENSAO

Apos a determinagao do campo de pré-tensao inicial Som nos pontos
de integragdo, a formulagdo posicional passa a dispor de uma configuragéo inicial
geometricamente preservada e de um estado axial inicial compativel com o equilibrio
aproximado obtido pelo problema inverso de densidade métrica de forgca. Nessa etapa,

adota-se:

y*©@ = xo (9.53)

l

de modo que a deformacgao inicial de Green—Lagrange € nula nos pontos de

integracao:
EQ =0 (9.54)

Entretanto, pela estratégia constitutiva com pré-tenséo, a tens&o axial

inicial nao é nula:

SO = SED, Som) = Som (9.55)
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Assim, a Hessiana inicial da analise posicional contém a contribuicao
geomeétrica associada ao estado de tragao inicial do cabo. Para o elemento axial
parametrizado, a Hessiana elementar inicial pode ser escrita como:

aﬁ(o) f 4, ¢a§¢ﬁg[K(o)AAk+So lk] dé (9.56)

tm ]3
em que, na configuragao inicial, tem-se:

a;(§) = A4;(§),  JE) =)o),  EE)=0 (9.57)

Na forma discreta por quadratura de Gauss, essa expressao é

avaliada por:

Ak 6'k
HEPO Z i Ao ) B ) [ 2 53 2
om m

(9.58)

A primeira parcela da Eq. (9.58) corresponde a rigidez material axial,

enquanto a segunda corresponde a rigidez geométrica de pré-tracdo. Essa segunda

parcela & essencial para a inicializacdo de cabos, pois fornece rigidez tangente
associada ao estado axial tracionado sem introduzir energia de flexao artificial.

ApoOs a montagem global e a imposigao das condi¢gées de contorno

essenciais, obtém-se o sistema incremental reduzido:

HAY, = —g (9.59)
em que os indices globais reduzidos A e B representam os graus de liberdade livres

do problema. O residuo fisico inicial € dado por:
gy = EM(y©;50) — Fpe (9.60)

Mesmo apés o form-finding por pré-tensao inversa, a Hessiana inicial
pode apresentar mau condicionamento, especialmente em geometrias com trechos
quase retilineos, baixa curvatura, distribuicdo irregular de nés ou modos quase
inextensiveis. Nesses casos, aplica-se a regularizagdo espectral minima ja
desenvolvida para a formulagdo posicional, agora como verificagdo final antes do
inicio do processo incremental nao linear.

Considere o problema espectral da Hessiana reduzida inicial:
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ng(;)véj) = ,ujvjj), Jj=1..,ng (9.61)
com autovetores ortonormais:
vy =, (9.62)
Seja limax 0 maior autovalor positivo da Hessiana reduzida inicial:
Hhax = max{u; | u; > 0} (9.63)

Para um numero de condigdo admissivel kadm, define-se o autovalor

minimo admissivel por:

lir-;ax
gy, = Mhax (9.64)

Kadm

O conjunto dos modos positivos mal condicionados € entao:
B={ | 0<upj<taam} (9.65)

A contribuicao estabilizante inicial € construida por:

g -
HEE™ = (Haam — 1) v 0

jEB
(9.66)

Assim, a Hessiana regularizada inicial é:
H80 = g9 4 pystabo (9.67)

A regularizagéo da Eq. (9.67) ndo altera o residuo fisico de equilibrio.

O problema mecanico continua definido por:
ga(¥) =0 (9.68)

A modificacdo ocorre apenas no sistema linear usado para calcular a

correcao incremental:

g 0
H 80N, = —g ¥ (9.69)
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Dessa forma, a regularizagdo atua como uma estabilizagdo
algoritmica da primeira solugao incremental, enquanto a convergéncia continua sendo

avaliada com o residuo fisico original.
A sequéncia adotada apos o form-finding pode ser resumida pelo

Fluxograma 02 abaixo:

Fluxograma 02 — Procedimento de regularizacdo espectral da Hessiana com pré-tensao inicial

@ ®) _ © @

Determinar as densidades métricas Converter as densidades em Inicializar a lei itutiva do cabo { Montar H
de forga na geometria inicial preservada tensdes iniciais S{" nos pontos de Gauss com pré-tensdo (material + geométrica)
Definir w(&) conforme a estratégia escolhida: Para cada ponto de Gauss m: Estado interno inicial definido e o residuo fisico g
« Constante por elemento (n, = 1) [ Nm = mym por g (ou equivalente Ng*).
> sl -> > e H
Interpolad L a i
SHTsipowda pov -agrabie NT Exemplo de lei constitutiva (tragdo): i N80 regularizado
* Nos pontos de Gauss Sy = — (tangente fisica) H
L Ag S g

4 e X G Ga Ga o g = Fin{ (" Fezt :
(residuo fisico) :

L g | \ [
0 sl S2 3
w(€) >0 0 0 0
e 7 il
® 0 ®
\\7 /
. ( Aplicar: larizach tral mini ( R
Avaliar o espectro positivo de H plicar a regularizagao espectral minima tat = . ok
N apenas se o nimero de condigio exceder Iniciar o pr : 2 el L linear
| RoRercsatiovatarss positivos; o limite admissivel usando o residuo fisico original
05 K S Ny s R, o
| & _— - SIM ~_ NAO « Resolver H,,,AY = —g Iteragdes de
(I) ; ; A &+ > "adm?/> | i Newton-Raphson
1 ~ > >
; N % "1 | o Atualizar configuragdo: Y1) = y(™) 4 Ay ou método
Calcular o nimero de condigéo: —» 2 incremental
( \ 1 .
| Koo Apli:;d mgulari_:lagaoespecglral m'inim: [ s reguisicar: o Recalcular g = Fip (YY) — F,,, escolhido
Kr+ = nos los positivos quase singulares:
| - -
’ Amin ; Hyeq = H + Hygyap Hrg=H e Verificar convergéncia (critérios usuais)
apenas autovalores positivos; A (prosseguir com H)
até ky < K ¥
L — [ (@t 5s < Koam) — D m————— SR
—

Fonte: Autor (2026)

Essa estratégia preserva a interpretacdo mecanica da formulagao. A
pré-tensdo So fornece a rigidez geométrica fisica necessaria para a primeira
configuragéo do cabo, enquanto a regularizagdo espectral atua apenas como controle
numeérico complementar quando a Hessiana inicial permanece mal condicionada.

A Figura 05 a seguir ilustra uma instabilidade do tipo snap-through,

sendo esta composta pela comparacao entre as configuracdes inicial e deformada.
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Figura 05 — Snap-through nas configuragdes inicial e deformada

Configuragcao Deformada (Escala: 1.0x)
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Fonte: Autor (2026)

Ainversao da posigao do n6 central demonstra a mudanca abrupta de
configuracado caracteristica do snap-through. A geometria de referéncia permanece
indicada em cinza tracejado, enquanto a resposta deformada é apresentada em
vermelho. A Figura 06 a seguir apresenta o modelo de distribuicdo dos esforgos

internos ocorrido durante a variacdo de configuragao.

Figura 06 — Distribuicdo dos esforgos internos no modelo de snap-through

Esforgos Internos / Tensoes (Azul: Compressao, Vermelho: Tragao)
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Fonte: Autor (2026)
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A distribuicdo dos esforgcos internos permite associar a alteragao
geométrica aos niveis de forga axial mobilizados no cabo, apoiando a verificagdo da

resposta mecénica no trecho critico da trajetoria, exemplificado pela figura 7 abaixo:

Figura 07 — Trajetéria de equilibrio pelo método de Newton—Raphson com controle de forga

Trajetdria de Equilibrio - newton_forca

01 —e— Trajetéria

—50

—100 A
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|
-
w
o
"

=200 A

—250 1

—300 1 ‘

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
Deslocamento

Fonte: Autor (2026)

O grafico relaciona forga interna e deslocamento ao longo da analise.
A presenga de trechos com resposta ndao monotdnica reforca a importancia de

controles incrementais adequados na vizinhanga da instabilidade.

O fenbmeno de snap-through caracteriza-se no caso acima, pela
perda progressiva de rigidez associada a alteragao da geometria da estrutura, seguida
pela transicdo para uma configuragcdo de equilibrio distinta. A configuragao
inicialmente arqueada, com o nd central acima dos apoios, evolui para uma
configuracao invertida, com o né central abaixo dos apoios, enquanto os elementos
permanecem submetidos a tragcao. Na trajetéria forca—deslocamento, observa-se uma
regiao de baixa rigidez tangente, na qual grandes variagdes do deslocamento ocorrem
com pequena variagao da forca interna, caracterizando a proximidade de uma

condicdo limite e a subsequente mudanca de ramo de equilibrio.
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9.8 DIAGNOSTICO DE ADMISSIBILIDADE ANTES DA ANALISE NAO LINEAR

A solucédo do problema inverso deve ser acompanhada por critérios
objetivos de aceitagdo. O primeiro critério € o residuo relativo de form-finding definido

em (9.27). O segundo € a positividade da forga axial inicial:
N¢>0 ou Ny, >0 (9.70)

conforme a aproximacgao adotada.
O terceiro critério € a avaliacdo do residuo fisico da formulagao

posicional ja com a estratégia inicializada por So:
do,1i = F(;I}f - Py (9.71)

Esse residuo deve coincidir, salvo diferengas de montagem e
quadratura, com o residuo do problema inverso. O quarto critério € espectral. Apos

montar a Hessiana inicial Ho, avaliam-se:
Imin(Ho),  k(Ho), Mo, Maeo (9.72)

A analise posicional n&o linear deve ser iniciada apenas se a Hessiana
reduzida, apds aplicacdo das condi¢cdes de contorno essenciais, for suficientemente
admissivel para o método incremental escolhido.

Se o problema inverso com geometria fixa ndo satisfizer os critérios
de aceitacdo, a conclusdo ndo deve ser a alteragdo automatica da geometria. A
interpretacado correta € que a geometria inicial fornecida nao foi equilibrada, dentro
das restricdes impostas, por um campo positivo de pré-tensédo. Nesse caso, a primeira
versao do software deve reportar falha de admissibilidade e indicar a necessidade de
uma estratégia posterior de ajuste geométrico controlado. Essa decisdo preserva a
geometria do modelo e evita que o pré-processador modifique a estrutura sem

controle do usuario.

9.9 RELACAO COM O METODO DA DENSIDADE DE FORCA CLASSICO
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O Método da Densidade de Forga classico define, para cada barra ou
cabo discreto, uma densidade:

_ Ne
=

Qe (9.73)

e utiliza essas densidades como parametros para obter uma equacgao linear nas
coordenadas nodais (Schek, 1974). Essa abordagem é extremamente eficiente para
redes de cabos e tem sido discutida em diferentes formulagdes de form-finding
(Veenendaal; Block, 2012).

A proposta deste capitulo pode ser vista como uma reformulacao
compativel com o elemento posicional parametrizado. No caso linear de dois nds, a

forga axial constante!Vs pode ser escrita como:
N§ = q.L3 (9.74)

Substituindo essa relagédo em (9.20), obtém-se a forma classica de
equilibrio por densidades de forca. Portanto, o MDF classico é recuperado como caso
particular da formulacédo aqui apresentada.

Entretanto, a formulacado proposta possui dois aspectos adicionais.
Primeiro, ela é construida a partir da forga interna do elemento posicional,
preservando a notagao e as grandezas cinematicas A4, Jo, ¢ag, So€ E. Segundo, ela
admite elementos de ordem superior, nos quais o operador de equilibrio inicial é
avaliado por quadratura de Gauss no dominio paramétrico. Assim, a inicializagéo de
cabos deixa de depender exclusivamente de uma malha auxiliar de segmentos retos
e passa a utilizar a propria cinematica curvilinea do elemento desenvolvido nesta
dissertacao.

Em respostas com retorno de carga, o método de comprimento de
arco permite continuar a trajetoria de equilibrio por trechos em que o controle de forca
isolado nao é suficiente. As Figuras seguintes registram a configuragcao deformada, os
esforgos internos e o caminho de equilibrio desse caso, a Figura 08 abaixo demonstra

um cabo em seu estado inicial indeformado e apds sofrer deformacgao.
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Figura 08 — Exemplo de snap-back: configuracao inicial e configuracao deformada do cabo
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Fonte: Autor (2026)

A configuragdo deformada registra o estado alcangado apds a
evolugdo da trajetdria. A comparacéo direta com a forma inicial destaca a grande
mudanga geométrica associada ao fenbmeno de snap-back, a Figura 09 a seguir

detalha a distribuicdo dos esforgos internos apés a deformacéao do cabo.

Figura 09 — Exemplo de snap-back: distribuicdo dos esforgos internos no estado analisado

Esforcos Internos / Tensdes (Azul: Compressao, Vermelho: Tracéo)
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Fonte: Autor (2026)
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Os esforgos internos associados ao estado mostrado confirmam que
a mudancga de ramo de equilibrio deve ser analisada conjuntamente com a resposta

axial do cabo e suas condigdes de tragao.

Figura 10 — Exemplo de snap-back: trajetoria de equilibrio pelo método de comprimento de arco

Trajetéria de Equilibrio - arc_length
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Fonte: Autor (2026)

A trajetoria apresenta o retorno de carga tipico do snap-back. O
meétodo de comprimento de arco permite continuar a solugao através desses trechos,

sem depender de uma relagao monoténica entre forga e deslocamento.

A trajetoria forca—deslocamento obtida pelo método de comprimento
de arco evidencia um comportamento de snap-back, caracterizado pela presenca de
dois pontos extremos entre os quais a relagdo entre forca interna e deslocamento
deixa de ser monoténica. Apds o crescimento inicial da forga, a trajetéria atinge um
primeiro estado limite, a partir do qual ocorre uma reversdo no caminho de equilibrio,
acompanhada de significativa alteragdo da forga interna com pequena variagdo do
deslocamento. Posteriormente, a trajetdria alcanga um segundo extremo e retorna a
um ramo de equilibrio com comportamento novamente crescente. A capacidade do
método de comprimento de arco em acompanhar esse percurso permite representar
o trecho de retorno que ndo seria adequadamente capturado por estratégias

convencionais de controle de forca ou deslocamento.
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9.10 FLUXO COMPUTACIONAL RECOMENDADO

A primeira implementagédo do método deve seguir uma sequéncia

controlada, descrita através do Fluxograma 03 abaixo:

Fluxograma 03 — Fluxo computacional de implementagdo do método proposto
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Fonte: Autor (2026)

N
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| Ajustar parametros / aproximagao
inicial e retornar aos passos anteriores.

‘ @ Iniciar a anélise nao linear
A andlise incremental ndo linear pode ser iniciada.

|
Newton-Raphson _@
ou método

incremental
escolhido

Esse fluxo mantém a separacao entre pré-processamento e analise

nao linear. O problema inverso calcula apenas a pré-tensao inicial compativel com a

geometria preservada. A trajetoria de equilibrio posterior continua sendo resolvida pelo

motor posicional nao linear, com Newton—Raphson, controle de deslocamento,

comprimento de arco e regularizacéo espectral minima quando necessario.

9.11 EXEMPLO COMPLEMENTAR: DOMO TRIDIMENSIONAL

O domo tridimensional representa uma extensdo natural da

formulacédo para sistemas espaciais pré-tensionados. A Figura 11 a seguir permite
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observar a mudanga global de configuragcdo para o estado deformado, sofrendo

alteragao de curvatura e da posigcao dos anéis e dos elementos radiais.

Figura 11 — Domo tridimensional: configuragdo deformada em comparagao com geometria inicial

-=-=- Indeformada
—— Deformada

Fonte: Autor (2026)

A visualizagdo espacial mostra como a pré-tensao e o carregamento
conduzem a uma nova configuragao do domo. A leitura conjunta das geometrias inicial
e deformada facilita a identificagdo dos deslocamentos predominantes, isso é
observado por meio da Figura 12 abaixo, em que ocorre a redistribuigdo das tensdes,

com regides mais comprimidas e outras mais tracionadas.

Figura 12 — Domo tridimensional: distribuicdo dos esforgos internos
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Fonte: Autor (2026)
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A distribuicdo dos esforgos internos explicita a participacdo dos
elementos da malha espacial na sustentagao do equilibrio. Esse resultado é util para

verificar a coeréncia entre a forma final e o estado de tragdo desenvolvido.

Figura 13 — Domo tridimensional: trajetéria de equilibrio pelo método de comprimento de arco
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Fonte: Autor (2026)

O caminho de equilibrio do domo resume a evolugéo global da
resposta nao linear, conforme demonstra a Figura 13 acima. O uso do comprimento
de arco € particularmente apropriado quando a trajetoria apresenta mudancgas de

rigidez ou proximidade de pontos criticos.

A resposta do domo evidencia forte n&o linearidade geométrica,
caracterizada pela alteragao global da configuracao e pela consequente redistribuicao
dos esforgos internos. A evolugao da geometria modifica a orientagdo dos elementos
e, portanto, suas contribuicbes para a rigidez tangente, resultando em um estado
misto de compresséo e tragdo ao longo da estrutura. A trajetéria de equilibrio obtida
pelo método de comprimento de arco apresenta comportamento ndo monoténico, com
a presenca de extremos da relacao forgca—deslocamento e mudanca de ramo de
equilibrio. Esse comportamento demonstra a capacidade do procedimento
incremental de acompanhar a resposta estrutural através de regides criticas, nas
quais a rigidez tangente pode se tornar reduzida e a trajetéria ndo pode ser descrita

por uma relagcao univoca entre forga e deslocamento.
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9.12 COMPARAGAO ENTRE CABOS

A comparacao final reune os resultados dos exemplos de cabos ‘A,
‘B’ e ‘C’ durante aplicagdo dos mesmos estados: configuragdo deformada, esforgos
internos e caminho de equilibrio. A apresentacao lado a lado facilita a identificagao
das diferengas de resposta entre as geometrias e estratégias de acompanhamento
adotadas. Conforme apresenta a Figura 14 abaixo, o cabo A apresenta configuragéo
inicial de curva suave, com pequena flecha, enquanto a configuracdo deformada
apresenta uma flecha significativamente maior. Da mesma forma, o cabo B apresenta
configuracdo similar, mas com alteragdo geométrica moderada. A grande
diferenciagcdo esta no comportamento do cabo C, onde a estrutura sofreu uma

mudanga completa de curvatura, ocorrendo inversdo geométrica da linha média.

Figura 14 — Comparagéo das configuragdes deformadas dos cabos A, B e C
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A Figura 15 a seguir demonstra a distribuicdo dos esforgos internos
atuantes nos trés cabos, com semelhanca de comportamento entre os cabos A e B.
Diferentemente do que ocorre no cabo C, onde ha a formagao de curva catenaria que
demonstra a inversdo da geometria do elemento apds a ocorréncia de tensdo maxima

do cabo.

Figura 15 — Distribuigcdes de esforgos internos dos cabos A, Be C
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Os trés graficos de esforgos internos permitem verificar como as
diferentes geometrias e condigbes de analise influenciam a intensidade e a

distribuigao da forga axial em cada cabo.

A Figura 16 abaixo demonstra as trajetorias de equilibrio dos trés

cabos. Apesar da adogao do comprimento de arco no cabo A, nota-se que nao houve
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grande diferenga entre a analise dos trés casos, permanecendo as trajetérias de

equilibrio estaveis e monoténicos.

Figura 16 — Comparacao das trajetérias de equilibrio dos cabos A, Be C
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Os trés exemplos de cabos evidenciam a capacidade da formulagao
posicional parametrizada de representar diferentes niveis de n&o linearidade
geométrica mantendo o comportamento essencialmente axial. No primeiro caso,
observa-se aumento moderado da flecha, acompanhado por uma trajetéria de
equilibrio suave obtida pelo método de comprimento de arco. No segundo, a aplicagao
de controle de deslocamento resulta em uma resposta monotdnica e estavel, com
incremento progressivo da reagao para a evolugao do deslocamento. O terceiro caso
apresenta a maior alteracdo geométrica, caracterizada pela inversao da curvatura da
linha média e por deslocamentos significativamente superiores aos observados nos
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demais exemplos; apesar da forte nao linearidade, a trajetéria forca—deslocamento
permanece monotdnica no trecho apresentado. Em todos os casos, a distribuigao das
tensdes indica predominancia de tracdo, coerente com a especializacdo do elemento
para o comportamento de cabo. Conjuntamente, os resultados demonstram que a
formulacdo é capaz de acompanhar diferentes regimes de deformacédo e de ser
combinada com distintas estratégias incrementais de solugdo sem alteracéo de sua

estrutura cinematica e energética.

9.13 SINTESE DO CAPITULO

Este capitulo apresentou uma formulagao de form-finding posicional
por pré-tensdo inversa para inicializagdo de cabos flexiveis. A principal decisao
metodoldgica foi preservar a geometria inicial do modelo, mantendo a notacéo ja
usada na formulagéo posicional: Xi* para a configuragao inicial, Y para as posi¢coes
atuais, Aipara o vetor tangente inicial, Jopara o jacobiano geométrico inicial e E para a
deformacédo de Green—Lagrange local.

A estratégia foi desenvolvida em dois niveis. No primeiro, adotou-se
forca axial inicial constante por elemento, obtendo-se um problema inverso linear em
Ni. Esse caso recupera a interpretacéo classica de equilibrio por forca axial e, para
elementos de dois nés, relaciona-se diretamente ao Método da Densidade de Forcga
classico. No segundo, propbs-se uma versao de ordem superior baseada em
densidade métrica de for¢ca w(§), compativel com a interpolacéo de Lagrange e com
a quadratura de Gauss do elemento posicional curvilineo.

A pré-tensao obtida € convertida em tensao inicial Soe incorporada a

estratégia constitutiva do cabo. Assim, na configuragdo inicial v = xpe

deformagédo € nula, mas a tensao inicial é diferente de zero. Esse procedimento
fornece rigidez geométrica inicial fisica e permite iniciar a analise néo linear de cabos
sem recorrer a rigidez flexional artificial. Com isso, o elemento parametrizado
curvilineo passa a ter uma estratégia prépria de inicializacao estatica, reforgcando sua

aplicagédo a modelagem de cabos em analise posicional nao linear.
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10 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Esta dissertacdo apresentou uma formulagdo posicional
parametrizada para a analise nao linear de cabos flexiveis, integrando a determinagao
inversa da pré-tensédo, a estratégia constitutiva unilateral e a regularizagao espectral
minima da Hessiana. A proposta preserva a geometria inicial do modelo e estabelece
um estado de tragao inicial mecanicamente compativel, fornecendo rigidez geométrica
fisica para o inicio do processo incremental.

A regularizacéo espectral minima mostrou-se compativel com essa
formulacdo ao atuar exclusivamente no sistema incremental, controlando modos
positivos mal condicionados sem alterar a equacgao de equilibrio ou o residuo fisico.
Dessa forma, a estabilizagdo numérica permanece separada da descricdo mecanica
do elemento.

Os exemplos de snap-through e snap-back evidenciaram a
importancia de métodos de acompanhamento de trajetéria diante de instabilidades
geométricas. Enquanto o controle de forca com Newton—Raphson descreve trechos
regulares da resposta, o método de comprimento de arco mostrou-se essencial para
continuar a solugédo em regides com retorno de carga ou resposta ndo monoténica.

O exemplo do domo tridimensional confirmou a aplicabilidade da
formulacdo a sistemas espaciais pré-tensionados, relacionando configuragao
deformada, esforgos internos e trajetéria de equilibrio. Por sua vez, a comparagao
entre os cabos A, B e C mostrou como diferengas geométricas e estratégias de
solugao influenciam a distribuicdo de esforgos e a evolugdo global da resposta ndo
linear.

Conclui-se que a combinagao entre form-finding por pré-tensao
inversa, elemento curvilineo posicional e controle incremental constitui uma base
consistente para a analise nao linear de cabos e outras estruturas axiais flexiveis.
Como continuidade desta pesquisa, destacam-se:

e extensdo da formulacdo para redes de cabos e sistemas estruturais
mais complexos;

e andlise de carregamentos variaveis e situagbes de contato e interagéao
com outros elementos estruturais;

e estudos sistematicos de refinamento de malha e de ordem de
interpolacgao;

e aprofundamento da regularizagdo espectral em problemas com
diferentes condigdes de estabilidade e trajetorias pds-criticas;
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validagdo experimental e comparagdo quantitativa com solugdes
analiticas e outras formula¢des de elementos finitos;

extensdo da formulagdo para analise dinamica e aplicagdes
tridimensionais mais abrangentes.
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APENDICE A - METODOS INCREMENTAIS DE SOLUCAO

Os capitulos anteriores estabeleceram a cinematica, a energia de
deformagao, a forga interna, a Hessiana tangente, a recuperacao do elemento reto de
dois nds, a especializagdo constitutiva barra—cabo, a incorporagdo de cargas
distribuidas conservativas e a regularizagcado espectral minima da Hessiana. Essas
formulagcbes conduzem, apés a montagem global e a imposi¢cao das condigbes de
contorno essenciais, a um sistema algébrico nao linear escrito em termos das
posicoes nodais atuais. O presente capitulo organiza os métodos incrementais de
solugdo utilizados para resolver esse sistema, mantendo a notagéo indicial adotada
na dissertagdo e distinguindo explicitamente a formulagédo fisica do elemento, a
estratégia de controle incremental e a regularizagao algoritmica.

Em problemas estruturalmente n&o lineares, a resposta de equilibrio
nao é determinada apenas pela solugdo de uma equagdo em um unico estado de
carregamento. A trajetéria pode apresentar regides de forte variacdo de rigidez
tangente, pontos limites de carga, pontos limites de deslocamento, mudancgas de
estabilidade e, em determinadas configuragbes, bifurcagdes. Por essa razdo, a
solucdo é usualmente construida por uma sequéncia de passos incrementais, cada
um deles corrigido por iteragdes de Newton—Raphson ou por métodos de continuacgao.
Essa organizacao é classica na analise nao linear por elementos finitos, de acordo
com os escritos de De Borst et al. (2012); Belytschko et al. (2014) e Wriggers (2008),
e € particularmente relevante em estruturas com cabos, trelicas esbeltas e
mecanismos geometricamente sensiveis, nas quais a matriz tangente pode se tornar
mal condicionada ou singular ao longo da trajetoria.

A abordagem adotada neste capitulo € compativel com a formulagao

o
i

posicional, na qual as incégnitas primarias sdo as posi¢cdes atuais " e nao
deslocamentos adicionados a uma configuragao de referéncia fixa. Ainda assim, no
nivel incremental, as corre¢cdes calculadas em cada iteragédo podem ser interpretadas
como incrementos posicionais. Essa distincdo € importante: a descrigao cinematica
permanece posicional, enquanto o procedimento numérico utiliza incrementos apenas

como mecanismo iterativo para aproximar uma configuragéo de equilibrio.
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A.1 RESIDUO GLOBAL E HESSIANA TANGENTE REDUZIDA

No nivel elementar, o residuo de equilibrio associado ao n6 a e a

direcao espacial i € definido por:
gE(Y,A) = F™(Y) — EEX% (v, 2) (A1)

em que Fi"«é a forga interna obtida da variagdo da energia de deformacéo e Fi®«é a
forga externa nodal equivalente. Para carregamentos proporcionais a um fator escalar

A, escreve-se:
FEXU(y, 1) = AF; (A.2)

quando o carregamento é conservativo e independente da configuragao atual. O vetor

=
de referéncial’i pode reunir forcas nodais concentradas e forcas nodais equivalentes

de carregamentos distribuidos definidos na configuracao inicial. Nesse caso:

—Qa

Fi =P +0Q,, Q=" ¢a©T,O)o(&) d¢ (A3)

A Hessiana elementar associada ao residuo é:

aB _ 9g¢
H;, = W (A.4)
Para forcas externas conservativas independentes de ¥:", essa
Hessiana coincide com a derivada da forca interna em relagado as posig¢des atuais.
Assim, no elemento axial parametrizado desenvolvido nesta dissertacio:

1 i 5i
Hl = 7 Ao BasPpe | K 3+ 5] de (A.5)

Com a notacao definida nos capitulos anteriores. Quando se
introduzem cargas seguidoras, pressdes normais a configuracdo deformada ou
carregamentos dependentes do comprimento atual, a derivada da forga externa em
relacdo as posi¢cdes deve ser incorporada a tangente. Essa generalizagdo nao é
tratada neste trabalho, pois a formulacdo aqui desenvolvida restringe-se a

carregamentos conservativos no referencial inicial.
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Apo6s a montagem global e a aplicagao das condi¢gdes de contorno
essenciais, considera-se apenas o0 conjunto dos graus de liberdade ativos. Para
simplificar a escrita dos métodos incrementais, introduz-se um indice global reduzido
A, que representa o par entre um no global livre e uma direcdo espacial. A
correspondéncia entre a notagéo elementar e a notagao global reduzida é puramente
organizacional: o indice

A condensa pares do tipo (ai) que permanecem livres apds as
restricGes cinematicas.

Com essa convencgao, o sistema de equilibrio reduzido é escrito como:
ga(Y, ) =F""(Y)=AF, =0, A=1,..,m (A.6)

em que m é o numero de graus de liberdade ativos. A Hessiana reduzida é:

_ 094 _ OF)™
HAB (Y) - dYp - dYp

(A.7)

para o caso conservativo considerado. A convencao de soma sobre indices repetidos

sera usada ao longo do capitulo.

A.2 TRATAMENTO DAS CONDICOES DE CONTORNO ESSENCIAIS

Seja P o conjunto dos graus de liberdade com posigcdes prescritas e L

o conjunto complementar de graus de liberdade livres. Para A € P, impde-se:
Ya=Y a. (A.8)

Durante as iteragcdes de um passo incremental, as correcdes nesses
graus de liberdade sao nulas quando a posicao prescrita ja foi atualizada para o valor
alvo do passo:

§Y,=0, A€P (A.9)

A imposicao pratica das condi¢cdes essenciais pode ser realizada por
eliminagdo direta das linhas e colunas associadas aos graus prescritos, por

particionamento do sistema ou por técnicas equivalentes de restricdo. Neste trabalho,
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adota-se conceitualmente a eliminagao direta, pois ela preserva de forma clara a
interpretacdo da Hessiana reduzida Has como operador tangente restrito aos graus
ativos.

ApOs a convergéncia, as reagdes nos graus prescritos devem ser
calculadas com o residuo fisico completo, antes da eliminacdo das equagdes
correspondentes.

Assim:
R, = FI"Y(Y) — F&XY(Y,1), A€P (A.10)

A eventual regularizacao espectral ndo deve participar desse calculo,
pois ela atua apenas no sistema linear incremental. Consequentemente, a reagao é
uma grandeza fisica associada ao equilibrio original, e ndo ao sistema estabilizado

usado internamente pelo algoritmo.

A.3 LINEARIZACAO DE NEWTON-RAPHSON

Considere uma iteragdao r dentro de um passo incremental. A

configuracao tentativa € indicada porY,-gm e o fator de carga por A("). A linearizagdo do

residuo em torno desse estado fornece:

Ga(Y® +8Y® A0 1 520y = g 4 HD sy _F,520 (A1)
em que:
g9y’ = F(y™) — A0F, (A12)

A equacao linearizada de equilibrio &, portanto:
H sy —F,600) = —g® (A.13)

A forma especifica do sistema incremental depende da variavel de
controle escolhida. No controle de forga, A é prescrito e 5A € nulo durante as corregdes
de equilibrio. No controle de deslocamento generalizado, A pode ser tratado como
incégnita e uma restricdo cinematica adicional fecha o sistema. No comprimento de

arco, A também é incognita, mas a equacao adicional controla simultaneamente o
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incremento posicional e o incremento de carga. Essa distingdo é essencial porque a
escolha da estratégia de controle determina a capacidade do método de atravessar
pontos limites e de acompanhar ramos pds-criticos, segundo cita De Borst et al.
(2012); Wriggers (2008) e Riks (1979).

A.4 CONTROLE DE FORCA

No controle de forga, define-se uma sequéncia de valores prescritos

para o fator de carga:
Ans1 = Ay + A4, (A.14)

em que o indice n identifica o passo incremental. Durante as iteragdes corretoras do

passo n + 1, o fator An+1 permanece fixo. Assim, 6A(7 =0, e a Equagao (87) reduz-se a:
HDsv" =—g0, ABecr (A.15)

Apos a solucao do sistema reduzido, atualizam-se as posicoes livres:

v =y 1y,  Aecr (A.16)

As posigdes prescritas permanecem fixas no valor imposto para o
passo.

O controle de forca é simples e eficiente quando a resposta estrutural
€ monotdnica em relagdo ao parametro de carga. Entretanto, ele falha ou perde
robustez nas proximidades de pontos limites de carga, nos quais a rigidez tangente
associada a dire¢cao de carregamento se torna singular e um mesmo valor de carga
pode corresponder a multiplas configuragdes ou a nenhuma configuragao estavel
acessivel pelo incremento escolhido. Em problemas de snap-through, por exemplo, a
continuidade da trajetéria pode exigir redugdo severa do passo ou substituicdo do
controle de forga por uma estratégia de continuacgao.

Para o elemento axial parametrizado, a limitacdo do controle de forca
torna-se relevante em duas situagdes. A primeira ocorre em estruturas de trelica ou
cabos com instabilidade geométrica global. A segunda ocorre em configuragdes

curvilineas de cabo nas quais a auséncia de rigidez flexional fisica favorece modos de
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baixa rigidez tangente. Nesses casos, o controle de for¢ca pode ser usado nas regides
iniciais da trajetdria, mas nao deve ser considerado método geral para todo o ramo de

equilibrio.

A.5 CONTROLE DE DESLOCAMENTO PRESCRITO

No controle de deslocamento prescrito, uma ou mais componentes
posicionais sdao impostas ao longo do processo incremental. Seja C um grau de

liberdade controlado. Em um passo genérico, define-se:

onde Y cé o valor-alvo da posicao controlada. Durante as iteragdes de correcao, esse

grau de liberdade é tratado como essencial e, portanto:
) _
8Y, " =0 (A.18)

O sistema de Newton é resolvido nos demais graus livres, de modo
analogo a Equacdo (89), considerando o fator de carga ou as forgas externas
estabelecidas para o problema.

A forga conjugada ao grau controlado € obtida como reagédo apos a

convergéncia:
Rc = FI"Y(Y) — F&Y(Y, 1) (A.19)

Esse procedimento € util quando se deseja obter uma curva forca—
deslocamento por imposicdo de uma posicao estrutural representativa, tal como o
deslocamento vertical de um nd central em uma trelica de Von Mises ou o
deslocamento de um ponto de aplicagéo de carga em uma estrutura de cabos.

O controle de deslocamento pode atravessar pontos limites de forga,
desde que a variavel prescrita varie monotonicamente ao longo da trajetéria. Contudo,
se a trajetéria apresentar retorno também na variavel de deslocamento escolhida, o
meétodo deixa de ser adequado. Em outras palavras, a capacidade do controle de
deslocamento depende da qualidade da coordenada escolhida para parametrizar o
ramo de equilibrio. Quando nenhuma componente posicional isolada é capaz de
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descrever a trajetéria de forma monotdnica, métodos de comprimento de arco tornam-

se mais apropriados.

A.6 CONTROLE DE DESLOCAMENTO GENERALIZADO COM FATOR DE CARGA

Uma alternativa ao deslocamento prescrito como condigdo essencial
€ introduzir uma restricdo escalar de controle e manter o fator de carga como
incognita. Seja caum vetor seletor que define a combinagéao linear de posi¢des a ser

controlada. A restricdo incremental pode ser escrita como
ca(Yy—Y)—Ddu=0 (A.20)

em que Y4 é a configuragdo convergida no inicio do passo e Au é o incremento

prescrito da coordenada generalizada. A linearizagao da restri¢cao é:
cabY, =¥ (A.21)
com:
Y =c,(Y,— V) — Au (A.22)

Combinando a equacao de equilibrio linearizada e a restricao de

deslocamento, obtém-se o sistema aumentado:

Hy  Fal|sv”] Z _ |9 (A.23)
Cp 0 1Lea™M y ()

Essa forma é particularmente util quando se deseja controlar uma
coordenada estrutural sem elimina-la como grau essencial. O fator de carga ajusta-se
para satisfazer simultaneamente o equilibrio e a restricdo imposta. A expressao
também evidencia a proximidade conceitual entre controle de deslocamento
generalizado e comprimento de arco: ambos acrescentam uma equagao escalar ao

equilibrio e tratam A como incognita.
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A.7 METODO DE COMPRIMENTO DE ARCO

O método de comprimento de arco € uma estratégia de continuagao
destinada a acompanhar trajetorias de equilibrio mesmo quando ha pontos limites de
carga ou deslocamento. Em vez de prescrever diretamente A ou uma componente
isolada de Y4, o método controla o tamanho do incremento no espago ampliado
formado pelas posicdes e pelo fator de carga. Essa ideia esta associada aos métodos
incrementais para problemas de snapping e buckling, nos quais a trajetoria pode
apresentar trechos instaveis ou retornos em relagcado as variaveis usuais de controle,
segundo os autores De Borst et al. (2012) e Riks (1979).

SejamYa € A a configuracéo e o fator de carga convergidos no inicio

de um passo. Durante o passo corrente, definem-se os incrementos acumulados:
AY, =Y, -7, AM=21-1 (A.24)
A restricdo de comprimento de arco adotada neste trabalho é:
®(Y, 1) = AY,AY, + uPANPF,F, — A2 = 0 (A.25)

em que Al € o raio do arco e u € um parametro de escala que pondera a contribuigao

do incremento de carga. A soma AYaAYadeve ser tomada sobre os graus de liberdade

ativos. O termo F,F, introduz uma escala associada ao vetor de carregamento de

referéncia. A variagédo da restrigédo é:
SO = 2AY,8Y, + 2uAAF 4F , 5A (A.26)
Na iteracao r, a correcao de Newton para a restricao impoe:
20877 4 2u2AAF,Fy 520 = —p™ (A.27)

Combinando as Equagdes (87) e (101), obtém-se o sistema

aumentado:
JTLC) _F ) )
AB 4 ISYB l — _ [gA l (A.28)
2077 2p2AADF F| LA™ 1
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Na segunda linha, o indice B indica a contragdo com a corregao

- sy () = = . a
posicional oYp', enquanto F.F.representa a norma quadratica do vetor de referéncia.

Apos a solugao do sistema, atualizam-se as incognitas:
Y:4(r+1) — YA(r) + 5YA(r)' A0+D — 1™ 4 52 (A.29)

O processo iterativo continua até que o equilibrio e a restrigao de arco

sejam satisfeitos simultaneamente.

A.8 PREDITOR TANGENTE E ESCOLHA DO SINAL

No inicio de cada passo de comprimento de arco, € necessario
construir uma estimativa inicial para Yae A. Uma escolha natural € usar a direcéao

tangente a trajetoria no ponto convergido anterior. Essa direcéo € obtida pela solugao:
HABYB = FA (ABO)

em queflis é a Hessiana avaliada na configuragdo convergida anterior. Admitindo a

previsao:
Ay = Ay, (A.31)
e substituindo essa expresséo na restricido de arco, obtém-se:
(AA®)*(V,¥, + u2F,F,) = Al? (A.32)

Logo:

Al
YAYA‘I'HZFAFA

O sinal de AA(® deve preservar a continuidade da trajetoria. Se Ayt

A =+ (A.33)

e AA®"sdo os incrementos convergidos no passo anterior, uma condigdo usual de

continuidade é:

AYA(O)Aijt + ,LLZA).(O)A/lantFAFA >0 (A34)
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Quando essa desigualdade nao é satisfeita, troca-se o sinal da
previsdo. Em regides proximas a pontos criticos, a escolha do sinal pode exigir
monitoramento adicional da trajetéria e do espectro da Hessiana fisica, especialmente

quando ha possibilidade de bifurcacio.

A.9 INCORPORACAO DA REGULARIZAGAO ESPECTRAL

A regularizacdo espectral minima desenvolvida no Capitulo 8 é
incorporada aos métodos incrementais por substituicdo da Hessiana fisica Has pela
Hessiana regularizada Has™9 apenas no sistema linear de corre¢cdo. No controle de

forca, resolve-se:
Hys 7 oYs"” = —g,” (A.35)

No controle de deslocamento generalizado, a regularizagdo atua no

bloco estrutural:

reg(r) _ (r) (7")
AN [HAEE a9
Cp 0 20 p()

No comprimento de arco, a forma correspondente é:

reg,(r) -
Hyp _FA_ _ IdYér)l lgf(xr)l (A.37)
207 2u2MOF Fe| Lsa® d™

A regularizacdo nao modifica a equacao de equilibrio original:
gaY,1) =0 (A.38)

nem altera a restricao de controle.

Portanto, os critérios de convergéncia devem ser avaliados com o
residuo fisico ga, com a restricdo ¥ ou ® quando aplicavel, e ndo com uma forga
estabilizante. Essa separagado impede que a regularizacdo seja confundida com
rigidez fisica adicional. Ela € uma intervengao algoritmica no calculo da corregao
incremental, semelhante em interior a técnicas espectrais de estabilizagdo numérica
usadas para controlar matrizes mal condicionadas, conforme os trabalhos de

Garhuom, Usman e Duster (2022) e Scherz, Kriegesmann e Pedersen (2024).
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Autovalores negativos da Hessiana fisica ndo devem ser
automaticamente elevados por essa regularizagdo. Eles podem indicar instabilidade
tangente, proximidade de ponto limite, bifurcacdo ou inadequagdo do incremento
adotado. A proposta desta dissertagcdo restringe a estabilizagcdo a autovalores
positivos abaixo do limite admissivel definido no capitulo anterior. Assim, a
regularizagao melhora o condicionamento em modos positivos quase singulares, mas

preserva a informacao fisica associada a perda de estabilidade.

A.10 CRITERIOS DE CONVERGENCIA

A convergéncia de um procedimento incremental ndo linear deve ser
avaliada por mais de um indicador. Um primeiro critério € baseado na norma do

residuo de equilibrio reduzido:

= Y9494 < tol, (A.39)

ng Fref

em que Fref € uma escala de forca. Quando o vetor de carregamento de referéncia é

Fret = |FaFa (A.40)

Quando esse vetor possui norma muito pequena, componentes nulas

adequado, pode-se usar:

dominantes ou escala incompativel com as reacdes esperadas, deve-se adotar uma
escala alternativa, como a norma da forga externa aplicada no passo, a norma da
forca interna ou uma forga caracteristica do problema.

Um segundo critério avalia a magnitude da corregéo posicional:

ny = Y44 o, (A.41)

ref

A escala Yref pode ser escolhida como uma dimensé&o caracteristica da
estrutura, a norma das posic¢des atuais ou a norma dos incrementos acumulados. Para

evitar divisdes por valores muito pequenos, é recomendavel usar:

Yier = max(l, 1/YAYA) (A.42)
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em unidades compativeis com o modelo.

No controle de deslocamento generalizado, acrescenta-se o critério:
|'¥] < toly (A.43)
€, ho comprimento de arco:
|®| < tolg (A.44)

Em todos os casos, os critérios devem ser aplicados ao problema
fisico ndo regularizado. Além disso, para avaliar a influéncia da regularizagéo,
recomenda-se monitorar os indicadores definidos no capitulo anterior, como a fragao
modal estabilizada, a razdo entre a norma da matriz estabilizante e a norma da

Hessiana fisica, e a participacéo energética da regularizagédo na corregao incremental.

A.11 CONTROLE ADAPTATIVO DO PASSO INCREMENTAL

A escolha do tamanho do incremento tem influéncia direta sobre a
robustez e a eficiéncia da analise. Passos muito grandes podem conduzir a
divergéncia, selecdo incorreta de ramo ou corregdes excessivamente influenciadas
pela regularizagdo. Passos muito pequenos aumentam o custo computacional e
podem tornar a analise desnecessariamente lenta. Por isso, € conveniente adotar uma
regra adaptativa simples baseada no numero de iteragbes e no comportamento do
residuo.

Se Nité o numero de iteragdes necessarias para convergir um passo
e Nref € um numero de iteragbes desejado, uma atualizagdo possivel para o raio de

arco é:

Alnyy = Al (Beer)’ (A.45)

it
com y > 0. Para evitar variagdes abruptas, impdem-se limites inferior e superior:
Almin = Aln+1 < Almax (A46)

Regra analoga pode ser usada para o incremento de carga no controle

de forca ou para o incremento de deslocamento no controle de deslocamento.
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A adaptacao do passo deve considerar também indicadores fisicos e
espectrais. Quando a Hessiana apresenta autovalores préximos de zero, quando a
regularizagcdo passa a atuar sobre muitos modos ou quando a razao de participagao
da estabilizagdo cresce, a reducao do passo pode ser mais adequada do que o
aumento da rigidez algoritmica. Essa recomendacgao é coerente com a interpretagao
da regularizagdo como ferramenta de condicionamento local, € ndo como substituto

para uma parametrizagao incremental adequada da trajetéria.

A.12 ALGORITMO INCREMENTAL-ITERATIVO

A solugdo incremental do problema pode ser organizada em uma

sequéncia operacional. Para cada passo n+ 1, parte-se de uma configuragéo

convergida Y1 e de um fator de carga convergido 1. Em seguida, escolhe-se o tipo de

controle: forga, deslocamento prescrito, deslocamento generalizado ou comprimento

de arco. A partir dessa escolha, constrdi-se uma previsédo inicial para YA(O) e, quando
aplicavel, para A0,

Em cada iteragdo corretora, avaliam-se as grandezas cinematicas
elementares, a deformagao de Green—Lagrange local, a tens&o S, o médulo tangente
K:, a forga interna e a Hessiana elementar. Apés a montagem global e a aplicagao das
condigdes de contorno essenciais, calcula-se o residuo reduzido. Se a regularizagao
espectral for necessaria, constroi-se Hag™9 a partir da Hessiana fisica reduzida,
obedecendo aos critérios modais definidos no Capitulo 8. Resolve-se entédo o sistema
linear associado ao controle escolhido e atualizam-se as incognitas.

A iteracdo é aceita quando os critérios de convergéncia do residuo
fisico e das restricdes de controle sido satisfeitos. Caso contrario, repete-se o
processo. Se o numero maximo de iteragdes for excedido, reduz-se o tamanho do
passo e reinicia-se a tentativa a partir da ultima configuracdo convergida. Essa
estratégia evita que uma falha local de convergéncia contamine a trajetéria global.

A.13 CONSIDERACOES SOBRE ESTABILIDADE E PONTOS CRITICOS



150

Embora este capitulo trate dos métodos de solugdo, a analise da
Hessiana fisica ao longo da trajetéria fornece informagdes importantes sobre
estabilidade. Em um problema conservativo, a Hessiana reduzida é a segunda
variagdo da energia potencial total restrita aos graus livres. A perda de positividade
dessa matriz pode indicar a aproximag¢ao de um ponto critico. Em controle de forga,
pontos limites estdo associados a singularidade da tangente em relagdo ao parametro
de carga; em problemas com bifurcagédo, pode surgir uma direcdo incremental n&o
trivial que satisfaz o equilibrio linearizado homogéneo.

Aregularizacao espectral nao deve ocultar essa informacéao. Por isso,
o espectro usado para diagnostico deve ser sempre o da Hessiana fisica Has, € ndo o
da matriz regularizada. A matriz Hag™9 é util para calcular corre¢bées quando o mau
condicionamento decorre de autovalores positivos muito pequenos, mas a avaliagao
de estabilidade, a identificacdo de perda de rigidez e a interpretacédo de pontos criticos
devem permanecer vinculadas a Hessiana original.

Essa separagao € especialmente importante para a formulacéo de
cabos flexiveis. Modos quase inextensiveis podem produzir autovalores positivos
pequenos sem que isso represente necessariamente uma instabilidade global. Por
outro lado, a passagem de um autovalor por zero pode indicar mudanga qualitativa da
trajetdria. Distinguir essas situagdes exige monitoramento espectral, anadlise da forma

modal correspondente e interpretacédo mecanica do estado de equilibrio.

A.14 SINTESE DO CAPITULO

Neste capitulo foram organizados os métodos incrementais de
solucdo compativeis com o elemento axial posicional parametrizado. A formulagao foi
escrita a partir do residuo global reduzido g4, da Hessiana tangente Haze do fator de
carga A, preservando a correspondéncia com a notagcdo indicial elementar
e, F e Hy

Foram discutidos o tratamento das condi¢cdes de contorno essenciais,
o controle de forga, o controle de deslocamento prescrito, o controle de deslocamento
generalizado e o método de comprimento de arco.

O controle de forca foi apresentado como estratégia simples,

adequada a trechos monoténicos da resposta, mas limitada na presenca de pontos
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limites. O controle de deslocamento prescrito foi caracterizado como alternativa para
obter curvas forga—deslocamento quando a variavel controlada € monotdnica. O
controle de deslocamento generalizado foi introduzido como forma aumentada que
trata o fator de carga como incognita. O comprimento de arco foi formulado como
meétodo de continuagdo capaz de acompanhar trajetérias com retorno em carga ou
deslocamento, mediante uma restricao escalar no espago ampliado das posigdes e
do fator de carga.

Por fim, mostrou-se como a regularizagdo espectral minima pode ser
incorporada aos sistemas lineares de corregao sem alterar o residuo fisico nem as
restricdes de controle. Essa organizagcao preserva a separagcdo entre modelo
mecanico, método incremental e estabilizacdo numérica. O capitulo seguinte utiliza
essa base algoritmica para discutir aspectos de integragdo numeérica, montagem

computacional e implementacao pratica do elemento axial parametrizado.
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