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Resumo

O conceito mais basico do método dos elementos finitos (FEM) é a discretizacao da
geometria do problema em varios elementos menores, cada elemento sendo chamado de
elemento finito e possuindo seu conjunto de equagdes acoplado aos elementos vizinhos. O
FEM, com o avang¢o do poder computacional, torna-se uma ferramenta essencial para pro-
jecao dos resultados de modelos por meio de simulagoes. A teoria para analise estrutural
consiste basicamente da construcao de uma matriz de rigidez global, que é construida a
partir da rigidez de cada elemento finito que na aplicacao de uma forca arbitraria gera
deslocamentos (deformagoes) ou vice-versa. Ja a difragdo dindmica de raios X é uma
teoria microscopica da interacao de feixes raios X que, ao serem refletidos em um mono-
cristal perfeito, criam um perfil de difracao. Como este depende do parametro de rede,
sob a influéncia de uma forga externa (macro) o parametro de rede altera. A alteragao do
parametro de rede sob uma forga serve como principal elo entre o macroscépico e o micros-
copico. Este trabalho compara os resultados experimentais preliminares de monocristal
de silicio tracionado e suas respectivas curvas experimentais de difracdo com resultados do
modelo que é simulado por meio da FEM e de programas que calculam a curva de difra-
¢ao. Os resultados inicias indicam que hé consisténcia nas simula¢ées de FEM, porém isso
nao é o suficiente para dizer se estao coerentes com os dados experimentais preliminares,
sendo necesséria a coleta de mais dados.

Palavras chave: FEM, Monocristais, Silicio, Tensao, Difracao.
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Abstract

The most basic concept of the finite element method (FEM) is the discretization of the
problem geometry into several smaller elements, each element being called a finite element
and having its set of equations coupled to neighboring elements. With the advancement of
computational power, FEM becomes an essential tool for projecting model results through
simulations. The theory for structural analysis basically consists of the construction of
a global stiffness matrix, which is built from the stiffness of each finite element that
in the application of an arbitrary force generates displacements (deformations) or vice
versa. Dynamic X-ray diffraction is a microscopic theory of the interaction of X-ray
beams, which, when reflected in a perfect single crystal, create a diffraction profile. As
this depends on the network parameter, under the influence of an external force (macro)
the network parameter changes. Changing the network parameter under force serves as
the main link between the macroscopic and the microscopic. This work compares the
preliminary experimental results of tractioned silicon monocrystal and their respective
diffraction experimental curves with results from the model that is simulated by means of
FEM and programs that calculate the diffraction curve. The initial results indicate that
there is consistency in the FEM simulations, but this is not enough to say whether they
are consistent with the preliminary experimental data, requiring the collection of more
data.

Keywords: FEM, Monocrystals, Silicon, Tension, Diffraction.
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Capitulo 1

Introducao

Métodos computacionais atualmente sao amplamente utilizados na engenharia
assistida por computador (CAE). Um dos métodos mais utilizados é o método de elemen-
tos finitos (FEM). Ele é feito por meio da discretizacdo de uma geometria dividida em
varios elementos menores em que cada elemento é chamado de elemento finito. Estes
possuem uma equagao diferencial prépria acoplada aos elementos vizinhos, que juntos
formam uma equacao global do problema.

Diferentes problemas de dindmica de fluidos, eletromagnetismo, anélises finan-
ceiras, economia e ciéncias dos materiais, para citar apenas alguns exemplos, podem ser
abordados usando métodos numéricos baseados em equagoes diferenciais parciais (PDE)
porém, muitas vezes as PDEs ndo possuem solugao analitica (OKEREKE; KEATES,
2018). Nesses casos, a abordagem numérica viabiliza seu célculo por varios métodos ma-
tematicos, como uma FEM consiste no célculo de varias PDEs seus calculos sao feitos
através de métodos numéricos.

No desenvolvimento de analises de métodos aproximados para solucao de pro-
blemas de equagoes diferenciais parciais foram desenvolvidas na matematica em termos
de solugoes de equacgoes por diferencas finitas, métodos variacionais e funcao de testes
continuos por partes (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005). Por outro lado a enge-
nharia muitas vezes aborda o problema de forma mais intuitiva (MCHENRY], 1943)), por
exemplo, criando uma analogia entre elementos discretos reais e porc¢oes finitas de um

dominio continuo. Ambas as abordagem se convergiram e atualmente podem se combinar

em um unico modelo, o FEM (ZIENKIEWICZ; TAYLOR,; ZHU, 2005).
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Os algoritimos da anélise FEM em geral sao estaveis e mais insensiveis as sin-
gularidades ou distor¢oes da malha quando comparados aos métodos numéricos classicos
como o método da diferenga (CTARLET; LIONS| |1991). Um esquema dos passos para
FEA pode ser visto na Figura [I.1]

Figura 1.1: Esquema de andalise em elementos finitos.
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MODELOS
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Fonte: Adaptado (OKEREKE; KEATES, |2018).
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Neste trabalho aplicar-se-4 de uma FEA em uma lamina de silicio sobre tracao
para obter cuvas de difracao e por isso é importante uma breve introdugao sobre os cristais.
Para entender melhor o conceito de cristal, considere que na transicao de fase
de um liquido para sélido, as moléculas podem assumir uma disposi¢ao aleatoria, mas

um padrao ordenado é mais provavel porque corresponde a um estado de menor energia.

Esta disposi¢ao ordenada de moléculas é chamada de estado cristalino (GIACOVAZZO)|
et al) 2002). A ciéncia que se preocupa com o estudo de cristais ¢ a cristalografia. Seu

desenvolvimento cresceu muito apds a descoberta dos raios X e sua difragao por cristais.
A cristalografia é muito importante para a ciéncia moderna por causa de sua natureza
interdisciplinar como, Quimica, Fisica, Ciéncias da Terra, Biologia, Matematica e Ciéncia

dos Materiais, em que se procura desenvolver novas técnicas para atender as demandas

experimentais aprofundando-se no estudo de cristais (GIACOVAZZO et al., [2002).
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A andlise na escala atomica se deve aos monocristais. Monocristais de Silicio
(Si) s@o amplamente utilizados em difracao de raios X. Com a alta demanda dos mono-
cristais de Si na industria de semicondutores, o conhecimento técnico para o crescimento
de cristais perfeitos de Si sem impurezas e livres de defeitos (monocristais perfeitos) foi
construido por muitos anos (SHIMURA| 2012). Essa é uma das razoes de se utilizar
monocristais de Si como monocromadores de raios X.

O trabalho aborda métodos de andlise de elementos finitos (FEA) para obter
deslocamentos no macro de acordo com as condig¢oes de contorno do experimento e mode-
lando os deslocamentos das células unitarias comparando com os resultados de simulacao
de difracao dinamica com os dados obtidos experimentalmente. Elementos finitos serao
usados para fazer uma ponte entre a teoria que compde o macro (FEA do Si) e a es-
cala minima de micrometros (difragdo de raios X) a fim de extrair informagoes sobre o

deslocamento relativo de atomos na escala atémica (angstrom).
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Capitulo 2

Revisao tedrica

Neste capitulo é realizada uma revisao tedrica de base para as partes mais
importantes da teoria de difracao de raios X em monocristais perfeitos, teoria de elastici-
dade dos materiais e o conceito e a teoria da FEM. Por meio da andlise de base, é possivel
entender quais métodos sao utilizados e quais os possiveis problemas que podem surgir

ou se podem ser aplicaveis quanto ao problema em questao.

2.1 Difracao de raios X em monocristais perfeitos

Os raios X sao adequados para medir a estrutura em nivel atomico porque
seus comprimentos de onda sao da mesma ordem do parametro de rede (a distdncia entre
atomos) de uma célula cristalina. Os raios X podem ser produzidos pelo envio de elétrons
de alta energia (da ordem de alguns quilo-eletronvolts - keV) de um catodo para um
anodo, em que se ionizam elétrons dos niveis de maior energia de ligacao de um atomo.

No modelo geométrico mais simples, os raios X “refletem” uma vez ao colidirem
com um elemento do cristal, produzindo padroes de interferéncia devido a diferenca de
caminho entre os diferentes raios que compoem o feixe de raios X. Essa andlise é valida
para feixes que passam muito proximos a superficie, em que os efeitos de distribuicao
de carga sao negligenciados. Nesta andlise utiliza-se da lei de Bragg que compde de
uma simplificagao geométrica da diferenca de caminho entre dois feixes de raios X. Para
mostrar a lei de Bragg, considere o modelo geométrico da Figura [2.1, com a estrutura

cristalina representada, por questoes de simplicidade, bidimensionalmente, a diferenca de
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caminho entre o raio refletido 1 e o raio refletido 2 é obtida geometricamente, e seu valor

para interferéncia construtiva serd um multiplo inteiro do comprimento de onda.

Figura 2.1: Representagio esquematica da difracdo de Bragg. Em azul, a distncia dsin(6) representa
a diferenca de caminho entre o raio refletido 1 e o raio refletido 2.

Feixe refletido 1

Feixe refletido 2

Fonte: O autor.

A figura 2.1 obtemos a equacao

2dsin(f) =mA ,m=0,1,2,3... (2.1)

Entretanto, nem todos os casos podem ser simplificados para o caso geomé-
trico. Considerando dois pontos arbitrarios no espaco interior do cristal, o caso geral é

representado pela figura [2.2]

Figura 2.2: Difragdo, caso geral.

Onda
V dispersada

Onda
incidente

Fonte: O autor.
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Sendo k e k' sdo vetores que coincidem com a dire¢ao de propagacgao da onda
incidente e dispersada respectivamente, de médulo k = 27 /X, em que A é o comprimento
de onda. Uma onda eletromagnética polarizada em uma direcao é peridédica e pode ser
—tkr4wt

descrita para o campo elétrico como E = Eye

No caso da Figura o valor de k" depende da dire¢io da medida devido

, sendo w a frequéncia angular.

ao efeito de polarizagdo do campo elétrico. Da Figura [2.2] a diferenga de caminho é de
(1 — n' ).7 = mA, em que 7l e n representam vetores unitarios coincidentes com a diregao
do feixe de entrada e saida, respectivamente. A diferenca de caminho multiplicada por
27” fornece Ak.r = 27m. Na condicdo de difragdo, os vetores satisfazendo a condicao
G = k' — k sdo chamados de vetores de rede reciprocos.

A condicdo acima pode se reescrita para os vetores de rede reciproco e os
indices de Miller como: G.H = 2mm. Sendo H o vetor da rede reciproca, dependente dos
vetores reciprocos da rede, H = hby + hbsk + bsl e (h,k,1) sdo os indices de Miller.

Nestas condicoes descreve-se planos em cristais, derivados de onde o plano
intercepta cada eixo de coordenadas. Em um material especifico com uma constante de
rede e estrutura cristalina conhecidas, isso permite o calculo de dngulos e distancias entre
planos e direcoes de interesse.

Para descrever o efeito das cargas, é necessario definir a densidade de elétrons

em uma estrutura cristalina suficientemente grande, considerando esferas rigidas, pode

ser descrito como uma soma de Fourier (BATTERMAN; COLE, 1964

p(r) = (1/V) ; Fe ™, (2.2)

Fy é definido como o fator estrutural do vetor reciproco de rede. Assumindo que o efeito
térmico é desprezivel, este é escrito como uma soma de Fourier dependente de cada cristal

e da direcao de incidéncia do feixe de raios X.

Fy =" fue?™ . (2.3)

O modelo geométrico da equacao nao obedece a lei de conservacao de
energia, por isso nao é o modelo mais correto para descrever o fendmeno. A teoria dinamica

da difragao de raios X ((BATTERMAN; COLE| 1964) e (AUTHIER] 2001)) considera o

campo de onda no potencial periddico do cristal e leva em consideragao todos os miltiplos
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efeitos de espalhamento. Ao contrario da teoria cinematica de difracao, que descreve a
posicao aproximada dos picos de difracao de Bragg ou Laue no espaco reciproco, a teoria
dindmica corrige a refracao, forma e largura dos picos, extingao e efeitos de interferéncia.
As representagoes graficas sao descritas em superficies de dispersao em torno de pontos
de rede reciprocos que cumprem as condi¢oes de contorno na interface do cristal.

Nos cristais finos, ha também o efeito de reflexdo na superficie abaixo do
plano incidente do feixe. A onda eletromagnética é refletida na superficie abaixo do
plano incidente no cristal no feixe refletido. A interferéncia causa ondula¢des de baixa
intensidade proximas ao pico chamadas de pendellosung.

Quando o cristal é deformado, pela teoria de deformacao do cristal, a equa-
cao pode ser reescrita com um fator adicional que surge devido ao deslocamento

u(r) (AUTHIER), [2006)

FH _ Z fn€27ri(H‘rnfu(r)). (24)

O fator adicional u(r) causa um deslocamento do pico da curva de difragao

(mudanga do angulo de reflexdo) e um alargamento ou achatamento da curva.

2.1.1 Atenuacao

A atenuacdo de um feixe de raios X é caracterizada por diversos processos
de interagao da radiacao com a matéria, a maior contribuicdo é a absorcao fotoelétrica,
processo em que a onda eletromagnética fornece uma energia maior a uma energia minima
suficiente para que o elétron salte do estado discretizado de energia ligado ao ntcleo
atomico para um elétron livre com energia continua.

Para determinar a atenuacao considere uma camada de espessura infinitesimal
dy a atenuacao é linear e depende de uma constante, —udy, assim a funcao da intensidade

¢é descrita como:

Iy + dy) — I(y) = dI = —1(y)udy. (2.5)
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Logo, a solucao da equacao diferencial é uma exponencial como mostrado na

equagao [2.6]

I(y) = Lpe ™. (2.6)

O valor do coeficiente de atenuacao p pode ser obtido experimentalmente ou
por meio de calculos que envolvem a teoria de perturbacao da mecanica quantica e a teoria
de propagacao de ondas do eletromagnetismo. O valor de I ¢ a intensidade incidente do

raios X.

2.2 Analise de elementos finitos

Esta subsecao inicia-se com a anélise de analogos da engenharia com elementos
finitos para entender como a FEA ¢é realizada em programas de simulag¢oes, por meio dos

conceitos de nos e elementos e como ambos sao tratados de forma conjunta e apresentados.

2.2.1 Os nos na Fisica

Considere a malha elétrica da Figura 2.3] a soma das correntes elétricas em

um né é nula (Lei de Kirchoft).

Figura 2.3: Malha elétrica com resisténcias fonte e capacitor.

C

| AN

Aoa oaAon A B

E AN——AANN—
vy [

Fonte: O autor.

Sendo Ig_, 4 corrente elétrica do né E para A, I4_,g corrente elétrica do né

A para o E, V, tensdao no n6é A, V, tensdao no né E, entdo, podemos escrever: Ip_,4 =
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=+ (V, — V.) como também I, ,p = R%E(Ve —V,), em que R, é a resisténcia entre os nds

e

R,
A e E. Na forma matricial, a equagao é:

1 1 (-1 1 V.
A . (2.7)
Ipoa| T |1 —1] |V,

Definindo a matriz J como a matriz das correntes, K a matriz associada as
resisténcias e V a matriz de tensoes, a equacao [2.8|é entao obtida. O sobrescrito E indica

que é do n6 E.

JE = KEVE, (2.8)

Em que, pela condi¢ao de n6é nao acumular carga, obtemos a equacgao matricial:

KV =0, (2.9)

em que KV é a soma de todos os elementos da matriz K na equagao multiplicados
pela respectiva tensao.

De forma andloga, na mecéanica estrutural em equilibrio, a aplicagao das leis de
Newton com resultante zero ¢ similar a aplicagdo anterior. Considere um sistema simples
de massa e mola em equilibrio como o da Figura [2.4] Pela lei de Hooke, Ku, — F = 0,

simular a equagao com o implemento de um termo de carga (forca).

Figura 2.4: Sistema massa-mola.

Fonte: O autor.

Para ilustrar com outro exemplo, considere o sistema de barras pivotadas com

molas da Figura [2.5]
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Figura 2.5: Sistema de barras pivotadas com molas. Os pontos A, B e C sdo nés. P representa uma

forca constante.
=
O

A,
K
L
&
DB .
k KR
L

Fonte: O autor.

Onde L é o comprimento AB e BC, k a constante da mola, Kr a constante

linear de tor¢ao e P uma forga. Para a barra superior, podemos escrever:

A
qa Qhorizontal
qB Qyertical

g4 é o vetor forca atuando no né “A”. Para o né “B” é anélogo.

A
uA Uhorizontal
u — uA — ortzonta. ) (211)

A
up Uyertical

ua é o vetor da localizacdo do n6 “A”. Para o n6é “B” é analogo. Para pequenos desloca-
mentos U = Uporizontal © q = Qhorizontal -
Na condi¢do de contorno desse sistema, o ponto C esta fixo, o ponto B nao

sofre friccao, além disso estda com uma mola de angulo, que funciona como M = kr@,
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sendo kr a constante angular, # o angulo e M o momento angular. A mola de angulo é

um modelo simplificado de um elemento rigido sobre tor¢ao para angulos pequenos.

Figura 2.6: Deslocamento da barra.

2L

Fonte: O autor.

Na barra com B fixo para rotacao, A e B deslocam o mesmo angulo. Tendo
em conta o B livre para rotagao, quando B desloca um dngulo no sentido horério (visao
da Figura A ira deslocar o angulo de B com a adi¢ao de um angulo como mostrado
na Figura Por isso, se o ponto B desloca um angulo de «, o ponto A desloca em
um angulo a + . Por conservagdo de momento angular, escreve-se para o n6 A e B

respectivamente:

PLsen(a + ) = kuaLcos(a + 8) + kra. (2.12)

PL[sen(a+ 8) + sen(B)] = kuaLcos(a+ [3) + kupLcos([3). (2.13)

Temos que sen(a + ) = (ua — ug)/L e ugp = sen(f)/L. Para pequenos

deslocamentos, cos(a+ ) ~ 1, cos(f) = 1 e a ~ (uy —ug)/L
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Com isso por e [2.12] obtemos a equagao matricial:

kL + k. /L —2k./L| |u 1 —1] |u
/ JE)eal _p 4 (2.14)
2kL kL up 1 0 up

Para generalizar, pode-se se escrever a equacao inicialmente valida para um né

arbitrario E:

q® = KFu®. (2.15)

O ntmero de linhas em ¢¥ e de u¥ é igual ao ntimero de nés total, enquanto
K serd uma matriz quadrada do ntimero de nés total. Como generalizacdo na forma
matricial com f = 35 ¢”, U a matriz vetorial dos nés e com K a rigidez do sistema temos

a equacao geral:

KU —f = 0. (2.16)

Para esclarecimento, considere que o elemento “A” vai ocupar a primeira linha
da matriz U, a matriz ¢” terd na primeira linha forcas aplicadas diretamente ao né, nas
demais linhas forcas de acao e reacdo de outros nés e K4 a relacdo de rigidez entre essas
forcas, é escrito desta maneira pois computacionalmente se calcula-se a matriz de cada
no6 para depois agrupé-las e resolver o sistema.

Comparando a equacao [2.16| com a equacao [2.16| a matriz de rigidez K ¢ a
matriz com os coeficientes de elasticidade da mola correspondente ao primeiro matriz do

lado esquerdo da equacdo e a matriz da forca é o resultado do lado direito.

2.3 Teoria da elasticidade dos materiais

Nesta secao iremos explorar a base dos conceitos que dao origem aos tensores
de tensdo e de deformagao da teoria da elasticidade dos materiais (LANDAU; LIFSHITS,
1964). Essa teoria é base para qualquer problema envolvendo deformacao de corpos,
inclusive utilizada nos calculos de FEA.

E importante entender os possiveis limites de aplicacoes da teoria de elastici-

dade, uma vez que vamos utilizar esta teoria (macroscépica) para entender o comporta-
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mento microscépico de monocristais de Si sob tracgao investigados por difragdo de raios

X.

O tensor de deformacao

Novamente considere u como vetor de deslocamento. Podemos escrever na
forma: u; = 2} — z; em que z; denomina cada coordenada no espago (z1 = x,x9 = y, T3 =

Na deformacado de um corpo, a distancia entre cada ponto muda. Considere
dois pontos muito préoximos. O vetor que os une é dx;. Apds uma deformagado, o vetor
modifica para dz, = dz; + du;. Assim, o médulo do vetor fornece o comprimento ao
quadrado 37 dr? = dI? para uma deformacdo dI”? = (dwz; + du;)?, omite-se o somatério
para a notacgao ficar mais limpa. A forma diferencial de pequeno deslocamento pode ser

2]

escrito na forma: du; = “k dxy. Ao expandir o quadrado de dl’

= 9 , obtemos:

ou,; ou; Ou;
dl”? = di? 2dr;—-d L drday 2.17
+ X Dy T + Dz, O LX) ( )

Os indices i,k e 1 quando repetidos no mesmo termo indicam soma e sao con-
siderados variaveis muda. Podemos trocar as variaveis muda para isolar os termos iguais

e obter a equacao:

dl’”* = di*> + 2ugdr;dry, onde  wg

1<8ui 8ui+8u10ul>' (2.18)

=3\ oz, Tor, " 9z, 0

A equacao [2.18] é a mudanca do comprimento de um elemento quando o corpo
é deformado. Como qualquer tensor, este pode ser colocado em uma base na qual a matriz
é diagonal, ou seja, u;, = 0 para i # k.

Em geral, o terceiro termo de u; (com duas derivadas) é desconsiderado,
devido a pequenos deslocamentos gerados pelas deformacoes. Uma maneira de escrever

o tensor u;, ¢ por meio do volume, dado um elemento de volume dV = dxidxodxs na
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deformagao. Para isso, é necessario fazer da|dxbdrly = dV (1 4+ ugr)(1 + uge)(1 + uss),

desconsiderando termos de segunda ordem, escreve-se:

AV’ = dV(l + Ug1 + Ugg + U33) — U; = (dV’ — dV)/dV (2‘19)

O tensor de tensao

Um corpo em equilibrio sem deformacao possui a soma das forcas internas
nula. Do ponto de vista microscopico, ao realizar uma forga, que causa deformacao, os
atomos sao retirados da posigao de equilibrio e exercem forgas de interagoes (de curta
distancia) nos atomos vizinhos, gerando no conjunto uma forga resultante que induz o
retorno do atomo a posicao inicial. Essa forca gera tensao no corpo.

Considerando uma forca por elemento de volume F', pela terceira lei de Newton,
as forcas de uma porcao de volume e que agem entre si sao anuladas e, portanto restam
as forcas de borda na superficie que nao contém correspondentes dentro do corpo. Essa
relacdo motiva a criagdo da for¢ca na forma de um elemento divergente que assim, ao
integrar-se pelo volume, pode ser substituido por uma integral de superficie do volume do

Corpo.

801-
/Edv :/ 8x:dv = j{aikdsk, (2.20)

o tensor o, € o tensor de tensao. Para um forca hidrostatica, de pressao constante p,
temos que a forca que age nele é —pds; = —pdy;ds, assim da equagao [2.20] 0 nosso tensor

é escrito na forma;

A matriz de §;; é uma matriz diagonal unitaria. Quando os demais elementos
nao sao nulos, significa que os termos associados ao problema possuem uma tensao de
cisalhamento.

Por meio das varidveis termodinamicas, investigando a energia livre de Hel-
mohotz, é possivel definir o médulo de young “E”. Este representa a constante de pro-

porcao entre a tensao de cisalhamento e o estresse induzido. Ja o modulo de Poisson
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“v” representa o negativo da razao do cisalhamento transversal com axial, ou seja, define

como ele deforma na transversal dada uma forca axial. Em geral, para corpos isotropicos:

Upy = 3|00z — V(0yy + 022)]

Uyy = %[Uyy — V(040 + 03]

Uzz = %[Uzz — V(O + Oyy)]
ey = 20 : (2.22)
Uy = 150,
Uys = 150y

2.4 Formulagoes matematicas

O principio variacional é um campo da analise matematica que usa variacoes,
que sao pequenas mudangas em funcgoes e funcionais, para encontrar maximos e minimos
de funcionais e é utilizado nas equagoes de FEA.

Muitos problemas importantes envolvem fungoes de varias variaveis em que a
o minimo ou maximo é encontrado por meio do principio variacional como na mecanica
Lagrangiana que utiliza do principio variacional para encontrar as equacoes do movimento
por coordenadas generalizadas. Por exemplo, sem saber previamente a possivel trajetoria
em um problema de lancamento obliquo, existem diversas curvas possiveis para ela, a
trajetoria que possui a menor acao, isto é, a diferenca total entre energia potencial e
cinética ¢ Unica e ¢ uma parabola. Demais curvas nao minimizam a agao.

A formulacao variacional consiste similar a formulagao da mecanica cléassica
na forma Lagrangiana, porém para descrever deslocamentos em um corpo que nao ¢ mais
infinitamente rigido. As equagdes de equilibrio que regem as variaveis de estado também
podem ser obtidas em muitas analises usando um extremo, ou formulacao variacional.
Um problema extremo consiste em localizar o conjunto de valores (variaveis de estado)
I(Uy, Us, ...,U,), para o qual um determinado U funcional (Ui, ....Un) é um maximo, um
minimo ou tem um ponto de sela. A condigdo para obter as equacoes para as variaveis

de estado é:

511 = 0, (2.23)



27

oIl oIl

M= 4 &2 2.24
o, e, (2.24)

IT
gUi =0 parai=1,2.3. (2.25)

Na analise linear estrutural, com deslocamentos sendo variaveis de estado, a

energia potencial total é formulada como a fungao de estado:

M=0U-W, (2.26)

em que U é a energia de cisalhamento e W ¢é a energia potencial total das cargas.

Para ilustrar os diferentes métodos matematicos aplicados na resolucao de pro-
blemas, considere uma barra horizontal na Figura 2.7, em que s6 uma diregao é relevante
para o problema. P é uma forga constante, e f(x) é uma carga distribuida na barra. A

secao de area é considerada constante.

Figura 2.7: Barra com carga distribuida f(x) = ax e de comprimento L sobre suportes sem fricgao.

Fonte: O autor.

EATY 4 f=0
Formulacao diferencial u(z =0) =0 (2.27)

EA%(QC =L)=R
Na formulagao diferencial, um elemento infinitesimal do sistema ¢é analisado.

Note que é uma formulacao similar a discreta porém, agora o elemento é um elemento

diferencial que compde um sistema continuo.
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Figura 2.8: Elemento infinitesimal.

o @ g+do

. -

dx

Da figura como do = j—gdx, por equilibrio das forcas, também escrevemos

flx+dz) — f(z) = Lda

df

— —dx = 0. 2.28
Lo (228)

gA — (dad:ﬂA + 0A>
dzx

Da relagao e para sistemas unidimensionais isotrépicos, é valido o =
E %' Cancelando os termos de 0 A dado que as areas sao constantes, a equacao restante

¢ com as condigoes de contorno, a equagao [2.29

= Jff [;EA (%)2 - uf} dx — Pu(x = L)
Formulagao variacional w(z =0) e du(z =0) =0 (2.29)

I =0

A formulacao variacional é matematicamente equivalente a forma diferencial
em [2.28] Considere que ela é valida em todo seu dominio continuo escrevemos:
d?u
EA— + f | 0u=0. 2.30
(4 + ) (2.30)
Pode-se integrar o termo du(x), de 0 até L em x. Desta integral, realizando

integracao por partes, obtém-se:

Ji 482 B A%z = [ f6Udz + Rou(z = L)

dr (2.31)
u(z =0) e du(z=0)=0

Principio do trabalho virtual

As trés formas de descrever o problema matematicamente fornecem a mesma
solucao unica, e por isso sao equivalentes. A formulacao variacional e os principio de des-
locamento virtuais possuem termo de derivada em x na ordem 1 enquanto a formulacao

diferencial é mais direta e possui o termo em segunda ordem. A vantagem de utilizar os
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métodos variacionais e de trabalho virtual estd nas descontinuidades das propriedades do
material ou area de secao, em que se pode calcular diretamente, sem separar as descon-
tinuidades como seria pela formulagao diferencial. Sendo assim, estes métodos sdo mais

poderosos.

2.5 Analise estrutural de elementos finitos

Com a formulagdo matematica pronta, é possivel por meio dela formular e
construir a base de elementos finitos em regime permanente em uma andlise estrutural
(BATHE, 2006). Para a formulacao da andlise estrutural de elementos finitos, imagine

um corpo arbitrario como o da Figura [2.9

Figura 2.9: Representagio do deslocamento virtual de um corpo arbitrario: (a) Corpo sem deformagao,
(b) corpo com deslocamento virtual em relacao ao anterior pela linha vermelha.

Z | Eixo Global

Y

arbitrario [Eixo Préprio|

(a) (b)

Fonte: O autor.

O eixo global é um eixo fixo fora do corpo que esta sofrendo a deformacao e
cada ponto do corpo esta sobre certa coordenada inicial do eixo de coordenadas global,
ao ocorrer um deslocamento virtual (chamado de virtual, pois é uma deformagao), o eixo
proprio desloca-se junto com a deformacao, de tal modo que a subtragao das coordenadas
do eixo préprio e do eixo global fornece o deslocamento total do ponto. Os deslocamentos

do corpo sao indicados pelo vetor transposto de U:

U' = {U 1% W}, (2.32)
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em que U,V e W estao em dire¢oes perpendiculares, coincidentes com o eixo global do

sistema. A tensao de cisalhamento pode ser descrita pelo seu vetor:

u.. =& =

Upy Uy Usy Ugy Uys uzx] (2.33)

E suas tensoes correspondentes sao denotadas pela matriz coluna:

T __ . T __
o =T = [Uxx Oyy Ozz Ogzy Oy sz:| . (234)

Considere uma forca por unidade superficial denotada por f*, uma forga por
unidade de volume denotada por f¥ e uma forca concentrada denotada F', assim escre-

vemos o principio de deslocamento virtual para o nosso sistema:

/V T rdV = /V UT FVdV + /S (vs)" fsds+§i:(Ui)TFi. (2.35)

O valor de 7 é gerado pelas forcas volumétricas, superficiais e concentradas
aplicadas no corpo em um ponto i. Se o corpo ¢ sujeito a qualquer deslocamento virtual
arbitrario, entdo o trabalho externo realizado pelas cargas (lado direito) é igual ao trabalho
virtual realizado pelo corpo (lado esquerdo).

O corpo é dividido em elementos finitos, como os da Figura [2.10}

Figura 2.10: Elemento infinitesimal cibico.

Eixo proéprio

Fonte: O autor.
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O nd6 “n” da figura possui as coordenadas Uj,Vj,Wj, ou apenas Uy, Us, Us e

este possuird sua equagao propria:

K| |U Ry
K| |Uz| = | Ry - (2.36)
Kg U3 Rg

Cada nd esta acoplado a outro né de outro elemento ao lado e isso ocorre em
todo o interior do corpo. Ja os nds da superficie sdo uma condi¢cdo de contorno. Faz-se
uma suposicao de que se pode colocar o deslocamento do n6é “n” como fung¢ao de todos

os deslocamentos de nés. Com o elemento m-ésimo, teremos:

ul™(a,y,2) = H™ (2,9, 2)0, (2.37)

U relaciona as coordenadas de cada n6 do sistema com uma matriz de interpolagao de
deslocamento, H™ que fenecerd o deslocamento do m-ésimo elemento, boa parte dos
calculos em FEM sao nas matrizes de interpolagao de deslocamento. Por consequéncia, é

possivel também escrever:

A

™ (x,y, 2) = B™(z,y, 2)U, (2.38)

onde B matriz de deslocamento de tensdo do elmento m, seus valores sdao obtidas

diferenciando e combinando a matriz H™), escreve-se também:

70 (2,y,2) = CMe™, (2.39)

C™) ¢ a matriz de elasticidade do elemento m, escrevendo a equaco para todos os

elementos e depois somando por cada elemento:

%:/VsTTdV = %:/VUTdeV+%:/S (US)" reds+ 3 (U7) . (2.40)
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E substituindo a equagdo [2.36], equagao [2.37] e [2.38 na equagéo [2.35] é possivel
obter:

ST L, B e B vro =

(2.41)
ur [Z v S [ () e as Rc] ,

Re ¢ a resultante de todas as forcas concentradas para o m-ésimo n6. O vetor de (U)T é

independente e pode ser retirado da integral. Definindo a matriz de rigidez global dada

por:

K= [ B™" ™) (B™" avm, (2.42)

V’V?’L

a resultante em todo o corpo da forga de superficie

R=% /Q (HSe)" poemasm, (2.43)

a resultante em todo o corpo da forca de volume

R, — Z/ (H™T fVm gy, (2.44)

finalmente, obtendo a equagao na forma ja conhecida

KU =R, (2.45)

R é o vetor soma de todos os componentes da for¢a, volumétrica, superficial e concentrada.

Cada elemento finito possui sua propria matriz K™, de tal modo que a soma
resulta na equagao na matriz K da equagao[2.42] O mesmo para os demais componentes R,
R,, R,. Computacionalmente, primeiro calcula-se a rigidez respectiva para cada elemento
para depois calcular a equacao com a matriz de rigidez global. E importante ressaltar
que a rigidez em FEM ¢ diferente da rigidez mecanica, apesar do termo da rigidez mecanica
influenciar na matriz de rigidez em FEM a matriz de rigidez estd relacionada a sele¢do do
caminho do deslocamento do n6é que tem o menor trabalho virtual e depende dos graus

de liberdade, da geometria do problema e das condigoes de contorno.
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2.5.1 Malhas

Os elementos finitos bidimensionais sdo compostos por poligonos, enquanto os
tridimensionais podem ser de qualquer forma geométrica poliédrica convexa, para que
o poliedro permaneca no mesmo semiespago para qualquer plano na face do poliedro
(CHENG; DEY; SHEWCHUK] 2012)).

Cada no é coincidente com o vértice do poliedro ou poligono. As malhas sao
compostas das arestas do poliedro ou dos lados do poligono. E comum denominar a malha
tridimensional pela base poligonal do elemento poliédrico, por exemplo, uma malha ctibica
como malha quadratica e uma malha tetraédrica como triangular.

Seria como montar um quebra-cabeca, cada peca é um “elemento finito” que
se conecta para montar e moldar uma geometria arbitraria. Em particular, a forma
triangular é, em muitos casos, a que melhor se adapta em superficies irregulares.

Para gerar malhas existe toda uma teoria, mas nao existe um método definitivo
para geracao de malha para uma geometria arbitraria. O artigo Mesh generation: Art
or science? (BAKER)] 2005) nao conclui se a geragao de malhas é uma ciéncia ou uma
arte. E comum programas de FEA terem na sua interface grafica de usudrio a opg¢ao
para ajustar localmente o tamanho da malha, o tipo, se ela é linear ou nao, entre outros,

auxiliando o usuario a buscar a melhor malha para o seu problema.

Qualidade da malha

Numa analise de elementos finitos, para obter um resultado correto, é neces-
sario, além de usar o modelo apropriado e delimitar as condi¢oes de contorno coerentes

com o problema, assegurar a qualidade da malha.
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Figura 2.11: Elemento finito ctbico: (a) Elemento ctubico imperfeito e (b) Elemento ctbico perfeito.

(a) (b)

Fonte: O autor.

No caso da andlise estrutural, comparando a geometria destes dois elementos
da Figura [2.11]que compdem o todo de uma geometria qualquer, no caso do cubo perfeito,
pode-se esperar que o erro seja menor, relacionado a erros de métodos numéricos. Intuiti-
vamente, espera-se que o trabalho virtual para mover um né em cada vértice de um ponto
ao outro no cubo perfeito é o que possua menos erros, enquanto a outra geometria tenha
uma rigidez superestimada que pode gerar erros ao entrar na matriz de rigidez global.

Matematicamente, definem-se alguns parametros para avaliar a qualidade de
cada elemento e, por consequéncia, a malha. Existem diversas defini¢oes, as mais comuns
sendo a razao de aspecto, a qualidade ortogonal e a distor¢ao (skewness).

A razao de aspecto é a razao do maior comprimento do elemento finito sobre
o0 menor comprimento, um elemento perfeito possui razao de aspecto unitario, porém na
maioria dos casos os elementos possuirao uma razao de aspecto maior que um. O critério
de razao de aspecto maxima para um elemento depende da analise da FEA, a analise do
erro para o problema deste trabalho estd na préxima subsecao.

A qualidade ortogonal esta relacionada ao produto vetorial normalizado da
direcao otima da aresta de um elemento com a direcao normalizada real, fornecendo um
valor em fungao do cosseno do dngulo entre eles, os valores sao entre 0 (pior) e 1 (perfeito).
Distorc¢ao esta relacionada ao desvio relativo de um volume de um poliedro ou poligono
regular, normalmente calculado em relacao ao desvio maximo e minimo do angulo, com

valores entre 0 (perfeito) e 1 (pior).
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2.5.2 Erro e razao de aspecto

Devido a lamina do cristal de silicio na aplicacdo em questao ter espessura
pequena, a malha tende a ter uma razao de aspecto alta, considerando elementos mai-
ores que a ordem da espessura, por isso a teoria do erro associado a razao de aspecto é
analisada.

Para construir uma visao intuitiva e numa andlise estrutural ter uma razao de
aspecto muito alta pode superestimar tensoes de cisalhamento na direcao do maior lado,
j& que existe um viés de maior facilidade de cisalhamento o elemento em uma direcao do
que na outra.

Matematicamente, o erro da razao de aspecto é por erro de interpolagao. Con-
sidere 0 n6 em um plano XY,com coordenadas u(x,y), definindo h como o menor compri-

mento e k como o maior comprimento, a expansao de Taylor é (AKIN| 2005):

B ou ou 28 , 0% Ou du
uwx+h,y+k)=u(x,y)+ [ha +k8y] lh e +k 7y +2hk8y8m (2.46)

O segundo termo é igual para os nés adjacentes do elemento finito, portanto
quando comparados se anulam.
O erro entao depende da forma:
0%u 0%u Ou Ou

E~h?|=—+4+ AR’>2Z— + 2AR— — 2.47
o2 M oy oy o | (247)

Sendo AR a razao de aspecto AR = k/h. Quanto maior o valor da razao de
aspecto, maior o erro gerado. E importante notar que o valor de Ou/0z é a tensao de

cisalhamento em x (ou y trocando as letras), e se eles sdo constantes o erro tende a zero.

Como regra de boa pratica o AR é tal que AR < 5 (AKIN;, [2005).

2.6 Anisotropia e o comportamento de monocristais
de silicio

O comportamento dos cristais é caracterizado tipicamente por anisotropia, em

que as propriedades elasticas mudam de acordo com a orientacdo. Um papel central
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é, portanto, desempenhado pelo aspecto geométrico do problema, particularmente em
relacao a escolha das transformacoes de quadros de referéncia e levando em consideracao
a necessidade de cumprir as restrigoes de simetria do cristal. O artigo (HOPCROFT;
NIX; KENNY] 2010) é utilizado como principal auxilio no desenvolvimento.

A equacao ¢é valida para uma classe especial de materiais anisotrépicos:
os materiais ortotropicos, materiais com propriedades mecanicas direcionalmente bem
definidas. O monocristal de Si é anisotropico, contudo nao necessariamente é ortotrépico.
Mediante a anisotropia variar com a direcao do plano do cristal, é importante saber qual a
direcao relevante para o trabalho para descrever as propriedades mecanicas do monocristal
de silicio.

Em um material anisotrépico, a descricao dos tensores de tensao e cisalhamento
é dada por tensores de quarta ordem, 0;; = ¢;jucw OU €;5 = S0k (HOPCROFT; NIX;
KENNY/ [2010).

O total de variaveis permitido em trés dimensoes para um tensor de quarta
ordem com simetria em kl é 21. No entanto, o cristal de silicio, por possuir simetria
cubica, reduz para 6 variaveis independentes, e, com adicional da simetria dos termos
de cisalhamento, o total de variaveis independentes é trés. O valor do médulo de Young

variando com o plano do Si pode ser visto na Figura [2.6] mostrando a sua anisotropia.

Figura 2.12: Mddulo de Young do silicio para dire¢oes de 0 a 7/2.

/

100

Modulo de young, E(GPa)
12
[—]

]

. | 0°

0 50 100 150 200
Modulo de young do Si no plano (100)

o

Fonte: Adaptado (HOPCROFT; NIX; KENNY], 2010).
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Descrevendo um material com dois planos de simetria (dado o padrao cibico

do silicio), tem-se a equagao:

L —Vyx —Vzx
Uz E. B, E, Ozx
= | ZVay 1 —Vzy
Uyy E, B, E. Oyy (2.48)
—Vxz —Vyz L

Para o silicio com os eixos de orientacao sendo os eixos perpendiculares [100],
[010], [001], temos, para a equagao m E,=FE,=FE, =130GPa e vy, = v,y = Uy, =

0.28, comportando-se como um material isotropico.
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Capitulo 3

Configuracao experimental

O arranjo experimental da Figura[3.I]foi elaborado e montado pelo Prof. Cesar
Cusatis [Laboratério de Optica de raios X e Instrumentacio -(LORXI) no Departamento
de Fisica (DFIS) da Universidade Federal do Parand (UFPR)]. Vamos descrever, breve-
mente, o arranjo experimental aqui. Um feixe de raios X policromatico saindo do tubo de
raios X passa por um cristal monocromador de silicio (Si) 400. O feixe, agora monocro-
matico, passa para o segundo cristal, que é o cristal de estudo que esté sendo tracionado.
A 4rea do cristal em que os raios X incidem é uma secao retangular de aproximadamente

5 mm de altura por 3 mm de largura.

Figura 3.1: Configuragdo com o monocromador, feixe de raios X e a mostra tracionada.

MONOCROMADOR

RAIOS X —> = = [== = = -®
v
'

AMOSTRA
CASO BRAGG/LAUE

Fonte: Adaptado (CUSATIS| 2019))

Um cristal de referéncia (também Si 400), que nao é tracionado, é colado em
conjunto com a lamina de silicio de modo a nao criar tensao. Com ele, os perfis de difragao

de referéncia sao obtidos e é possivel estimar o deslocamento angular do feixe difratado do
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cristal tracionado em relagao ao cristal perfeito (Iamina de referéncia), uma representagao

esquemadtica é mostrada na Figura

Figura 3.2: Representagao esquematica da lamina a ser tracionada, indicando os principais componentes.
Acima, vista frontal. Abaixo, vista superior.

/ N

Cristal Cristal de

tracionado Raio-x Referéncia

4 P
] | ——

I

Fonte: O autor.

O tracionador mostrado na Figura cria uma forca de tragdo por uma mola
e por meio da quantidade de giros é possivel estimar a forca total na lamina de silicio.
Esta esta colada em contato com um ferro com a cola Araldite 24h sem criar tensao por
aperto com o suporte de ferro (garras). A montagem foi feita cuidadosamente, com o

intuito de minimizar as tensoes por contato, devido ao aperto da lamina.
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Figura 3.3: Fotos do experimento com tensionador e difratometro (a) Tensionador com a Lamina de
Silicio, (b) arranjo experimental montado sobre o difratémetro duplo eixo, no arranjo nao dispersivo.
No primeiro eixo, encontra-se montado o monocromador de Si 400 e, no segundo eixo, o dispositivo
tracionador com a lamina de Si 400.

(a) Mola do tensionador “a”, suporte de ferro colado com a
lamina “b”, lamina de silicio “c”, mesa de suporte “d”.
2 )

(b) Difratometro “a”, tensionador “b” e mesa de suporte
5‘d”

Fonte: O autor, fotos cedidas pelo Prof. Cesar Cusatis (LORXI, DFIS, UFPR).
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Capitulo 4

Modelo de elementos finitos

O software Ansys é um dos mais utilizados em CAE para simulagdes em di-
versas aplica¢Oes na engenharia. Estas envolvem simulagoes fluidodinamicas, estruturais,
eletromagnéticas, térmicas, entre outras, todas por FEM. O médulo para analise estatica
estrutural do Ansys é criado com base na teoria explicada no Capitulo dois, porém o
usuario aplica tudo por meio de uma interface grafica desenvolvida por Ansys Inc. Neste
capitulo sao discutidos os procedimentos utilizados para obter a malha e as condi¢oes
de contorno no programa do Ansys. Além disso, é discutido como pode-se verificar se a

resposta que o programa fornece esta consistente com anélises mais simples.

4.1 Criacao grafica para estudo da lamina de silicio

A &area de interesse é a porcao retangular em que incidem os raios X, assim
o deslocamento analisado serd respectivo a ela. No SpaceClaim, software de desenho
geométrico do Ansys, é feita a lamina de silicio com as medidas tomadas da lamina do

experimento.
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Figura 4.1: Rascunho da lamina de silicio no SpaceClaim.

[ 90mm — -

3mm= | 4

[T15mm 18mmz

i

Fonte: O autor.

Por convengao, a Figura [£.1] est4 no plano XZ. A espessura da lamina no eixo
Y é de 400 wm. Pelo desenho da figura [4.1, a geometria é dividida em dois sélidos, o
sOlido externo que compde a maior parte parte da lamina e tem o centro vazio; e o sélido
central com a area de interesse de 3mm x 5mm no qual incidem os raios X.

A opcao de share topology é aplicada, garantindo uma geracao de malha conti-
nua e conforme para a regiao de contato dos corpos, além de nao ter que modelar contatos
entre os corpos que podem desviar do valor real. A divisao geométrica facilita a extragao
dos dados nodais na area na qual incidem os raios X, apenas selecionando a geometria e
exportando pelo programa do Ansys.

Devido a razdo entre o maior lado do cristal e a espessura ser de 225um, o
modelo de casca também é simulado para comparacao de modo a evitar problemas devido
a razao de aspecto alta, mas nao ¢ utilizado para formulagao do problema, pois o interesse
principal é o deslocamento perpendicular a superficie modelada, o qual o modelo de casca
nao prevé. Neste nao se desenha a geometria em trés dimensoes, apenas como superficie na
qual a espessura é um parametro colocado para ser calculado em um modelo matematico
desenvolvido para cascas, o plano normal é modelado matematicamente.

Apébs a criagdo do volume/drea a ser analisado, é importante selecionar o
material. Para isso, o Ansys por padrao fornece o silicio como material ortotrépico,
podendo ser modelado como na equagao e simplificado para condi¢ao dos planos de
interesse, [100], [010] e [001].
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4.2 Condicoes de contorno

A primeira condicao de contorno imposta é de suporte fixa na lateral do cristal,
para o caso volumétrico na face lateral e para o caso da casca na linha lateral. A condigao
impoe que todos os nds da regiao selecionada tenham um deslocamento zero, a condicao
é analoga a um suporte de uma parede infinitamente rigida na regiao selecionada e a
segunda condicao utilizada para comparacao é de “remote displacement” nas condigoes
de que a face selecionada nao move nem rotaciona porém, diferente da condi¢ao anterior,

pode sofrer deformagao, esta condigao pode ser vista na Figura [4.2}

Figura 4.2: Condicdes de contorno para o bloco no Ansys, (a) “Remote displacement” para o modelo
volumétrico na face lateral (em amarelo) e (b) Condicao de forga na face lateral (em vermelho).

;;;;;

Fonte: O autor.

A segunda condigao de contorno é a da forga, imposta no lado simetricamente
oposto ao suporte fixo. A direcao é no eixo x, na mesma dire¢ao da normal da superficie,

essa forga seria o terceiro termo do lado direito da equagao [2.42]

Figura 4.3: Condigoes de contorno para a casca no Ansys, (a) For¢a na linha lateral (em vermelho) e
(b) Forga para o modelo volumétrico na face lateral (em vermelho).

[] Displacement

Camponents: 00,0, m
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0 001 0,02 )
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 E—]
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(a)

Fonte: O autor.
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4.3 Criacao da malha

Por ser uma geometria simples de modelar, os elementos finitos gerados tam-
bém sao simples e de quatro vértices que se adaptam melhor a geometria do bloco retan-
gular ou superficie retangular. Em especial, sdo feitas duas condi¢oes para colocar um
nimero maior de nés na regiao que é de interesse da analise. Como o limite ¢ 32.000 nos
para a versao estudantil do Ansys, a divisao dos elementos finitos é feita abaixo dele.

Os dominios representados pela especificagdo de limite sdo uma pratica bas-
tante comum para malha de objetos de engenharia, muitas vezes sendo referentes a um
limite fisico real.

Primeiramente, para a malha da casca, o tamanho maximo de um vértice ao
outro vértice é controlado pelo Ansys e definido como 3,5576mm definido como o valor
maximo global, tal que nenhum elemento da malha tem um comprimento maior que o
maximo global. Para a area de 3xbmm, é selecionada a opgao de colocar a face com o
tamanho do elemento em 0, 1mm, com uma taxa de crescimento de 1,2. Isso significa
que o préoximo elemento adjacente a face vai ter um tamanho de 0,1.1,2 mm, até o valor
global, ou seja 0,1.1, 2", com ajuste no termo 1,2 nos tltimos valores para atingir o valor
de maximo global. Aumentando os nds na face de interesse, aumenta-se a resolugao nessa

face. A malha da casca da Figura [£.4] conta com um total de 2851 nés e 2820 elementos.

Figura 4.4: Malha da casca.

-l

Fonte: O autor.

No segundo caso, para o bloco, é selecionado o volume da mesma porcao de
area. E o método sweep para subdividir a por¢ao mais fina do bloco em 7 partes, apesar
de aumentar a razao entre o menor comprimento de um elemento finito com seu maior

comprimento (razao de aspecto) isso ¢ feito para aumentar a resolucao nesta porgao. O
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tamanho da malha global é 2mm e na mesma face que a casca, a malha tem o tamanho de
0,4mm. E importante notar que quando se passa de um sistema de duas dimensoes para
trés dimensoes os nimeros de nos para a mesma subdivisdo em todos os lados, sobem

3/2 em que N é o nimero

com uma razao de um quadrado para cubo em N3p = (Nap)
de elementos do n6. No caso estudado, o sistema é subdividido em menores partes na
lateral, assim sdo 7 camadas. Adicionando os nés de superficie para cada camada, seriam
quase 20 mil nés para a configuragao anterior. Neste caso, para a malha da Figura o

numero de nos é de 20462, com apenas 4347 elementos finitos.

Figura 4.5: Malha do bloco no Ansys, (a) vista lateral da malha e (b)vista frontal da malha.

(a)

Fonte: O autor.

4.4 Verificacao dos primeiros resultados

Para verificar a credibilidade de uma simulagao, é recomendavel verificar ana-
liticamente se os resultados estao coerentes. Para isso, escrevemos uma equacao para ser
utilizada no sistema, baseadas nas equacoes e [2.23] Considerando que ha tensao em
apenas uma direcao, substituindo as equacoes, podemos escrever:

1 F

Upy = — gy —> —— 4.1
em que “A” é a drea transversal (com vetor de drea no mesmo sentido da forga) e é
aproximadamente constante. Lembrando que u, remete ao deslocamento em x e como

este permanece constante, a equagao para deformacoes pode ser escrita como:
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Substituindo a equagao [£.2] na equagdo [£.1] é possivel obter o deslocamento
em funcao de comprimento, quando a taxa de variagao da tensao de cisalhamento tende

a Zero.

F

=L
Y EA

(4.3)

Como a forga aplicada e o moédulo de Young nao mudam, é possivel tracar
uma reta com dependéncia do fator de comprimento L e coeficiente angular F'/EA. J& o
deslocamento em relagao ao eixo Y, no centro da lamina, s6 pode ser zero. Devido a relagao
linear, a média dos deslocamentos fornece o deslocamento no centro e o deslocamento nas

pontas, simétrico e oposto, logo é zero no centro.
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Capitulo 5

Simulacao por teoria dinamica de

difracao

A simulagdo da teoria dindmica de difracao é auxiliada por um programa
apresentado na se¢ao 4.1 que constréi as curvas de difracdo. Para calcular o parametro
de rede modificado do Si, é preciso realizar uma anélise analitica, criando o vinculo entre
o mundo macroscopico simulado por FEM e o mundo microscépico que gera as curvas de

difracao.

5.1 Introducao ao XOP

X-ray oriented programs XOP (RIO; DEJUS| [2004) é um programa para
simulagoes de diferentes efeitos de raios X, o qual possui uma interface grafica que contém
os pardmetros para as simulacdes. E usado mundialmente pela maioria das instalacoes
de radiagao sincrotron e tem sido crucial para projetistas e usuarios de linhas de luz nos
ultimos 10 anos (ARGONNE; s.d.).

O programa pode ser dividido em trés aplicagoes principais:
1. Fontes de raios X
2. Otica de raios X
3. Base de dados e ferramentas

O X_TUBES estima os valores de emissao de tubos de raios X e o XWIGGLER

calcula a emissao de um Raios x que passa por um wiggler por uma trajetoria senoidal. O
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grupo de interesse ¢ o grupo de 6tica de raios X em que as aplicacoes tipicas sao espelhos,
cristais e multicamadas. O coeficiente de atenuagdo e indice de refracao é retirado do
DABAX, Database for X-ray applications, que possui os dados tabelados.

A aplicacao do XOPOWER calcula, a partir de um espectro de raios X prévio,
o efeito de elementos 6ticos. O programa XCRYSTAL ¢ utilizado para calcular a difracao
de cristais planos e perfeitos em silicio, germanio, diamante, entre outros. Para cristais
com curvatura, o médulo XCRYSTALS BENT ¢ utilizado.

Através do XCRYSTAL, é possivel modificar os parametros de rede do para-
metro de cristal e simular a diferenca nos perfis de difragao, o foco do estudo.

Os parametros padroes do XCRYSTAL, sao: selecionar o cristal, o indice
de Miller, a espessura do cristal, a energia do feixe de raios X, a absorcao por efeito

fotoelétrico, a difragao do tipo Bragg e o nimero de pontos a serem calculados.

5.2 Modelagem para as curvas de difracao

Para a modelagem do problema, devido a tracao, hd uma modificacdo no
parametro de rede do Si, para cada for¢a de tracao aplicada. Porém, como mostramos no
Capitulo 3, é zero no centro e maximo na superficie com comportamento linear. Baseados
nisso, elaboramos um modelo simplificado de cristal tracionado, para simular medidas
de difracao de raios X em monocristais em caso Bragg. Nele o monocristal é dividido
em camadas. Estas sdo consideradas como monocristais independentes cada um com um
parametro de rede distinto. Como a penetracao dos raios X, na condi¢ao de difracao, é
muito pequena (da ordem de 10um, para Si 400 em ~ 8keV), mas o comportamento dos
deslocamentos ¢ linear, dividimos a profundidade de 10,5um em cinco camadas iguais
(monocritais independentes) de 2, 1um. Para cada camada, o pardmetro de rede vai
ser Unico e a simulagao pelo XCRYSTAL ¢ realizada em cada monocristal independente
(camada de 2, 1um). Cinco curvas sdo obtidas e as curvas sdo convolucionadas com vistas
a simular os perfis de difragdo da lamina tracionada, obtidos experimentalmente, para as

diferentes forcas de tragao aplicadas.
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Figura 5.1: Representacdao do deslocamento do pardmetro de rede para cada camada.

atla -

Fonte: O autor.

A Figurap.1|representa a variacao do parametro de rede a com a profundidade
(indo de 1 para 5), a medida que a profundidade é maior, menor é o valor da varia¢ao do
parametro Aa, com Aa < 0.

Para estimar o deslocamento do parametro de rede deslocado, a proporg¢ao é
calculada. Dado AY como o deslocamento na posicao de 2, 1um de profundidade, ay o

parametro de rede inicial, o novo parametro é:

Unovo = ———— dyo. (5.1)

O pardmetro de rede vai mudar em rela¢ao ao eixo y (diregdo de menor tama-
nho do cristal). Porém, o deslocamento em y também pode variar na progressao de cada
eixo perpendicular ao y. Por isso é feita uma regressao linear, para calcular o coeficiente

angular de cada eixo. Ela devolve uma equacao linear no espago quadridimensional.

V(z,y,2) = nz + agy + azz + f3, (5.2)

os coeficientes «; multiplicam as coordenadas de cada eixo e § é uma constante linear no
qual assume o valor maximo de ¥ ou seja a deformagdo maxima.

No caso do deslocamento em y, ao retirar o tamanho do cristal g — 2, lum, o
total AY que esta camada deslocou em relagao a linha central é obtido. Assim, para as
demais camadas, o fator AY se reduz a 2, 1um, de modo que AYjpq = AY —(i—1)2, Lum,

sendo i o indice do subcristal iniciando pelo subcristal da superficie.
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Mudando os pardmetros do Si por meio do XCRYSTAL e elaboradas as cé-
lulas para cada camada representada, cada uma, por um cristal de Si com parametro
de rede diferente, calculamos as curvas de difracdo para cada camada com espessura de
2, 1pm. Em seguida, fizemos o calculo da curva de difracao para um cristal espesso de
10, 5um. Com isso, foi possivel determinar o coeficiente de atenuacao na condicao de
difracdo (coeficiente de extingao, mu=0,9924) a partir da intensidade transmitida pelo
cristal 1/ly = 0,07, quando esse se encontra no méximo do perfil de difragdo. A esta
intensidade foi atribuida a espessura de 5 camadas (i = 5), de tal forma que a atenu-
acao do feixe por cada uma das 5 camadas de 2, 1lum pode ser determinada, conforme
serd mostrado na equagao [5.3} Os valores de atenuagdo em cada camada sao ponderados
quanto a suas refletividades e construidas as figuras para cada parte dos cristal. Devido
ao efeito da atenuacao descrito pela equagao [2.6] para cada cristal, é entdo calculado o
efeito da atenuacdo. Para o cristal de Si no Indice de Miller, os indicies 100, 200 e 300
sdo proibidos, com o primeiro satisfazendo a condicao de difragao, sendo 400 o valor do
coeficiente da exponencial na atenuacao de p = 0.9924 para cada camada. A equagao

pode ser reescrita para cada camada i:

I = Iye -1, (5.3)

Apés implementar a atenuagao em cada camada, também é necessario nor-
malizar de acordo com o valor total para uma camada tnica do caso Bragg da Figura
.1} Considerando que I; seja a intensidade da camada i e que I, seja a intensidade da

camada total de 10,5um e I, a intensidade normalizada, a equagao ¢é construida:

—pd f Izerode

norn () = 1(0)e ™ =0,

(5.4)

0 ¢ o angulo de incidéncia, como utilizado na demostragdo do caso Bragg.
O método trapezoide para integracao numérica é utilizado para calcular as
integrais da equacao 5.4l A partir delas, é possivel construir a equagio de cada camada e

somar para obter o perfil de difracado com deslocamento.
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Capitulo 6

Resultados e Analise

Neste capitulo os principais resultados obtidos sao destacados. Inicialmente é
feita a verificacdo dos resultados pela FEA para saber se estdo coerentes com o modelo
esperado. Depois sdo analisados os dados obtidos experimentalmente das curvas de difra-
¢ao e os dados simulados que utilizaram os dados da FEA obtidos por meio do Ansys e
do programa XOP para simular as curvas. Para a andlise no Ansys, as forcas simuladas

sio de 9, 30, 100, 103, 106, 110, 113, 116, 119, 122, 126, 129 e 130 N.

6.1 Resultados inicias

Para uma forca aplicada de 30 N, os resultados sdo analisados e comparados
na Figura [6.]]

Figura 6.1: Gradiente de deslocamento nodal da casca e do bloco com forca de 30 N, (a) Deformagéo
(em m) da casca, (b) Deformagdo (em m) do bloco.

(a) (b)

Fonte: O autor.

Apesar da diferenca, os valores maximos e minimos dos deslocamentos sdo

valores muito préximos. O valor médximo do bloco é de 2,8698um e da simulacao de
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casca ¢ 2,7865um, uma diferenca percentual de 3%. O deslocamento é calculado como a
magnitude do vetor deslocamento do né, |@(z,y, z)| para o caso do bloco e |u(z,y)| para

o caso da casca. Outro ponto relevante é o da diferenca de nodal de estresse.

Figura 6.2: Diferenca nodal do méximo da tenséo de cisalhamento para condigio de (a) Suporte fixo e
(b) “remote displacement” para 30 N de forga aplicada

00000 Min

(a) Ampliacdo em 1/3 do bloco. Tenséo de cisalhamento para . s I_’
a condicao de suporte fixo

(b) Diferenga nodal com méximo na ordem de 10710

Fonte: O autor.

A diferenca nodal do maximo da tensao de cisalhamento é uma variacao pe-
quena de uma derivada e assim se relaciona com o erro da razao de aspecto da equacao
Na Figura o méaximo nas pontas na ordem de 10~® ocorre para a condicio de
contorno de suporte fixo, havendo uma tensao indesejada. Porém, nao propaga ao resto
do corpo, sendo constante no restante do corpo e assim nao hé erros induzidos pela razao
de aspecto. Diferentemente da tensao de cisalhamento na casca como veremos na Figura
[6.3] Para garantir que de fato ndo haja erros induzidos pela razao de aspecto, a condigao
de contorno utilizada é a de “remote displacement” que possui uma diferenca nodal do
méximo da tensao de cisalhamento na ordem de 107!, Uma analise do cisalhamento na

casca também ¢ feito na figura a seguir.

Figura 6.3: Figura do contorno da diferenga no tensio de cisalhamento na casca com forga de 30 N, (a)
suporte fixo, (b) “remote displacement”.

o omg agoim ae omg agoemy

(a) Diferenca nodal no méximo da tensdo de cisalhamento(b) Diferenga nodal no méximo da tensdo de cisalhamento
para a condi¢do de suporte fixo com maximo na ordem depara a condi¢gdo de suporte fixo com méximo na ordem de
10~° 1075

Fonte: O autor.
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Comparando com a Figura[6.2] o valor da diferenga nodal do maximo da tensao
de cisalhamento muda com a densidade de nés. Por isso, teria que ser realizada uma
analise dos efeitos da malha com a discretizacao para inferir sobre a confiabilidade dos
resultados do tipo casca, além disso, para a casca o tipo de condi¢ao de contorno para os
dois diferentes contornos o deslocamento resulta figuras semelhantes.

Retirando os dados dos nés do Ansys, e tracando uma reta em x para o caso

da casca e para o caso do boco, as curvas sao:

Figura 6.4: (a) Deslocamento por localizacdo x para o bloco e (b) Deslocamento por localiza¢iao em x
para a casca

Deslocamento por localizagédo em X Deslocamento por localizagdo em X
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Fonte: O autor.

Na figura [6.4] os coeficientes angulares (da reta) obtidos sao : (a) e (b) 30, 5u
(adimensional) e 31,9u respectivamente. O célculo por meio da relagao fornece o
coeficiente de 32u. H4 uma diferenca percentual respectiva de 4,9% e 3%, a casca fornece
os valores mais proximos do esperado, porém a diferenca é pequena para dizer qual método

¢ mais preciso.
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Figura 6.5: Deslocamento dos nés em Y.
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Fonte: O autor.

Da figura para o eixo y, que ¢ a principal direcdo de interesse para o
problema, o valor do deslocamento no centro ¢ de u, = 5,17.107'7, valor muito préximo
de zero, que é o esperado dada a simetria do problema. Nao é zero provavelmente devido

a erros numéricos.

6.2 Deslocamento dos nos

Como discutido anteriormente, para cada forca simulada, sdo coletados os
dados na se¢ao da geometria onde incide-se o feixe de raios X. Desses dados, os parametros
de redes sao estimados de acordo com a variagao do deslocamento dos nés em relagao a
sua posicao inicial. Para isso, é preciso inicialmente verificar a influéncia de cada eixo no
deslocamento dos nos.

Para valores de u,(z,y, z) em que os valores de x e z para um y fixo variam
¢ possivel calcular o desvio padrao do valor de u,(z, z), como em todos os casos o desvio
padrao é cerca de mil vezes menor que o média de cada valor de w,(z, z) correspondente
a um Y conclui-se que o fator relevante para analise é apenas a divisao de cristais para as

coordenadas Y.
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6.3 Curvas de difracao

Na figura o menor pico é o cristal de referéncia e o maior pico da amostra
de Si (400). O deslocamento relativo entre os picos aumenta quanto maior a forga da
mola. A largura da curva nao parece ser afetada para diferentes forcas de tracao. O
pico de menor intensidade é o pico de difragdo do cristal tracionado. O pico de maior
intensidade é o pico do cristal de referéncia.

A distancia entre os picos para 100 N é de -62,4 segundos de arco (arcseg),
para 113 N sao 31,2 segundos de arco, para 122 N as curvas sao indistinguiveis e para 129

N sao 39,6 segundos de arco.

Figura 6.6: Grafico das curvas de refletividade por variacdo em segundos de arco obtidas experimental-
mente para (a) 97 N, (b) 113 N, (c¢) 126 N, (d) 139 N.
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Fonte: O autor.
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Nota-se da Figura [6.7] que os perfis de difracdo sao indicados sempre relativos a

primeira camada para as diferentes forcas de tragao aplicadas. Se formos comparar todas

as primeiras camadas com diferentes forcas aplicadas, elas aparecerao com seus maximos

em diferentes posi¢oes angulares, pois quanto maior a forga tragao, menor é o d superficial.

=4
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Refletividade
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b

=4
o

o
w

o
N

Figura 6.7: Curvas de difracdo para cada camada, (a) 9 N e (b) 130 N.
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Fonte: O autor.

Adicionando cada curva com o seu valor de # correspondente, obtém-se o mo-

delo equivalente a curva total o resultado do modelo para um feixe de raios X plano

monocromatico. Contudo, os experimentos foram realizados em um arranjo duplo cristal

nao dispersivo (Figuras e Figura [3.2)). Logo para determinarmos a curva que espera-

mos obter experimentalmente precisamos realizar a correlacao entre o perfil de difracao

que calculamos para o cristal tracionado com onda plana e monocroméatica com o perfil

de difragdo do monocromador (cristal espesso de Si perfeito).

Figura 6.8: Comparacio das curvas entre o conjunto modelado com tragdo e a curva sem tracio, (a) 9

N, (b) 130 N.
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Fonte: O autor.
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Os perfis de difracao do monocromador e do Si tracionado sao mostrados na
Figura para duas forcas de tracao distintas. A correlagdo das duas curvas é mostrada
em conjunto com os resultados experimentais na Figura para nove forcas de tragao
distintas. Os perfis de difracdo medidos tém a mesma assimetria que os calculados, con-
tudo estao com larguras maiores por até 2 vezes, a hipotese é que tenha ocorrido um erro
experimental.

O ajuste do angulo perpendicular ao plano de difragao do cristal tracionado
estava sendo realizado por maxima intensidade e ndo por menor largura do perfil. Além
disso pode ocorrer uma leve inclinagdo na lamina que produz um perfil diferente do espe-

rado.
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Figura 6.9: Curvas experimental e simulada com for¢a de (a) 100 N, (b) 103 N, (¢) 106 N, (d) 110 N,
(e) 113 N, (f) 116 N, (g) 119 N, (e) 126 N, (f) 129 N.
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Consideracoes finais

Apesar de toda a teoria complexa para FEM e de difracao dindmica por meio
do CAE, é possivel implementar e obter resultados simulados de maneira eficiente. A
FEA é um processo robusto, porém varios fatores podem gerar erros. Isso mostra, que
os resultados entre diferentes abordagens de FEM nao sao idénticos entre si, porém sao
consistentes com diferenca relativa percentual menor que 5%. Como estamos lidando com
deslocamentos no micro, estas variagoes podem impactar o resultado final e sua aplicacao
,a principio, serve inicialmente como uma primeira abordagem do problema.

Ha deslocamento angular previsto pela teoria de difracdo dindmica para as
cuvas experimentais, porém sao mais largas que as demais curvas simuladas e, como
discutido anteriormente na se¢ao 5.3, é necesséario coletar novos dados experimentais para

uma melhor anélise.
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