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RESUMO

Este trabalho investiga, em perspectiva trigopnométrica, demonstracdes do Teorema
de Pitdgoras, tomando como ponto de partida o artigo Five or Ten New Proofs
of the Pythagorean Theorem, de Ne’Kiya Jackson e Calcea Johnson. O objetivo
central é mostrar que as razdes trigopnométricas elementares, quando tratadas em
seu contexto geométrico préprio, podem organizar constru¢des nao triviais e sustentar
demonstragdes do Teorema de Pitagoras. Como fundamento tedrico, o texto estabelece
inicialmente um lema segundo o qual, em um tridngulo retangulo, conhecido um
angulo agudo e um de seus lados, os demais lados ficam determinados pelas razdes
trigonométricas correspondentes. Em seguida, deduz geometricamente as formulas de
adicao de angulos para seno e cosseno, trata o caso do tridngulo retangulo isdsceles e
apresenta uma interpretacdo geométrica da série geométrica. Com essas ferramentas,
o trabalho desenvolve dois conjuntos de demonstracdes do Teorema de Pitagoras. No
primeiro, retne cinco demonstragdes em dialogo com o artigo de Jackson e Johnson,
reorganizadas e apresentadas em perspectiva propria. No segundo, apresenta cinco
demonstragdes obtidas ao longo da pesquisa, construidas no contexto deste trabalho a
partir das ferramentas trigopnométricas desenvolvidas nos capitulos preliminares. Ao
longo de todo o texto, privilegia-se o uso sistematico das razdes trigonométricas
elementares. Embora essas razdes estejam fundamentadas na semelhanca de
triangulos, as argumentacdes desenvolvidas sao organizadas principalmente pela
determinagao de comprimentos por meio de relacdes trigonométricas. Os resultados
obtidos mostram que a trigonometria elementar, compreendida com precisédo conceitual,
nao apenas descreve triangulos retangulos, mas também oferece um principio fecundo
para a construcao e a organizacao de demonstragdes do Teorema de Pitagoras.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras; trigonometria; demonstracdes geométricas;
tridangulos retangulos; razdes trigonométricas.



RESUMEN

Este trabajo investiga, desde una perspectiva trigopnométrica, demostraciones del
Teorema de Pitagoras, tomando como punto de partida el articulo Five or Ten New
Proofs of the Pythagorean Theorem, de Ne’Kiya Jackson y Calcea Johnson. El objetivo
central es mostrar que las razones trigonométricas elementales, cuando se consideran
en su propio contexto geométrico, pueden organizar construcciones no triviales y
sustentar demostraciones del Teorema de Pitagoras. Como fundamento tedrico, el texto
establece inicialmente un lema segun el cual, en un triangulo rectangulo, conocido
un angulo agudo y uno de sus lados, los demas lados quedan determinados por las
razones trigopnométricas correspondientes. A continuacién, deduce geométricamente
las férmulas de adicion de angulos para el seno y el coseno, estudia el caso
del triangulo rectangulo isésceles y presenta una interpretacion geométrica de la
serie geométrica. Con estas herramientas, el trabajo desarrolla dos conjuntos de
demostraciones del Teorema de Pitagoras. En el primero, reune cinco demostraciones
en didlogo con el articulo de Jackson y Johnson, reorganizadas y presentadas desde
una perspectiva propia. En el segundo, presenta cinco demostraciones obtenidas a
lo largo de la investigacién, construidas en el contexto de este trabajo a partir de
las herramientas trigonométricas desarrolladas en los capitulos preliminares. A lo
largo de todo el texto se privilegia el uso sistematico de las razones trigonométricas
elementales. Aunque estas razones se fundamentan en la semejanza de tridngulos, las
argumentaciones desarrolladas se organizan principalmente mediante la determinacién
de longitudes por medio de relaciones trigonométricas. Los resultados obtenidos
muestran que la trigopnometria elemental, comprendida con precisién conceptual, no
solo describe triangulos rectangulos, sino que también ofrece un principio fecundo para
la construccion y la organizacion de demostraciones del Teorema de Pitagoras.

Palabras clave: Teorema de Pitagoras; trigonometria; demostraciones geométricas;
triangulos rectangulos; razones trigonométricas.



ABSTRACT

This work investigates, from a trigonometric perspective, proofs of the Pythagorean
Theorem, taking as its starting point the article Five or Ten New Proofs of the
Pythagorean Theorem by Ne’Kiya Jackson and Calcea Johnson. The main objective is to
show that elementary trigonometric ratios, when considered within their proper geometric
context, can organize nontrivial constructions and support proofs of the Pythagorean
Theorem. As a theoretical foundation, the text first establishes a lemma stating that, in a
right triangle, once an acute angle and one of its sides are known, the remaining sides
are determined by the corresponding trigonometric ratios. It then derives geometrically
the angle-addition formulas for sine and cosine, studies the case of the isosceles right
triangle, and presents a geometric interpretation of the geometric series. With these
tools, the work develops two collections of proofs of the Pythagorean Theorem. The first
gathers five proofs in dialogue with the article by Jackson and Johnson, reorganized
and presented from the author's own perspective. The second presents five proofs
obtained throughout the research, constructed within the framework of this work using
the trigonometric tools developed in the preliminary chapters. Throughout the text,
emphasis is placed on the systematic use of elementary trigonometric ratios. Although
these ratios are grounded in triangle similarity, the arguments developed are organized
primarily through the determination of lengths by means of trigonometric relations. The
results show that elementary trigonometry, when understood with conceptual precision,
not only describes right triangles but also provides a fruitful principle for the construction
and organization of proofs of the Pythagorean Theorem.

Keywords: Pythagorean Theorem; trigonometry; geometric proofs; right triangles;
trigonometric ratios.
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1 INTRODUCAO

O Teorema de Pitagoras ocupa posicdo central na histéria da
Matematica. Sua elegancia, sua ampla aplicabilidade e a variedade de contextos
em que aparece fizeram dele um dos resultados mais estudados, reinterpretados e
redemonstrados ao longo do tempo. A extensa colecdo de demonstragdes reunidas
por Loomis (LOOMIS, 1940) ja mostrava que o interesse por esse teorema nao se
reduz ao seu enunciado, mas se estende aos diversos modos de justificar, interpretar e
reconstruir a igualdade

a’> + b =2

Além do interesse matematico propriamente dito, o Teorema de
Pitagoras também ocupa lugar privilegiado na histéria da geometria elementar. O
debate sobre a origem de sua primeira demonstragao, envolvendo tradigbes pitagoéricas,
euclidianas e mesmo resultados anteriores em outras culturas, continua sendo tema
de investigacdo, como discutido por Luci¢ (LUCIC, 2022). Ao mesmo tempo, novas
demonstragdes seguem sendo propostas, sobretudo quando se examinam com maior
cuidado os recursos permitidos em uma prova e o papel desempenhado por ideias
geomeétricas e trigonométricas (ZIMBA, 2009; LUZIA, 2015).

Nesse cenario, destaca-se o artigo Five or Ten New Proofs of the
Pythagorean Theorem, de Ne’Kiya Jackson e Calcea Johnson (JACKSON; JOHNSON,
2024), publicado em The American Mathematical Monthly. O trabalho das autoras é
notavel ndo apenas pelas novas demonstracdes que apresenta, mas também pela
clareza com que formula uma questao conceitual delicada: o que, afinal, deve ser
entendido por uma demonstragao trigonométrica do Teorema de Pitagoras? Em vez de
tratar a trigonometria como um conjunto indiferenciado de férmulas, Jackson e Johnson
chamam atencao para o fato de que seno e cosseno costumam ser introduzidos por dois
caminhos conceitualmente distintos: um baseado na medicao de tridngulos retangulos

e outro baseado no circulo unitario.’

' No espirito da discuss&o proposta por Jackson e Johnson (JACKSON; JOHNSON, 2024), distinguimos
aqui duas situacoes conceitualmente diferentes. Para angulos agudos, seno e cosseno podem ser
definidos a partir da comparagéao entre lados de um triangulo retangulo; ja para angulos arbitrarios,
entra em cena a definicdo no circulo unitario. Embora ambas coincidam para angulos agudos, elas
respondem a problemas matematicos distintos. No caso da definicao por triangulos retangulos, sua
consisténcia repousa no Teorema da Semelhanga de Tridngulos, que garante a invariancia dessas
razbes para um mesmo angulo agudo.
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Essa observacao possui relevancia ndo apenas teérica, mas também
didatica. Como observam as autoras, talvez poucos assuntos gerem tanta confuséo
entre estudantes do ensino médio quanto a trigonometria (JACKSON; JOHNSON,
2024). Uma razao possivel é justamente a sobreposicdo, na mesma terminologia,
de procedimentos que partem de ideias diferentes. Quando essa distincdo nao é
explicitada, pode-se dar a impresséo de que duas imagens conceituais distintas foram
impressas uma sobre a outra. Tal perspectiva é especialmente fecunda no caso do
Teorema de Pitagoras, pois permite reexaminar com cuidado quais argumentos sao
realmente trigonométricos e quais apenas revestem de linguagem trigonométrica uma
ideia de outra natureza.

Essa discussao também ajuda a compreender por que certas provas
frequentemente apresentadas como trigonométricas devem ser analisadas com cautela.
Por exemplo, a dedugéo imediata do Teorema de Pitdgoras mediante as substituicoes
a = csena € b = ccos a, reduzindo o problema a identidade sen? a + cos? a = 1, pode
ocultar uma dependéncia légica dessa propria identidade em relagdo ao Teorema de
Pitagoras, conforme a escolha das definicdes adotadas para as razdes trigonométricas.
De modo semelhante, uma demonstracao por semelhanca de triangulos pode sempre
ser reescrita em linguagem trigonométrica, sem que isso altere a ideia matematica que
a sustenta. Assim, a simples presenca dos simbolos sen e cos ndo basta, por si sé, para
caracterizar uma prova como trigonométrica (JACKSON; JOHNSON, 2024).

E justamente nesse ponto que o artigo de Jackson e Johnson se mostra
particularmente valioso. Dialogando com a tradi¢ao representada por Loomis (LOOMIS,
1940), com as reflexdes histdricas de Lugi¢ (LUCIC, 2022) e com as contribuicdes de
Zimba (ZIMBA, 2009) e Luzia (LUZIA, 2015), as autoras propéem n&o apenas novas
demonstragdes, mas também um método para procurar outras. Além disso, situam
suas construcdées em um contexto geométrico elementar suficientemente rigoroso,
compativel com um tratamento axiomatico da geometria escolar, como o desenvolvido
por Clark e Pathania (CLARK; PATHANIA, 2023).

O presente Trabalho de Conclusdao de Curso tem como ponto de
partida esse artigo (JACKSON; JOHNSON, 2024), mas nao se limita a reproduzi-
lo. Nosso objetivo é investigar demonstragées do Teorema de Pitagoras em perspectiva

trigonométrica, reorganizando fundamentos, adaptando construcées e desenvolvendo
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novas abordagens. Em particular, o trabalho enfatiza uma ideia que se mostrou
estrutural em todo o desenvolvimento: em um tridngulo retangulo, uma vez conhecida a
medida de um angulo agudo e um de seus lados, os demais lados ficam determinados
pelas razdes trigonométricas correspondentes. Esse principio, formalizado no Capitulo
2 como um lema, passa a desempenhar papel organizador em todas as demonstracoes
desenvolvidas ao longo do texto.

Essa escolha metodolégica marca uma diferenga importante em
relacdo a abordagens mais tradicionais. Convém observar que as proprias razoes
trigonométricas utilizadas neste trabalho repousam, em sua formulagao classica para
angulos agudos, na semelhanca de triangulos, pois é esse resultado que garante
que as razdes entre lados dependam apenas do angulo considerado. Assim, a
semelhanca de triangulos permanece como fundamento conceitual da trigonometria
elementar adotada ao longo do texto. Entretanto, uma vez estabelecidas essas
defini¢cdes e propriedades bésicas, as demonstragées desenvolvidas neste trabalho séo
organizadas principalmente pela determinagdo de comprimentos por meio de relagdes
trigonométricas. Com isso, buscamos evidenciar que seno, cosseno, tangente, secante,
cotangente e cossecante, entendidos em seu contexto genuinamente trigonométrico,
ja possuem forga suficiente para orientar construgcdes geométricas nao triviais. Em
outras palavras, procuramos mostrar que a trigonometria elementar, quando tratada
com precisdo conceitual, ndo apenas descreve triangulos retangulos, mas também
pode gerar demonstracdes de um de seus resultados mais célebres.

Do ponto de vista da organizagao, o trabalho esta dividido em cinco
capitulos, incluindo esta introducao.

No Capitulo 2, apresentamos os resultados preliminares necessarios
para as demonstragdes posteriores. Inicialmente, formalizamos um lema sobre a
determinacao dos lados de um triangulo retangulo a partir de um angulo agudo e
um lado conhecido. Em seguida, deduzimos geometricamente as férmulas de adicéao
de angulos para seno e cosseno, tratamos separadamente o caso do tridngulo retangulo
is6sceles e incluimos uma breve discussao sobre a série geométrica, acompanhada de
interpretacdo geométrica.

No Capitulo 3, reunimos cinco demonstragdes do Teorema de Pitagoras

em dialogo mais direto com o artigo de Jackson e Johnson, reorganizadas e
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apresentadas em perspectiva prépria.

No Capitulo 4, apresentamos um segundo conjunto de cinco demons-
tracoes obtidas ao longo do desenvolvimento deste trabalho, construidas a partir das
ferramentas trigonométricas desenvolvidas nos capitulos anteriores.

Finalmente, no Capitulo 5, retomamos os principais aspectos do
percurso desenvolvido e discutimos o valor matematico e formativo das demonstragées
obtidas. Mais do que apresentar novos caminhos para um resultado classico,
pretendemos mostrar que a Matematica elementar permanece um espaco auténtico de
criacdo, reorganizacao conceitual e investigacao rigorosa.

As construcdes geométricas apresentadas ao longo do trabalho foram
elaboradas com o auxilio do software GeoGebra 6.0.

Por fim, registramos aqui que durante a elaboracédo deste trabalho,
utilizou-se a ferramenta ChatGPT como apoio pontual a revisdo linguistica, reorgani-
zacao expositiva e discussao de alternativas de redacao. As ideias matematicas, as
demonstragdes, as figuras, as escolhas conceituais e a versao final do texto sdo de

inteira responsabilidade da autora e do orientador.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, reunimos os resultados preliminares que servirdo de
base para as demonstracdes desenvolvidas nos capitulos seguintes. Em vez de
recorrer desde o inicio a argumentos de semelhanga de triangulos, privilegiamos uma
abordagem centrada nas razées trigonométricas elementares e em suas consequéncias
geométricas. Em particular, formalizamos um lema sobre a determinagéo dos lados de
um triangulo retangulo a partir de um angulo agudo e um lado conhecido, deduzimos
as férmulas de adicao de angulos para seno e cosseno, tratamos o caso do triangulo
retangulo isésceles e apresentamos uma interpretacdo geométrica da série geométrica.
Esses resultados constituirdo o suporte conceitual das demonstragdes do Teorema de
Pitdgoras apresentadas nos capitulos posteriores.

Considere o triangulo retangulo AABC, em que « denota a medida do

angulo agudo BAC, com catetos AC =a e CB = b e hipotenusa AB = c.

Figura 1 — Defini¢cdes trigonométricas do seno e cosseno

A

-

c p B

Fonte: Autores (2026). Construgédo no software Geogebra 6.0.

Definimos o seno e cosseno de a, respectivamente, por
b

a
sena = — € cosa = —.
C C

Naturalmente temos definidas outras razdes trigonométricas, tangente, cotangente,
secante e cossecante, respectivamente, por

a c c
tana = -, cota = —, seca= - € csca = —.
b a b a

As definicbes acima sao consistentes em virtude da semelhancga de

tridngulos. De fato, quaisquer dois tridngulos retangulos que possuem uma mesma
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medida de angulo agudo sdo semelhantes pelo critério AA (Angulo-Angulo). Portanto,
as razdes entre lados correspondentes dependem apenas da medida do angulo
considerado e nao do tridngulo particular escolhido.

A observacao anterior garante a consisténcia das definicées trigpnomé-
tricas utilizadas ao longo deste trabalho. O préximo lema constitui a ferramenta béasica
que permitird obter, a partir do conhecimento de um lado e de um angulo agudo de um

tridangulo retangulo, os demais lados do tridngulo.

Lema 2.1 Em um tridngulo retdngulo, uma vez conhecida a medida de um de seus
angulos agudos e um de seus lados, os outros dois ficam unicamente determinados

pelas razdes trigonométricas desse angulo.

Demonstracao. Considere um triangulo retangulo cuja medida de um dos angulos
agudos é a. A Figura 2 ilustra os trés casos possiveis. Se o lado conhecido é o cateto
oposto a, entdo

c=acsca, b = acota.

Se o lado conhecido é a hipotenusa ¢, entéo
a = csenq, b= ccosa.
Por fim, se o lado conhecido é o cateto adjacente b, entdo
a = btan a, c = bseca.

Logo, conhecido um dos lados e a medida o de um angulo agudo, os outros dois ficam

unicamente determinados.

Figura 2 — Determinacao dos lados de um tridngulo retangulo a partir de um angulo
agudo e um lado

A A A
6" o
acsc o P
acot o ccos b
C a B C csena B C btana B

Fonte: Autores (2026). Construcédo no software Geogebra 6.0.
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2.1 AS FORMULAS DE ADICAO DE ANGULOS

Vamos utilizar as formulas de adicao de angulos para seno e cosseno.
A Figura 3 ilustra geometricamente que, quando «, 5 e a + § sdo medidas de angulos
agudos, tem-se

sen(a + ) = senacos f + cosa sen 3 (2.1)

cos(a + ) = cos awcos f — sen v sen f3. (2.2)

De fato, na Figura 3 considera-se o triangulo retangulo ABC, com
hipotenusa AB =1e mZBAC = 3. Como 3 é agudo, segue do Lema 2.1 (o qual sera
aplicado repetidamente), que BC = sen 5 e AC' = cos 8. Sobre o lado AC, constrdi-se
o triangulo AC'D com angulo reto em D e mZCAD = «. Como AC = cos 3, obtemos
AD = cosacos e C'D = senacosf3.

Em seguida, pelo ponto B, traca-se a perpendicular a reta @
encontrando o ponto £ € AD. Completa-se entdo o retangulo AFBE, obtendo o
ponto F. Agora, como AB = 1e mZABF = a + [, segue que F'B = cos(a + ) e
FA =sen(a+ f).

Finalmente, pelo ponto C, traca-se a perpendicular a reta ﬁ
encontrando o ponto H € BE. Logo, no tridngulo retangulo BC H, cuja hipotenusa é
BC =sen 3 e cujo angulo em B é «, segue que BH = cosasen € HC = sen arsen 3.

Observando os comprimentos dos segmentos verticais da figura, temos
FA=BE=BH+ HE.
Como HE = CD, resulta
FA = cosasen 3+ sen « cos 3.
Mas F'A = sen(a + (). Logo,
sen(a + () = sen a cos 8 + cos a sen 3.

De modo analogo, observando os comprimentos dos segmentos
horizontais, temos
FB=AFE=AD — ED.
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Como AD = cosacosB e ED = HC, obtemos
FB =cosacosf —sena sen f3.
Mas F'B = cos(a + ). Portanto,

cos(a+ ) = cosacos f — sen a sen f3.

Figura 3 — Férmulas de adicdo de angulos

F cos(a + 3) B

a+p3

cos afsen (3 sen 3
sen(a + 3) 1
g ddsenasen B C
cos 3 sen « cos 3
B
g n n
A E D

cos acos 3

Fonte: Autores (2026). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Assim, se a < 45°, entdo a e 2a sdo angulos agudos; portanto,

podemos aplicar as férmulas anteriores com 3 = «. Se, além disso,

a
senq = — e cosa = —,
c c
como na Figura 1, entdo
2ab
sen(2a) = 2senacosa = % (2.3)
c
e
b2 o CL2
cos(2a) = cos® a —sen” @ = ——. (2.4)

Cc
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Finalmente, se a« e § sdo angulos complementares com a < f, entdo, como

sen § = cos(90° — #) com 6 angulo agudo, temos
sen( — a) = cos(90° — (8 — a)) = cos((a+ B) — (B — @) = cos(2a).

Logo, por (2.4),
b2 _ &2
C2

sen(f — ) =

2.2 O TRIANGULO RETANGULO ISOSCELES

Figura 4 — Teorema de Pitagoras para o tridngulo retangulo isésceles.

45°

45°
D a C

Fonte: Autores (2026). Construgcao no software Geogebra 6.0.

A Figura 4 sugere uma demonstracido geométrica do Teorema de
Pitagoras no caso em que o tridngulo retangulo € isdsceles. De fato, partimos do

tridangulo retangulo isésceles ABC, em que
BC=CA=a e BA =c.

Como os catetos tém o mesmo comprimento, os angulos agudos do triangulo ABC

medem 45°.

Em seguida, prolongamos o lado C'B além de C, marcando um ponto

D de modo que
CD =a.

Assim,
BD = BC +CD = 2a.

Além disso, o triangulo DAB é retangulo em A, com

AB = AD =c.
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Portanto, no triangulo D AB, o angulo em B mede 45°, e pela definicdo de seno obtemos

AD c
45° = — = —.
sen 45 BD 5

Por outro lado, no tridngulo retangulo inicial ABC', também temos

AC

45° = == =
Sen AB c

lgualando as duas expressdes para sen 45°, segue que

Logo,

& =2a% =a® +d°.

Portanto, no caso do tridngulo retangulo isésceles, verifica-se o

Teorema de Pitagoras:
¢ =a*+a’.

Vale observar que, embora o caso do triangulo retangulo isésceles ja
apareca na literatura por abordagens distintas, a abordagem adotada aqui foi escolhida
de modo a manter coeréncia com o eixo conceitual deste trabalho. Em particular, em vez
de recorrer a argumentos de area, privilegiamos também nesse caso a determinacao
de comprimentos por meio das razdes trigonométricas, antecipando o papel central

qgue o Lema 2.1 desempenhara nas demonstracdes do capitulo seguinte.
2.3 SERIE GEOMETRICA

Sejal0<r<1,a>0eneN,considere a soma

S, =a+ar+ar*+... +ar". (2.6)
a— ar"t!

Afirmacao 2.1 Paracadan € N, tem-se S, = T

De fato, multiplicando por » a ambos os lados de (2.6), temos

rS, =ar +ar* +ar® + ... +ar"tt (2.7)
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Agora, subtraindo (2.6) com (2.7), obtemos

Sp—1rSy=(a+ar+ar®*+...+ar") — (ar +ar®* +ar® + ...+ ar")

Sp(1—7)=a—ar"™
a — ar™t!
S, ==

1—17r

Por outro lado, desde que lim " = 0 (pois 0 < r < 1), obtemos
n—oo

lim S, = ——. (2.8)

n—00 1—7r

O lado esquerdo de (2.8) € chamado série geométrica, a qual denotamos por

a + ar + ar’® + .. .. Portanto, temos

a+ar+ar2+...:1ar. (2.9)

A Figura 5 fornece uma interpretacao geométrica dessa igualdade.

De fato, consideremos asretasy =z ey =rxr+acom0 < r < 1.
Como r < 1, aretay = rx + a tem inclinagdo menor do que a reta y = z, e as duas se
intersectam em um Unico ponto. Ilgualando as expressodes, obtemos = = rz + a, isto €,

z(l—r)=a.
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Figura 5 — Interpretagcdo geométrica da série geométrica

ar

y=rx+a ar

ar

| IS

Fonte: Autores (2026). Construgédo no software Geogebra 6.0.

Portanto, o ponto de intersecao é

(55 15)
1—7r'1—7)"

A construcdo em forma de escada mostrada na figura comeca no ponto
(0,a), que pertence a reta y = rz + a. A partir dele, traga-se um segmento horizontal de
comprimento a, chegando ao ponto (a, a), que pertence a reta y = x.

Em seguida, sobe-se verticalmente até reencontrar areta y = rz + a.

Como no ponto de abscissa = = a, temos
y=ra-+a,
a altura desse novo segmento vertical é

(ra+a) —a=ar.
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A partir dai, traca-se um novo segmento horizontal, agora de compri-

mento ar, até a reta y = x. Chega-se entdo ao ponto
(a + ar,a+ ar).
Novamente sobe-se verticalmente até a reta y = rx + a. Como
y=r(a+ar)+a=a+ar+ar’

esse segmento vertical tem comprimento ar?.
Prosseguindo do mesmo modo, obtém-se sucessivamente segmentos

horizontais e verticais de comprimentos
a, ar, arz, a7’3, e
Assim, apos n + 1 segmentos horizontais, a abscissa alcancada é
a+ar+ar*+---+ar" = S,.

Do mesmo modo, a ordenada do ponto correspondente também € S,,, pois esse ponto

esta sobre a reta y = . Portanto, a escada produz a sequéncia de pontos
(S’I’H Sn>7

com S,, dado por (2.6).
Como 0 < r < 1, os comprimentos dos degraus vao diminuindo e 0s
pontos (S, S,) se aproximam do ponto de interse¢do das duas retas. Consequente-

mente,

lim(Sn,Sn):( ¢ = )

n—00 l—r'1—r

o que implica

lim S, = —
n—00 1—r7r

Em outras palavras, a soma infinita
2 3
a+ar—+ar+ar’+---

representa exatamente a abscissa, ou equivalentemente a ordenada, do ponto de
intersecao entre as retas y = x € y = rx + a. Portanto,

a
1—7

a+ar+ar®+--- =
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3 CINCO DEMONSTRAGOES EM DIALOGO COM JACKSON E JOHNSON

Como ja vimos na Secéao 2.2 do Capitulo 2, o Teorema de Pitagoras foi
demonstrado no caso do tridngulo retangulo isdsceles. Assim, nas quatro primeiras das
cinco demonstragdes apresentadas a seguir, assumiremos que ABC € um tridngulo

retangulo nao isésceles, no qual a < b ou, equivalentemente,
a < 45° < 5.

De acordo com a exigéncia estrita de (LOOMIS, 1940), iniciaremos cada demonstracdo
com a figura de um tridngulo retangulo.

Antes de comecar as provas, convém explicitar a ideia que orienta as
construcoes geométricas deste capitulo. Inspirados no método proposto por Jackson
e Johnson (JACKSON; JOHNSON, 2024), perguntamos: a partir de um triangulo
retdngulo dado ABC, que novos tridngulos retangulos podem ser criados usando
combinagdes simples de seus angulos?

No artigo (JACKSON; JOHNSON, 2024), essa questao é tratada de
modo sistematico no Lema 1.1, onde as autoras mostram que, no caso nao isésceles

(o < ), as combinagbes angulares
2a e g —«

desempenham papel privilegiado: sdo precisamente elas que surgem de maneira
natural na construcao de novos triangulos retangulos a partir do tridngulo inicial. Em
outras palavras, o Lema 1.1 em (JACKSON; JOHNSON, 2024) explica por que as
figuras das quatro primeiras demonstra¢des procuram, em diferentes contextos, produzir
tridangulos retangulos cujos angulos agudos sejam 2a e § — a.

N&o reproduziremos aqui a demonstragcao completa desse lema, pois
nosso objetivo principal € desenvolver e reorganizar as demonstragées do Teorema de
Pitdgoras. Ainda assim, a observacao anterior é importante para o leitor: ela mostra que
as construcdes usadas nas provas seguintes ndo surgem de modo arbitrario, mas estao
ligadas a uma estratégia geométrica geral, ja indicada no Lema 1.1 de (JACKSON,;
JOHNSON, 2024).

Com essa motivacdo em mente, passamos agora as demonstracoes.
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3.1 PRIMEIRA DEMONSTRACAO

Comecamos refletindo o triangulo ABC em relacao a reta f@ obtendo
o tridngulo congruente AB'C. Assim, ABB’ é um triangulo isésceles com AB = AB' = ¢
e B'B = 2a.

Figura 6 — Construcao do triangulo isésceles ABB’

A
[
b c =
B |
/
C a B B a C a B

Fonte: Autores (2026). Construgao no software Geogebra 6.0.

Figura 7 — Construcao sucessiva de triangulos retangulos

A

Fonte: Autores (2026). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Como a < b, tem-se a < 45°, e portanto 2a < 90°. Isso permite
construir o triangulo retangulo AB’D, no qual mZDAB’ = 2«. A partir dai, construimos
sucessivamente novos tridngulos retangulos, como mostra a Figura 7. Em cada passo,

utilizaremos o Lema 2.1: uma vez conhecido o angulo agudo « e um dos lados de um
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triangulo retdngulo, os demais lados ficam determinados pelas razées trigonométricas.
. . <T> . (T>
Pelo ponto B, tragamos uma perpendicular a reta B’B, a qual intersecta a reta B’D no

ponto E. No tridngulo retangulo B’ BE, conhecemos o angulo a e o lado
B'B = 2a.

Logo, pelo Lema 2.1,

2 2
BE — B'Btana — 2atan o — 2a-%: %

Agora, pelo ponto F, tracamos uma perpendicular a reta ﬁ encon-
trando a reta BD no ponto F. No tridngulo retangulo B E'F', conhecemos novamente o
angulo « e o lado BE. Portanto,
2¢° ¢ 2d%c

BF:BEseca:T~5:—b2 ,

2 3
EF:BEtana:z%-%:%.
Em seguida, pelo ponto F, tragcamos uma perpendicular a reta ﬁ%
encontrando a reta ﬁ no ponto G. No tridngulo retangulo £ F'G, como conhecemos o
angulo a e o lado FF, segue que
2¢> a 2a*
FG:EFtana:b—Q-E:?.
Pelo ponto G, tragamos uma perpendicular a reta ﬁ a qual intersecta
areta D no ponto H. No tridngulo retangulo FF'G H, obtemos
2" ¢ 2a'c

FH:FGseca:b—s-g——b4 )

2a* @ 2a°
GH:FGtaDO./:FE:bT
Prosseguindo desse modo, pelo ponto H tragcamos uma perpendicular
areta CW[ que encontra a reta (ﬁ no ponto /. No triangulo retangulo GH I, temos

2¢° a  2aS

Finalmente, pelo ponto I, tragamos uma perpendicular a reta ﬁ
encontrando a reta [ﬁ no ponto J. No tridngulo retangulo H1.J, segue que

2¢5 ¢ 2dS¢
HJ:HISGCO(:b—S'EIF,
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2a°% a 2a”
IJ:HItana:b—5~E 0

O que acontece, portanto, € que cada novo comprimento é obtido a

partir do anterior multiplicando-se por tana = 7 ou por seca = 7. Em particular, a

medida dos segmentos

BF, TH, HJ,

formam uma progress@o geométrica de primeiro termo

2a°%¢
BF = 2
e razao
a2
b_27
pois
2a*c a? 2a¢ a?

e assim por diante.

Por construcao, os segmentos AB, BF', FH, HJ, ... sao colineares e

contiguos sobre a reta fﬁ Portanto,
AD=AB+BF+FH+HJ+---.

Como AB = ¢, segue que

AD =c+ = + S + 55 R e e R

2a%c  2a*c  2adSc 202 2a*  2aS
+ + +...=cl1 P2 b 16 .

Por outro lado, no triangulo retangulo AB’ D, conhecemos o angulo 2«

e o cateto adjacente AB’ = c. Novamente pelo Lema 2.1,

C

AD = AB’ 20) = 200) = )
sec(2a) = esec(2a) cos(20)

lgualando as duas expressodes obtidas para AD, temos

1+2a2+2a4+2a6+ c
C - - - e — .
b2 bt bo cos(2a)

Como a < b, temos ‘;—i < 1, e portanto

2¢2  2a*  2d° 2%
1+b_2+b_4+F "':1+1_£.
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Logo,

202

& c

1 o) = .
C( i 1_‘;—§> cos(2a)

Cancelando ¢ em ambos os lados e usando

b\ 2 B —q?
cos(2a) = cos® a — sen® a = (—> - <2> = ¢ )

obtemos
2a? c?
1+b2—a2 T2

Assim,
a’® + b B c?

b2 — g2 b2_a2’

e, Consequentemente,
a’ + b =2

Isso demonstra o Teorema de Pitagoras.
3.2 SEGUNDA DEMONSTRACAO

Como 5 > a, temos 5 — a > 0. Assim, podemos escolher um ponto D

no prolongamento da reta @ além de B, de modo que o triangulo ABD satisfaca

m/BAD = « e m/BDA = — a.

Figura 8 — Construcao do triangulo ABD

-

C a B D

Fonte: Autores (2026). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Observe que, como

mZCAD =m/CAB +m/ZBAD = a+ a = 2a,
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o tridngulo AC'D é retangulo em C' e tem angulo 2o em A. Como AC = b, pelo Lema
2.1 obtemos
CD = btan(2a).

Usando (2.3) e (2.4), segue que

sen(2a) 2% 2ab 2ab?

= =b = .
cos(2a) b b2 —a? b2 — a?

CD=b

Como C, B e D sao colinearese CD = CB + BD, temos

2ab?
Colocando tudo sobre o0 mesmo denominador,
2a* — a(b* —a®)  ab*+a®  a(a®+b?)
- b2 — a2 TR pR_a

BD

Agora, pelo ponto B, tragamos uma perpendicular a reta fﬁ) aqual a
intersecta no ponto H. No tridngulo retdngulo ABH, cuja hipotenusa é AB = c e cujo
angulo em A mede «, o Lema 2.1 fornece

a
BH =csena = ¢c— = a.
c

Por outro lado, o tridngulo BH D é retangulo em H, tem hipotenusa

BD e angulo em D igual a g — «. Portanto,
BH = BDsen(f — ).

Usando (2.5), obtemos

2 2
BH—BD-" <
C
Como javimos que BH =a e
a(a® +b?)
BD ==
segue que
a(a®? +b*) b —a?
=T 2 2
Logo,
a(a® + b?)

Como a > 0, concluimos que
A =a®+ .

Isso demonstra o Teorema de Pitagoras.
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3.3 TERCEIRA DEMONSTRACAO

Como S > a, temos 5 — a > 0. Assim, podemos escolher um ponto D
no segmento AC de modo que o segmento BD subdivida o &ngulo ZC BA da seguinte
maneira:

mZCBD = — « e mZDBA = a.

Figura 9 — Decomposicao do triangulo ABC nos triangulos DBC e ABD.

A A

acot(2c)

C
Fonte: Autores (2026). Construgao no software Geogebra 6.0.
No triangulo retdngulo DBC, temos
m/ZDBC = 3 — a.
Como o + g = 90°, segue que
b —a=90°—2a.

Logo,
m/CDB = 2a.

Assim, conhecendo o lado C'B = a, 0 Lema 2.1 fornece
DC = acot(2a) e DB = acsc(2a).
Por outro lado, no triangulo ABD, temos

m/DAB = « e m/DBA = a.



Portanto, o triangulo ABD é is6sceles, e dai
AD = DB = acsc(2a).
Como os pontos A, D e C sao colineares, obtemos
AC = AD + DC.

Como AC = b, segue que

b = acsc(2a) + acot(2a).
Escrevendo em termos de seno e cosseno, temos

b 1 N cos(2a)
=a a :
sen(2«) sen(2a)

Multiplicando ambos os lados por sen(2«), resulta
b sen(2a) = a(1 + cos(2a)).

Dividindo por a, obtemos

b
—sen(2a) = 1 + cos(2a).
a

Agora, usando (2.3) e (2.4), segue que

2ab _1 b? — a?
a 2 c?
Isto é,
202 b? — a?
= s
Portanto,
20% — (b* — a?)
2 =1,
C
e dai
a? + b? _1

Concluimos, entdo, que

a’ + b =2

Isso demonstra o Teorema de Pitagoras.

32
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3.4 QUARTA DEMONSTRACAO

Como a + 3 = 90°, podemos escolher um ponto D no segmento AB

de modo que o segmento C'D decomponha o angulo reto ZAC B da seguinte forma:

m/ACD = « e mZDCB = j3.

Figura 10 — Construcao auxiliar para a quarta demonstracéo.

A A
[s" o
c
2
c
—seca
c 2
b D
—tan o
2 (%
2
& / o c
E 2
c
H
b—Eseca o
B & ¢
C a B C a B

Fonte: Autores (2026). Construgédo no software Geogebra 6.0.

Observe que, no triangulo ADC, temos
mZCAD = « e m/ZACD = a,
pois D € AB. Logo, o triangulo ADC é is6sceles, e portanto
AD =CD.
De modo andlogo, no triangulo BC' D, temos
mZCBD = f3 e m£DCB = j3,
pois D € AB. Assim, o tridngulo BC'D também é isosceles, e dai

CD = DB.
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Concluimos, entao, que
AD = DB.
Como D € AB e AB = ¢, segue que
AD = DB = g

Agora, pelo ponto D, tragamos uma perpendicular a reta fﬁ encon-

trando o segmento AC no ponto E. No tridngulo retAngulo ADE, conhecemos o lado

Cc

AD =
2

e 0 angulo em A, que mede a. Pelo Lema 2.1, obtemos

Engtana e AEzgseca.

Como os pontos A, E e C sao colineares, temos
AC = AF + EC.

Como AC = b, segue que
EC =b-— gsec .

Agora, pelo ponto FE, tragamos uma perpendicular a reta Cﬁ aqual a

intersecta no ponto H. No tridngulo retangulo £ HC, cuja hipotenusa é
EC=0b- ¢ sec o
2
e cujo angulo em C mede «, o Lema 2.1 fornece
C
FH = <b —3 sec a) semn c.

c a
Usando seca = 5 e sena = —, obtemos
c

c c\a 20 —c*\ a  a(2b® — )
EH—(b—az)z—( o )z——gbc '

Por outro lado, o tridngulo EDH é retangulo em H. Para determinar o
angulo em D, como ED | AB e DB c 4B, segue que

mZEDB = 90°.
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Além disso, no triangulo isésceles BC D, os angulos da base séo iguais a 3, de modo
que

m/CDB = 180° — 23.

Como «a + = 90°, temos

180° — 28 = 2a.

Logo,
mZCDB = 2a.

Portanto,
m/LEDC =m/EDB —m/ZCDB = 90° — 2a.
Usando novamente a + 5 = 90°, obtemos
90° — 2a = B — .

Assim,

m/ZEDC = — a.

No triangulo retangulo FD H, cuja hipotenusa é F D, segue entdo que
EH = EDsen(f — a).

Usando (2.5), obtemos

EH = gtanasen(ﬁ —a) =

Ilgualando as duas expressdes obtidas para £ H, temos

a(20®* — ) a(b® — ag).

2bc 2bc

Como a,b,c > 0, segue que
20 — & = b — a?,
isto é,
a’+ b = A

Isso demonstra o Teorema de Pitagoras.
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3.5 QUINTA DEMONSTRACAO

Diferentemente das quatro primeiras demonstracdes, esta quinta
demonstragdo também funciona no caso em que o tridngulo retangulo é isdsceles.
Seja ABC um triangulo retangulo, com catetos a € b, hipotenusa ¢, e angulos agudos
a < 3. Escolha uma constante / tal que 0 < ¢ < §. Tomemos um ponto D € AB tal que
DB = 2/. Pelo ponto D, tracamos a perpendicular a reta f@ a qual a intersecta no

ponto E. Além disso, escolhemos o ponto F' € BC' de modo que mZEDF = 2a.

Figura 11 — Construcéo auxiliar para a quinta demonstragao.

A

(c — 2€)sena BA D

G
Fonte: Autores (2026). Construgao no software Geogebra 6.0.

Suponhamos primeiro que a < 45°. Nesse caso, prolongamos a reta
DF até encontrar o prolongamento de fﬁ no ponto G. Assim, obtemos o triangulo
retangulo DGE.

Como DE 1 AC e BC L AC, segue que DE | BC. Logo, m/BFD =
m/EDF =2ae m/ADE = m/CBA = 3. Além disso, no triangulo DBF,

m/BDF =180° — (2a + B8) = 8,

pois o + B = 90°. Assim, o triangulo DBF é isésceles, e dai DF' = BF'.
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Como
AB = AD + DB e DB =2/,
segue que
AD =c—2/.

No tridangulo retdngulo ADE, conhecemos a hipotenusa AD =c¢ — 2/ e

o angulo em A, que mede «. Pelo Lema 2.1,
ED = (¢c—20)sena = (c— 26)9.
C

Agora, no triangulo isésceles DBF', tracemos por F' a perpendicular
a ﬁ encontrando-a no ponto H. Como DB = 2/ e o tridngulo DBF & isOsceles, o

ponto H é o ponto médio de DB, de modo que
DH=HB=V/.

No tridngulo retdngulo DH F', conhecemos o lado DH = ¢ e 0 angulo em F, que mede
«. Pelo Lema 2.1,
BF =FD =lcsca = (5. (3.1)
a

Passemos agora ao triangulo retangulo DGE. Como o angulo em D

mede 2a, € conhecemos o lado

ED = (c—20)2,

Cc

o Lema 2.1 e a identidade (2.4) fornecem

a 1 a c?
GD = EDsec(20) = (c — %)E . cos(2a) = (e~ 2@2 B —a?
Logo,
ac

Como F esta no segmento DG, temos
GF =GD — FD.

Usando a expressao anterior para GD e (3.1), obtemos

<.

ac
b2 — a2 a

GF = (c—20)
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No tridangulo retdngulo GC'F', o angulo em G mede  — a. Assim, pelo

Lema 2.1 e por (2.5),

CF = GFsen(f — )

2 _ 2
= [le- 205" 0| 75"
_(c—=20)a  L(* - a?)

T ¢ ac

_ (c—20)a* —((b* — a?)

B ac

_ ca® — {(a* + 52). (3.2)

ac

Passemos agora ao caso a = 45°. Nesse caso, o tridngulo ABC é

retangulo isésceles, conforme a Figura 12.

Figura 12 — Construcao auxiliar para a quinta demonstragéo no caso isésceles.

A A
45° 45
c—2¢
a—m
c
a —
E 45 D
a—m ¢
45 H
m m
£
45° 45°
¢ a B C a—m F m B

Fonte: Autores (2026). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Se denotarmos

BF =m,

entdo

CF =a—m.
Como o tridngulo DBF é isOsceles, temos
DF = BF =m.

Tragando por F' a perpendicular a ﬁﬁ encontramos o ponto H. Como os tridangulos

FHB e DHF sao ambos retangulos isoésceles, segue que

DH=HB = /.



No triangulo retangulo FH B, como HB = ¢, 0o Lema 2.1 fornece

FB:m:ECSC45°:€E,
a

0 que coincide com (3.1) no caso b = a.

Além disso, como C' EDF' é um retangulo, temos
EC=DF=m e ED=CF=a—m.
No triangulo retangulo isésceles ADE, como
AD =c— 2/,
o Lema 2.1 implica
COF = ED = (c — 20)sen45° = (c — 25)%,

0 que também coincide com (3.2) no caso b = a.
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Portanto, em qualquer triangulo retdngulo ABC, por (3.1) e (3.2),

obtemos

BC =BF+CF

a:€E+ ca2—€(a2+b2).
a ac

Multiplicando ambos os lados por ac, segue que
a’c = c® + ca® — ((a® + b?).
Cancelando o termo ca? em ambos os lados, resulta
0=1/(c* —a® —b%).

Como ¢ > 0, concluimos que

a®+ b =2

Isso demonstra o Teorema de Pitagoras.
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4 CINCO DEMONSTRAGOES EM PERSPECTIVA TRIGONOMETRICA

Neste capitulo, apresentamos cinco demonstracées do Teorema de
Pitdgoras encontradas ao longo do desenvolvimento deste trabalho. Até onde pudemos
verificar, elas nao coincidem com as constru¢des apresentadas no artigo de Jackson
e Johnson (JACKSON; JOHNSON, 2024), que serviu de motivacao inicial para esta
pesquisa. Nosso objetivo ndo € reivindicar de forma definitiva a novidade absoluta
dessas provas, mas registrar constru¢des que, ao menos na forma aqui desenvolvida,
parecem ser distintas das abordagens que tomamos como referéncia.

Em todas as demonstrac¢des, partimos de um triangulo retangulo ABC,

com
m/CAB = a, m/CBA = j3, AC = b, CB = a, AB = ¢,

onde a < 45° < 5. Como nas sec¢odes anteriores, privilegiamos uma abordagem em
perspectiva trigopnométrica, baseada na determinagdo de comprimentos por razées

trigonomeétricas e identidades angulares.
41 PRIMEIRA DEMONSTRACAO

Partimos do tridangulo retangulo ABC, com
m/CAB=a, msZCBA=p3,  AC=b, CB=a,  AB=c,

onde a < 45° < 3. Escolhnemos um ponto D no prolongamento da reta f@ para além
de A, de modo que
m/CDB = %

como mostra a Figura 13.
Como C, A e D séo colineares, segue que

m/ADB = m/CDB = %

Além disso, no triangulo DB A, o angulo ZC' AB é exterior ao triangulo DBA no vértice
A. Logo,
m/CAB =m/ADB +m/ABD.



Figura 13 — Primeira demonstracéo.

D,

C a

Fonte: Autores (2026). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Como mZCAB = ae m/ZADB = % obtemos
m/ABD = %
Portanto, o tridngulo DB A é isbsceles, e assim
DA =AB =c.
Agora, no tridngulo retangulo C'D B, temos

CD=CA+AD=b+c

e, portanto,

41

(4.1)
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Por outro lado, usando as férmulas de adicdo de angulos, obtemos

o o
seno =sen | — + —

Assim,

que

Denotando

obtemos

ou, equivalentemente,

2 2

= son (%) cos () +cos (5 ) sen (%)
= 2sen () cos (3).

(5+32)
cosa = cos | — + —
2 2

= cos? (E) — sen? (Q) .
2 2

2
1 — a2’

SalBS

azr’ +2bx —a = 0.

Resolvendo essa equacdo do segundo grau em z, encontramos

X

Como z > 0, segue que

2+ VA T 4a? b+ a? + D2

2a a

o (g) L —b+\/a2+b2.

a

(4.4)
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Racionalizando a expresséao a direita, obtemos

—b+va?+b* a
a b+ Va0

Portanto, de (4.1) e (4.5), segue que

tan

_ AR a
b+c (2) bt vzt 2

Como a > 0, concluimos que
b+c=b+va®+ b2,

isto é,
c=va*+ b

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos
A =ad+ 17

Assim, fica demonstrado o Teorema de Pitagoras.
Observe que o argumento acima continua valido no caso o = 8 = 45°.

Portanto, esta demonstracdo também abrange o tridngulo retangulo isdsceles.
4.2 SEGUNDA DEMONSTRACAO

Tragamos, no tridngulo ABC, a bissetriz do angulo A, a qual intersecta

0 segmento C'B no ponto D, de modo que
[0
m/CAD =m/DAB = 5

como mostra a Figura 14.

' Durante a fase de finalizagao deste trabalho, tomamos conhecimento do artigo Trigonometric Ratios
Can Prove the Pythagorean Theorem de Kise, Uehara e Shinzato (KISE; UEHARA; SHINZATO, 2025).
Embora exista uma equivaléncia algébrica entre as expressoes obtidas, a construgdo geométrica aqui
apresentada difere em aspectos fundamentais: enquanto aqueles autores partem de um triangulo
isdsceles com angulo duplo 26 e obtém tan 6 = (¢ — b)/a, nossa abordagem parte estritamente do
tridngulo ret&dngulo dado e constroi externamente um tridngulo isésceles com angulo de base «/2,
conduzindo & expresséao tan(a/2) = a/(b+ c). Esta diferenga de perspectiva — angulo metade versus
angulo duplo — preserva a exigéncia axiomética de Loomis (1940) para demonstragdes do Teorema
de Pitagoras e evidencia a independéncia do caminho geométrico percorrido.
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Figura 14 — Segunda demonstracéo.

2
Fonte: Autores (2026). Construcédo no software Geogebra 6.0.

¢ @ B  btan(2) D a—btan(2)”

No triangulo retangulo CAD, como AC = b, o Lema 2.1 fornece
« «
CD = btan <§> e AD = bsec <§> )
Como CB = a, segue que

DBzCB—CDza—Man(%).

Agora, tracamos pelo ponto D a perpendicular a reta f@ encontrando-
a no ponto H. No triangulo retangulo AH D, cuja hipotenusa € AD = bsec (%) e cujo

angulo em A mede % o Lema 2.1 implica

DH = AD sen <%> = bsec (%) sen (%) = btan (%) )

Por outro lado, no tridngulo retangulo D H B, cuja hipotenusa é

DB = a — btan (%)

e cujo angulo em B mede j, temos

DH = DBsenfs = <a — btan <%)> sen 3.

Ilgualando as duas expressodes obtidas para DH, segue que

(a ~ btan (%)) sen § = btan (%) .
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Logo,
asen 3 — btan <%) sen § = btan (%) ,
e, portanto,
asen [ = btan (%) (1 + senﬂ).
Como, no tridngulo retdngulo ABC', temos
sen = —,
&
obtemos

a~g:btan(%> (1+[£).

Como b > 0, podemos simplificar por b, ficando
a « b

a a\ b+c
—:tan<—) ,
c 2 c

e, multiplicando ambos os lados por ¢, segue que

Assim,

a = (b+c)tan <%)

tan (%) B b—clb—c'

Mas, pela (4.6), ja vimos na primeira demonstracao que essa igualdade

Portanto,

implica
A =ad+ 17
Assim, fica demonstrado o Teorema de Pitagoras.
Observe que o argumento acima também permanece valido no caso
a = 8 = 45°. Portanto, esta demonstracao igualmente abrange o triangulo retangulo

isosceles.
4.3 TERCEIRA DEMONSTRAQAO

Tragamos, a partir do ponto C', uma reta que intersecta a reta f@ no
ponto D, de modo que
mZBCD = 2a,



como mostra a Figura 15. Como mZACB = 90° e a + 5 = 90°, segue que

m/ACD = 90° — 2a = 8 — «.

Figura 15 — Terceira demonstracéo.

A

c— 2asen«o

C a B
Fonte: Autores (2026). Construgé@o no software Geogebra 6.0.

No triangulo BC'D, temos
m/DCB = 2« e mZCBD = p.

Logo,
mZCDB = 180° — (2a + ).

Como a + S = 90°, obtemos
mZCDB = 180° — (a4 90°) = 90° — a = .

Portanto,
mZLCDB =m/ZCBD = f3,

e o triangulo BC D é is6sceles. Dai,

CD=CB =a.
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Agora, tragamos a altura relativa ao lado DB no tridngulo BC'D, isto

€, a perpendicular por C' a reta Hﬁ cujo pé € o ponto M. Como o triangulo BC'D é

isosceles, essa altura também é mediana. Assim, DM = M B.
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No tridngulo retangulo DM C, cuja hipotenusa é C'D = a, 0 angulo em
C mede «. Portanto, pelo Lema 2.1, DM = asena.
Logo,
DB =2DM = 2asenc.

Como AB = ¢, obtemos
AD = AB — DB =c—2asena.

Em seguida, tracamos pelo ponto D a perpendicular a reta Z@

encontrando-a no ponto H. No tridngulo retangulo AD H, cuja hipotenusa é
AD =c¢—2asen«
e cujo angulo em A mede «, o Lema 2.1 fornece
HD = (¢ — 2asen «) sen .

Por outro lado, no tridngulo retangulo C'H D, cuja hipotenusa é C'D = a,
o angulo em C' mede
m/ZHCD =m/ACD = — a.

Assim, pelo Lema 2.1,
HD = asen(f — «).

lgualando as duas expressodes obtidas para H D, segue que
(c —2asena)sena = asen(f — «).

Usando agora que, no triangulo retangulo ABC,

e, pela féormula (2.5),

obtemos

Simplificando, resulta
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Como a > 0, segue que
A —2a% =0 —d?,
isto é,
& =a’+0b.

Assim, fica demonstrado o Teorema de Pitagoras.

4.4 QUARTA DEMONSTRACAO

Prolongamos o segmento AC para além de C, marcando um ponto D
de modo que
CD = AC =,

como mostra a Figura 16. Como % L f@ segue que também @ s @ Portanto, o

triangulo BDC' é retangulo em C.

Figura 16 — Quarta demonstracao.

atan o

Fonte: Autores (2026). Construgédo no software Geogebra 6.0.

Agora, os triangulos ABC e BDC satisfazem

AC=CD, CB=CB, m/ACB=m/DCB =90°.
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Logo, esses triangulos sao congruentes pelo caso LAL. Em particular, obtemos
DB = AB =c, mZCDB =m/CAB = a, mZLDBC =m/ABC = §.

Pelo ponto B, tragamos a perpendicular a reta ﬁ a qual intersecta a
reta (,(75 no ponto £. Como

m/EBA=90° e a+8=090°,

segue que
m/EBC = «.

No tridngulo retangulo C'BE, conhecemos o lado C'B = a e 0 angulo

em B, que mede «. Pelo Lema 2.1, obtemos
CFE = atana e EB = aseca.
Como CD = b, resulta
ED=CD—-CE=b—atana.

Agora, pelo ponto £, tragamos a perpendicular a reta ﬁ encontrando-
a no ponto H.

No tridngulo retangulo £ H D, cuja hipotenusa é
ED =b—atana,
0 angulo em D mede «, pois ED C D e
m/ZCDB = a.

Assim, pelo Lema 2.1,
DH = (b— atan ) cos a.

Por outro lado, no tridngulo retangulo £ B H, cuja hipotenusa é
EB = aseca,

o anguloem B é
mZDBE =m/DBC —m/ZEBC = — a.
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Logo, pelo Lema 2.1,
HB = asecacos(f — a).

Como os pontos D, H e B s&o colineares, temos
DB=DH+ HB.
Como DB = ¢, segue que
c=(b—atana)cosa + asecacos(f — a). (4.7)
Agora, observamos que
cos( — a) = sen(90° = (8 — ) = sen((a + §) = (8 - a)) = sen(2a).

Logo, por (2.3),
2ab
2

(4.8)

cos(f — a) = sen(2a) =

Substituindo (4.8) em (4.7) e usando

a c
tana = —, cosq = —, seca = -,

b c b

obtemos

Simplificando, segue que

b2—a2+2a2 a’® + b?

C Cc C

Multiplicando ambos os lados por ¢, concluimos que
& =a®+ b

Assim, fica demonstrado o Teorema de Pitagoras.
45 QUINTA DEMONSTRACAO

Escolhemos um ponto D no segmento AB tal que

AD =2/, com O<£<§,

como mostra a Figura 17.
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Figura 17 — Quinta demonstracao.

A A
o o
£
Lsec o
G
C E e
b > co
«
] B—« D
H
]
(c—20)sen| (c—20)senp| \c— 2
B 1178
C a B C I B

Fonte: Autores (2026). Construcédo no software Geogebra 6.0.

Tragamos a mediatriz do segmento AD, a qual intersecta a reta fﬁ no

ponto E e o segmento AD no ponto G. Assim,
EGLAD e AG=GD=".

Em seguida, tragamos o segmento ED obtendo o triangulo ADE.

Como os tridngulos AGE e DEG sao retangulos em G, tém
AG =GD e EG = EG,
segue que sdo congruentes. Em particular,
AE =FED e mZEDG = m/ZFEAG = a.

No tridngulo retdngulo AGE, como AG = ¢ e 0 angulo em A mede «, 0
Lema 2.1 fornece
AFE = [lseca.

Como AE = ED, concluimos que
ED = lseca.

Agora, pelo ponto D, tragamos a perpendicular a reta f@ encontrando-

a no ponto H. Como o triangulo ADH é retangulo em H e o angulo em A mede a,
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segue que
m/HDA =90° — a = 8.

Além disso, como mZEDG = «, obtemos
m/ZEDH =m/HDA —m/EDG = 3 — a.

No triangulo retdngulo EDH, cuja hipotenusa é ED = (sec o, 0 Lema
2.1 fornece
FH = lsecasen(f — a).

Pelo ponto D, tracamos também a perpendicular a reta 53)

encontrando-a no ponto /. No tridngulo retangulo DBI, cuja hipotenusa é
DB =AB — AD = c— 2,
e cujo angulo em B mede (5, o Lema 2.1 implica
DI = (¢ —2{)sen 3.

Observemos agora o quadrilatero CHDI. Como CH C ACeCI c TR,
temos

mZHCT =90°.

Além disso, por construgao,
DH1A¢ e DI LTB

Como AC L OB, segue que DH | CB e DI || AC. Portanto, o quadrilatero CHDI é

um retangulo. Em particular,
HC = DI = (c—2{)senf5.
Finalmente, como os pontos A, E, H e C s&o colineares, temos
AC =AE+ FEH + HC.

Logo,
b=/{seca+ lsecasen(f —a)+ (¢ —20)sen 5.



Usando

b?_ 2
seca = g, sen(f —a) = ¢

c2?

obtemos
c ch? —a?
Ay
b=t =

Multiplicando ambos os lados por bc, resulta

b
Ve = Lc* + LV — a®) + (c — 20)b°.

Isto é,
b2 = 0 + 002 — la® + bPe — 200,

Cancelando v*c em ambos os lados, segue que
0=1/(c* —a? —b%).

Como ¢ > 0, concluimos que

2 =a®+ v

Assim, fica demonstrado o Teorema de Pitagoras.

b
, sen § = —,
c

53
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, investigamos demonstracdes do Teorema de Pitagoras
em perspectiva trigonométrica, tomando como ponto de partida o artigo Five or Ten New
Proofs of the Pythagorean Theorem, de Ne’Kiya Jackson e Calcea Johnson. Embora
esse artigo tenha servido como motivacao inicial e referéncia conceitual importante, o
percurso desenvolvido neste TCC assumiu configuragdo prépria, tanto na selegdo dos
resultados preliminares quanto na organizagao e na elaboracdo das demonstracoes
apresentadas.

Um dos principais aspectos evidenciados ao longo do texto foi o
papel estruturante das razdes trigonométricas em tridngulos retangulos. Em particular,
procuramos mostrar que o fato de, conhecido um angulo agudo e um lado, os demais
lados ficarem determinados nao constitui apenas uma observacao elementar, mas
pode ser tomado como um principio organizador na constru¢do de demonstragoes.
Essa ideia, formalizada no Lema 2.1, mostrou-se especialmente fecunda, pois permitiu
dar unidade a todo o trabalho e enfatizar uma leitura genuinamente trigonométrica das
figuras construidas.

As preliminares reunidas no Capitulo 2 desempenharam papel decisivo
nesse processo. As férmulas de adicao de angulos para seno e cosseno, o tratamento
do caso do triangulo retangulo isésceles e a interpretacdo geométrica da série
geométrica nao foram incluidos apenas como ferramentas auxiliares isoladas, mas
como partes de uma estratégia mais ampla. Cabe destacar ainda que essa organizacao
conceitual ndo se limitou as demonstragdes posteriores: mesmo no tratamento do
caso do tridngulo retangulo isésceles, privilegiamos a determinagao de comprimentos
por meio das razdes trigonométricas, em vez de recorrer a argumentos de area. Com
isso, o Lema 2.1 deixa de ser apenas uma ferramenta auxiliar e passa a constituir
efetivamente o eixo organizador de todo o texto.

Nos Capitulos 3 e 4, o trabalho apresentou dois conjuntos de
demonstra¢des do Teorema de Pitagoras. No primeiro, reunimos cinco demonstra¢oes
em dialogo com o artigo de Jackson e Johnson, reorganizadas e desenvolvidas em
perspectiva propria. No segundo, apresentamos cinco demonstragdes obtidas ao longo

da pesquisa e construidas a partir das ferramentas trigonométricas apresentadas
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nos capitulos preliminares. Em conjunto, essas provas mostram que a diversidade de
demonstracdes ndo € mero ornamento formal, mas expressao da rigueza interna da
geometria elementar.

Do ponto de vista formativo, o desenvolvimento deste trabalho permitiu
aprofundar a compreensao de no¢des fundamentais de trigonometria e geometria
euclidiana, ao mesmo tempo em que destacou o valor matematico da producao e da
comparagao de demonstragoes. Estudar diferentes provas de um mesmo resultado
contribui para ampliar a percepgao das conexdes internas da Matematica, favorece
a argumentacao dedutiva e estimula uma postura investigativa diante de resultados
ja consagrados. Nesse sentido, acreditamos que o presente trabalho também possui
interesse didatico, especialmente na formacgao inicial de professores de Matematica.

Além disso, o percurso realizado permite reconhecer com maior clareza
o mérito do artigo que inspirou esta pesquisa. O trabalho de Jackson e Johnson nao
apenas apresenta novas demonstracoes do Teorema de Pitagoras, mas também mostra,
de modo elegante, que a geometria elementar continua sendo um espaco legitimo de
criatividade matematica. Ao dialogar com esse artigo, este TCC buscou ndo apenas
explicar algumas de suas ideias, mas também reorganiza-las e desenvolvé-las em
uma direcéo propria, adequada aos objetivos de um estudo exploratério em nivel de
graduacao.

Como possivel continuidade, seria interessante investigar de forma
mais sistematica o potencial didatico das demonstra¢des aqui apresentadas, compa-
rando sua recepcdo e sua acessibilidade em diferentes niveis de ensino. Também
parece promissor examinar se o método de construcao adotado neste trabalho pode
ser estendido para a obtengéo de outras demonstragdes do Teorema de Pitagoras ou
mesmo de novos resultados da geometria elementar.

Em sintese, este estudo procurou mostrar que, mesmo sobre um
dos teoremas mais conhecidos da Matematica, ainda ha espaco para reorganizacao
conceitual, criatividade e investigagao rigorosa, particularmente quando a trigonometria

elementar é tomada como principio efetivo de construcdo de demonstracoes.



56

REFERENCIAS

CLARK, D.; PATHANIA, S. A full axiomatic development of high school geometry.
Cham (CH): Springer Nature, 2023.

JACKSON, N.; JOHNSON, C. Five or ten new proofs of the pythagorean theorem. The
American Mathematical Monthly, v. 131, n. 9, p. 739-752, 2024.

KISE, S.; UEHARA, T.; SHINZATO, T. Trigonometric ratios can prove the pythagorean
theorem. ArXiv:2506.06304, 2025.

LOOMIS, E. The Pythagorean Proposition. 2. ed. Ann Arbor (Ml): The National
Council of Teachers of Mathematics (classics in Mathematics Education Series), 1940.

LUCIC, Z. Who proved pythagoras’s theorem? Math Intell, v. 44, p. 373-381, 2022.
LUZIA, N. Other trigonometric proofs of pythagoras theorem. ArXiv:1502.06628, 2015.

ZIMBA, J. On the possibility of trigonometric proofs of the pythagorean theorem. Forum
Geometricorum, v. 9, p. 275-278, 2009.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Epígrafe
	Resumo
	Resumen
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	AS FÓRMULAS DE ADIÇÃO DE ÂNGULOS
	O TRIÂNGULO RETÂNGULO ISÓSCELES
	SÉRIE GEOMÉTRICA

	Cinco demonstrações em diálogo com Jackson e Johnson
	PRIMEIRA DEMONSTRAÇÃO
	SEGUNDA DEMONSTRAÇÃO
	TERCEIRA DEMONSTRAÇÃO
	QUARTA DEMONSTRAÇÃO
	QUINTA DEMONSTRAÇÃO

	Cinco Demonstrações em Perspectiva Trigonométrica
	PRIMEIRA DEMONSTRAÇÃO
	SEGUNDA DEMONSTRAÇÃO
	TERCEIRA DEMONSTRAÇÃO
	QUARTA DEMONSTRAÇÃO
	QUINTA DEMONSTRAÇÃO

	Considerações finais
	Referências

