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RESUMO

Este Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) explora a propriedade fundamental de
completude dos ntimeros reais, com especial atencao a sua relagao intrinseca com as
sequéncias de Cauchy. Para tal, fizemos um estudo sobre sequéncias de niimeros reais,
propriedades e exemplos. Posteriormente, definimos espac¢os métricos e sequéncias de
Cauchy em espacgos métricos e, finalmente, mostramos que o conjunto dos niimeros reais
é um espago métrico completo. O TCC, baseado na obra de Elon Lages Lima [I] e [3]
fundamentando os principais resultados na literatura cléssica de Analise Real e Espagos
Métricos, contribui para a compreensao didatica e rigorosa desses conceitos, oferecendo
uma perspectiva abrangente sobre sua importancia para a fundamentacao da matematica.
O trabalho aborda as propriedades dos ntimeros reais como corpo ordenado e o Axioma
do Supremo, que formaliza a completude ao “preencher os buracos” da reta numérica,

distinguindo R de Q.

Palavras-chave: Completude dos Niumeros Reais, Sequéncias de Cauchy, Anélise Real,

Espago métrico, Axioma do Supremo.



RESUMEN

Este Trabajo de Fin de Curso (TFC) explora la propiedad fundamental de completitud
de los niimeros reales, con especial atencion a su relacion intrinseca con las secuencias de
Cauchy. Para ello, hicimos un estudio sobre secuencias de niimeros reales, propiedades y
ejemplos. Posteriormente, definimos espacios métricos y secuencias de Cauchy en espacios
métricos y, finalmente, mostramos que el conjunto de los niimeros reales forma un espacio
métrico completo. El TFC, basado en la obra de Elon Lages Lima [1] y [3], fundamentado
en los principales resultados de la literatura clasica de Analisis Real y Espacios Métricos,
contribuye a la comprension didactica y rigurosa de estos conceptos, ofreciendo una
perspectiva amplia sobre su importancia para la fundamentacion de las matematicas. El
trabajo aborda las propiedades de los ntimeros reales como cuerpo ordenado y el Axioma
del Supremo, que formaliza la completitud al “llenar los huecos”de la recta numérica,

diferenciando R de Q.

Palabras clave: Completitud de los Ntiimeros Reales, Sucesiones de Cauchy, Anélisis

Real, Espacio métrico, Axioma del Supremo.



ABSTRACT

This undergraduate thesis (UT) explores the fundamental completeness property of real
numbers, with special attention to its intrinsic connection to Cauchy sequences. To this
end, we conducted a study on real number sequences, properties, and examples. Sub-
sequently, we defined metric spaces and Cauchy sequences in metric spaces, and finally
we showed that the set of real numbers forms a complete metric space. The UT, based
on the work of Elon Lages Lima [I] and [3], grounding the main results in the classical
literature of Real Analysis and Metric Spaces, contributes to the didactic and rigorous
understanding of these concepts, offering a comprehensive perspective on their importance
for the foundation of mathematics. The work addresses the properties of real numbers as
an ordered field and the Least Upper Bound Axiom, which formalizes completeness by

“filling the gaps” in the number line, distinguishing R from Q.

Keywords: Completeness of Real Numbers, Cauchy Sequences, Real Analysis, Metric

Space, Supremum Axiom.
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1 INTRODUCAO

A matematica, em sua esséncia, busca compreender estruturas, padroes e limites.
Um de seus fundamentos modernos esta ligado a andlise real, que exige defini¢oes rigorosas
para conceitos como convergéncia e completude. E nesse cendrio que surgem as Sequéncias
de Cauchy.

A Analise Real, pilar da matematica moderna, depende da compreensao rigorosa
das propriedades fundamentais dos ntimeros reais, destacando-se entre elas a propriedade
de completude. A importancia desse conceito nao se limita a Analise, mas se estende a
toda a fundamentagao da matematica, ja que, como ressalta Eves [6], “a consisténcia de
toda a matematica existente depende da consisténcia do sistema dos ntimeros reais.”

Inspirados nas obras de Elon Lages Lima como: Anaélise Real vol.1 Fungoes de
Uma Variavel [1], Espacos Métricos [3] e orientagdes académicas, este trabalho explora o
conceito de completude dos ntimeros reais, com especial énfase nas sequéncias de Cauchy.
Assumimos desde o inicio que o conjunto dos nimeros reais (R) é um corpo ordenado,
concentrando a discussao na demonstracao de sua completude, baseada nas sequéncias de
Cauchy e no Axioma do Supremo.

Nosso objetivo central é estudar as sequéncias de ntimeros reais e as propriedades
das sequéncias de Cauchy, de modo a demonstrar que o conjunto dos ntimeros reais é
um espago métrico completo, estabelecendo assim um dos fundamentos essenciais para a
Analise e outras areas da matematica.

Segundo Howard Eves [6], a nogdo informal dos niimeros reais utilizada na Andlise
era inicialmente insuficiente para sustentar uma matematica realmente rigorosa. Ele

afirma:

De fato, o sistema dos niimeros reais tinha sido mais ou menos admitido sem
maiores cuidados, como ainda se faz na maioria dos textos elementares de
célculo. [...] Weierstrass defendeu um programa no qual o préprio sistema
dos nuimeros reais, antes de mais nada, fosse tornado rigoroso para que assim
tudo que dele decorresse na analise inspirasse seguranca. De fato, pode-se
afirmar hoje que, essencialmente, a consisténcia de toda a matematica
existente depende da consisténcia do sistema dos ntimeros reais.
Nisso reside a tremenda importancia do sistema dos ntimeros reais

para os fundamentos da matematica.

O trabalho esta dividido em quatro capitulos, acompanhando a linha dos grandes

autores, como Lima [I}, 2 B], Figueiredo [4], Rudin [5] e Eves [0].
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o No Capitulo 2, apresentamos os resultados preliminares que servem de base para o
nosso estudo. Foram apresentados conceitos essenciais assumidos para R, como o
fato do conjunto dos niimeros reais ser um corpo ordenado e apresentamos também

o Axioma do Supremo que é essencial para a completude dos niimeros reais.

e No Capitulo 3, estudamos as sequéncias de nimeros reais, sua definicdo formal,
exemplos, propriedades e nocao de convergéncia. Estudamos neste capitulo também

sequéncias de Cauchy no conjunto dos niimeros reais.

» No Capitulo 4, primeiramente definimos espacos métricos e demos alguns exemplos, a
seguir estudamos sequéncias de Cauchy em espagos métricos e por iltimo, mostramos

que o conjunto dos niimeros reais ¢ um espago métrico completo.

» No Capitulo 5, fizemos as consideragoes finais com sintese dos resultados, sugestoes

para trabalhos futuros.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

21 R E UM CORPO

O conjunto dos ntmeros reais sera indicado por R. Neste capitulo, enunciaremos
alguns resultados sobre os niimeros reais que serao usados nos capitulos seguintes. Vamos
enunciar o Axioma do Supremo, que é essencial para demonstrar que o conjunto dos

nimeros reais ¢ Completo.

Definicao 2.1. Estao definidas em R duas operagoes, chamadas adigao e multiplicagao,
que cumprem certas condig¢oes, abaixo especificadas:
A adicao faz corresponder a cada par de elementos x,y € R uma soma = + y € R,

enquanto a multiplicacao associa a esses elementos um produto z - y € R.
Os axiomas de corpo que essas operacoes devem satisfazer sao:

o Associatividade:

e+ y+z)=(@+y +z
- (y-2)=(x-y) 2z Vryzek

e Comutatividade:
rty=y+uz,

r-y=y-x, Vr,ycR.
e Elemento neutro: Existem em R dois elementos distintos, 0 e 1, tais que:

z+0=zx,
r-1l=z VrelR.

e Inverso: Todo x € R possui um inverso aditivo, —x € R, tal que:

e Distributividade:

r-(y+z2)=z-y+x-z Vr,y,zeR.

Importancia: A estrutura de corpo fornece a base para operagoes algébricas bem

definidas, essenciais para o estudo da Analise Matematica.

Observacgao 2.1. Vz,y € R chamaremos:
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o Adicao: A operagao de soma de z e y é definida por

r+y=somadexey.

e Subtracgao: A soma = + (—y) é indicada por z — y e chama-se diferenca de x e y.
Por definic¢ao:
r—y =+ (-y)

o Multiplicagao: A operagao de produto de x e y é definida por
x -y = produto de x e y.

1

o Divisao: Quando y # 0, o produto = -y~ é representado por x/y e chama-se

quociente de x por y. Por definicao:

Temos as seguintes consequéncias:
1. -0 = 0. Observe que:
z-0+z=2-0+2-1=2-(0+1)=ux.
Subtraindo (z) de ambos os lados da igualdade temos:

r-04+zr—ax=x—x=2-0=0.

2. 2-y=0= 2 =0.ouy = 0. Note que para: y # 0, entdo existe y~! € R tal que

y -y~ ! = 1. Multiplicando ambos os lados da igualdade por y~!:

vy y =0y =2 (y-yH=0=2=0.

3. Regras dos Sinais:

Implica:
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Logo:
—(z-y)=x-(—y) = (-2)-y
Observe que em (b):
(—2) - (=y) + (=2 -y) = (=2) - (=y) + (=2) - (y) = (=2) - (=y + )
=(—x)-0=0
Portanto:
(—2)-(=y)=z-y
Lema 2.1.
Ve,yeR, 2=y = z=y. ou z=—y.
Demonstracao.
? =y = 22—y’ =0.
< (x+y) (r—y)=0. (diferenga de quadrados)
Pela propriedade dos ntimeros reais :
(x+y)-(x—y)=0 = x+y=0. ou z—y=0.
Portanto, temos duas possibilidades:
e Casol: v +y=0 = = —y.
e Caso2: x —y=0 = z=y.
O

Esta demonstragao mostra que para quaisquer niimeros reais x e y, se seus quadrados

sao iguais, entao os numeros sao iguais ou opostos. Este resultado é fundamental em

diversas areas da matemadtica, incluindo algebra e analise real.

2.2 R E UM CORPO ORDENADO

Definimos o subconjunto R C R, chamado "o conjunto dos niimeros reais positivos”,

que cumpre as seguintes condigoes:

1. Sex,y e R, entaiox +y e Rt ez -y € RT.

2. Dado z € R, exatamente uma das seguintes alternativas ocorre: x =0 ou € Rt ou

—x € RT.
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Se indicarmos R~ como o conjunto dos elementos —z onde x € R, a condicao 2.
diz que:

R=R"U{0}UR".
Os nimeros y € R~ sao chamados de negativos.

Lema 2.2. Para todo = # 0, 2% > 0.

Demonstracao. Sabemos que:

Se z € RY, entdo 22 =z -2 € RT. Se x € R™, entdo —x € RT, logo (—x) - (—z) = 22 > 0.
Escreve-se y > z e diz-se que y é maior do que z se y — x € R™.

Escreve-se x < y e diz-se que x é menor do que y se y — x € RT, isto é, y = z + z, onde z

é positivo.

Valem as seguintes propriedades:

Q1) Transitividade:
Sejam x,y,z € R tais que z < y e y < z. Entdo z <z,

y—rz Rt e z—yecR"
ou também, respectivamente;
y—x>0 e z—y>0
Logo a soma desses ntimeros positivos também € RT,
(y—2)+(z—y)=(2—2) €RT

ou

(y—2)+(z2—y)>04+0 = z—z>0,

Portanto, r < z.
Q2) Tricotomia: Para todos z,y € R, vale:
r=y V xx<y V z>uy.
Note que: dados z,y € R, temos, y —x =0,ouy —x € R™, ouy — x € R™, logo,

r=yYy ou x<y ou x>4y.

QQ3) Monotonicidade da Adigdo: Se x < y, entao para todo z € R, tem-se x+2 < y+2z.
De fato, se z < y, entao y — x € R™. Observe que:

y—r=y+2)—(r+2).

Portanto, (y 4+ z) — (x 4+ 2). € R" e, assim, x + z < y + 2, para todo z € R.
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Q4) Monotonicidade da Multiplicacao: Sejam z,y, z € R.
Sex < y:

e Sez>0,entaor-2z<y- 2.

e Sez<0,entdox-z>y-z.
De fato, se <y e z > 0, temos y — x € RT. Logo,
(y—xz)-2=y-2—x-2. € R"
Portanto, = - z < y - z (analogamente para z < 0).
Lema 2.3. Sex <yex' <y, entdox+2' <y-+y.

Demonstragao. Se r <y e 2’ < ¢/, entdo, por (Q3),

v+ <y+a.
e
¥ry<y +uy.
Por transitividade: r+o <y +uy. O

Lema 2.4. Se0<zx<yel<z' <y ,entdoxr-a' <y-y.
Demonstracao. Como z < y e 2’ < ¢/, entao por (Q4),

rox <y-a.

oy <y -y

Assim, por transitividade: - <y-y. ]

Lema 2.5. Se 0 < z < y, entdo y~ ' <z~ %

Demonstragao. x > 0, logo 27! = z - (z71)? > 0. Multiplicando a desigualdade = < y

1 1

por z7 v -y ~ltemos :y Tt = (a7t -y ) < (a7t oyl y =2t

Logo, y~' < a1 O

Valor Absoluto

Definicao 2.2. Para todo = € R,

x, se x > 0.
|z =
—x, sex <0.

Note que: |z| = max{z, —x}.
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Lema 2.6. —|z| <z <|z|. VzeR.

Demonstracgao. A desigualdade z < |z| é imediata. Da mesma forma, —z < |z|, logo,
—lz| < z.
Assim, —|z| < x < |z|. O

Lema 2.7. Para todo z € R, |z|* = 2%

Demonstragio. Se |z| =z, entdo |z|> = 2% ..o (I)
Se |x] = —z, entdo |z|> = (—2)% = T oo (IT)
por (I) e (II) temos que: Para todo z € R, |z|*> = 2. O

Teorema 2.1. Se z,y € R, entao:

Caso 1:
|z +y| < [z| + [yl.

Caso 2:

lz -yl = [z] - |yl.

Demonstragao. Caso 1: Desigualdade do tridngulo. Da mesma forma, —x < |z| e

—y < [yl, entdo —(x +y) < =] + [y, ou seja, x +y > —(|z[ + [y[). Logo,
—lz| = [yl <z +y < |z +yl,
implica que |z + y| = max{—(z +y), —(z +y)} < |z|+ |y|,assim : [z +y| < |z|+[|y|. O

Demonstragao. Caso 2: Multiplicacao de modulos.
Também observe que: |z -.y|* = (z-y)? = 2%.y* = |2|* - [y|> = (Jz| - |y|)*>. Como |z -y| >0

e |||yl = 0, resulta |z - y[ = |z] - |y|. O
Teorema 2.2. Sejam a,z,0 € R. Entao, |z — a|] < ¢ se, e somente se, a —d < x < a+ 9.

Demonstragao. (Ida e volta ou condigdo suficiente e necessaria ou forma direta ou
reciproca)

(=) Suponha que |z — a| < §. Pela defini¢ao de valor absoluto, isso equivale a:
—)<zxr—a<o.
Somando a aos trés membros da desigualdade, obtemos:
a—d<zx<a+d.
(<) Suponha agora que a —J < x < a + ¢. Subtraindo a dos trés membros, resulta:
—d<zr—a<d <= |r—al <o
Portanto, concluimos que:

|t —a|<d <= a—d<z<a+d.
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Definicao 2.3. Um subconjunto A C R ¢é limitado superiormente se existe M € R
tal que, para todo x € A | tem-se z < M . Qualquer tal M é chamado de limitante

superior de A.

Definicao 2.4. Um subconjunto A C R ¢ limitado inferiormente se existe m € R tal

que m < z para todo x € A. Qualquer tal m é chamado de limitante inferior de A.

Definicdo 2.5. O supremo (ou menor limitante superior) de A C R, denotado por sup A,

é um numero real s tal que:

e x < s para todo x € A;

o Para todo € > 0, existe zg € A tal que s — € < xy.

Axioma 2.1 (Axioma do Supremo). Todo subconjunto nao vazio A C R limitado

superiormente possui supremo em R.

Defini¢ao 2.6. O infimo (ou maior limitante inferior) de A, denotado por inf A, é um

numero real t tal que:

e t <z para todo z € A,

o Para todo € > 0, existe g € A tal que g <t +e.
Exemplo 2.1. Exemplo ilustrativo: Supremo em Q e R.

i) Se considerar o conjunto A = {z € Q : 2% < 2}.

e O conjunto A é limitado superiormente em Q. Por exemplo, M = 2 é um limitante

superior.

« No entanto, nao existe nenhum nimero racional ¢ € Q tal que ¢*> = 2. Logo, A nao

possui supremo em Q.

i1) Por outro lado, ao considerar o mesmo conjunto dentro de R, ou seja, A = {z € R :

2% < 2}, o supremo de A é v/2, pois (v/2)? = 2.

Proposigcao 2.1. Desigualdade de Bernoulli: Para todo ntimero real x > —1 e todo
n € N, tem-se que P(n):
1+x)">14n-=x.

Demonstragao. (Indugao)

« Caso base: n = 1. Temos P(1): (1 + ) =1+ z, isto é,
P(1): 1+ 2 > 1+ z, que é verdadeira.
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e Suponha que: P(n) seja verdadeira para um certo n > 1, ou seja,
(14+x)">14+n-=x.
Queremos mostrar que P(n + 1) também é valida, isto é,
(1+2)"" >14+(n+1)- 2
Note que: (14 z)"™ = (14 )" (1 +z). E sendo x > —1, temos: 1+ z > 0.
« Usando a hipétese de indugao P(n): (1+z)" > 1+ n -z, segue que
I+a)"'=0+z)" - 1+2)>0+n-2) (1+2),
donde,
(1+n-2)-(l+z)=1+z+n-2+n-22=1+n+1)-2+n-2°
(1+2)" "' >1+(n+1Dx+n-2° coma®>0.

Portanto, (1 + z)"™ > 1+ (n+ 1) - z é verdadeira. O
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3 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

As sequéncias sao ferramentas centrais na analise real. Sao elas que permitem a
defini¢cao rigorosa de limite, continuidade e, como veremos adiante, a propria nocao de

numero real pode ser fundamentada via sequéncias especiais.

3.1 DEFINICAO DE SEQUENCIA

Definicao 3.1. Uma sequéncia de ntimeros reais é uma funcao:
r:N—=-R

que associa a cada nimero natural n um ntmero real x,,, chamado de n-ésimo termo da

sequéncia. Notagoes usuais: (1, T2, ..., Ty, ...) OU (Ty)nen OU (T,).

Observacgao 3.1. Conjunto dos termos e sequéncia nao se deve confundir a sequéncia

(x,) com o conjunto dos seus termos {z1, s, ..., Ty, ...}. Por exemplo:

(1,1,1,...) # {1}.

As sequéncias (0,1,0,1,...) e (0,0,1,0,0,1,...) sdo diferentes, embora o conjunto dos

termos seja o mesmo, {0, 1}.
Exemplo 3.1 (Sequéncia constante). =, = ¢, Vn € N. para algum ¢ € R.

(
. . 1
Exemplo 3.2 (Sequéncia harménica). z, = —, Vn € N.
n
Exemplo 3.3 (Sequéncia alternada). x,, = (—1)", Vn € N.
(

Exemplo 3.4 (Sequéncia geométrica). z, = ar" ', Vn € N, com a,r € R.

3.2 LIMITE DE UMA SEQUENCIA

Defini¢ao 3.2. Dizemos que um ntimero real a é o limite da sequéncia (z,,) se:
Ve>03ng e N: Vn>ng= |z, —a| <e.

ou dizemos que a sequéncia (z,) converge para a € R se, para todo € > 0, existe ng € N
tal que, para todo n > ng, tem-se |z, —a| < €.
Onde:

o V significa "para todo”ou "para qualquer”;

o d significa "existe”;
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o : significa "tal que”;
e N ¢é o0 conjunto dos ntimeros naturais.

Em outras palavras, para valores grandes de n, os termos x,, se aproximam arbitrariamente
de a:
T, € (a—e,a+e¢), Yn>ny.
Notagao: limx,, = a, lim,_, x,, = a ou ainda x,, — a (quando n — c0).
Se lim z,, = a dizemos que a sequéncia é convergente. Caso contrario, é diver-

gente.
Exemplo 3.5. A sequéncia (z,), cujo termo geral x,, = 1/n converge para 0.
Demonstracdo. Dado € > 0, basta escolher N > 1/e. Se para todo n > N, temos

|2, — 0] = |1/n| < e. Portanto, x,, — 0. Também se x,, = *. Entéo, a = limz, = 0 ou,

lim,,_,o z, = 0. O
Exemplo 3.6. A sequéncia (x,,), cujo n-ésimo termo é z,, = (—1)" nao converge.

Demonstragao. Se a (z,) converge para L, dado € = 1/2, existiria N tal que |z, — L| <
1/2 para n > N. Porém, para n par, x,, = 1, e para n impar, x,, = —1, de modo que pelo

menos um desses termos estara a distancia maior ou igual a 1 de L. Contradigao. [

Teorema 3.1 (Unicidade do limite ). Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites

distintos.

Demonstragao. Seja limz,, = a. Dado b # a podemos tomar € > 0 tal que os intervalos
abertos I = (a —e,a+¢) e J = (b—¢,b+ ¢) sejam disjuntos. Existe ng € N tal que
n > ng implica x,, € I. Entao, para todo n > ng, temos z,, ¢ J. Logo, nao é verdade que,

limz, =boulimz, # besimlimz, =a . O

Definicao 3.3. Dada uma sequéncia = (z,),en, Uma subsequéncia é uma restrigao de

x a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < ...} C N. Denota-se:

Teorema 3.2. Se lim z,, = a entdo toda subsequéncia de (z,) converge para o limite a.

Demonstragio. Seja (T, Tny, ..., Tn,,...) a subsequéncia. Dado qualquer intervalo
aberto I de centro a, existe ng € N tal que todos os termos z,, com n > ng, pertencem
a I. Em particular, todos os termos xz,,, com n; > ng, também pertencem a I. Logo

limz,, = a. O
Defini¢ao 3.4. Sequéncias limitadas. Dizemos que uma sequéncia () é:

o Limitada superiormente se existe ¢ € R tal que x,, < ¢ para todo n € N.
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o Limitada inferiormente se existe ¢ € R tal que x,, > ¢ para todo n € N.

» Limitada se é limitada superior e inferiormente, ou seja, existe k > 0 tal que |z,| < k

para todo n € N.

Exemplo 3.7. Se a < —1, considere (a™),en. Se N’ é o conjunto dos nimeros pares e N”

o conjunto dos impares, entao:

o (a")pen € limitada apenas inferiormente;

o (a")penr é limitada apenas superiormente.
Teorema 3.3. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao. Seja a = limx,. Tomando ¢ = 1, vemos que existe ng € N tal que
n>mny= x, € (a—1,a+1). Sejam b o menor e ¢ o maior elemento do conjunto finito
{z1,...,2py,a — 1,a+ 1}. Todos os termos z,, da sequéncia estdao contidos no intervalo

b, c], logo ela é limitada. O
Note que a reciproca nao é valida, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.8. A sequéncia (2,0,2,0,...), cujo n-ésimo termo é x, = 1 + (—1)"*1 ¢
limitada mas nao converge pois possui duas subsequéncias constantes, xs, 1 =2 € x5, =0,

com limites distintos.

Exemplo 3.9. A sequéncia (1,2,3,...), com termo geral x,, = n, ndo converge porque

nao é limitada.

Definigao 3.5. Sequéncias Mondtonas. Uma sequéncia (x,,) chama-se mondtona quando se
m z, < I,.1 par n u entao r,+1 < x,, par n. rimeir iz-
te < x,41 para todo n € N ou entao x,, 11 < ara todo n. No eiro caso, diz-se
que (z,,) é mondtona ndo-decrescente e, no segundo, que (x,) é mondtona nao-crescente.
Se, mais precisamente, tivermos x,, < x,.1 (respectivamente z, > x,.1) para todo n € N,

diremos que a sequéncia é crescente (respectivamente, decrescente).

Teorema 3.4. Toda sequéncia mondtona nao decrescente (respectivamente nao crescente)

é limitada inferiormente (respectivamente superiormente) pelo seu primeiro termo.

Demonstragao. Seja (z,/),env uma subsequéncia limitada da sequéncia monétona (di-
gamos, nao decrescente) (z,). Temos z,, < ¢ para todo n’ € N'. Dado qualquer n € N,

existe n’ € N’ tal que n < n’. Entao:
Tp <y < c

m
Observacao 3.2. Vimos que a reciproca do Teorema 3.3 nao é valida, veremos no préximo

Teorema que para que a limitacao implique convergéncia, é necessario impor um requisito
adicional: a monotonicidade. Esse acréscimo conduz ao préximo Teorema, que é um

resultado mais restritivo, porém véalido.
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Teorema 3.5. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstragao. Seja (r,) mondtona, digamos nao decrescente, limitada. Escrevamos
X ={x1,...,2p,...} e a=sup X. Afirmamos que a = lim x,,.

Com efeito, dado € > 0, o nimero a — € nao é cota superior de X. Logo, existe
no € N tal que a — € < z,, < a. Assim, como (z,) é ndo decrescente para n > ng tem-se

a—¢e< Ty, <y <a+eedailimz, =a. O

Observacgao 3.3. Observamos que o Axioma do Supremo é essencial para demonstrar

este Teorema. Pois o Axioma garante a existéncia do supremo do conjunto X.

Semelhantemente, se (z,) é nao-crescente, limitada entdo lim z,, é o infimo do conjunto

dos valores z,,.

Corolario 3.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de ntiimeros

reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Com efeito, basta mostrar que toda sequéncia (z,) limitada possui uma
subsequéncia mondtona. Diremos que um termo x,, da sequéncia dada é destacado quando
Zn > T, para todo p > n. Seja D C N o conjunto dos indices n tais que z,, ¢ um termo
destacado. Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ngy < -+- < ng < ---}, entdo a
subsequéncia (z,),cp serda mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D for finito, seja ny o
maior de todos os n € D . Entao x,, nao é destacado, logo existe ny > n; com x,, > x,,.
Por sua vez, ny nao ¢ destacado, logo existe ng > ny com x,, > ,, > x,,. Prosseguindo,

obtemos uma subsequéncia crescente z,, < Tp, < Tp, < -+ < Ty, < - - - O

Exemplo 3.10. Seja 0 < a < 1. A sequéncia (a,a?,...,a",...), formada pelas poténcias

sucessivas de a, é decrescente, limitada pois, multiplicando 0 < a < 1 por a”, resulta
0 < a™ < g™ Afirmamos que lim,_,. a® = 0. Com efeito, dado 0 < € < 1 segue-se que,
dado arbitrariamente ¢ > 0 existe ng € N tal que (1/a)™ > 1/¢, ou seja, a™ < €. Segue-se
que lima" = inf{a";n € N} = 0.

3.3 LIMITES E DESIGUALDADES

Teorema 3.6. Seja a = limx,. Se b < a entdo, para todo n suficientemente grande,

tem-se b < x,. Analogamente, se a < b entao x,, < b para todo n suficientemente grande.

Demonstragao. Tomando ¢ = a — b, temos € > 0 e b = a — . Pela defini¢ao de limite,
existe ng € Ntal quen >ng =a—¢c <z, <a+eée=b<ux, Aoutra afirmacdo se prova

analogamente. O

Corolario 3.2. Seja a = limx,. Se a > 0 entao, para todo n suficientemente grande,

tem-se x,, > 0. Analogamente, se a < 0 entao z,, < 0 para todo n suficientemente grande.



Capitulo 3. Sequéncias de Nimeros Reais 23

Corolario 3.3. Sejam a = limx,, b = limy,. Se z, <y, para todo n suficientemente
grande, entao a < b. Em particular, se z,, < b para todo n suficientemente grande, entao

limz,, <b.

Demonstragao. (por contradi¢ao) Com efeito, se fosse b < a entdo tomariamos ¢ € R
tal que b < ¢ < a e teriamos, pelo Teorema 3.6, y, < ¢ < x,, para todo n suficientemente

grande, contradizendo a hipdtese. O

Observacgao 3.4. Se fosse z,, < y, nao se poderia concluir a < b. Basta tomar x,, = 0,

Y = 1/n.

Teorema 3.7 (Teorema do sanduiche). Se limz, = limy, =a e z,, < 2, <y, para todo

n suficientemente grande, entao lim z, = a.

Demonstracao. Demonstracao: Dado arbitrariamente € > 0, existem nj;,no € N tais
quen>n =>a—-¢c<zrp<ateen>nyg=>a—c<y,<ate. Sejanozmax{nl,ng}.
Entaon >ng = a—¢e¢ <z, < 2, < y, < a+ ¢, e, portanto z, € (a —e,a + ¢€), logo

lim z, = a. O

3.4 OPERACOES COM LIMITES

Teorema 3.8. Se limz, = 0 e (y,) sao uma sequéncia limitada (convergente ou nao)

entdo lim(z, - y,,) = 0.

Demonstragdo. Demonstragao: Existe ¢ > 0 tal que |y,| < ¢ para todo n € N. Dado
arbitrariamente ¢ > 0, existe ng € N tal que n > ny = |z,| < ¢/c. Entdao n > ng =

|| - |ya| < (g/c) - ¢ = €, logo lim(z,, - y,,) = 0. .

Exemplo 3.11. Se z,, = 1/n e y, = sin(n) entao (y,) nado converge mas, como —1 <
Yn < 1, tem-se lim(z,y,) = lim(sin(n)/n) = 0. Por outro lado, se lim z,, = 0 mas y,, nao é
limitada, o produto x,y, pode divergir (tome z,, = 1/n, y, = n?) ou convergir para um
valor qualquer (tome z,, = 1/n, y, = c-n).

Notar que:

limz, =a < lim(z, —a) =0« lim |z, —a| = 0.
Teorema 3.9. Se limz,, = a e limy, = b entao:
1) lim(x, £ y,) =a=xb.
2) lim(z, - y,) =a-b.
a

3) limz:: Fose b0
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Demonstragao. 1.) Dado arbitrariamente ¢ > 0, existem ny,ny € N tais que n > ny =
|z, —a| <e/2en>ny = |y, —b| <e/2. Seja ng = max{ni,n2}. Entdon > ng = n > n,

e n > ng, logo,
|(n 4+ yn) — (@+0)] = |(xy —a) + (Y — b)| < |z —al + |y, — b <e/2+¢/2=c¢.
Portanto lim(x,, + y,) = a + b. Mesmo argumento para x,, — Y. O

Notar que: analogamente para a demonstracao de limite de uma subtracao que ¢é a

subtragao dos limites.

Demonstragao. 2.) Temos z, - y,—a-b = & -Yp—2y b+, -b—a-b = - (y,—b)+(z,—a)-b.
Pelo Teorema 3.3, (z,,) é limitada. Além disso, lim(y, — b) = lim(x,, — a) = 0. Segue-se
do Teorema 3.8 que lim(zy, - y, — a - b) = lim[z,, - (y,, — b)] + lim[(x, — a) - b] = 0, onde
lim(z, - y,) = a- . O

Demonstragao. 3.) Vale z,,/y, —a/b = (x,-b—1y,-a)/y,-b. Como lim(z,, -b—y,-a) =
a-b—">b-a=0, basta provar que (1/y, -b) é uma sequéncia limitada para concluir que
lim(z,/y, — a/b) = 0 e, portanto, que lim(x,/y,) = a/b. Ora, pondo ¢ = b*/2, temos
0 < ¢ < b% Como limy, -b = b%, segue-se do Teorema 3.6 que, para todo n suficientemente

grande, tem-se ¢ < y, - b e, portanto, 1/y, - b < 1/c, completando a demonstragao. O

Exemplo 3.12. Se z, > 0 para todo n € N e lim(z,41/z,) = a < 1 entado limz, = 0.
Com efeito, tomemos ¢ € R com a < ¢ < 1. Entao 0 < z,.1/x, < ¢ para todo n
suficientemente grande. Segue-se que 0 < z,11 < (Tpi1/Tn) - T, < - 2, €, logo, para
n suficientemente grande, a sequéncia (z,) é monétona e limitada. Seja b = lim x,,. De
Tni1 < C-x, para todo n suficientemente grande resulta, fazendo n — oo, que b < ¢ - b,

isto é, (1 —¢)-b<0. Comob>0e0<c< 1, concluimos que b = 0.

Exemplo 3.13. Dado a > 0, mostremos que a sequéncia dada por z, = Va = a'/"
tem limite igual a 1. Com efeito, trata-se de uma sequéncia monétona (decrescente se
a > 1, crescente se a < 1), limitada, portanto existe L = lim,_, a'/™. Tem-se L > 0.
Com efeito, se 0 < a < 1 entdo a'/™ > a para todo n € N donde L > a . Se, porém,

1/n

a > 1 entao a/™ > 1 para todo n € N, donde L > 1. Consideremos a subsequéncia

(at/m D) = (12,610 a'/12 ). )). Como 1/n(n+1) =1/n—1/(n+1), o Teorema 3.2 e o

item 3 do Teorema 3.9 nos dao:

1/n
Unee) _ @ L

L =lima pRY[CEEY 7

Exemplo 3.14. Seja 0 < a < 1. Considere a sequéncia de termo geral

1 — anJrl
— 2 n __
Th=14+a+a"+...+a" = ——
1—a
Essa sequéncia é crescente e limitada, pois:
1
r, < ——, para todon € N.

1—a
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Além disso,

n+1
lim (1 — :icn) = lim a =0,

n—oo \1 — @ n—oo | — @
logo,
1
lim z, = lim(1+a+...+a") = .
n—oo n—oo 1—a

A igualdade acima permanece valida para —1 < a < 1, isto é, |a| < 1, pois o
argumento baseia-se no fato de que

lim a" =0,
n—0o0

o que também ocorre quando |a] < 1, j& que

lim |a/"=0 < lim a"=0.
n—oo n—oo

3.5 LIMITES INFINITOS

Definicao 3.6. Dada uma sequéncia (z,), diz-se que “o limite de x,, é mais infinito” e
escreve-se lim z,, = +o00, para significar que, dado arbitrariamente A > 0, existe ny € N
tal que n > ng implica x,, > A.

Analogamente, lim z,, = —oo significa que para todo A > 0, pode-se achar ny € N tal que

n > ng implica z, < A.

Observagao 3.5. Deve-se enfatizar que 400 e —oo nao sao numeros reais e que se
limz,, = +o00 e limy, = —o0, entdo as sequéncias (z,,) e (y,) ndo sdo convergentes.
Como limz, = 400 & lim(—z,) = —oo, limitaremos nossa observac¢do segquinte, ao

primeiro caso na proxrima observacado.

Observagao 3.6. Se limz,, = +00 entdo a sequéncia (z,) nao é limitada superiormente.
A reciproca é falsa. A sequéncia dada por z, = n + (—1)"n é ilimitada superiormente
porém nao se tem limx, = 400, pois x9, 1 = 0, para todo n € N. Mas se a (z,) é

nao-decrescente entao a (z,) é ilimitada, pois = limz,, = +oc.

Teorema 3.10. 1) Se limz,, = +00 e (y,) ¢ limitada inferiormente entao lim(z, + y,) =
+00.

2) Se lim z,, = 400 e existe ¢ > 0 tal que y,, > ¢ para todo n € N entdo lim(z, - y,) = +00.

Tp
3) Se x,, > ¢ >0, y, >0 para todo n € N e limy, = 0 entdo lim — = +o0.
Yn

Tn
4) Se (z,) ¢ limitada e limy, = +oo entao lim — = 0.

Yn
Demonstracao. 1. Existe ¢ € R tal que y,, > ¢ para todo n € N. Dado arbitrariamente
A > 0, existe ng € N tal que n > ny = x, > A — c. Segue-se que n > ng = T, + Yp >
A—c+c= A, logo lim(z, + y,) = +o0. O
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Demonstracgao. 2. Dado arbitrariamente A > 0, existe ng € N tal que n > ng = x,, >

A/ec. Logon >ng = x, -y, > (A/c) - c = A, onde lim(zx,, - y,) = +00. O

Demonstragao. 3. Dado A > 0, existe ng € N tal que n > ng = y, < ¢/A. Entao
n>ng = x,/y, > c/(c/A) = A e dai lim(z,/y,) = +o0. O

Demonstragao. 4. Existe ¢ > 0 tal que |x,| < ¢ para todo n € N. Dado arbitrariamente
e > 0, existe ny € N tal que n > ng = y, > ¢/e. Entdo n > ng = |2,/yn| < ¢/¢/c = ¢,
logo lim(z,,/y,) = 0. O

Observagao 3.7. As hipodteses feitas nas diversas partes do teorema anterior tém por
objetivo evitar algumas das chamadas “expressoes indeterminadas”. No item (1.) procura-
se evitar a expressao +oo e —oo. De fato, se limz, = +o0 e limy, = —oo nenhuma

afirmagao geral pode ser feita sobre lim(x,, + y,). Este limite pode nao existir (como no

caso em que x, =n + (—1)" e y, = —n), pode ser igual a +00 (se x, = 2n e y,, = —n),
pode ser —oco (tome x, =n e y, = —2n) ou pode assumir um valor arbitrario ¢ € R (por
exemplo, se x, =n+ c e y, = —n). Por causa deste comportamento inesperado, diz-se

que +00 e —o0 é uma expressao indeterminada.

Nos itens (2.), (3.) e (4.), as hipdteses feitas excluem os limites do tipo 0 x oo
(também evitado no Teorema 3.8), 0/0 e 0o/c0, respectivamente, os quais constituem
expressoes indeterminadas no sentido que acabamos de explicar. Outras expressoes

indeterminadas frequentemente encontradas sao oo, 1°° e 0°.

3.6 SEQUENCIAS DE CAUCHY

O conceito de sequéncia de Cauchy é fundamental para a analise real moderna e
para a compreensao da completude de R. Sequéncias de Cauchy sao aquelas cujos termos,
a partir de certo momento, ficam arbitrariamente proximos entre si, independentemente

de conhecermos seu limite.

Definicao 3.7. Uma sequéncia (z,,) de ntiimeros reais é chamada de sequéncia de Cauchy se:
Ve >0, N e N: |z, —x,| <&, paratodom,n > N.

Exemplo 3.15. Considere z, = (—1)". Esta sequéncia nao é de Cauchy.

Demonstracao. Basta tomar e = 1. Para quaisquer IV, existem m = 2N+1en = 2N +2,

de modo que
[T — 20 = [(=1)*" = (1) = [ -1-1]=2> 1.

Portanto, nao satisfaz a definicao de sequéncia de Cauchy. [
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Exemplo 3.16. Considere a sequéncia (x,,) definida por:

Ty + 2/,

T = ]_, Tpt+1 = 9

Esta sequéncia estd em Q e é de Cauchy em Q, mas nao converge em Q.

Demonstracao. Esta sequéncia ¢ a aproximagao sucessiva da raiz de 2. Pode-se mostrar
que ela é de Cauchy, pois os termos se aproximam cada vez mais de v/2, que nio pertence

a Q. Assim, nao converge em (Q, mas sim em R. m
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4 COMPLETUDE DOS NUMEROS REAIS

4.1 DEFINICAO E EXEMPLOS DE ESPACOS METRICOS

Definicao 4.1. Uma métrica num conjunto M ¢é uma funcao d: M x M — R que associa
a cada par ordenado de elementos z,y € M um ntmero real d(x,y), chamado distincia de

x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condi¢oes para quaisquer x,y,z € M:
dl) d(z,z) = 0;

d2) Se x # y entao d(z,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y, z);

d4) d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Os postulados d1) e d2) dizem que d(x,y) > 0 e que d(x,y) = 0 se, e somente se, r = y.
O postulado d3) afirma que a distancia d(z,y) é uma fungao simétrica das variaveis x, y.
A condigao d4) chama-se desigualdade do triangulo; ela tem origem no fato de que, no
plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um tridangulo nao excede a soma dos

outros dois.

d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2)

d(r,z) = d(x,y) + d(y, z)

x
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

Definicao 4.2. Um espaco métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d é uma

métrica em M. Na maioria das vezes, salvo quando houver possibilidade de duvida,

diremos simplesmente “o espago métrico M”, deixando subentendida qual a métrica d que

esta sendo considerada.
Daremos agora alguns exemplos de espacos métricos.

Exemplo 4.1 (A métrica “zero-um”). Qualquer conjunto M pode tornar-se um espago
métrico de maneira muito simples. Basta definir a métrica d: M x M — R pondo
d(x,z) =0ed(z,y) =1se x #y. As condigbes d1) a d4) sao facilmente verificadas. O
espaco métrico que se obtém desta maneira ¢, naturalmente, bastante trivial, embora seja

util para contraexemplos.
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Exemplo 4.2 (Subespaco; métrica induzida). Se (M,d) é um espago métrico, todo
subconjunto S C M pode ser considerado, de modo natural, como espago métrico: basta
considerar a restricao de d a S x S, ou seja, usar entre os elementos de S a mesma distancia
que eles possuiam como elementos de M. Quando isto é feito, S chama-se um subespaco

de M e a métrica de S diz-se induzida pela de M.

Exemplo 4.3 (A reta Real). O conjunto R, dos niimeros reais, é o exemplo mais importante
de espago métrico. A distancia entre dois pontos z,y € R é dada por d(z,y) = |z — y|.
As condigoes d1) a d4) resultam imediatamente das propriedades elementares do valor
absoluto de ntimeros reais. Esta é a chamada “métrica usual” da reta. A menos que seja
feita mencgao explicita em contrario, é a ela que nos referiremos sempre que considerarmos

R como espaco métrico.

42 SEQUENCIAS DE CAUCHY EM ESPACOS METRICOS

Definigao 4.3. Uma sequéncia (x,) num espaco métrico M chama-se uma sequéncia de

Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ng = d(x,,, x,) < €.

A fim de que uma sequéncia (z,) seja de Cauchy, é necessario e suficiente que, para
cada € > 0 dado, exista ny € N tal que n > ng = d(z,, r,4,) < € qualquer que seja p € N.
(Basta chamar de n o menor dos ntimeros m,n da defini¢do anterior e por m = n + p.)

Intuitivamente, os termos de uma sequéncia de Cauchy vao se tornando cada vez
mais proximos uns dos outros, a medida que cresce o indice n.

Ser de Cauchy é uma propriedade intrinseca da sequéncia; depende apenas dos seus
termos, mas nao da existéncia de outros pontos no espaco (em contraste com a propriedade
de ser convergente). Assim, se M C N, uma sequéncia de pontos =, € M é de Cauchy em
M se, e somente se, é de Cauchy em N.

Quando os termos de uma sequéncia se aproximam de um ponto fixado, eles devem

necessariamente aproximar-se uns dos outros.

n

1
Exemplo 4.4. Mostre que a sequéncia x, = Z 72 é de Cauchy.
k=1

Demonstragio. Seja € > 0 arbitrario. Como a série 3° 1/k? converge, seu resto da série

satisfaz: ~ 1
dN € N tal que Z = <.
k=N+1

Para quaisquer m > n > N, temos:

k=1 k=1 k=n+1
Logo,
UCR | > 1 > 1
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Como e > 0 foi arbitrario, concluimos que (z,) é uma sequéncia de Cauchy em
R. O

Proposigao 4.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracao. Demonstracao. Se lim z,, = a no espaco métrico M entao, dado ¢ > 0,

existe ng € N tal que n > ng = d(x,,a) < /2. Se tomarmos m,n > ng teremos:

A(Tm, ) < d(Tp, a) + d(zp, a) < % 4+ =

c
2
Logo, (z,) é de Cauchy. O

Exemplo 4.5. Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Para ver isto, tomemos
uma sequéncia de niimeros racionais (z,) convergindo para um nimero irracional a. (Por
exemplo, 2, = 1, o = 1,4, x5 = 1,41, 24 = 1,414..., com limz, = v/2.) Sendo
convergente em R, segue-se da Proposi¢ao 4.1 que (z,) é uma sequéncia de Cauchy no

espaco métrico Q dos niimeros racionais. Mas evidentemente (z,,) nao é convergente em

Q.
Proposicao 4.2. Toda sequéncia de Cauchy ¢ limitada.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Dado e = 1,
existe ng € N tal que m,n > ny = d(z,, z,) < 1. Logo o conjunto {x,,41, Tnyt2,...} €

limitado e tem didmetro < 1. Segue-se que

{z1, 20, Ty, =21, Ty U{Tngs1, Trgt2y - - -
¢ limitado. O

Exemplo 4.6. Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. O exemplo mais simples é
dado por (1,0,1,0,...) na reta. Embora limitada, esta sequéncia nao é de Cauchy pois

d(xy, Tpe1) = 1 para todo n.

Exemplo 4.7. A sequéncia de nimeros reais x, = 1+ 1/2+--- + 1/n ndo é de Cauchy

porque nao ¢é limitada (série harmdnica).

Proposicao 4.3. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é

convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragio. Sejam (z,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e (z,, ) uma
subsequéncia que converge para o ponto a € M. Afirmamos que lim z,, = a. Com efeito,
dado € > 0, existe p € N tal que ny > p = d(x,,,a) < /2. Existe também ¢ € N tal que
m,n > q = d(xm,,r,) < /2. Seja ng = max{p,q}. Para todo n > ng existe ny > ng e
entao

d(wn, a) < d(wn, Tn,) + (20, 0) < % + g =¢.

Logo limz,, = a. [
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A propriedade enunciada na Proposicao 4.3 é evidentemente falsa para sequéncias ar-
bitrarias. Ela indica que uma sequéncia de Cauchy s6 nao converge num espaco M se

“faltarem pontos no espago”.

Exemplo 4.8. Se uma sequéncia possui duas subsequéncias que convergem para limites
distintos, entao ela nao é de Cauchy. Em particular, uma sequéncia que possui apenas um
namero finito de termos distintos s6 pode ser de Cauchy quando, a partir de uma certa

ordem, ela se torna constante.

4.3 DEFINICAO DE ESPACO METRICO COMPLETO

Definicao 4.4. Diz-se que o espago métrico M é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M ¢é convergente.
Exemplo 4.9. O espago Q dos nimeros racionais nao é completo. (revisar Exemplo 3.5.)

Exemplo 4.10. Todo espaco M com a métrica zero-um é completo, pois qualquer sequéncia

de Cauchy em M é constante a partir de um certo indice e, portanto, convergente.

Exemplo 4.11. Nem todo espaco métrico discreto, porém, é completo, como se vé
tomando P = {1,1/2,1/3,...,1/n,...}, onde z, = 1/n fornece uma sequéncia de Cauchy

que nao converge em P.

A proposigao seguinte, devida a Cauchy, estabelece o exemplo mais importante de

espa¢o métrico completo.
Proposicao 4.4. A reta é um espago métrico completo.

Demonstragao. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em R. Pondo, para cada n € N,
X, =A{xn, Tny1, ...}, temos X1 D Xy D -+ D X, D -+ e os conjuntos X, sao limitados.
Seja a, = inf X,, (n =1,2,3,...). Entdo a; <ay <---<a, <--- <b=supX;. Pelo
Teorema 3.5 , existe o nimero a = lima,. Afirmamos que a = limz,. Para provar
isto, basta mostrar que a é limite de uma subsequéncia de (x,), ou seja, que dados
arbitrariamente ¢ > 0 e n; € N, podemos obter n > n; tal que x,, € (a —¢,a+¢). Ora,
sendo a = lim a,,, existe m > ny tal que a — ¢ < a,, < a+¢. Como a,, = inf X,,, existe

n > m (e, portanto, n > n;) tal que a,, < x, < a+¢,isto é, x, € (a —e,a + ¢). O
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5 CONSIDERACAOES FINAIS

O estudo das sequéncias de Cauchy e da completude dos ntimeros reais representa
um marco fundamental na formacao rigorosa da Analise Real. Conforme exposto por
Djairo Guedes de Figueiredo [4], Elon Lages Lima [I] e Walter Rudin [5], a propriedade de
completude ¢é a caracteristica essencial que distingue o conjunto dos ntimeros reais R do
conjunto dos nimeros racionais Q.

A completude de R pode ser expressa de diversas formas equivalentes, sendo as
mais comuns: toda sequéncia de Cauchy converge em R e todo subconjunto nao vazio de R
limitado superiormente admite supremo em R (Axioma do Supremo). No desenvolvimento
classico, a propriedade do supremo é utilizada de maneira decisiva para garantir que limites
de sequéncias de Cauchy estejam, de fato, contidos em R. Assim, para provar que R é
completo, parte-se do axioma do supremo e demonstra-se que toda sequéncia de Cauchy
converge para um elemento de R, procedimento detalhado tanto em [I] quanto em [4].

Como mostra Rudin [5], é possivel também construir rigorosamente o conjunto dos
numeros reais a partir de Q, identificando R como o conjunto das classes de equivaléncia
de sequéncias de Cauchy de ntimeros racionais. Por essa abordagem, R é, por construcao,
um espaco métrico completo, o que fundamenta de maneira axiomatica e construtiva a
completude do corpo dos reais.

Dessa forma, a propriedade do supremo nao apenas fundamenta a demonstragao de
que R é completo, mas também evidencia o papel das sequéncias de Cauchy na consolida¢ao
da andlise moderna. O estudo dos autores citados mostra que a teoria pode ser apresentada
tanto por meio do axioma do supremo quanto via construcao por sequéncias de Cauchy, e

ambas as abordagens sao equivalentes no contexto da andlise matematica formal.
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