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Introduction

La nécessité d'une modélisation fine du processus de détérioration des structures est
désormais un lieu commun et nous ne nous attarderons pas sur ce fait. Il est aussi généralement
accepté que l'outil le mieux adapté pour cette modélisation est la mécanique de
I'endommagement. Nous ne ferons pas non plus I'historique de celle-ci, nous nous limiterons a
mentionner qu'elle est de formulation relativement récente (cela a commencé avec l'article de
Kachanov de 1958) et que 'école francaise (initiée avec les travaux de Lemaitre et Chaboche) a
joué un rdle considérable. Par contre il est peut tre utile, afin de préciser la motivation de cette
thése, de décrire brievement les particularités et les problemes spécifiques & la mécanique de
l'endommagement.

Treés schématiquement, 1'idée consiste a caractériser, a l'aide d'une variable interne, I'état
de détérioration du matériau dans le cadre de la mécanique des milieux continus. A premicre vue
I'introduction d'une variable additionnelle ne devrait pas poser de difficultés particuliéres au
dela de l'étape de la modélisation et l'identification. Cela n'est cependant pas le cas pour la
variable endommagement. Le fait de décrire une dégradation lui confére un caractére particulier.
Par exemple, a la différence d'autres parametres, I'endommagement vient nécessaireinent se
coupler aux autres variables internes. Ce caractére "parasite” de 'endommagement n'est pas
sans conséquences dans 1'étape de la résolution numérique du probléme d'endommagement. En
effet les modeles d'endommagement ne vérifient pas le critére de stabilité de Drucker (c'est a
dire A€ : AG n'est pas nécessairement positif) et au deld d'un certain seuil d'utilisation, le
probléme de mécanique associé a ces modeles dévient mal posé. La non-objectivité (non-
convergence par rapport 4 la discrétisation) des solutions peut &tre expliquée par ce fait.

L'étude et la description fine des processus de détérioration requi€rent donc, non
seulement des travaux de modélisation et de nature expérimentale, mais aussi des études a
caractere théorique et numérique qui prennent dans le cas de la mécanique de I'endommagement
une importance particuliére par rapport 4 d'autres branches de la mécanique de solides. Cette

thése s'inscrit dans ce cadre. Il s'agit donc d'une tentative de compréhension des problemes
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mathématiques et de I'étude des méthodes numériques pour I'obtention de solutions approchées
au probléme d'endommagement, tout en restant dans le domaine de la mecamque puisque
I'auteur n'a pas de connaissances particulieres en mathématiques.

Pour mener cette €tude, nous nous sommes placés dans un cadre qui, étant le plus simple
possible, conserve toutes les caractéristiques essentielles du probléme en question. 11 s'agit de
I'élasticité couplée a 'endommagement, en petites perturbations, en quasi-statique et en
isotherme. Méme dans ce cadre restreint les difficultés sont considérables et heureusement les
applications industrielles aussi, notamment en génie civil (béton, mécanique de roches,...),
quelques composites, céramiques, etc.

Nous donnerons par la suite un apercu général du contenu de chacundes sept chapitres
qui composent ce texte.

Nous commengons au chapitre I par quelques rappels de mécanique et thermodynamique
des milieux continus, ainsi que quelques éléments de théorie d'optimisation. Ces rappels ne
contiennent pas de résultats originaux.

La modélisation de I'élasticité couplée a I'endommagement est décrite au chapitre II. Nous
nous limitons au modéeles indépendantes du temps. Nous décrivons en premier lieu la
formulation incrémentale classique qui est inspirée directement de la plasticité. Nous décrivons
par la suite une autre formulation ol la valeur de I'endommagement est une fonction de
I'histoire de déformations, c'est pourquoi nous avons appelé cette modélisation, formulation
fonctionnelle.Dans le troisieme chapitre, nous considérons les formulations variationnelles du
probleme en question. Nous commengons par la formulation du probléme en vitesses. Nous
décrivons d'abord la formulation classique en vitesse de déplacement et nous précisons ses
inconvénients Nous proposons par la suite une formulation & deux champs qui définit la
solution du probléme en vitesses comme un point d'équilibre non-coopératif. Nous proposons
enfin une autre formulation, 2 deux champs également, pour le probléme d'évolution.

Dans les chapitres IV, V et VI nous étudions quelques propriétés mathématiques de la
solution. Au chapitre IV nous proposons des critéres assurant I'unicité de la solution pour le
probleme en vitesses et pour le probléme d'évolution. L'étude de la stabilité de la solution est
réalisée au chapitre V. Nous considérons d'abord la stabilité "au sens de Hill" (c'est A dire en
suivant la méme démarche de 1'étude menée par Hill et généralisée par Nguyen). Nous
proposons ensuite une justification mathématique du critére de stabilité au sens de Hill. Au
chapitre VI nous discutons la régularit€ de la solution et nous proposons un critere global de
régularité pour la solution au probléme en vitesses.
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Enfin au chapitre VII, nous décrivons une méthode numérique basée sur la formulation
variationnelle 2 deux champs pour le probléme d'évolution décrite lors du chapitre III et qui est
valable pour les modeles d'endommagement en formulation fonctionnelle. Finalement nous
présentons quelques résultats numériques obtenus par la méthode proposée.




I Quelques rappels et notations.

Ce premier chapitre est constitué de rappels qui ne contiennent pas de résultats
originaux. Il présentera aussi le cadre de I'étude qui sera réalisée par la suite et introduira
certaines notations.

1. Rappels de mécanique et thermodynamique des milieux continus.

1.1 Déformation - hypothése de petites perturbations.

On considére un milieu continu qui occupe le volume V, ce milieu subit des
changements de géométrie et de déplacements par rapport a un certain référentiel. Pour décrire
ce mouvement, on établit un systéme de référence dans espace tridimensionnel R3. Les points
dans cet espace seront notés par X.

Dans la description Lagrangienne du mouvement des milieux continus, on décrit le
déplacement de chaque point matériel au cours du temps. Ces points seront notés X et ils
peuvent &tre identifiés par la position qu'ils occupaient 2 un instant particulier. Cette
configuration privilégiée est usuellement choisie pour correspondre a la configuration initiale
"non-déformé" du milieu. On introduit maintenant une chronologie, et on caractérise l'instant ol
le milieu occupait la configuration privilégiée par t = 0. Le mouvement est donc donné décrit par
la donnée des fonctions:

(@9 X =x(X,1)
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Les équations (1) doivent se lire comme suit: Le point matériél qui a I'instant T = 0 occupait la
position X dans le syst€éme de référence choisi, occupe a l'instant T =t la position x.

Le déplacement de chaque particule sera noté U(X,t) (déplacement du point matériel X a
I'instant t) et il est donné par:

2) UXyp=xXpuyn-X

On souhaite maintenant caractériser les changements de géométrie (c'est a dire la
déformation) du milieu. On considére alors un vecteur dX de longueur dS, dans la
configuration de référence et on suit les variations de longueur de ce vecteur au cours du temps.
Ces variations sont données par:

(3)  (ds)?- (dS)? = dx.dx - dX.dX
A T'aide des relations (1) et (2), 'expression (3) devient:
@)  (ds)2-(dS)2=L:dX:dX

Ou L est un opérateur dénommé "tenseur de déformation de Green" dont l'expression en
notation matricielle est la suivante:

dU; N oUx + doU; dU;
Xy dXj XXk

5 Li=x(

Le tenseur de Green permet alors de caractériser la déformation "localement”, c'est  dire
autour du point X, & chaque instant t.

Dans les cas ol le gradient du déplacement est tres petit, le terme quadratique dans (5)
peut étre négligé et la déformation est alors caractérisée par le tenseur de déformation lin€arisé
ou tenseur de déformation de Cauchy. C'est a dire:

1,9U;  dU;
6 U B it M Wi
B & 2(axj+axi)

Par la suite, on supposera que tel est le cas et en conséquence on utilisera le tenseur de Cauchy

pour caraci€riser les déformations. On supposcra €galement que les déplacements sont aussi trés
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petits, c'est a dire que la différence entre la configuration déformée du milieu et la configuration
de référence est, au premier ordre, négligeable. Autrement dit que les variables x et X peuvent
étre confondues. Lorsque ces deux hypothéses sont vérifiées simultanément on dit que 'on se
place dans le cadre de I'hypothése de petites perturbations.

1.2 Contraintes, efforts, principe de puissances virtuelles.

On considére un milieu continu solide qui occupe le volume V. Sur le solide agissent des
"actions extérieures"”, les sollicitations et des "actions intérieures” qui représentent les efforts de
cohésion du solide. On suppose que 1'hypothése de petites perturbations est suffisante pour
décrire le mouvement du solide. On souhaite schématiser les actions qui agissent sur le solide,
pour cela, on introduira les concepts de champs de déplacement virtuels, de contrainte et de
puissance.

On choisi un espace V de vitesses de déplacement que 1'on juge suffisant pour décrire le
mouvement du solide en question. On suppose que cet ensemble est constitué par les champs de
vitesse de déplacements, définis sur V, continus et différentiables par morceaux. Les éléments

de cet espace sont dénommés champs de vitesses virtuelles et seront notés par U*.

On postule que les "efforts intérieures de cohésion" sont la conséquence de la
modification de la géométrie, c'est a dire de la déformation du solide, et non de son déplacement
par rapport au systéme de référence choisi. On introduit alors l'espace % de vitesses de
déformation virtuelles. Cet ensemble est donc constitué par de champs de vitesses de
déformation continus par morceaux et définis presque partout dans le volume V. L'espace ) est
mis en dualité (voir N° 2 de ce chapitre) avec l'espace ° par le produit scalaire suivant:

7 Pj=- j@* : e(U*av
v

Les éléments G de I'espace %° sont donc, opé€rateurs linéaires et symétriques sur I'espace y et a
valeurs sur R. @ est dénommé "tenseur de contraintes” et le produit de dualité Pj, "puissance
des efforts intérieurs".

Pour caractériser les actions extérieures et afin d'avoir une définition cohérente avec le
choix précédent de Pj, on considére espace V° dual de L pour le produit suivant:
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®) Pc=jﬁ*de+ _[I‘J*Fds
v ov .

o1 9V designe la frontiére de ensemble V.L'ensemble V° est donc constitué par de couples

(f,F). L'élément f du couple est appelé "effort volumique” et F "effort surfacique”. Le produit
Pe est dénommé "puissance des efforts extérieurs”.

Les actions de l'extérieur sur le solide sont alors schématisées par la donnée de la
puissance des efforts extérieurs comme une fonction des vitesses de déplacement (on dit alors
que le solide est soumis a des efforts imposés) ou des efforts f et F (solide soumis a des
déplacements imposés) ou encore comme une fonction des vitesses dans une partie de dV, notée
dyV, et fonction des efforts dans la partie complémentaire 4 dgV, et le volume V. On peut alors
postuler le principe de puissances virtuelles:

On dit qu'un champ de contraintes @ est en équilibre dynamique avec les sollicitations
extérieures si:

©) P]_ + Pc- = Pa v U*ev

ot Py est la puissance des quantités d'accélération, définie par:

(10) Py = _[13 U *pdVv

‘Uest le vecteur accélération en chaque point x et p est la masse volumique.

Un cas particulier trés important dans les applications est celui de "l'équilibre
quasistatique”, il correspond au cas ol la puissance des quantités d'accélération est négligeable
par rapport aux autres termes de (9) et alors on peut poser P, = 0. Dans ce texte on considérera
exclusivement ce cas particulier.

1.3. Lois de comportement et thermodynamique des milieux continus.

Dans le paragraphe précédent on a supposé que les efforts intérieurs, caractérisés par la
contrainte, étaient associées aux modifications de la géométrie, caractérisées par le tenseur de
déformation de Cauchy. L'objet des lois de comportement, dans le contexte présent, est de
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formuler cette dépendance. Dans un premier temps, on peut définir une loi de comportement
comme une fonctionnelle qui lie la contrainte 2 l'instant t avec I'histoire de déformations jusqu'a
cet instant, c'est a dire:

(11) ot)=F (&(r)) -co<t<t

L'expérience quotidienne montre que la relation entre les efforts de cohésion et la
déformation est différente selon le type de milieu que I'on considére. Une loi de comportement
caractérise un milieu en particulier et elle ne peut étre déterminée que par des expériences sur le
milieu en question. Cependant l'expérience montre également que ces lois ne sont pas
complétement arbitraires, en effet quelque soit le milieu considéré on doit choisir des lois de
comportement qui vérifient deux relations qui ont un caractére universel. Ces relations sont le
premier et deuxieme principe de la thermodynamique.

Premier principe de la thermodynamique.

Le premier principe est un bilan d'énergie qui exprime la possibilité de transformation de
chaleur en énergie mécanique et vice-versa.

Considérons encore le solide V de frontiere dV. Soit E 1'énergie interne du systeme, K
I'énergie cinétique, Q la puissance calorifique regue et Pe la puissance des efforts extérieurs
pour les déplacements et les efforts réels. Le premier principe de la thermodynamique est alors
exprimé par: :

12) E+K=Pe+Q

Le premier principe peut aussi s'exprimer par de relations locales, c'est a dire définies en
chaque point matériel du solide. Etant donné qu'on se place dans le cadre de petites
perturbations on peut décrire les termes introduis dans (12) par:

E

I

[peav
v

(13) K

1! A
5 |pUUAddV
2\!’

Q= [rdv - Jqnav
v av
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ot p est la masse volumique, e la densité d'énergie interne, r la densité volumique de taux de
chaleur regu, q est le vecteur courant de chaleur et n la normale extérieure 2 V.

Alors 2 I'aide du principe de puissances virtuelles et compte tenu du fait que le premier
principe est vérifié quelque soit le volume V considéré, on obtient:

(14) pe= G:E+r-divq.
Deuxiéme principe de la thermodynamique
On introduit deux nouvelles variables, la température T et I'entropie S. L'entropie

exprime la variation d'énergie associée a une variation de température. Le seconde principe
postule alors:

: T gn
as)y S= f—.-fdv~ J—T—dv
v av

Si 'on exprime le seconde principe sous sa forme locale et a I'aide du premier principe on
obtient I'inégalité dite "de Clausius-Duhem" qui s'écrit de la facon suivante:

16) ©:&-p(W+sT)-LET »g

ou S est la densité volumique d'entropie et W est une nouvelle variable appelé énergie libre et
définie par:

17) W=e-TS

Le seconde principe permet d'introduire la différence entre transformations réversibles
(lorsque (16) est une égalité stricte) et irréversibles ((16) est une inégalité).

On a jusqu'a maintenant introduit les variables suivantes: U,€,5,T,q,S,W, on a
introduit aussi 3 €quations (le principe de puissances virtuelles, la relation déplacements-
déformations, et le premier principe) et une inégalité (le seconde principe). A ces relations il faut
donc ajouter le nombre nécessaire de lois de comportement, dont (11) devient alors un cas
particulier, pour définir complétement le milieu considéré. Ces lois -doivent vérifier le second
principe. Dans le paragraphe suivant on décrira une méthode syst€ématique pour formuler des
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lois de comportement et on précisera les conditions pour que ces lois vérifient a priori le second
principe.

1.4 Méthode de I'état local.

La relation (11) constitue une représentation fonctionnelle de la loi de comportement
puisque elle lie 1a contrainte a l'instant t a l'histoire de déformations jusqu'a I'instant t. Une
autre représentation possible consiste a substituer la dépendance de la contrainte par rapport a
I'histoire de déformations par la dépendance par rapport aux "conséquences” a I'instant t de
cette histoire, (par exemple, le glissement de dislocations, la modification de la configuration de
microvides et microfissures, etc). Cela conduit, moyennant une représentation hlacroscopique
homogénéisée de ces "conséquences”, a 1a formulation avec variables internes ou "formulation
thermodynamique" des lois de comportement. Cette deuxiéme voie présente souvent des
avantages du point de vue des applications.

On postule alors l'existence d'un nombre n de parametres Vj i = 1, n appelés variables
internes, tel que ces variables, avec la déformation € et la température T, définissent I'état du
solide considéré a chaque instant t. Autrement dit on postule que les grandeurs définis
précédemment, @, T,q,S,W, sont fonctions connues de V;, & et T. Ces dernieres sont
dénommeées variables d'état. Les variables internes doivent donc posséder un sens physique
bien précis puisque elles sont censées caractériser, avec la température et la déformation, les
"conséquences” de la histoire de déformation sur la microstructure du matériau.

Une des maniéres de décrire les propriétés du milieu consiste a2 donner un potentiel
thermodynamique. On choisie alors comme potentiel 1'énergie libre W (on pourrait prendre
d'autres grandeurs scalaires) et on postule l'existence d'une fonction connue et différentiable
des variables d'état qui donne les valeurs de I'énergie libre lorsque les valeurs des variables
d'état sont connues:

(18) W=W(ET,V;)

La fonction W est par hypothése concave par rapport 2 T et convexe par rapport aux autres
variables d'état.

Si on introduit la définition (18) du potentiel énergie libre dans l'inégalité (16), on
obtient I'expression suivante:

-10 -
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oW, . aW_ . aw . q grad T
199 @-p—:E-pES+—=T-p —Vk- 20
(19) @-p aa-:) p( +_aT) pavk k T

On suppose maintenant que les processus de déformation géométrique du solide sont
complétement découplés des transformations thermiques. Cela implique que des processus de
déformation a température constante et uniforme sont possibles. Par la suite on s'intéressera

exclusivement 2 ces processus et par conséquent dans le reste de ce texte, on supposera T =0

et grad T=0.

On supposera également qu'il est possible d'imaginer de transformations géométriques
particuliéres complétement découplées des mécanismes décrits par les variables internes. C'est a
dire qu'il existe de processus de déformation sans modification des variables internes. On doit
alors avoir, pour que l'inégalité (19) soit vérifiée pour tous les processus possibles, les relations
suivantes: '

oW
20) G =p—
(20) Pee

. oW _.
21) O=-p——Vx =20
) P e k
On introduit la notation suivante:

22) Agx=-p—o
(22) k Pavk

Et on dit, par analogie avec 'équation (20) que Ak est la "force thermodynamique" associée a la
variable interne V. Les équations (20) et-(22) sont appelées "lois d'état”. La quantité & définie
dans (21) est dénommée "dissipation intrinseque".

L'état étant défini a l'instant t par € et les variables internes, il faut maintenant
caractériser "la vitesse d'évolution” de I'état au méme instant de telle facon que la dissipation
intrinséque soit positive. Cela peut étre réalisé a l'aide d'un autre potentiel. On postule donc
l'existence d'un potentiel, fonction des forces thermodynamiques, les variables d'état pouvant
éventuellement intervenir comme parameétres:

Ats
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(23) ¥ =70°AY

Ce potentiel est une fonction convexe, positive, semi-continue inférieurement et nulle pour
Ax=0

L'evolution des variables internes est alors définie par:
(24) Vg e o®®

O le symbole 9,0° indique le sousdifférentiel (voir le N° 2.3 de ce chapitre) du potentiel $° par
rapport a la variable V. Les expressions (24) sont appelées "lois complémentaires.

On peut alors prouver, a partir de la convexité du potentiel (inégalité (18b) du N°2.3 de

ce chapitre) et compte tenu du fait que 9°(0) = 0, que l'inégalité (21) est automatiquement
satisfaite.

2. Rappels d'analyse convexe et de théorie d'optimisation.
2.1 Opérateurs non-linéaires, fonctionnelles, produit scalaire.

Soit X et Y deux espaces vectoriels topologiques et f une application dont le domaine est
X et a valeurs dans Y. On appelle f un opérateur de X en Y et on écrit f: X ----> Y. Un cas
particulier trés important est celui ou les valeurs de f sont de nombres réels (Y = R), f est alors
dénommeé fonctionnelle.

Un opérateur est dit linéaire si:

M f(ax) = af(x) Vaoe R xe X
fx1+x2) =f(x1) +f(x2) V x1,x2 € X

Sil'une de ces propriété€s n'est pas vérifiée alors 1'opérateur est dit non-linéaire. &

L'espace vectoriel de toutes les fonctionnelles linéaires continues définies sur X, est
appelé ensemble dual de X et sera noté X°. Soit1 € X° on utilise alors la notation suivante:

@  x=0x)
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En fait, la forme (1,x) peut étre vue comme une forme bilinéaire de X° x X -—-> R, cette forme
bilinéaire est dénommée produit scalaire de dualité de l et x
2.2 Différentiation d'opérateurs non-linéaires.

Soit f un opérateur non-linéaire défini sur un espace de Banach X, a valeurs dans un

espace de Banach Y. Supposons f défini dans un voisinage S d'un point xg. On dit que

l'opérateur f est différentiable au point xg au sens de Fréchet, s'il existe un opérateur linéaire
borné A : X ——-->Y tel que pour tout x € S on ait:

B)  £(x) -f(xq) = AGx-xq) + O(x-XQ)
lim Hm@«mﬂz=0
x=>% |lx-xollx
et||y||y indiquclanormcdcycnYet[lx“xlanormedcxenX.

~ L'opérateur A en (3) s'appelle dérivée de Fréchet de f au le point xg et sera noté fx(xo).
Si on introduit la notation x-xg = Ax, I'expression.(3) devient:

4 f(xg + Ax) -f(xg) = f x(xp) Ax + W(Ax).

La quantité f x(xq) Ax s'appelle différentielle de Fréchet en xg pour l'accroissement Ax. On peut
remarquer que'la différentielle est un opérateur linéaire et continu en Ax.

Dans les cas ou l'opérateur f est une fonctionnelle, on utilisera alternativement la
notation suivante:

(5) f(xp + Ax) -f(x0) = (fx(x0) , Ax ) + ©(Ax).
ou (.,.) indique le produit scalaire sur X° x X [

D'autres définitions de la différentielle d'un opérateur non-linéaire sont aussi possibles,
par exemple: Soit f un opérateur de X en Y. La quantité:

2 [
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0
©)  fx(xo) Ax =z f(xo+tAx)]=0
ol |t| est suffisamment petit pour que xg+tAxe S

est appelée différentielle au sens de Gateaux au point xg, dans la direction Ax et I'opérateur
f x(xp) dérivée de Gateaux de f au point xq,

11 peut étre prouvé (Trénoguine [TRE85]) que tout opérateur différentiable au sens de
Fréchet est différentiable au sens de Gateaux et que les deux différentielles coincident. La
réciproque n'est pas vérifiée, il peut seulement étre prouvé (Vainberg [VAI64]). que lorsque la
dérivée au sens de Gateaux est, au point xg, un opérateur linéaire de X ---> Y, la dérivée de
Fréchet existe et coincide avec-la dérivée de Gateaux. @

On peut aussi définir des dérivées et différenticlles successives et différentier des
opérateurs non-linéaires dépendant de deux variables: Soit l'opérateur fx(x) : X ----> X°
différentiable en xg, la quantité:

(M) fxx(x0) Ax Ax =%[ £x(x0 + 1 AX) Ax Ji=0

s'appelle alors différentielle seconde (au sens de Géteaux ) de f en xq et 'opérateur f xx dérivée
seconde ( de Gateaux ). Les dérivées et différentielles au sens de Fréchet sont définies d'une
maniére analogue.

Lorsque f est une fonctionnelle, on utilisera alternativement la notation suivante:
(8)  fxx(xp) Ax Ax = (fxx(x0) Ax , Ax) o

Soient X,Y et Z trois espaces de Banach. Considérons un opérateur f dépendant de deux
variables x € X ety € Y et & valeurs dans Z. On dit que 'opérateur f est différentiable au point
(x0,Y0), au sens de Fréchet, s'il existe deux opérateurs linéaires bornées A: X ---->7Z et

B: Y ----> Z tels que pour tout ( xg + Ax, yo+ Ay ) € S on ait:

©)  f(xo + Ax,yp + Ay) -f(xg,y0) = A Ax + BAy + w(Ax,Ay).

« [l
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Les opérateurs A et B seront notés: f x(x0,yo) et f y(x0,y0) et ils sont appel€s dérivées partielles
de Fréchet. Les dérivées partielles de Gateaux sont définies d'une maniére analogue.

La définition de la différentielle seconde de f en (xg,yp) s'ensuit des définitions
précédentes. On se limitera alors & noter que 1'on utilisera pour exprimer la différentielle
seconde, la notation suivante:

soit U=XxY alors:

fxx fxy | [Ax
(10) fuu(ug) AuAu = [Ax,Ay]
f,)rx f,yy Ay

2.3 Ensembles et fonctionnelles convexes, opérateurs monotones,
sousdifférentiels.

Un ensemble C dans un espace vectoriel X est dit convexe si pour deux €éléments
quelconques x1, x2 € Cet pourtoutt e [0,1] on a: ' :

(11) tx3 + (A-)xp = C
N |

Soit X un espace vectoriel réel et f une fonctionnelle défini sur un ensemble convexe C

de X et a valeurs sur R. Cest 4 dire une application pouvant prendre les valeurs +co et -00, La
fonctionnelle f est dite convexe, si pour deux éléments quelconques x3, x2 € C et pour tout t €
[0,1] on a:

(12)  f(t x; + (1<) x2 ) <t f(x) + (1-1) f(xp)

chaque fois que le second membre est défini. Si 1'égalité dans (12) a lieu uniquement pour
X1 = X2 , alors la fonctionnelle f est dite strictement convexe.

On peut déduire par récurrence que si f est convexe alors:
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n n
(13) £ ,thi xj) < ,thi f(xi) vVxieC 120, Yti=1 L
1= 1= ¥

Lorsque la fonctionnelle f est différentiable au sens de Géteux on peut définir
alternativement les fonctionnelles convexes grice au résultat suivant: Soit f une fonctionnelle
différentiable au sens de Gateaux et définie sur un ensemble convexe C. On peut alors montrer
(Ekeland et Temam [EKE74]) que les propositions suivantes sont équivalentes:

14 (a) f est convexe
U9 by £x*) - £x) - (Fx(x) . x"-x)20  Vx,x* € C

Si I'égalité dans (b) est vérifiée uniquement pour x = x* , alors on peut substituer (a) par "f est
strictement convexe”

On peut remarquer que f peut prendre les valeurs +o et -0, cela permet de définir la
fonction indicatrice d'un ensemble C. Soit C un sous-ensemble de I'espace vectoriel X, alors la
fonction indicatrice de C, notée ¥, est définie par:

(15) W= {0 ' si xe C

+00 sinon
L'ensemble C est convexe si et seulement si la fonction indicatrice correspondante est une
fonction convexe. Les fonctions indicatrices sont utilisées en théorie d'optimisation, pour
substituer les problémes de minimisation sur un sous ensemble par une minimisation sur tout
l'espace vectoriel. Elles sont utilisées en mécanique, pour formuler les lois de comportement
dites "indépendantes du temps"”.

La notion de fonctionnelle convexe est étroitement liée a celle d'opérateur monotone:
I'opérateur A: X -—> X° est appelé "opérateur monotone" si pour tous x1,x2 € X on a:

(16) (A1) -A(X2),x1-%x2)20

L'opérateur A(x) est dit "strictement monotone” si I'égalité dans (16) ne peut avoir lieu que pour
X1 = X2,

-~
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La relation entre fonctionnelle convexe et opérateur monotone est montrée par le résultat
suivant: Soit f une fonctionnelle différentiable au sens de Gateaux dans un ensemble convexe C.
On peut alors montrer (Ekeland et Temam [EKE74]) que les propositions suivantes sont
équivalentes:

(a) La fonctionnelle f est (strictement ) convexe sur C
an
(b) L'opérateur f x(x) est (strictement) monotone sur C |

Une extension de la notion de différentielle pour les fonctionnelles convexes, est le
concept de sous-différentiel. Soit f une fonctionnelle définie sur un sous-ensemble C d'un
espace vectoriel X. On dit que I'élément z € X° appartient au sous-différentiel de f en xp si :

18 (a) f(x1) est fini
(18} (b) f(x*) -f(x1)-(z,x*-x1)20 V x* € C

et on note: z € of(x1). Si 9f(x1) # @, on dit que la fonction f est sous-différentiable en x;. M

On peut remarquer la "ressemblance” des inégalités (14b) et (18b). En fait la notion de
sous-différentiel est plus générale que celle de différentielle comme le montre I'exemple de la
figure 1.

fx*) = |x*|
4
=
m
1
B
x*
figure 1 graphe de la fonction f(x) = Ix].
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La fonction f(x) = | x | indiquée en figure 1 n'est pas dérivable au point x = 0,
cependant elle est sous-différentiable. En effet, la droite P de pente m de la figure 1 est la
représentation graphique du terme f(x1) + (m, x™ - X1 ) dans I'inégalité (18b). Si maintenant on
choisitme M={m € R/-1<m <1 } on constate que la droite p passe toujours "en

dessous" du graphe de f(x*) et que par conséquent I'inégalité (18b) est vérifiée. On a donc que
f(x) = | x | est sous-différentiable en x=0 et que le sous-différentiel est représenté par

I'ensemble M.

Le résultat de cet exemple est généralisé par la proposition suivante: Soit f une
fonctionnelle convexe, finie et continue au point xg, alors df(xp) # @ (voir Ekeland et Temam
[EKE74]) . &

L'inégalité (14b) et l'unicité de la dérivée de Gateaux (voir Trénoguine[TRES85])
permettent de prouver le résultat suivant: Soit f une fonction convexe et définie sur un sous-
ensemble C d'un espace de Banach X. si f est différentiable au sens de Gateaux en x1 € C,

alors f est sous-différentiable en x et

(19) of(x1) = { fx(x1) }
Réciproquement si au point X1 € C, f est finie, continue et le sous-différentiel est constitué d'un
seul €lément {z}, alors on peut prouver (voir Ekeland et Temam [EKE74]) que f est

différentiable au sens de Gateaux au point X1 et que:

20) z=fx(x1) ]

2.4 Minimisation de fonctionnelles convexes.

Soit f une fonctionnelle défini sur un espace vectoriel X. On considére le probleme
suivant:

(21) Trouverxe X/ fx) <f(x* Vx'e X

Le probléme (21) est dit "probléme de minimisation sans contrainte” et I'inégalité qui intervient
dans (21) "inégalité variationnelle".
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La notion de sous-différentiel trouve alors tout son sens grace au résultat suivant:
L'élément xg € X est une solution 2 (21) si et seulement si:

(22) 0 e Jf(xq)

ce résultat est une conséquence directe de la définition (18) du sous-différentiel. L'expression

(22) est appelée "condition de minimisation de f". H

Soit f une fonctionnelle convexe et continue définie sur un espace vectoriel X et C un
sous-ensemble de X. On considere le probléme suivant:

(23) Trouverxe C/ f)<fx®y Yx*eC

Le probléme (23) est dit "probléeme de minimisation avec contrainte”. On peut dans ce cas
substituer le probléme (23) par un probléme de minimisation sans contrainte grice a la fonction
indicatrice de C. En effet, on introduit la fonction suivante:

(24) FX)=£(x) +¥cx)

et on considére maintenant le probléme suivant:

(25) Trouverxe X/ FX)<Fx*) Vx*eX

1l est cllair que (23) et (24) sont équivalentes. La condition de minimisation est alors (1a lin€arité
de l'opérateur sous-différentiel est vérifié dans ce cas particulier, voir Ekeland et Temam
[EKET74]):

(26) 0e fx(x)+d¥c(x0)

La condition (26) peut étre écrite autrement si 1'on tient compte de la définition (14b) de
fonctionnelle convexe. Il est alors évident qu'une condition de minimisation est:

XOEC

27 " "
(fx(x0),x -%x0)20 Vx e C

(26) et (27) sont, bien entendu, équivalentes B

"
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Si I'ensemble C dans (27) est un sous-espace vectoriel, alors x* - xg = Qe C
V x*, xg € C alors (27) devient:

xpe C

28) ( £x(x0) ,8)Y=0 ¥ x*e €

orsi R e Calors X e C également et par conséquent la condition de minimisation dans ce cas

particulier est la suivante:
xpe C
29
A (fx(x0),%) =0 Ve C

2.5 Equations généralisées.
Une équation généralisée est une expression du type:
(30) 0e A(X) +T(X)

olt A(x) est une fonction de RX sur RK et T(x) est une multifonction c'est  dire une application
qui & chaque élément x € RX associe un ensemble dans l'espace RK. Par exemple, la condition
de minimisation avec contrainte d'une fonction convexe (26) est une équation généralisée avec:

Ax) = fx(x)
(1)
T(x) = 0¥c(x)

Si la fonction A(x) est linéaire, on dit que (30) est une "équation généralisée linéaire” @
On s'intéresse au comportement de l'ensemble de solutions de I'expression (30) lorsque
T(x) est une fonction indicatrice d'un convexe C et 1'on introduit des petites perturbations dans

la fonction A(x). Pour schématiser ces perturbations on écrira 1'équation (30) de la fagon
suivante:

(32) 0e A(x,p) +d¥c(x)

ott A(x,p): REx P -———-- >RK
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p est donc une variable caractérisant les paramétres de la fonction A(x) et appartenant a un
certain espace topologique P. Si la fonction A(x,p) est deux fois différentiable par rapport a x
dans un ensemble £, on peut introduire les notations suivantes:

- On dit que I'équation (32) vérifie "la condition suffisante de second ordre" au point
(x0,p0) avec module v si:

(33) Am(xo,po)hhapilhllz " Yhe Bxq)

ol B(xg) est le cone tangent & C (C'est a dire le cone polaire au cne normal d¥.(x0)).
- On appelle S(p) 'ensemble de solutions de 1'équation (32) a p fixe, c'est & dire:
(34) S(p)={x/0e A(x,p) + 0¥c(X) }

Si la condition de second ordre pour p =pp et x =xg est vérifi€e, on peut alors prouver
(Robinson [ROB79],[ROB82]):

a) Un théoréme d' existence de la solution pour le probléme perturbé:

Pour chaque voisinage M de x( dans €, il y a un voisinage N de po, tel que sip & N,
alors I'ensemble S(p) n'est pas vide.

b) Si A(x) est le gradient d'une fonction f alors S(pg) est un ensemble de minima locaux
de la fonction f avec la contrainte x € C.

S(po) = ML(po)
ou

ML(p) = { xe C/f(x) <f(x™) V x* e CnE) (€ étant un voisinage de xq)

¢) Un théorgme de stabilité.

Il existe un voisinage Mj de xg et N de Py, tel que I'application S(p) N ML(p) est
continue.
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II Modélisation de 1'élasticité couplée a
I'endommagement

1. Potentiel thermodynamique. Lois d'état.

Du point de vue phénoménologique, l'endommagement est le vocable utilisé pour définir
le processus de détérioration des propriétés mécaniques du matériau sous l'action de
sollicitations mécaniques ou a cause d'un environnement défavorable. Dans les expériences, on
constate en effet (Lemaitre et Chaboche [LEMS85]), une chute de la raideur élastique, des
variations des caractéristiques de I'écrouissage monotone et cyclique en plasticité, le fluage dit
"tertiaire” dans les métaux sollicités a hautes températures, etc. Du point de vue micromécanique
ces phénomeénes sont supposés étre la conséquence de l'apparition et développement de
microvides et microfissures.

La modélisation de I'endommagement 4 l'aide des variables internes a ét€ proposée pour
la premiere fois par Kachanov dans le cadre de la rupture par fluage des métaux. Cette idée a été
reprise par Lemaitre-Chaboche, Leckie, Murakami et d'autres pour modéliser le processus de
détérioration d'autres propriét€s mécaniques dans différents matériaux. Dans ces modeles,
I'endommagement est caractérisé par une variable interne que 1'on notera D et qui peut étre
représentée par un ensemble de paramétres scalaires, un tenseur symétrique de second ordre, un
tenseur de quatrieme ordre, etc. Dans le cas général D appartient 2 un ensemble convexe qui
sera noté €. Cette variable interne est couplée, dans le potentiel thermodynamique, a la variable
ou les variables internes qui décrivent le mécanisme dont on souhaite caractériser la
détérioration.
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Modélisation de I'élasticité couplée a I'endommagement

Dans le cas de 1'élasticité couplée a 'endommagement , il s'agit de caractériser la.chute
de la raideur €lastique sous sollicitations mécaniques. Le potentie]l thermodynamique dépend

alors de deux variables d'état, le tenseur de déformation de Cauchy € et la variable

d'endommagement D. Par la suite on supposera que I'endommagement est caractérisé par un
ensemble de paramétres scalaires, on a donc D = (Dq,D5,D3,...,Dp). La valeur D=0

représente 1'état du matériau "vierge" ou non sollicité. L'ensemble Q de valeurs
d'endommagement admissibles est donc un sous ensemble convexe de R™. Le potentiel
thermodynamique W est alors le suivant:

1) W=WED)

Ce potentiel est une fonction convexe par rapport a chaque variable (lorsque I'autre reste
constante),et continiiment dérivable.

Le potentiel thermodynamique €étant donné, on peut en déduire les lois d'état, c'est a
dire, la loi d'élastcité et la définition de la force thermodynamique associée a I'endommagement
qui sera notée Y:

= oW
7y @= 2
@) e
B Y=- %g— _ m
Exemple:

Un cas-particulierement important dans les applications est celui ot I'énergie libre W est
donnée par:

“4) W=%—K(D):E:E

ol K est un opérateur de quatrieme ordre défini positif, fonction différentiable de

I'endommagement, appelé opérateur d'Hooke. Cet opérateur présente les symétries suivantes:

®)  Kyjia =Kygjj = Ky =Kk
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Modélisation de 1'élasticité couplée 2 I'endommagement

L'expression de I'opérateur d'Hooke en fonction de D est usuellement obtenue a partir
de considérations micromécaniques dont l'exemple le plus simple est I'hypothese
"d'équivalence en déformation” (Lemaitre et Chaboche [LEMB85]):

Soit S l'aire d'une section d'un élément de volume repérée par sa normale n et S41'aire
effective tenant compte de l'aire de microfissures et des concentrations de contraintes
respectives. Alors on introduit la définition suivante:

On constate que Dy ne peut prendre que des valeurs comprises entre 0 et 1 et qui
dépende de la direction n choisie. Dans beaucoup d'applications on suppose qué les cavités et
microfissures sont distribuées de fagon uniforme dans toutes les directions alors on peut utiliser
un scalaire pour caractériser I'endommagement.

(7) Dp=D Vn
Soit o, 1a contrainte dans la direction n, définie classiquement par :

f
® On=F

ol f est la force surfaciques applique sur la face n de 1'élément de volume.On introduit alors la
contrainte effective Gp, dans la direction n, définie par:

On
(1-D)

S
®) b'11=‘3!1'S“E =

Alors I'hypothése d'équivalence en déformation, €tablit que:
"Tout comportement & la déformation, unidimensionnel ou tridimensionnel d'un
matériau endommagé est traduit par les lois de comportement du matériau vierge dans lesquelles

on remplace la contrainte usuelle par la contrainte effective” (Lemaitre et Chaboche [LEM85]).

Cela implique dans le cas de 1'élasticité linaire unidimensionnelle la loi suivante:

10) e= —“‘(1-%)13
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Modélisation de I'élasticité couplée a I'endommagement

Par conséquent, l'opérateur d'Hooke dans le cas tridimensionnel est donn€ par:
® KO =01D)Ko
ou Ko estune constante du matériau.

D'autres méthodes pour I'obtention de K(D) sont, bien entendu, possibles: hypothése
d'équivalence en énergie (Cordebois et Sidoroff [CORS82]), utilisation de techniques
d'’homogénéisation (Marigo [MAR85], Suquet [SUQ82]), etc.

2. Potentiel de dissipation - lois complémentaires.

L'objet de ce paragraphe est de présenter les différents lois d'endommagement qui
seront considérés par la suite. Il s'agit exclusivement des modgeles dits "indépendantes du
temps". D'autres classes de modeles, notamment les modeles d'endommagement de fatigue ou
les modéles de "viscoendommagement” n'ont pas été considérés. Le lecteur intéressé pourra
consulter, par exemple Marigo [MARS8S5] pour un modgle de fatigue en élasticité couplée a
l'endommagement et Simo et Ju [SIM87] et leurs références pour la description des modeles
d'endommagement dépendant du temps.

2.1 Formulation incrémentale des modéles indépendants du temps.

Nous décrirons assez bri¢vement cette formulation qui a été largement €tudiée dans la
littérature (Cordebois [COR82], Marigo [MARS81]) La présentation ici donnée n'est guére
différente de celle de [MARS1].

Le potentiel dual est dans ce cas la fonction indicatrice du convexe d'élasticité C(D).

{0 si Y ¢ C(D).
12) ¥ ()=
c(D)

+C2  sinon
Le convexe d'élasticité est défini par:

(13) CO)={Y/g( Y)<R(D))

T
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ol g etR sont deux fonctions scalaires tels que 0 € C(D) et on supose que le produit g’%'%%

est strictement positif.

La loi d'évolution de I'endommagement est donnée par la loi complémentaire (14) et par la
condition de consistance (15)

14) -Deo¥
(14) €IF_ M
(15 g(Y)-RM)=0

Lorsque g et R sont différentiables les relations (14) et (15) sont équivalentes &: -

(16) D=-A g-%

oil A est un scalaire d'expression:

0 sig(Y)- R(D)<0 ou g¥)- RMD)<O
a7 A= aY %
o sig(¥)- R(D)=0 et g¥Y)- RD)=0
Y .
Le symbole « indique un produit contracté sur le méme nombre d'indices de D.

L'analogie avec les modeles de plasticité associée est évidente: L'évolution de
I'endommagement est possible seulement si le point Y se trouve sur la frontiere du convexe, le
comportement 2 l'intérieur, étant purement €lastique.

A la différence des modeles de plasticité il faut ajouter ici un critére de rupture locale:
(18) De D¢

O Dc est I'ensemble de valeurs d'endommagement tels que D € D¢ implique:

(19) WED)=0 V g
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Le comportement du matériau est dans ces conditions:

(20) si DeDc alors D=0

Remarques:

i) Si le convexe d'élasticité (13) ne dépend pas de D alors la condition de consistance
(15) est une conséquence de la loi complémentaire (14).

ii) Il est possible d'obtenir les lois d'évolution (16) et (20) a partir d'un seul potentiel en
modifiant le convexe d'élasticité par:

{Y/ g(Y)< R(D)) si D e Dc
21 CcDd)=
R si D € D¢

Les lois (16) et (20) sont maintenant exprimées par la relation unique:

22) -Deo¥
22) E(D)(Y)

iii) L'existence du potentiel de dissipation (12) est suffisante pour vérifier a priori le
second principe de la thermodynamique (voir chapitre 1).

2.2 Formulation fonctionnelle des modéles indépendantes du temps.

2.2.1 Introduction

Dans cette formulation, la loi d'évolution de I'endommagement est substituée par une
fonctionnelle qui lie la valeur de I'endommagement & l'instant considéré a I'histoire de
déformations. Dans les modeles utilisés dans les applications, cette fonctionnelle posseéde une
forme remarquablement simple. Par exemple dans le cas ou D est un scalaire:

23) Dm=f( Sw llewll)
0L T £ 1t

o
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o f est une fonction 2 valeurs positives et le symbol || X || indique Ia norme de X.

Nous décrirons les lois d'endommagement du type (23), en utilisant un formalisme
similaire a celui de 1a methode de I'état local présenté lors du chapitre I, c'est a dire a l'aide d'un
"potentiel de dissipation” auquel on donnera une interpretation mécanique. Cela permetra de
degager les caractéristiques essentieles de ce type de modeles sans avoir besoin de considérer
chaque modgle particulier.

Avant de formuler la loi complémentaire dans le cas général, considérons d'abord le cas
d'un élément de volume unidimensionnel ( € et D scalaires) soumis au cycle du chargement en

déplacement indiqué en figure 1

AE Supe
B
A -
figure 1 chargement en déformation imposée

Le chargement indiqué donne lieu a la courbe d'écrouissage, indiquée en figure 2
D=1(8

G D =f(Sup®

v

g
\‘Energie dissipée

figure 2 courbe contrainte-déformation. Loi d'endommagement en formulation

fonctionnelle.




Modélisation de I'dlasticité couplée A I'endommagement

Le potentiel qui sera utilisé pour décrire la loi complémentaire en formulation
fonctionnelle est I'énergie dissipée. Cette énergie est donnée par la zone hachurée indiquée en
figure 2. Alors 'énergie dissipée pendant le cycle ABC peut s'exprimer comme:

Sup € Sup €
24) D= 0[ Gen dE - J G 4c A€

Ot O¢h est la contrainte en chargement croissant et Ogc la contrainte durant la decharge.
La premigre intégrale correspond donc au travail regu pendant le processus de chargement et la
seconde a I'énergie réversible rendue durant la décharge.

L'énergie libre de I'élément de volume, tel qu'elle a ét€ postulée dans le paragraphe 1,
est de la forme W = W(g,D). La contrainte G est donc définie par:

_ dW
25 o= a_E(E’D)

D'autre part, l'endommagement est gouverné, pendant la partie du chargement en
déformation croissante, par l'expression:

(26) D=f(€)

Puisque pendant la montée en charge € et le Sup £ coincident, par contre durant la
décharge I'endommagement reste constant et €gale a la valeur atteinte au point B.

@7) D=£Supe)

Les relations (24) (25) (26) et (27) montrent que 1'énergie dissipée peut étre définie
comme une fonction de I'endommagement a I'instant considéré:

£1(D)
(28) @ =)= J a—a%’(e,fce» de - W(E\(D),D)

-20 -
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" Comme on pourra le constater par la suite, ce resultat est, sous cetraines hypothéses,
également valable dans le cas général tridimensionnelle. Les modZles en formulation
fonctionnelle donnés par des relations du type de (23) apartiennent donc  la famillle de modgles
dits & "dissipation simple” étudiés dans un contexte différent par Fedelich et Ehrlacher
[EHR88], [FED88] et [FED&9].

On peut alors définir une "force associée” a I'endommagement a l'aide du potentiel
énergie dissipée. On notera cette force Z, elle est donc obtenue par dérivation de la fonction .

29) Z=@®'D)= Lm 2LFAD)-P(D)
AD >0 AD

Apres développement de aa—‘; et passage a la limite on obtient:

(€]0)) g—g: Z=- %%’-(Sup e, D)

On peut prouver que cette derniére relation est tout  fait équivalente a la fonctionnelle
(23). La loi d'endommagement peut donc €tre formulée & partir d'un potentiel qui est dans le cas
scalaire considéré, 1'énergie dissipée. Dans le paragraphe suivant on considérera la loi
d'endommagement dans le cas général que I'on formulera a l'aide du potentiel "énergie
dissipée”.

2.2.2 Formulation de la loi d'endommagent.

On définit le potentiel énergie dissipée @ comme une fonction de I'endommagement a
valeurs scalaires. Dans ce qui suit on considérera de fonctions @ de la forme suivante:

n
(35) @)= 2} @;i(Dy)

Le potentiel choisi est une fonction, convexe, positive, coercive sur {2, semi-continue
inférieurement, avec:

36) @0)=0

Alors la loi d'endommagement est définie par:
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@GN Zme aiCD( D))

Cette relation généralise I'expression (29) de I'exemple unidimensionnel a I'aide de la notion de
sousdifférentiel (voir chapitre I). L'expression (30) sera généralisée par:

38) Z.v= Sup [ Y.(E(t);D(1))]
Ll " TR

Yi étant la composante i de la force thermodynamique associée a 'endommagement. On peut

remarquer que le Sup dans l'expression (38) est uniquement considéré sur l'histoire de
déformations. &

La loi d'endommagement définie par les relations (37) et (38) doit étre interprétée
comme suit: La valeur de D 2 l'instant t qui est associée a I'histoire de déformations €(t)
0¢ T ¢ t estcelle qui corresponde i la solution du systéme d'équations généralisées (37).

Lorsque @ posséde les propriétés citées, on montre (voir annexe 1) qu'il existe un D(t)
solution au probléme (37) et que la relation (37) représente une application univoque et continue
entre 1'histoire de déformations &(t) 0 <t <t et la valeur de I'endommagement 2 l'instant t.

Remarque: Il y a bien entendu d'autres fagons de décrire des relations telles que (23).

Avec le choix retenu ici, il est possible de donner au potentiel @ une interprétation mécanique, -
c'est a dire, on montre que @ est effectivement 1'énergie dissipée (voir annexe 2).

2.2.3 Exemples
a) Modele d'élasticité couplée a I'endommagement pour composites 2D (Ladevéze [LAD86])
Le matériau est constitué de couches de deux constituants différents, fibres de haut

module d'élasticité et résine (voir figure 3). L'endommagement est du & une microfissuration de
la résine dans la direction de fibres.

i
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Les variables d'état sont: £, déformation totale et d parameétre scalaire qui représente la variation
de module d'élasticité macroscopique.

L'énergie de déformation macroscopique est obtenue par homogénéisation et elle a, apres
élimination des termes petits, I'expression suivante [LAD87]:

(39)  WEd = 5[EEir Ey(1-dEx + (1-DEV1€xEn + GA-d)eh,

ot E;,E,, 04, et G sont des coefficients du matériau. L'endommagement d prend ses valeurs
dans l'intervalle: Q = [0,11].

42 Fibie

X Résine

A AL oA S TS LSS o SIS S o o S A S A

] 2 A AN KL A AN ~
A A ]

[ A A o A

AN AP SR P
f
Matériau vierge Matériau endommagé
figure 3 composite 2D

Et le potentiel généralisé de dissipation est donné par l'expression suivante:
0 si d<0
1 123 .

40) @)= m(Md+YD ) si 0¢ d¢ 1

+c0 si d>1

Les lois d'¢lasticité et la variable associée a 'endommagement sont respectivement:

Oy1 =E €1 + (1-D)E V126
(41) Oyp=(1-d)Ex(Ep + V12E11)
Cpp= 26(1-(1)812

[, 2
(42) Y =5E€n+EjU1p8508; + GEyp

.32
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Z la variable duale 4 I'endommagement est définie par:

43) Z®= Sup [Y(D]
0¢ T ¢t

La loi d'endommagement est donné par:
(44) Z(t) € 0®( d(1))

et elle est représentée par le graphe de la figure 4.

..

1
@) R~
figure 4 loi d'endommagement pour le composite 2D

Le potentiel de dissipation (40) est une fonction dérivable dans 1 'intervalle (0,1). Dans
chacun de ces points d est associ€ a une seule valeur de Z. Au point d = 0 le sous-différentiel
est constitué par 'ensemble [0,Y(], cela indique I'existence d'un seuil d'endommagement Yo,
‘en dessous duquel le matériau n'est pas endommagé et 1'énergie dissipée est nulle. Au point
d = 1 le sous-différentiel est constitué par l'intervalle [Y¢,+©°) ce qui indique I'existence d'un
seuil de rupture Y, au dela duquel pour une déformation quelconque les contraintes dans la
direction 2 et de cisaillement restent nulles. Dans ce point la fonction n'est plus dérivable et au
dela le potentiel perd son sens physique.

)
&
t
figure 5 sollicitation en déformation imposée
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L'allure du graphe représentant G en fonction de € sous la sollicitation en déformation
indique en figure 5 (traction simple dans la direction perpendiculaire aux fibres) est indiqué en
figure 6. :

—
(S

figure 6 courbe contrainte-déformation pour un composite 2D (sollicitation perpendiculaire 4 la
direction des fibres)

b) Modéle d'endommagement progressif de type fragile (Nguyen [NGU84])

Variables d'état: €, De R
L'énergie libre est de la forme:

(45) W(E:,D)=%—e'DK0:E:£
ot K, et un tenseur de quatrieme ordre dont les coefficients sont des paramétres du matériau.
L'ensemble Dc est donc vide et Q = [0, +2°).

Le potentiel de dissipation est donné par:

0
46) dDMD) ={

KC sinon

Les courbes contrainte-déformation et endommagement-déformation correspondantes a

la sollicitation indiquée en figure 7 sont indiquées en figures 8 et 9 respectivement. Les
numeéros dans chaque figure indiquent les valeurs de o et d correspondant aux valeurs de €

indiquées en figure 7.
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€ 4
2
>
1 3 t
figure 7 sollicitation en déformation imposée.
o
2
4
i &
2 £
figure 8 courbe contrainte-déformation pour un modgle progressif de type fragile.
D4 4
3 2
- o
1 €
figure 9 courbe endommagement-déformation pour un modéle progressif de type fragile.

¢) Modéle d'endommagement total (Bui et Ehrlacher [BUI81])

Ce modele décrit le comportement élastique-fragile. D est un scalaire prenant la valeur
D=0siY<YcouD=1siY =Y. Dans le cadre défini dans ce chapitre un modéle similaire

peut étre obtenu a partir des potentiels suivants.
47) W(&D)=-§-(1—D)K0:E:E

avec: Q = [0, 1]
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0 si D:0
48) @MD)=9 KD si 0¢< Ds 1

+ 00 _si D>1

ol Kj et K¢ sont des coefficients du matériau

La loi d'endommagement est alors:

D=0 si Ze [0Kp)
49) De [0,1] si Z=K¢

D=1 si. Ze (Kg, +0)
Remarque:

Dans ce modtle I'application Z --> D n'est pas univoque, cela est di au fait que la
fonction W + @ n'est pas une fonction strictement convexe par rapport a D.

d) modeles unilatéraux (Ladevéze [LAD83], Mazars [MAZ86], Papa[PAP88]).

Dans beaucoup de matérianx et en particulier les matériaux de génie civil le
comportement est unilatéral. Dans la famille de modetles ici décrite le caractére unilatéral est
caractérisé par deux paramétres (ou deux ensembles de paramétres) qui évoluent de fagon
complétement.indépendante et qui caractérisent respectivement la perte de rigidité en traction et
en compression.

Par exemple dans [PAP88] I'état est défini par €, la déformation totale et
D = (dt,dc) € R2 . L'énergie libre est de la forme:

(50) W(&dpde) =%—(l-d0 Ko:€ :€ + 15 (1-de) Kg: € : €

51 et =K;l:[Ky:€14

e =K LK, el

=88
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K, étant un tenseur de quatriéme ordre dont les coefficients dans une base particuliére

sont des parametres du matériau.

Le symbole [ X ], représente la projection du tenseur X sur le cone P des matrices

symétriques définies positives. Autrement dit: soit X représenté dans une base quelconque n
par une matrice symétrique de coefficients Xjj .Alors I'expression de [ X]4 dans la méme base

est la suivante:

Xi>+ 0 0
(52) [X5l+=0 0 <Xp>. O o-1
0 0 <X3>+

ot O est la matrice de passage de la base principale 4 la base n et <X;>, la partie positive des
valeurs principales de Xj;j.

Le symbole [ X ]_ représente la projection du tenseur X sur le cone polaire P°, Cest a
<Xi> 0 0

(53) [X;l.=0| 0 <Xp>. 0 |O!
0 0 <X3>

L'ensemble de valeurs d'endommagement admissible est donc: [0,11X[0,1].
L'énergie dissipée est de la forme:

(54) O(D)=y(dp + Deldo)

ou les fonctions @; et @, sont similaires a celles de I'exemple précédent.

La variable Z=( Z;,Z ) est définie par:

(55) Z(®= ( Sup [Yi(&1)], Sup [Y(E()])
TSt i ’

(
0 0¢ T ¢t

i

La courbe contrainte-déformation correspondante a la sollicitation indiquée en figure 10 est
indiquée en figure 11.

o
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c 4
>
: Pk}
k A\ 2 4 6 -
t
3
7
figure 10 sollicitation en déformation imposée
C 4
3
>
¥ €
figure 11 courbe contrainte-déformation pour le modeéle unilatéral.

2.2.4 Etude de la dissipation.

La dissipation intrinséque est donnée par l'expression suivante (voir chapitre 1):
(56) ®=Y-D2=>0

Afin de calculer la dissipation , il faut donc, différentier la loi d'endommagement.
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Si on suppose le potentiel @ deux fois différentiable et strictement convexe, la loi
d'endommagement (37) peut s'exprimer par:

00
57 Zs—
(57 >
et la vitesse d'endommagement par:
-1
(58) D= [_8_2:9_.] o Z
oDoD

L'hypothese de différentiabilité de ® a l'intérieur de Q est généralement bien vérifiée
dans les applications, comme on peut le constater dans les exemples du paragraphe précédent.

La fonction Z(t), exprimée en fonction du Sup de Y par l'expression (38), est
différentiable par morceaux. On peut définir sa dérivée en notation indicielle, de la fagon
suivante (voir la figure 12): '

a) b)
figure 12 Définition de la dérivée de la fonction Z; (t). a) Yi (—)etZj (¢ ¢ ¢ ¢)en

fonction du temps. b) Y; (—) et Zi (¢ ¢ ¢ ¢) en fonction du temps.

(\ﬂ’)i si (Z)i=(Y)i et 0z« (Y)i

(59) cz)i:{

0 sinon
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L'expression de la dissipation intrinseéque est alors:
n
60) @ z[azq’]'lir? ¥.20  eaY,=z
= — . X- siY. 2 etY. =
L oboD] 3 ' J : P a
1,j=1

L'inégalité (56) est donc vérifiée puisque @ est strictement convexe. il

On peut aussi constater, A partir de (58), que Dj est toujours positif ou nul puisque la

_est diagonale et Z; est positif ou nul (Z; est un

-1
fonction @ est convexe, la matrice[ ]

Sup)

2.4. Relation entre la formulation incrémentale et la formulation fonctionnelle.

Dans sa formulation originale (Nguyen[NGU84]), le modele donné en exemple b, était
une loi incrémentale. Il est donc possible de passer de I'une 2 I'autre, au moins dans certains cas

particuliers. Dans ce paragraphe nous nous proposons de montrer la relation et de souligner les
différences entre les deux formulations.

La premigre définissant 'endommagement par sa vitesse alors que 'autre le donnant de
facon entiere, il faut différentier la derniére pour pouvoir les comparer.

A l'aide des relations (58) et (59) on obtient la loi d'évolution de 1'endommagement suivante:

2 1 . ) oD ;
m].Y) s1 [ - gﬁl=06t0£ (Y)i

0 sinon

6D (D)=

~ Par comparaison de I'expression (61) et de la loi d'évolution de I'endommagement
donné dans le paragraphe 2.1 on peut constater que dans le cas o D est caractérisé par un
scalaire les deux modeles sont identiques si I'on définit le convexe d'élasticité par:

CO)={Y/ g(Y)<R(D)}

wli=
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6 sM=Y
RD) =I5

Les exemples a,b et ¢ du paragraphe 2.2.3 appartiennent donc, aux deux classes de
modgles. Dans les applications la deuxigme version peut €wre préférable. L'un de ses avantages,
La possibilité de utiliser dans les calculs un schéma d'intégration implicite, sera soulignée dans
le chapitre IIL

Lorsque D n'est pas scalaire (exemple d du N° 2.2.3) les deux modeles en général
différent; La formulation incrémentale est une modélisation toute a fait analogue a celle de la
plasticité associée, c'est & dire 'évolution de D est gouvernée par une seul fonction seuil. Dans
la seconde formulation il y a autant de fonctions seuil que de composantes de D.

4] -




III Formulations variationnelles

1. Introduction

La loi de comportement du matériau combinée aux équations générales de la mécanique
des milieux continus constituent les équations du probléme a résoudre. Comme dans les autres
problémes de mécanique il est souhaitable d'écrire le probléme a l'aide d'un principe
variationnel exprimé en termes de grandeurs globales (c'est a dire définies sur I'ensemble de 1a
structure). Il y a, bien entendu, une grande diversité de formulations possibles, parmi elles nous
préterons une attention particuliére aux formulations a deux champs, le déplacement et
I'endommagement (ou leur vitesses respectives), pour des raisons qui seront précisées dans les
paragraphes suivants. L'utilisation de I'endommagement comme 1'une des variables principales
du probléme n'est pas originale. On doit citer en particulier, Billardon et Moret-Bailly [BIL87],
ou il a été proposé la prise en compte de I'endommagement comme un degré de liberté
supplémentaire dans le calcul numérique des problemes d'élasto-plasticité couplée a
I'endommagement. Voir aussi Nguyen [NGUS87], Nguyen et Triantafillidis[NGU89],
Stolz[STOg7].

Pour les lois de comportement incrémentales, la prise en compte du probléme en vitesses
est "la voie naturelle" pour l'obtention d'un principe variationnel (Dans certains cas la seule
possible). Nous décrirons d'abord la formulation "classique" & un champ (vitesse de
déplacement) et nous préciserons ses limitations du point de vue numérique et pour I'étude
mathématique de la solution. Nous proposerons par la suite une formulation a deux champs.

Dans le dernier paragraphe nous étudierons une formulation a deux champs pour le

probléme d'évolution, qui est une généralisation de celle proposée par Benallal, Florez et

Geymonat [BEN87a). Une telle formulation est possible griace a l'utilisation des lois

Iy
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d'endommagement entieres. On précisera les avantages de cette formulation par rapport aux
formulations du probléme en vitesses. Ces avantages justifient l'utilisation des lois en
formulation fonctionnelle décrites lors du chapitre précédent.

2. Formulations variationnelles pour le probléme en vitesses.

2.1 Probiéme de référence

Soit V le volume occupé par un solide constitué d'un matériau €lastique
endommageable. Le solide est soumis dans l'intervalle de temps [0,T], a des déplacements
donnés Ug(t) sur la partie de la frontiere de V notée d,V(t). On impose aussi des efforts Fq(t)
sur la partie complémentaire dg V() et éventuellement de forces volumiques fg(t). Lorsque I'état
a un instant donné t est connu, le probléme en vitesses consiste & trouver:

Des champs de vitesses de déplacement U, d'endommagement D et des variables duales
G et Y 2 linstant t, vérifiant:

i) U est cinématiquement admissible 2 ijd(t) (noté Ue I'(t)
c'est a dire:
U=U40 sur 9, V()

U est suffisamment régulier.

ii) G est statiquement admissible a Fj(t) et (1)
c'est a dire:
jc&' D E(U)dv = Ifdu*dv+ IFdU* ds
v v dgV

Vv U* C.A. a zéro (noté U*e I.CD)

€ est l'opérateur de déformation linéaris€.
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iii) La loi de comportement en vitesses. Cest & dire, des relations locales entre les

grandeurs G, £ 5 D, Y alinstant t.

Ces relations sont obtenues par simple dérivation par rapport au temps des lois d'état et
des lois complémentaires données dans le chapitre 2. En effet si I'énergie libre est deux fois
différentiable par rapport & chaque variable d'état (ce qui est généralement vrai dans les
applications), il est possible d'exprimer les lois d'état de la fagon suivante:

5 PW ..  PW

1 =—
o OEQJE ¥ 083D

2 V= ip- D
@) Doz = DD

ol le symbole » indique un produit contracté sur le méme nombre d'indices de D.
Pour la loi complémentaire on a deux cas:

~ a) Dans le cas de la formulation incrémentale la loi complémentaire est d€ja exprimée
comme une relation entre les vitesses. Etant donné que 1'énergie libre W est une fonction

convexe par rapport 2 D et du fait que le produit g%— . % est par hypothése strictement
positif, 1a loi complémentaire peut étre exprimée par:
1 dg PW . .

, 7 < - : i G(&;D)= Y |ly)-R(IID []p)=0
& b~ NS~ o & 2 8 Brebl=g( 1Y [1y)-R(lID [1p)

0 sinon
: dg . PW 3 dg 9
v n-Z- i3 + o35 -0

b) Dans le cas de la formulation fonctionnelle la loi complémentaire est une loi entigre,

mais qui peut aussi s'exprimer comme une relation entre les vitesses D et Y (voir e N° 2.4. du
chapitre 2).

. ’o .
<Yi>=5pop Du s GO=Swp  [Y(E@:D®)]-Y;®=0

0< T £t




Formulations variationnelles

, Pd . o
<Y >=(Ggzp*Du s Gi() = Sup - [¥y( E@;D® )] - Y1) =0
4)

0 = Dj sinon

Comme l'on a pu constater dans les exemples du N° 2.2.3 du chapitre précédent,
I'hypothése de différentiablité de @ est bien vérifiée dans les applications,  l'intérieur de Q2 (Q
est 'ensemble des valeurs d'endommagement admissibles).

Remarque: L'expression (4a) formule une relation implicite entre la vitesse
d'endommagement 2 l'instant t et la vitesse de déformation au méme instant. Cependant on
montre (voir 'annexe IIT) que dans le contexte présent, cette relation peut étre exprimée
expliciternent.

2.2 Formulation variationnelle en vitesse de déplacement.

La loi de comportement en vitesses peut souvent s'exprimer a l'aide d'un potentiel,

fonction différentiable de €, I'état intervenant comme parametre, de la forme:
5) T(E)=T(&)+TE)
La loi de comportement est alors:

6) 6= — ] |

On précisera par la suite I'expression de ces potentiels dans le cas des formulations
incrémentale et fonctionnelle considérées lors du chapitre 2.

a) Dans le cas des lois incrémentales on a les potentiels suivants:

@ ﬁ(é:)%%:é:?a
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T PW 232 G GeD)=0

® TdE)= ODIE

0 sinon

b) Dans le cas de la formulation fonctionnelle (voir annexe 3 pour la démonstration) on
trouve les potentiels suivants:

.. 1PW ...
THE )=
e (&)=73e0e
n
10 TE)=-5 33— P A a)> s GyH=0
i=1 a(D) ( ) 0edD ~
gDoD’; t B_E_DD

Td(é-‘; y=0 sinon

|
On introduit alors les notations suivantes:

Ve={xe V/IGx)<0etDeg Dc}
(11) Vd={xe V/IGx)=0etDe Dc }

Vec={xe V/De Dc)

V =VeUVd

Le probleme de référence peut alors s'écrire comme suit:

Trouver U e f(t qui rend stationnaire la fonctionnelle:

12) Tw)= Ire(é)dv+ j’[d(é)dv- jF‘d U ds
\ vd dgV

Remarques:

i) Le potentiel T(U) est une fonctionnelle non quadratique, du fait de la présence de
l'opérateur partie positive dans l'expression de Td. Cela est du au fait que la loi de

comportement en vitesses est non-linéaire et non-différentiable, ces particularités compliquent
I'étude des propriétés de la solution.
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ii) Certaines propriétés de la solution peuvent étre exhibées en considérant dans un
premier temps I'hypothese dite "du solide équivalent de Hill". Cette hypothése consiste a
éliminer l'opérateur partie positive, du potentiel. C'est 4 dire a étudier le probleme d'élasticité
non-linéaire (probléme linéaire en vitesses) qui "ressemble le plus” au probleme
d'endommagement. On obtient alors, par fois d'une maniére remarquablement simple, des
résultats concernant les propriétés de la solution.L'etude de la régularité de la solution (critéres
de localisation) 2 été réalisé de cette fagon (voir par exemple Rice [RIC76], Rice et Rudnicki
[RIC80], Benallal, Billardon et Geymonat [BEN88]).

iii) Une autre alternative consisté a formuler le probléme en gardant le déplacement et
I'endommagement comme variables principales du probléme, ce qui permet d'éliminer
l'opérateur partie positive de la formulation avec l'introduction d'une contrainte additionnelle
dans la formulation. Le probléme peut alors s'exprimer a l'aide de deux fonctionnelles (dans
certains cas particuliers une seule fonctionnelle) quadratiques. La formulation ainsi obtenue dite
"formulation point de Nash" permet d'appliquer au probléme d'endommagement certains
résultats que 1'on trouve dans la littérature. Cette formulation fera I'objet du paragraphe 2.3.

iv) Du point de vue de 1'approximation numérique du probléme d'endommagement, la
formulation (12) présente aussi des inconvénients, ceux-ci seront précises lors du N° 3 de ce
chapitre. Dans le méme paragraphe on proposera aussi une autre formulation variationnelle qui
permet de remédier A ces inconvénients.

2.2.1 Exemples:

Dans cette section on donnera l'expression des potentiels TS(£ ) et T4(€ ) pour les
modeles citées en exemples lors du chapitre 2.

a) Modele d'élasticité couplée a 'endommagement pour composites 2D. (Suite de l'exemple (a)
du chapitre 2 ):

(13)  T(E) =5 E&lr+ Ex(1-dE5] + (1-DE,Vy sy, + GU-0ED,

. M . 1 . 1. . .2
14)  TIE) = ————<Es€pfp + 5 EyV1oEnEy; + 5 EaV12€0€ ) + GE 2By
(14) T®) PRVTRY Ep€908p0 + 5 E V12800811 + 3 E2 V12829811 + G€12€12

b) Modtle d'endommagement progressif de type fragile. (Suite de I'exemple (b) du chapitre 2):

i
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15) TC(?e)=%e-DK0:é

a6 Td® = = — < e DKy:e: 8>

d)Modgele unilatéral ( Suite de I'exemple (d) du chapitre 2)

(A7) Te®)= 5 (1-d)Ko: B 1 &%+ 2 (1-d) )Kg: &7 : &
ol

(18) & =K' [Ko:Els

£ =K51:[K0:i-‘.]-

) 19 1@ =-5I azq") <Ko:e*:E> (%%’c—) <K:€:E>]

2 .3 Formulation variationnelle en vitesse de déplacement et vitesse
d' endommagement.

La loi de comportement en vitesses introduite dans le N° 2.1 de ce chapitre, peut aussi
s'écrire 4 I'aide de deux potentiels E et Il et d'une "force thermodynamique” A. Ces potentiels

sont fonctions convexes de € et A , dans le cas de la formulation incrémentale et de € et D
dans le cas de la formulation fonctionnelle. Plus précisément:

)E(g,D)=ES&,D)+EdE,D)

E est une fonction convexe, différentiable par rapport 4 & I'état intervenant comme
parametre.( E = E( £, A ) dans le cas de la formulation incrémentale ).

i) I(D)

IT est une fonction convexe, semi-continue inférieurement, de la vitesse

d'endommagement D (fonction de A dans le cas de la formulation incrémentale) , 1'état
intervenant comme parametre.
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iii) A(E, D)

La force A est une fonction des vitesses £, D (fonction de € et A dans le cas de la
formulation incrémentale)

Alors la loi de comportement en vitesses est exprimée par:

_E
o€

200 &

(21) Ae dIK(D) |

On précisera par la suite I'expression de ces potentiels dans le cas des formulations
incrémentale et fonctionnelle considérées lors du chapitre 2.

a) Pour les modgles incrémentaux les potentiels ont 1'expression suivante:

(22) Ee(é)=-;-az—wz?e:i-:

- A € i Gé; =
23) Ed@E:A)= dgop 9Y € si G(e;D)=0

0 sinon

4 TI(A)=4 2

(25) A(E:N)= g—gf- Y
b) Pour les modeles en formulation fonctionnelle:
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. 1PW .. ..
26) ES(E)=x——'.E I &
(26) (&) 23698
. _a2_w: €D si G(1)=0
@7) EdE;D)=q 0edD
' 0 sinon
.lz_az_q).])- 51D.i2 0 V i=l n
28) II(D)=q “ DD
+ 00 sinon

(29) A(g:D)=Y

L'expression (20) est donc la loi d'état G = %% exprimée en vitesses. L'expression (21)

correspond 2 la loi d'évolution d'évolution de I'endommagement. On peut remarquer que le

potentiel IT est quadratique pour Dy 2 O(ou A 2 0).

On introduit alors la notation suivante: On appelle O, ensemble de champs de vitesse
d'endommagement admissibles, I'ensemble de champs suffisamment réguliers tels que:

(B0) D;x)20 V xe V

(L20 V xe V,dansle cas de la formulation incrémentale)
Proposition:

Les champs U , D solution du probléme en vitesses a l'instant t vérifient le principe variationnel

suivant:

<)
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V%u,p): V%u*,p) vU*e K,

31
Vd(I'J,I')-)s V&u,n*) vD* e o

V.- [eseuve [Elemoav-  [Fg s

v vd &V

V(U D)= JH(D)dV+ Jﬁ(sD)dv
vd

avec ﬁ(é,f)) (3 = O(€,)) dans le cas de la formulation incrémcntalt'a) une fonction

différentiable de I'endommagement, telle que: A = - i (A = 5 dans le cas de la
oD )

formulation incrémentale)

a) Dans le cas des modeles incrémentaux l'expression de 1 est la suivante:
@ 06 =21 -2 1554 32X 415
2 dDaE

b) Dans le cas des lois enticres:

W b W .
33) VED)=5[ ——- 4+[———eD:
(33) ( ) {aIaI D] [3 v €]

Preuve:

Le potentiel E( £,D) est une fonction convexe par rapport a £, les fonctions IT(D) et

V(&,D) sont convexes par rapport i D. I1 en résulte les mémes propriétés pour les surpotentiels:

E-= jE(é,D)dV
\'
3a Tl= Iﬂ(ﬁ)dv
vd
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V= _[ B(E,D) dv
vd

La convexité du surpotentiel E par rapport a £(x) et la loi de comportement (20) _

entrainent (voir chapitre 1):

(35) _[E(E(U*),l')) dav - fE(é,D)dv- _[m% T [e(UM)-€1dv 20
\ v \

Sil'on prend pour U une solution du probléme et pour U un champ appartenant 2 f(v

on obtient, en utilisant le principe de puissances virtuelles:

(36) jE(U*,D )av - _[E(U,li) )av - JFd[ U*-Ulds2 0 VU*e K,
v v gV

D'autre part la convexité des surpotentiels Ied par rapport 2 D (x) et les relations

A:—Q— tAEBl’I(D)entr&incnt:
b
37) j[n(D*)+ﬂ(é;D*)]dv. j[n(ﬁ)+ﬁ(s’e;i))]dvzo vD¥e
Vd vd

Lorsque I'on prend pour € et D les solutions du probleme.Les inégalités (36) et (37) conduisent
_ ; .
donc au principe variationnel (31). D'autre part la minimisation de la fonctionnelle V par

; d ;
rapport 2 U et de la fonctionnelle A\ par rapport 2 D sur leurs ensembles admissibles

respectifs entrainent, a I'évidence, les équations du probléme en vitesses. @

La formulation d'un probléme en termes de la résolution d'un systéme d'inéquations
variationnelles est un procéd€ standard en économie mathématique. En économie mathématique
une formulation telle que (31) est dénommé, "probléme de recherche d'un point de Nash ou
point d'équilibre non-coopératif™.

2.3.1. Points d'éguilibre non-coopératifs.

En économie mathématique un point (x1,X,......X) appartenant a un certain espace P

“et vérifiant le systeéme de n inéquations:

- 5w
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(38) =12, .on  F(X]X2seKiperXp) € Fj(X XD seeerX{ seXp) VY X; adm.

Lo W

est appelé: "point d'équilibre non-coopératif” ou "point de Nash".

L'interprétation économique des fj est la suivante: Soit n le nombre de centres de

décision ou centres économiques, dont 1'objectif est d'optimiser un certain critére économique
f; (f; pourrait &tre par exemple, le profit de I'entreprise i). Chaque centre prend des décisions de

facon autonome (non-coopérative) par rapport aux autres centres, il peut s'agir de centres

concurrentes, ou simplement de centres indépendants. Chaque centre ne posséde pas le contrdle
de tous les pardmetres qui ont une influence sur f; mais seulement du paramétre (ou ensemble

de paramétres) x;. Le centre en question fera, donc, évoluer le paramétre x; jusque ce que la
fonction fj soit optimisée, mais en faisant varier x; il va aussi altérer la valeur des autres n-1

critéres correspondants aux n-1 centres économiques restants qui a leur tour feront varier la
valeur de leurs paramétres respectifs. Le point d'équilibre, s'il existe, sera atteint lorsque les n
inégalités (38) seront vérifiées simultanément.

La formulation variationnelle (31) peut donc étre considérée comme un probléme de
recherche d'un point de Nash a deux critéres et la solution ( U, D ) comme un point d'équilibre

non-coopératif.

2.3.2 Exemples:

Dans cette section on donnera l'expression des potentiels E®( £), Ed(é,f)), 1) et

B(€ ;D ) pour les modeles citées en exemples lors du chapitre 2.

a) Modeéle d'élasticité couplée a I'endommagement pour composites 2D. (Suite de I'exemple (a)
du chapitre 2 ):

(39) ES(&)= %{ E &1+ Ex(1-d)E3g + (1-)EyV 585081, + G(1-d)E,
(40) Ed®)=-d[ExiEn +EpVipfnky; +EyVppnkyy +GEpy]
(41) TID) =—1M(Md + Y a2 si d20

(42) ©E.D)=EdE)

.
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_ b) Modele d'éndommagcment progressif de type fragile. (Suite de 'exemple (b) du chapitre 2):
(43) ES(E)=5eDKo:E:E
44) EdED)=-eDPD Ky:€:&
(45) TIM)=0

46) VE.D)= —e'DDZKO g:e- eDDKy:€:&

d) Modgle unilatéral ( Suite de I'exemple (d) du chapitre 2)

@7) E%(E)= (1P Ko:E 1Y 45 (1) Ko 1 81 &
ol
@8) & =Kili[Ko:&ls

& =Kl [Kp: €1

@9 Ed@®)=-4, Kp:et:8 +d. Kp: € : &

; D, .
50 b= L o aiaﬁc &1

(51) BE,D)=EdE)

2.4 Formulation variationnelle 4 deux champs sans contrainte

Dans la formulation variationnelle décrite lors du N° 2.3, on a défini 'ensemble de

champs d'endommagement admissibles a I'aide de I'inégalité i)i(x) 2 0. Cela fait que la seconde

des inégalités (31) soit équivalente a une minimisation avec contrainte. I1 est possible de

reformuler le probléme en utilisant comme ensemble de champs d'endommagement admissibles
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un sous-espace vectoriel. Pour cela, il suffit de prendre comme potentiels pour la loi de
comportement les expressions suivantes :

mo)y=5[ Cac SN ]-D
dDoD dDoD

2
. PW . .
;% = (—1 .
(AED)) (StE)y#

+ D

(52)

<x> = partie positive de x.
Et les mémes potentiels E€ et E4 définis lors du N° 2.3 (cas de la formulation fonctionnelle) &

On appelle maintenant [ I'ensemble de champs de vitesse d'endommagement
suffisamment réguliers. 3 est donc un sous-espace vectoriel.

Proposition:

Les champs U (x) et D (x) solution du probléme vérifient le principe variationnel
suivant:

T U.p)e T (u* D) v U¥e K,

s S d
T (u,0)s T (0,0 vV D'epB

ol

T'w:b)=  [eeerav+ [Bde:buv- [EBaUas
v vd 0,V

d . . i
T (u;D)= IH(D)dV)+ jﬁ(E,D ydv
vd Vd

) n W . :
: dE D)= 3L (-—:8).> D
avec &.,D) 'El ( e E)l 5

La preuve de la proposition précédente est similaire a celle de la formulation (31) du N° 2.3.
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Remarque: Les inégalités (53) sont donc équivalentes a la minimisation sans contrainte

de deux fonctionnelles, mais la fonctionnelle Td est non-différentiable a cause de la présence de
l'opérateur partie positive. Cette formulation présente donc les mémes inconvénients de la
formulation classique en vitesse de déplacement. Elle sera tout de méme utilisée lors du
chapitre 4.

3. Formulation 2 deux champs pour le probléme d'évolution

La formulation & deux champs du probléme en vitesses (N° 2.3), simplifie I'étude des
propriétés de la solution puisque on a 2 traiter des fonctionnelles qui sont quadratiques et
différentiables. Cependant du point de vue numérique les formulations en vitesse décrites dans
les paragraphes précédents présentent quelques inconvénients qui ont €t€ précisés dans Marigo
[MARS2]. En effet dans ces formulations les zones Vd et Vc sont considérées comme données
du probléme puisque elles ne dépendent que de 1'état, cependant ces zones peuvent évoluer
pendant le processus de chargement. Cette évolution n'est pas prise en compte explicitement et
la recherche du point de Nash (point stationnaire dans la formulation en déplacements) ne donne
aucune information directe sur son évolution. Le schéma numérique proposé en [MARS82]
consiste alors en une méthode pas  pas avec un schéma d'intégration explicite dont les vitesses
serait calculées par l'une des trois formulations précédents. Il  été remarque dans [MARS2] que
ce type de formulations est inadaptée 4 la construction d'un schéma implicite puisque s'il €tait le
cas les domaines Vd et Vc a l'instant t+At serait aussi des inconnues du probléme ce qui
compliquerait la méthode de résolution. D'autre part la méthode explicite exige un choix
d'intervalle de temps adapté 2 la finesse du maillage et en général trés petit afin d'assurer la
stabilit€ numérique.

Plusieurs approches ont éié proposées pour €liminer cet inconvénient (Par exemple,
l'utilisation d'une formulation en vitesses avec prise en compte de l'évolution du front
d'endommagement, voir Bui, Dang Van et Stolz [BUI81b]). Parmi elles nous présenterons
dans ce paragraphe 'utilisation d'une loi entiére dans une formulation "point de Nash".

3.1 Probleme de référence.

Dans cette formulation l'inconnue du probléme est I'histoire du champ des variables
d'état (U(x,t) , D(x,t)). L'ecriture d'une telle formulation est possible si on utilise des lois
entieres.
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Le probleme de référence est alors le suivant: Trouver le champ de déplacements U(x,t),
d'endommagement D(x,t) et des variables duales @(x,t) et Y(x,t) vérifiant:

i) U est cinématiquement admissible 2 Uj (noté U € K)

ii) G est statiquement admissible a F 4 et fy

iii) La loi de comportement en formulation fonctionnelle. C'est 2 dire:

oW oW
°= % Y=o
Z.(0 € 3,0( D) Z,®= Sup [Y,(E®.D®)]
& T 81

iv) Les conditions initiales:

Z(x,0) =Z,(x)

3.2 Formulation variationnelle 4 deux champs.

On introduit les notations suivantes:

* On appelle A, ensemble de champs d'endommagement admissibles, I'ensemble de
champs d'endommagement suffisamment réguliers tels que:

56) DEp) e Vxe V,te [0,T]

Soit t € [0,T], on appelle U(t) le champ de déplacement a l'instant t et Ut I'histoire du
champ de déplacement jusqu'a I'instant t. Autrement dit:

U@ : V-—-->R3, x—->U(x,1) _
Ut :Vx[0,1] -~=->R3, (x,1) > U(x,1)
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Proposition

Les champs U(x,t) et D(x,t) solution du probléme vérifient, a chaque instant t, le
principe variationnel suivant:

I uw.pwyrs J(u*,pw) v U*eK

57 4 3 . ,
J(ut,pw)ye J (ut,p% v D'ea

ol

u
J(uw,pw)=  [WEuxDav-  [FqU ds
¥ dgV

d
J(u,pw)= [o(D)dv)+ [¥ELD)v
Vv v

¥ est une fonctionnelle qui dépend de I'histoire de déformations €(t) 0 <t < t de chaque point

x et dont 'expression est:

D

(58) i Sup [Y(E(1).X)] dX
0¢ T ¢t
0

La formulation (57) est donc, une formulation "point de Nash". i

La démonstration de la proposition précédente est identique a celle de la formulation en
vitesses (31). On a, en effet, dans les deux cas une loi de comportement exprimée en termes de
deux potentiels W et @, convexes.

Remarques:
i) La convexité de la fonction ¥ est montrée pour le cas d'intérét pratique (voir annexe I)
ii) L'interprétation mécanique des inégalités (57) est la suivante:

La premigre inégalité est équivalente au théorgme de 1'énergie potentielle lorsque
I'opérateur d'Hooke dépend du champ d'endommagement. C'est a dire:

.
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"A champ d'endommagement donné, le champ déplacement qui vérifie les équations

u
d'équilibre est celui qui minimise la fonctionnelle U* --> J (U¥, D(1)) sur I'ensemble
admissible K et 4 chaque instant t.”

La deuxieme inégalité variationnelle peut €tre interprétée comme une formulation globale
de la loi d'endommagement (voir annexe I). C'est a dire:

"Parmi les champs d'endommagement admissibles celui qui est associé a I'histoire de
déformations €! par la loi d'endommagement est celui qui minimise la fonctionnelle

« 1d * .
D ->) (U, D ) achaque instant t".

3.3 Approximation numérique

La formulation (57) donne lieu a une méthode numérique qui a ét€ discutée dans,
Benallal, Florez et Geymonat [BEN86], Benallal, Florez et Geymonat [BEN87b] et qui fera
I'objet du chapitre 7. Nous nous limiterons dans ce paragraphe a en indiquer les principales
caractéristiques. La discrétisation en espace, des champs de déplacement et d'endommagement
admissibles est faite par la méthode des éléments finis. La discrétisation en temps par la

méthode de différences finies.On utilise alors une méthode pas & pas. L'état étant connu a
l'instant t; on cherche la solution a l'instant t;, 1. La recherche du point d'équilibre se fait alors

u d
grice a un algorithme de décomposition: Les fonctionnelles J etJ sont minimisées de facon
successive et séparée jusqu'a la détermination de la solution. L'ensemble A des champs

d'endommagement admissibles n'est pas un sous-espace vectoriel. La minimisation de Jd sur A
se fait alors par une méthode de relaxation avec projection sur I'ensemble A ou bien par une
méthode de pénalisation.

L'endommagement est calculé partout dans le volume V et non comme un sous-produit
du champ de déplacement comme dans la méthode classique.

A différence des formulations en vitesses, les inconnues sont les variables d'état et on

n'a pas besoin de fixer a priori la partition du volume V en zones Vc,Vd,Ve. Cette distribution
de zones a l'instant t; 1 est le résultat du calcul. Il s'agit donc d'un schéma implicite.

-59 -




Formulations variationnelles
3.4 Exemples

d
Dans cette section on donnera l'expression de la fonctionnelle J pour les lois de
comportement citées en exemples lors du chapitre 2. '

a) Modgele d'élasticité couplée a 'endommagement pour composites 2D (Suite de I'exemple (a)
du chapitre 2)

W1
59) Y=- % =§Ffz€oz_2+ Eyu12€0E "'Geil,'z

D
(60) ¥= J 6<511P L [%—EZE§2+ EyU15€2€1, +GE(JdX =- Z D
$ T8 .

0

.
6y J(u,p)= [®(D)av- [zDdv
h% v

b) Modele d'endommagement progressif de type fragile (Suite de 'exemple (b) du chapitre 2)

(63) ¥= J—Ee-XSup [Co:E:E1dX = W(E , D)
0

d
69 J(u;D)= [W(e,D)dv
v

d) modeles unilatéraux (Suite de I'exemple (d) du chapitre 2)

63) Y=(Yi;Ye)=(3Ko:e*:€" , 5Kp:€ 1)
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d¢
66) ¥= J'-sup [5Ko:e*:etJdx, +

0¢ T ¢

0
dc

+ j-Sup [ 5Kp: &8 : & Jdxe = Zydp + Z; d¢

0¢ T ¢t
0

(67) Jd(U,D)=

-61 -
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IV Existence et unicité de la solution

1. Introduction

Dans les problemes d'élasticité couplée a I'endommagement, la solution n'existe pas
toujours, parfois on en trouve plusieurs. Telle est la conclusion que I'on tire de l'analyse du
systéme €lémentaire de la figure 1 proposé dans Billardon [BIL87b].

fF

(WIS IS
U :(I‘
e ? ol
2 L,
- 74
1 L
L’
TS 77 7

figure 1 Modeéle a deux barres

Le systéme consiste en deux barres de longueurs L et L et de section A. Les barres sont faites
d'un matériau €lastique-endommageable dont la loi de comportement en conditions uniaxiales et
la suivante:

c=E(1-D)e
(1) i
D== Sup [e(®)] D<1
Mos T ¢t

Le graphe représentatif de ¢ en fonction de € est indiqué en figure 2.
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Existence et unicité de la solution

»
€
figure 2 oen fonctionde e

Le systéme est soumis 2 une sollicitation extérieure & = (t) qui est fonction croissante du temps
1. On considére deux cas:

a) § caractérise I'évolution d'une force appliqué a I'extrémité de la barre 2.

@) Fq=38Q

L'équilibre quasistatique impose alors:

)
(3) 0]=0p= -—g-)-

Ol o7 et 6, designent les contraintes dans la barre supérieure et inférieure respectivement.

Or 1a loi de comportement ne permet pas d'avoir:

(4)  6>6pax

Par conséquent si 8 > A E M le probleme d'équilibre quasistatique du systéme de la
figure 1 n'a pas de solution. Ceci est a rapprocher de la notion de charge limite en plasticité.

b) 6 est le déplacement de I'extrémité supérieure de la barre 2:

5)  Ug=38@

-La contrainte n'est pas, dans ce cas, fixée par la sollicitation extérieure. Le probléme est donc

hyperstatique. L'équilibre quasistatique impose:

e T
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6) o1®=070 Vot

L'expression (6) est représentée graphiquement dans la figure 3 par une ligne
horizontale. L'équilibre impose alors que les points 61(t) et 6(t) se trouvent sur une méme

ligne horizontale.
o) G, (1)
c 4 lepic 924
B~ apreslepic B

N i, A

‘ -

A C C
& )

- figure 3 Représentation graphique de I'équation d'équilibre et des lois de
comportement des barres 1 et 2.

‘Avant que le point représentatif de ¢ (t) n'atteigne le sommet du graphe ( o3, €1),ily aune
- seule solution (o1(t), o7(t)) qui vérifie I'équation d'équilibre et la loi de comportement

simultanément (les conditions de régularité interdisent de "sauter” a la branche descendante).
- Par contre au deld du sommet, il y a plusieurs solutions possibles. En effet considérons I'instant

t tel que les deux points se trouvent sur le sommet, tel qu'il est indiqué en figure 3.-Supposons -
- maintenant qu'a la suite d'un incrément de la sollicitation extérieure A, Le point o1(t) se

. déplace sur la courbe BC jusqu'au point 61(t+ At), Alors le point (1) peut choisir entre deux

chemins différents: Suivre le méme chemin du point Gy, & savoir la courbe BC, ot redescendre

élastiquement sur la droite BA. En effet chacune de ces possibilit€s représente une solution
puisque les points G7(t) et G5(t) se trouvent sur la méme ligne horizontale tout en respectant la

loi de comportement. Finalement, la condition de compatibilité:

(7 W) =g Li+ex Ly

et la condition au limite:

® FO=0i0A

donnent les valeurs du graphe ( 8(t) , F(t) ) qui correspondent a chaque solution. On a donc le

. o
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graphe F vs § de la figure 4.
F4 solution sans décharge €lastique
solution avec décharge élastique
>
, o
figure 4 force vs déplacement pour le modéle a deux barres.

M ’ : :
11 se trouve donc que pour A > T+ L on a au moins deux "branches" différents (en fait

une infinité).

Il n'est donc pas possible de montre I'existence ou l'unicité de la solution dans le cas
général et I'on doit se limiter a énoncer plutdt des criteres d'existence et d'unicité. Ces critéres
doivent permettre de déterminer a partir de quel moment, en termes de l'évolution d'un
parametre, on n'est plus certain de 1'unicité de la solution ou méme de son existence.

Cela est bien connu et n'est pas particulier a 1'élasticité couplée a I'endommagement. On
trouve les mémes phénomeénes de perte d'unicité ou d'existence dans les problémes d'élasticité
non-linéaire, plasticité, frottement et mécanique de la rupture.

Le théoréme des opérateurs implicites (voir par exemple Trénoguine [TRE85]) permet
d'avoir de résultats sur I'existence et I'unicité de la solution dans certains cas. En mécanique de
solides, son emploi est limité aux cas ot la loi de comportement est une loi entiére qui vérifie
certains hypothéses de différentiabilité (par exemple I'élasticit€ non-linéaire). En plasticité, un
critere de non-bifurcation pour le probléme en vitesses a €té énoncé par Hill [HIL58], cette
étude a été étendue au probléme en accélérations Petrik et Thermann [PET84] ou encore au cas
général du probléeme d'ordre n par Nguyen [NGU87], Nguyen et Triantafyllidis [NGU89]
pour les matériaux standards généralises.

Dans ces derniers travaux, il a ét€ prouvé que le critére de non-bifurcation du probléme
en vitesses de Hill est en fait une condition suffisante de non-bifurcation pour le probléme
d'ordre quelconque n (c'est a dire en vitesse, en accélérations ,vitesses d'accélérations, ...) et

par conséquent du probléme de évolution si I'on suppose que les champs U et D sont
analytiques.
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Existence et unicité de la solution

Ces études peuvent £tre appliquées directement 2 1'élasticité couplée a I'endommagement
pour certains modeles indépendants du temps en formulation incrémentale. Plus précisément
pour les modéles dont le convexe d'élasticité ne dépend pas de 1'état. Comme on peut le
constater dans les exemples du chapitre 2 cette hypoth&se est trés restrictive et elle exclut une
bonne partie des modeles utilisées dans les applications.

Dans le chapitre 3 le probleme d'évolution et le probléme en vitesses ont été formulés
sous forme de recherche d'un point de Nash. L'unicité et I'existence des points de Nash ont
déja été étudiées dans la littérature (voir par exemple Bensoussan, Lions, et Temam [BEN74]).
Les résultats disponibles sont valables pour le probléme en vitesses mais non pour le probléme
d'évolution. En effet, tel qu'il a été formulé, le probléme d'évolution correspond a la recherche
d'un point de Nash qui dépend du temps (a travers la fonctionnelle ) et qui par conséquent
n'entre pas dans le cadre indiqué dans [BEN74].

Le plan du chapitre 4 sera alors le suivant: Nous établirons d'abord un critére
d'existence et d'unicité de la solution pour le probléme en vitesses en utilisant les résultats de
[BEN74]. nous étudierons par la suite le probléme d'évolution correspondant aux modeles
indépendants du temps en formulation fonctionnelle dans le cadre général indique dans le
chapitre 2. Dans cette étude nous ne suivrons pas la méthode utilisé dans [NGU87], & savoir
I'étude des problémes d'ordre n successifs. Nous utiliserons la voie ouverte par Rice et
Rudnicki [RIC80] dans I'étude de la régularité de la solution. On acceptera dans un premier

temps l'hypothése du solide équivalent de Hill et l'on €tudiera l'unicité de la solution

correspondante. Cela revient dans le cas qui nous occupe, a trouver un critére d'unicité pour un
probléme d'élasticité non-linéaire (avec une contrainte supplémentaire par rapport a l'élasticité,
a savoir D € A). On étudiera par la suite dans quelles conditions cette hypothgse est valable
pour le probléme d'endommagement.

2. Existence et unicité de la solution pour le probléme en vitesses.

Proposition:

Le probléme d'endommagement en vitesses admet une solution unique si la forme
quadratique (9) est positive:
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Vi, Vi |[AU
® [au, ap ] g 2 >0 v [AuAD]e p
¥ Yaa |1 xp

p ={ (AU,AD) /AU, AD suffisamment réguliers, (AU,AD) # 0, AU € i{(, }

Preuve:

La formulation "point de Nash" du probléme en vitesses explicitée dans le chapitre 3,
s'écrit:

V%u.p)« Viu*n) vV U* e K

(10) d d . .
Vo,p)s V(Uu,p" vD¥e a

u , "
ol les fonctionnelles Vet Vd et Ies espaces K et o ont €té définies lors du méme chapitre.

. : 1 d
Les conditions de minimisation des fonctionnelles V eV sont (voir le N°2.4 du

chapitre 1):
(Viy(u,p ), u*-U)=20 v U'e Kk
(11) " . .
(ViU ,b ), D*- D) =20 vV Dec

Les exiaressions (10) et (11) sont donc équivalentes du fait de la convexité des

u o
fonctionnelles Vet Vd par rapport a U et D respectivement (voir le N°2.4 du chapitre 1). Les
inégalités (10) peuvent étre exprimées de fagon équivalente par:

12) (Vo%U,0),U*-U0)+(ViU.D)D*-D)20  VU*eKD*«

ol ce qui revient au méme:

13) (C(x), X*-X) 20 VX*eyx=Kixa
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Alors l'unicité est assurée dés que 1'opérateur C( X ) est strictement monotone. En effet
supposons qu'il existe deux solutions X et X5 au probléme (12). Cela implique: '

a9 (Ccx;p), x*-X1) 20 vX'ex
15) (C(xy), X*- X5 ) 20 vX*ey

Si l'on prend pour X X, dans la premitre inégalité et X1 dans la seconde, on obtient apres

sommation des inégalités (13) et (14):

16) (C(xy)-C(X1)Xy-X1) 0

Comme la stricte monotonie de C( X ) impose que:
an (Cx3)-C(xy)X3-%;) >0 V X5 ,.X; ex

l'inégalité (16) ne peut &tre vérifier que si X, = X, d'ou l'unicité de la solution. Pour la

seule existence, il suffit que C( X ) soit monotone (voir Bensoussan, Lions, et Temam
[BEN74])

- u d - rd
Etant donné que les fonctionnelles V' et V sont quadratiques, l'opérateur C( X ) est

strictement monotone si et seulement si:

u u
ouu CoLud AU

18) [AU, AD ] >0 vV [AUAD] e p

d d
V,du V,dd AD
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p={ (AU,AD) /AU, AD suffisamment réguliers, (AU,AD) #0, AU € Ko }

Pour 1a monotonie il suffit que:

Vuuu Vuud Ay
(19 [AU, AD ] 4 ~rd 20 vV [AU.AD] € p |
V,du V,dd AD

Les termes indiqués dans les inégalités (17) et (18) correspondent dans chaque formulation 2a:

a) Dans le cas de la formulation incrémcmalé:

2
V¥ AUAU= a—W:sAU T €(AU) dv
S e - EAU) 1 EAD)
.\;
VO AT AL= [ AN W T e d
i [ o gt B
vd
d g W , -
V,MMAU= JA?\. 3%— e € dv
) vd
d
Vo, ah= [hax ar dv
b ] Vd

b) Dans le cas de la formuladon fonctionnelle.

2
V' AUAU = %: E(AU) : €(AU) dv

v
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u azw
V,ud AU AD = o P &(AU) - AD dv
vd
*w
V4 AD AU = ——- AD : €(AU) dv
,du Doe (AU)
vd
VddADAD— [ BZCD 1+ AD - AD dv
aDaD * 3DaD
Vd

3. Unicité de la solution pour le probléme d'évolution.

3.1 Position du probléme,
On se place dans le cadre suivant:

i) On considére un solide dont le matériau suit la loi de comportement écrite sous
formulation fonctionnelle et décrite lors du chapitre 2.

ii) Le syst®me est soumis 2 une sollicitation extérieure caractérisée par un parametre
scalaire 8(t) qui est une fonction croissante du temps t.

Dans les paragraphes qui suivent I'étude de l'unicité de la solution sera réalis€ en deux
étapes. On supposera dans un premier temps qu'il n'existe pas dans le solide, des zones en
décharge élastique. On déterminera ensuite sous quelles conditions une décharge €élastique est
elle possible.

Afin d'éclaircir le sens de la démarche, considérons le graphe de la figure 5 qui
représente la courbe ¢ en fonction de € dans un essai de traction simple pour un élément de
volume constitue du matériau en question.
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oV

figure 5 © en fonction de € dans un essai de traction simple.

On constate alors que I'expression du module tangent E, dépend de la vitesse de déformation €.

puisque tel qu'il a été indiqué lors du chapitre 3, la loi de comportement est non-linéaire. A la

suite de cette remarque on étudiera l'unicité de la solution en deux temps, on supposera d'abord
que le matériau suit la branche & module tangent E;partout dans la structure (ou son

nz

équivalent dans le cas tridimensionnel”). On étudiera ensuite la validité de cette hypotheése.
Dans le premier cas, il s'agit d'étudier, tel qu'il a éié indiqué lors de la introduction, un
probléme d'élasticité non-linéaire, avec une contrainte supplémentaire, 2 savoir D € A. Dans le

second, il s'agit d'étudier la possibilité d'apparition d'une discontinuité dans les fonctions U (t)
et D (1), ce qui peut étre réalisé en considérant le probléme en vitesses. Si la bifurcation du
probleme d'élasticité non-linéaire et la décharge €lastique ne sont pas possibles, on admettra que
la solution du probléme d'évolution est unique.

3.2 Unicité de la solution lorsque il n'y a pas de décharge élastique.

3.2.1 Caractérisation de la décharge élastique:

La loi d'évolution de I'endommagement dans le cas considéré implique:

D;(®>0 si Sup  [Y(B:DW)I=Y;, et ¥ ®>0
(18) 01T £t

D (=20 sinon

Alors I'absence de décharge €lastique peut Ere caractérisée par:

oy 4




Existence et unicité de 1a solution

a9 Sw  [Y(EDO)] =¥;0 S VxeV , tel0T]
t

£ T <

3.2.2 Formulation du probléme d'évolution san;s décharge élastique.

On designera U(3) et D(8) le champ de déplacement et d'endommagement
correspondant 2 l'histoire 3(t). On suppose alors que ces champs vérifient la condition (19).
Dans ces conditions la formulation 2 deux champs pour le probleme d'évolution, décrite dans le
chapitre 3, s'écrit:

it J%u®). D). 8)¢ T (U* DG, 8) v U* e K

d d .
J(u®),0),8)¢ J (uE),n*, ) VYD*e A

J%u,p.5= [wiewypyav- [8F°Uds
: A dgV

d
J(u,p,8= [o(p)av)+ [¥EwDav
v v
D

¥ = f aa-g(a)(z),x dX)
0

Kg est I'ensemble de champs de déplacement cinématiquement admissibles qui peuvent

dépendre du parametre & lorsque la structure est soumise 2 un chargement en déplacement
imposé. &

On constate alors, qu'il n'y a pas de dépendance des fonctionnelles par rapport a
TI'histoire de déformations. On a donc a étudier un probleéme d'élasticité non-linéaire. E

La dépendance de Kg par rapport au parametre & peut étre €liminée en faisant le

changement de variables suivant:

en U=U:-0
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ol Uestun champ cinématiquement admissible quelconque que l'on fixe arbitrairement.
L'inconnue U est par conséquent un champ cinématiquement admissible a zéro ( Ue Kp)-

‘On peut maintenant reformuler le probléme (20) a I'aide des fonctionnelles:

o F% ¢ .p.s) =T (¢ +0,p,5)

d .

I (0,D,6)=Jd(U+U,D,_§)

cela donne:

- F%06),06).5)¢ T (U . D©E).6) VU eK,

d
] (ﬂ(a),n(a),a)sfd(ﬂ(S),D*,a) vD e A

Tel qu'il a été indiqué lors du N° 4.2 de ce chapitre une formulation tel que (23) est équivalente

x
24 (F(x,8), x*-x) 20 vV X"e x=K;xA
ol
j’u
,u
F(x,5)=
( ) 4
d

x= [g((aa))]

3.2.3 Critere d'unicité

Proposition:

Supposons qu'il existe une solution, appelée solution fondamentale (ﬁO(S) , D(8)). Cette

o 2 N
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solution est supposée unique du moins jusqu'a & = 8 > 0; Supposons aussi que l'opérateur
F( X, d) défini lors du pa:agﬁphe précédent soit dérivable par rapport a et que cette dérivée:

Fs:(%,8)—>F5X,38)

soit bornée et continue. Alors on peut montrer qu'il existe unt e R tel que pour 8 /1 8-8gl<r
P q P 0

la solution du probléme (24) est unique a condition que:
F:x s F(x,5)
soit strictement monotone.

Preuve:

En effet supposons qu'il existe deux solutions X et X, au probléme (24). Cela implique:
@250 (F(x;,8), X*-X;) 20 VvX'ey

26) (F(X,,8), X"-X,) 20 VX ey

Alors, puisque F est dérivable par rapport a4 d on a:

en (Fxq ,60)+F,5(X1,80)(6—60)+m(x-1, 5-3p) X -X1) 20

@8) (F(X;.80)+F 5(X5,80)3-8p)+0(Xp,8-8), X"-Xp) 20

lo (8-38y ) =0(18-8y!) pour &-—-> 0y

Si l'on prend pour x*, X, dans la inégalité (27) et X dans la (28), on obtient apres

sommation :

(F(x1.80)- F(X5,8)), X1 - X5 ) +
29) +(8-80) F 5(X1.80)- F 5(Xp,80), X - X3 ) +
+(Aw (8-83), X1 - X0 ) <0

o
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Si on fait tendre 8 ---> §p, le seconde et troisiéme termes de I'inégalité (29) tendent vers
z€ro et le premier est positif puisque par hypothése Fx, () ) est strictement monotone; par

conséquent la solution est unique.
Proposition:

La solution X;(8) au probléme (24) est continue en 8.

preuve:

La solution X)(0) est caractérisée par:

30 (F(xy®,8), X*- X)) 20 VX ey
et X(3() par:
a1 (Fxq6g). 80), X' - X9 Gg)) 20 vX'ey

Alors apres sommation de (30) et (31):

32 (F(Xq®),d)-F(Xydg). dg) . X @ - Xg@g)) <0

Supposons maintenant que lorsque I'on fait tendre d ---> dgy , X(d) --> X # X (dg)- Alors a
cause de la continuité de F(X,d) parrapport ad et d'apreés (32).

33 (Fx.8)-Fxq6p.85). X- Xq(6p) <0

Cela est impossible, a cause de la stricte monotonie de EoX o F( X,6).Doula
continuité de X(3) dans J.

3.3 Etude de la décharge élastique.

Avant de discuter I'unicit€ de la solution dans le cas général, considérons d'abord sous

=k
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quelles conditions une décharge élastique est elle possible.

Pour cela introduisons les notations suivantes. On considére une solution
(U(@S), D(8) ) du probléme en question pour 0 < § < 3¢. On suppose que pour 0 £ 3 <9,

la solution ne présente par de décharge €lastique et I'on notera:

US) = Ug(8)
4 i 5<
GY bE)=Dy®) S 8<f

On suppose aussi que pour & > §; la décharge €lastique a lieu. On peut alors diviser la

structure en deux zones Ve et Vd telles que Ve soit la zone en décharge élastique, Vd celle en
chargeet Ve UVd=V.

Pour § > &) on notera la solution comme suit:

(35) UE) = Uy®) si 5>8
1
D(3) = Dy(3) ‘

On suppose également, et cela constitue une hypothése essentielle de cette €tude, que la

décharge élastique apparait comme une discontinuité dans le temps des champs U(t) et D(1)
pour 3 = §; . Cette hypothése semble naturelte du fait que I'on ne considere que de chargements

monotones croissantes et si I'on tient compte du graphe de la figure 5.
Proposition:

= L'apparition d'une zone en décharge élastique sous chargement croissant est impossible
si la forme quadratique (36) est strictement positive. C'est a dire:

Juuu J?ud AU
66 [av. ap | >0 v [aU,aD] € p

Jd Jd
,du Y.,dd AD

B
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p={ (AU,AD) /AU, AD suffisamment réguliers, (AU,AD) #0, AU € Ko }

Preuve:

La solution du probléme en vitesses vérifie les inégalités suivantes (voir chapitre 3 N° 2.4):

T UE).0G).5) TH(UD@G),8) VU*e K

G 4 . . d | . .
T (U06),D),5)<T (U©B),D*,8) vD e B

u ,
ot les fonctionnelles 1 , Td et les espaces K; et [3 ont été définis lors du N°2.4 du chapitre 3.

Alors puisque K, est un espace affine et 3 un sous-espace vectorielle, les inégalités (37) sont
équivalentes a (voir le chapitre 1):

(T"(0,D)U*)=0 VU e Ko
(38)
(Tfld(U,Ij),D*)=0 VD e B

ot Ko designe le sous-espace vectoriel de champs cinématiquement admissibles 2 zéro.
Pour &= &) les équations (38) seront notées:

*

(T, ™) =0 v U*e Ko
(39)
(T D*) =0 vDe B

avec

32W 3 * * %

40 —— g D dv £0 VD / D 0

“0) Jawn EB_ <
v

L'inégalité (40) indique que Yi(al ) >0 V xe V puisque la décharge €lastique n'a pas -

encore eu lieu,
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Pour 6=8i‘- ,0n a:

(Tppu™r=0 v U* e Ko
(41)
(T, Dp*)=0 vD*e B
avec
% : *dv <0
“2) ""’az VD*e B/ D*< 0
jgﬁ-:a D*dv >0
Vd

puisque dans la zone en décharge €lastique Ve on a: i’i(al+) < 0 et dans la zone "en charge" Vd,
o ot
ona: Y;(§ ) >0

Apres avoir retranché (39) de (41) il vient:

_ J[%:AE:ﬁ(U*)+§za“;5£(U*)~D]dv=0
k-
(43)
i W N * PW 4. e
J‘[ oDoD i JDaD ]' AD D dv + J’[ é‘}ﬁé.n .AE]dV =
M vd
PwW fes ol
= ——eD": d
j[ L e(U glav
Ve
ol

Ag = g(U) €Up
AD = ADO - AD].
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si I'on tient compte des inégalités (42) et des équations (43), il vient:

PW . 3

— . Ag 1 (U (U H)«D | dv =
‘,[aaa U +=—==1eU"-D ]
v

(@4) ~ 2

[ 82¢+aw]w D*dv + [BZW-D*:Aé]dV <0
J - opoD ~ oDaD aD2E
v v

vU'e Ky D*EB/D*<0 Vxe Ve

On utilisera la notation suivante pour exprimer (44):

(a0 + N aD, U ) =0 v U%e Ko
(45)
((Jddu)OAUHJddd)OAD.D*)so VD*eB/D*<0V xe Ve

Si I'on prend pour U™, Uy ) - Up(8y) (qui appartient 2 Kp) et pour D", D(8) -Do(3)) (ce
qui est aussi possible puisque D (8] ) -D (8 ) =-D (§;) < 0 V x e Ve ); on obtient

I'inégalité (46) qui est vérifiée dés qu'il apparait une zone en décharge élastique:

Ju ud AU
| “6) [av, ap ] e <0
J,du J,dd AD

Par conséquent l'apparition d'une zone en décharge €lastique sous chargement croissant est
impossible si la forme quadratique (46) est strictement positive.On peut vérifier que cette
condition coincide avec la condition de non-bifurcation obtenue lors du N° 2 de ce chapitre.

3.4 Critére d'unicité.

I1 s'ensuit des N° 3.2 et 3.3 de ce chapitre que si la condition de non-bifurcation du
~ probléme en vitesses:
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u
J,uu Jl;:.u:l AU

¥

“n 1av, a7 | 4 5 >0 V[avap]  ep
- ,dll ,dd AD

et la condition de non-bifurcation du probléme d'évolution sans décharge €lastique:
u u d d
@ (-, 0 00+ (% -d%H,.p- D2y >0

Vﬁl,ﬁz EKO D},Dz e A

sont vérifiées simultanément, la bifurcation de la solution du probléme d'évolution est
impossible.

4 Exemple élémentaire

Dans ce paragraphe on analysera, a l'aide des critéres développés dans les paragraphes
précédents, le modele A deux barres de la figure 1, cité en exemple lors de l'introduction a ce
chapitre.
i) Formulation point de Nash pour le modeéle a deux barres.

La loi de comportement (1) admet les potentiels suivants:

(49 W(eD)=s(-D)EE €

avec: Q=[0, 1]

0 si D<«0O
(50) ®D)=% ND3 si° 0¢ D¢ 1

+co 51 D>1

= - 80 -




Existence et unicité de la solution

on  N=—3
La formulation point de Nash de ce probléme est alors la suivante:

Trouver (U(3), D1(8), D»(8)) e H'(0,3p) x H(0,8) N Ax H'(0,8p) N A tel que:

F % (U®), D1©), D®),8) < J "(U* D18, Dy6),8) v U*e HIO,5)
sy 1%ue), D1(8), D5(3).8) ¢ 1 v, p* ,Dy8).8) VD'e H(O3NA
e (U@®), D1(8), D(8),8) ¢ I ue, D;3.D", 8 VD e H(03)NA

| o %—(1-131) EU2+ %—(1-132) E (5-U)2
d
) ND2 - ND,3- %Dl[Sup(U)]?' . %Dz[Sup(S—U)]z

U est le déplacement de I'extrémité supérieure de la premicre barre, D I'endommagement dans
la méme barre, D, I'endommagement dans la seconde.

i) Solution homogéne du probléme a deux barres.

On peut aisément prouver qu'une solution au probléme (48) est constituée par les fonctions:

U(ﬁ) gﬁ 3
(52) 0<dé< M
Dl(S) Dz(a) —Mﬁ

On introduit l'opérateur F qui est défini comme suit:
,u

d
53) F(u), py6), D56, 8) = I

d
Lf 2

U fd i dérivée d .fd aD
oudJ ; designe la dérivée de par rapport a D;
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On peut alors prouver que 'opérateur F est strictement monotone si la forme quadratique:
- i N
J],Juu ],ul ,u2 AU

d 1d 1d
4y [AU.aD;,AD, ] T 01 T2 || a0y

d d d
2 J,2u J,21 J,22 J LADy
est positive quelque soit AU, AD{, AD, #0.

Alors d'apres le N° 3 de ce chapitre si (54) est positive la bifurcation-de la solution
considéré est impossible.

Si on appelle H la matrice intervenant en (54) on peut déterminer l'unicité de la solution
on considérant le signe du déterminant de H. En effet tant que det H est positif la forme
quadratique (54) est défini positive et par conséquent la solution est unique.

Le signe de det H en fonction de 8 est indiqué en figure 6. Cette figure montre l'allure
du graphe de F en fonction de & pour la solution considérée. Le point ¢ indiqué dans la méme

figure est donc le point de perte de d'unicité de la solution homogéne.

r &
.
detH >0 # detH <0 5
detH=0
figure 6 Graphe force en fonction du déplacement pour la solution fondamentale au

probleme a deux barres.

iii) Solutions bifurquées

On peut prouver qu'au point ¢, il y a deux autres branches en plus de la solution
homogene. Ces solutions sont caractérisées par:

a) Solution 4 déformation localisée sur la barre 1.

-82 -




Existence et unicité de la solution

5(U) =5U -4MU2
1 1
(52) Dy(U)=MU sUS 57

Dz(U) =%‘

L'allure des graphes force en fonction de § et sigma en fonction d'epsilon correspondant
a chacune des barres sont indiquées en figures 7a et 7b respectivement.

c solution homogene
g / i
det H,>0

— det H, =0
det H, <0
e
o
figure 7a Force en fonction du déplacement pour la solution a déformation localisée sur la
barre 1.
Gl V\ 02 V
; _ r. \
| & o)
figure 7b Contrainte en fonction de la déformation dans les barres 1 et 2

L'unicité de la solution au probléme en vitesses peut alors €ire déterminée, d'apres le
critere proposé dans le N° 2, en étudiant la forme quadratique suivante:

u u
J,uu ,ul Al

s6) [aU,aD ] A g
,lu “,11 AD;

On appelle H, la matrice de la forme quadratique (56). Alors si det H, est positif la

solution en vitesses de chacun des points de la branche bifurquée sera unique.
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Existence et unicité de la solution

On peut remarquer que les dérivées par rapport 2 D n'intervient pas dans (56), cela est
du au fait que la barre 2 est en décharge €élastique (Sup €(8) # €,(8) ) et par conséquent, elle ne
fait pas partie de "Vd".

Le signe de det H, en fonction de 8 est indique en figure 7a. On constate alors que pour:

8. <d<3dp

le probléme posséde une solution unique (en vitesses). Au dela du point D, il y a d'autres
solutions bifurquées qui sont caractérisées par de décharges €lastiques sur les deux barres.

b) Solution a déformation localisée sur la barre 2

_ Une solution 2 déformation localisée sur la barre 2 est également possible. Dans ce cas
on obtient une courbe force en fonction du déplacement dont l'allure est indiquée en figure 8.

E c
solution homogene
&
& )
figure 8 Force en fonction du déplacement pour la solution a déformation localisée sur la

barre 2.
La matrice H}, qui permet d'étudier I'unicité du probleme en vitesses est alors la suivante:
) Jo e
- ,uu v,u2

Hb_ Jd Jd
,2u v,22

On peut prouver que la solution b est unique pour
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8. <8< o,

ou le point e est indique en figure 8.
¢) autres solutions.

Si on examine le graphe force en fonction du déplacement correspondant a la solution
homogene, on constate que la forme quadratique (53) nest plus positive au dela du point c de la
figure 6. Cela signifie qu'une bifurcation avec décharge élastique est possible au dela du point
c. En effet on peut toujours trouver des solutions & déformation localisée sur la barre 1 ou la
barre 2 (avec & non nécessairement croissant) & partir de n'importe quel point dans la branche
descendante de la solution homogene. Dans un probléme élémentaire a dimension 3, il est donc
possible de trouver une infinité de solutions.
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V Etude de la stabilité de la solution et de la
sensibilité aux imperfections

1. Introduction

En élasticité, L'étude de la stabilité de systémes eri équilibre quasistatique est considéré
comme un probléme résolu dans l'essentiel. Nous nous limiterons dans ce paragraphe, a en
citer les résultats principaux, en vue de discuter par la suite la stabilité de systémes élastiques-
endommageables. Le lecteur intéressé par le sujet peut consulter les références classiques, telles
que: Timoshenko et Gere [TIM61], Koiter [KOI45], Thompson et Hunt [THO73], Budiénsky
[BUD74]. ;

Un modele trés simple tiré de I'ouvrage de Timoshenko peut illustre la nature du
probléme de la stabilité. Considérons le systeme de la figure 1. Constitu€ par une barre verticale
absolument rigide AB de longueur L et un ressort BC de raideur élastique E. La barre est

articulée  la base et elle est supportée par le ressort. Une charge Q est appliquée sur la barre, 2
l'extrémité B et elle est dirigée suivant son axe.

L'angle 6 de la barre avec la verticale est la seule variable d'état du syst€me. Une solution au

probleéme de la figure 1, que I'on notera solution fondamentale, est :

1 6=0 v Q
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figure 1 Modeéle élémentaire

Supposons maintenant que du a la présence d'une sollicitation extérieure de nature accidentelle
une petite perturbation:

2 06=0*>0

hors de I'équilibre est introduite dans le s{ystémc. Le bilan des forces agissant sur la barre est
alors le suivant:

- La force Q produit un moment par rapport a 'articulation A d'expression:

®3) Mg = Qe'L

- La force exercée par le ressort sur la barre AB de module:

4) Fr= EJB* L

produit un moment par rapport a la articulation d'expression:

(5) Mr=E®0"L?

Si le moment produit par. le ressort est supérieur a celui de la force Q, c'est  dire si:

6 M(6",Q)=Mr+Mp>0

alors 1'état d'équilibre 8 = 0 est stable puisque lors de la disparition de la perturbation le

systeme tendra vers son état d'équilibre précédent. Réciproquement si M < 0, la structure ne
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pourra pas revenir a cet équilibre, méme si la perturbation 6" cesse d'agir. Par conséquent le

systéme s'éloignera de plus en plus de I'état initial pour finalement, dans ce cas particulier,
s'effondrer. |

Le critere de stabilité (6) peut étre interpréte de plusieurs fagons:

a) "l'équilibre est stable tant que la fonction M = M( 8% ) est strictement monotone (&
Q constant), autour du point d'équilibre”.

En effet, I'inégalit€ (6) est dans ce cas, la condition de stricte monotonie de la fonction
M. On peut remarquer que cette condition assure aussi l'existence et unicité de la solution (voir
chapitre 4). Ce résultat peut étre généralisé au cas tridimensionnel continu. En élasticité, dans le
cas général, 1a bifurcation se réalise avec perte de stabilité de la solution fondamentale.

b) Le notion de stricte monotonie de M est entierement équivalent 2 celui de stricte convexité du
potendel J:

(7)  T=]Mde*=FE(6"L)2- 2 Q(6* )2 +Jo
ol Jp est la constante d'intégration,

Cela conduit a une interprétation "énergétique” du critére de stabilité (6). En effet le
premier terme de I'expression (7) est I'incrément d'énergie de déformation du ressort BC lors
de 1a perturbation. Le seconde est le travail de la force Q sur la perturbation 6. J est donc

I'énergie potentielle du systéme considéré. L'équilibre est alors caractérisé par:

ce qui signifie qu'il rend stationnaire I'énergie potentielle J. Si le potentiel J est localement
strictement convexe , c'est 4 dire si le critére de stabilité (6) est vérifié, alors le point stationnaire
est un point de minimum de I'énergie potentiel. par conséquent le critére de stabilité (6) peut étre
exprimé de facon équivalente par:

©) AJ(6")=AW-ATQ>0
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En termes généraux l'interprétation énergétique est la suivante: "Un état d'équilibre est
stable s'il constitue un point de minimum relatif de 1'énergie potentielle”. Cela implique
l'existence d'une "barriére d'énergie” entre I'état d'équilibre considéré et d'autres états
alternatifs.

¢) Sil'on fait un bilan d'énergie lors de la perturbation, on obtient, en I'absence des termes de
dissipation, I'expression suivante:

olt AW est l'incrément de 1'énergie de déformation et AT,y le travail des efforts de extérieurs
lors de la perturbation.

Le travail des efforts extérieurs peut a son tour s'exprimer par:
(11) ATex=ATq+ATp

ot ATq est I'incrément du travail de la force Q sur la perturbation et ATp est le travail des
efforts de perturbation (la sollicitation extérieure, de nature indéterminée).

Des expressions (10) et (11) on a donc:
(12) ATp=AW -ATq

La comparaison de 1'équation (12) avec le critére de stabilité (8) nous emmene a une troisiéme
interprétation:

"L'état d'équilibre est stable si pour toute perturbation du systeme hors de 1'équilibre, le
travail des efforts de perturbations est positif”.

En effet supposons que ce travail soit négatif pour au moins une perturbation -
particuliere. Alors, si la perturbation est effectivement réalisée, le systéme rendrait une partie de
son €nergie de déformation pendent le processus. Par conséquent il ne pourrait pas récupérer
I'état d'équilibre précédent sans intervention extérieure. Alors le systéme s'éloignerait de plus
en plus de I'état d'équilibre précédent vers un état d'équilibre alternatif a2 moindre énergie et
complétement différent du précédent. B
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L'étude de la stabilité dans le cas général peut se faire par généralisation de l'une des
trois interprétations données ci-dessus.La seconde interprétation donne lieu au critére bien
connu de seconde variation de Lagrange-Dirichlet qui peut étre interprété comme suit:

Soit un systéme €élastique dont I'équilibre est déterminé par le principe de I'énergie
potentielle stationnaire 2 partir de la fonctionnelle J.

13) JI=J(UA)

ot U représente la (ou les ) variables d'état et A est un paramétre scalaire caractérisant les
efforts extérieurs. i

Alors 1'équilibre quasistatique est obtenu par:
(14) (Ju,U")=0 vV U* adm.

Et la stabilité de I'état d'équilibre ainsi déterminé par le critére de seconde variation:

15) (uu,U%>0 VU*adm. B

La troisieéme interprétation du critére de stabilit€ a été utilisée dans I'extension de I'étude
de la stabilité, au cas des systémes irréversibles dissipatifs.

Dans le cas des systémes irréversibles, la stabilité continu 2 étre le sujet de nombreux
travaux bien quelle ait éié discutée depuis longtemps, notamment dans le cas de
1'élastoplasticité. Des références classiques dans le sujet sont les articles de Karmann, Shanley
et Hill. D'une importance particuliére, I'article de Hill de 1958 [HIL58] ol ont ét€ énoncés des
criteres de stabilité et d'unicité dans le cas de I'élastoplasticité. Nous ne ferons pas ici une €tude
bibliographique du sujet, nous nous limiterons comme dans le cas de I'élasticit€ a citer
quelques références: L'article de Hill déja mentionné, Petrik [PET85] pour I'élastoplasticité,
Bazant [BAZ8&8], De Borst [BOR87] pour des matériaux adoucissants en petits perturbations,
Fedelich et Ehflacher [FED88], [FED89] pour les modeles a "dissipation simple” et Nguyen
[NGU84] dans le cadre général des matériaux standards généralisés.

Ce dernier article est 4 la base de I'étude mené au N° 2 de ce chapitre. Dans l'article cité il
a été réalisé une généralisation de 1'étude de Hill au cas de systemes irréversibles obéissant au
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principe de dissipation maximale, c'est a dire de milieux qui suivent modéles standards en
plasticité, frottement, rupture, endommagement, etc.”

Tel qu'il a été précisé€ au chapitre 4, les résultats de cet étude peuvent €tre appliqués
directement au cas des modeles d'élasticité couplée 2 'endommagement en formulation
incrémentale dont le convexe d'élasticité ne dépend pas de I'état. Dans le paragraphe 2. de ce
chapitre nous étudierons la stabilité des systtmes ob€issant a une loi de comportement
d'élasticité couplée a 'endommagement en formulation fonctionnelle dans le cadre un peu plus
général décrit lors du chapitre 2. 11 s'agit donc, d'étendre les résultats de Hill et Nguyen au cas
cité. C'est ce que nous appelerons "stabilité au sens de Hill".

Dans la troisieéme section de ce chapitre nous €étudierons la sensibilité de la solution aux
imperfections. Dans ce paragraphe on considére le probleéme en vitesses formulé comme la
recherche d'un point de Nash avec contrainte (voir chapitre 3), ol I'on introduira une nouvelle
variable P caractérisant les données du probleme en vitesses (géométrie de la structure,
parametres caractéristiques du matériau et I'état du systéme a I'instant considéré). On peut alors
définir 'ensemble S(Pg) qui est constitué par toutes le couples (U, D) qui sont solutions du
probléme correspondant aux données P = Pg. On définira alors la stabilité des solutions S(Pp)
vis a vis des défauts de la fagon suivante:

Les solutions S(Pp) seront dites stables (au sens "sensibilité aux imperfections") si
l'application P --> S(P) est continue au point Py.

Autrement dit, l'ensemble de solutions S(Pg) est stable si lors d'une "petite variation” AP des
données du prob!émc;, en question, on peut trouver, pour chaque solution (Ug, Do) € S(Pp) une

solution (Up, Dp) € S( Py + AP ) qui est "proche” de la premilre et réciproquement.

Cette €mnde a été réalisée sur la base des résultats obtenus par Robinson
[ROB79],[ROB82]. Dans ces articles I'auteur €tudie les propriétés des solutions des équations
généralisées qui apparaissent en programmation non-linaire et économie mathématique et dont le
probléme d'endommagement fait aussi partie. Il est important de faire remarquer que 1'étude de
Robinson concerne exclusivement le cas ou les inconnues du probléme appartiennent a un
espace de dimension finie, cela signifie que les résultats €énoncés ne sont valables pour le
probleéme d'endommagement qu'apres discrétisation.
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Bien que de nature différente les études menés lors des paragraphes 2. et 3. conduisent &
des critéres semblables, ce qui signifie qu'au moins dans certains cas particuliers le critére de
stabilité "au sens de Hill" est aussi un critére de stabilité au sens "sensibilit€ aux imperfections”.
2. Etude de la stabilité au sens de Hill.

2.1 Position du probléeme

On se place dans le cadre suivant:

- On considére un solide dont le matériau vérifie une loi d'élasticité couplée 2
I'endommagement en formulation fonctionnelle, telle quelle a été décrite dans le chapitre 2.

- On accepte le postulat de stabilité suivant: "Un état d'équilibre est stable si pour toute
perturbation admissible du systéme, hors de 'équilibre, le travail des efforts de perturbation est
positif”

Autrement dit, 1'état d'équilibre est stable si:

a3) ATpau,ap)>0 YV AU, AD # 0

ou ATP est le travail des efforts de perturbation et AU, AD sont des perturbations
admuissibles.

11 suffit alors de définir I'espace des perturbations admissibles et d'étudier le travail des
efforts de perturbation sur cet espace pour en déduire un critére de stabilité.
2.2 Définition du travail des efforts de perturbation

On consideére un solide dont 1'état d'équilibre & un instant t est donné par (U,D) on

introduit alors des efforts de perturbation AFp dans le systeme. Alors d'aprés le premier
principe de la thermodynamique on a:

14) AW + AD = AT,
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ot AW est lincrément de I'énergie de déformation lors de la perturbation, ATex est

I'incrément du travail des forces extérieures F + AFp et A D Vincrément de 'énergie

dissipée.Clest a dire:

AW =W + AU, D + aD) - W (U, D)
1s5) AD =D(p +aD)-D(D)
AT = J(F +AFp) (U +AUYGS - [FUS =AT +AT»
d o VG

Dans la derniére expression le terme AT designe l'increment du travail des efforts extérieurs F

lors de perturbation et ATP le travail des efforts de perturbation. Par conséquent d'aprés (14)

et compte tenu de (15¢) on a:
ae) ATp=AW - AT + AD

Sil'on exprime les termes de l'expression (16) en fonction des potentiels utilisés dans la -
formulation "point de Nash" du probléme d'évolution (voit chapitre 3), on obtient:

an ATpau,aAD) = JU(U +AU, D +AD) - 1. D) +®D + AD) - D)

u
ot @)= [®av etJ (U, D) a &€ défini dans le chapitre 3.
v

2.3 Critére de stabilité

C a1
Si I'on suppose que le potentiel J W, p)et I'énergie dissipée (D(D) admettent un

développement en série de Taylor autour du point (U, D) jusqu'au second ordre, on a:

-03.




Emde de la stabilité de la solution et de la sensibilité aux imperfections

(18) ATp(aU,AD)~ J° AU + (Jiy+D 4)AD +

I e AU

,un :
+%[AU AD ]

u d
,du J ,dd+¢),dd AD

oll I'on a considéré que les perturbations sont suffisamment petites pour que l'on puisse
approcher ATp par la forme quadratique (18). On obtiendra donc un critére de stabilité aux
"petites" perturbations ou critére de stabilité "au second ordre"”.

On introduit alors l'espace des perturbations admissibles 8 composé par les
perturbations AU qui respectent les conditions aux limites en déplacement, et les perturbations
AD qui sont thermodynamiquement admissibles, c'est & dire AD;2 0.

< (19) 0 ={(AU,AD ) /AU C. A. i zéro (noté AU € Kp), AD=20V xe V,AU et AD
"pﬁﬁts"}

Autrement dit, on suppose que l'endomagemment ne peut qu'augmenter lors d'une
perturbation.

On peut alors prouver que le terme de premier ordre: (ATP _)1 est toujours positif ou
nul. En effet:

(20) (ATP)1=J?HAU + (J?d+<l>’d)an

JU AU = Ja-%: £(AU) Qv - .[Fd AU ds
v

oW
d AD = J-E'D--AD dv
Vv
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oD
d),d AD = | 555+AD dv

-t
or
@y J,au=0 ( équilibre de (AU, AD ))
@ (J5+® Hap= Jz-v)-aDav 20 puisque:
Vv
Z.= Sup [Y.(E(1),D(®))]
loc 1 ¢t !
Par conséquent:
@3 ATpnzo0 V(AU,AD)c & ®

On introduit ]a notation suivante. On appelle zone a2 endommagement actif I'ensemble:
4 Vi={xeV/Z=Y et De D¢}
Et on définit le sous-ensemble y de I'ensemble de perturbations admissibles 6 par:

(25) y={(AU,AD)/ AU e Ko, AD20V xe V4,AD=0V x¢& Vg, AUet AD
"petits" }

On a alors quc;
@26) ATp)=0 V (AU,AD)e y

L'interprétation mécanique de 7 est la suivante: y est le sous-ensemble de perturbations
"potentiellement déstabilisantes". En effet, les perturbations admissibles qui n'appartient pas a y
sont sans importance du point de vue de la stabilité puisque pour les produire il faut un travail '

des efforts de perturbation qui est positif déja au premier ordre. Par conséquent, pour €tudier la
stabilité, il suffit de considérer I'ensemble de perturbations Y.
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On peut alors énoncer le critére de stabilité suivant: Un état d'équilibre est stable "au
sens de Hill" si la forme quadratique:
u u
I,uu J,ud o

@) ATpp=5[ AU AD] ; .
J,du J,dd”'(p,dd AD

est positive sur 'ensemble .

Remarque:

Le calcul des différentielles intervenant dans le critére (27) et celles de la condition de
non-bifurcation du probléme en vitesses énoncé lors du chapitre 4, permet de comparer les deux
critéres. On trouve alors:

u u
JeAUAU = V' AUAU

J© 4AUAD = V' ,AUAD

(28) Y (AU,AD)e v

J4 ADAU = V4 apau

d d
(I,dd+<I> 4Q)ADAD = V’ddAD&D

Le critére de stabilité (27) et la condition de non-bifurcation pour le probléme en vitesses
conduisent donc 2 la méme inégalité variationnelle, mais a la différence du critere (27) la
condition de non-bifurcation doit étre vérifiée pour toutes les variations AD positives et
négatives admissibles. Autrement dit dans la condition de stabilité, le forme quadratique (27)
doit &tre positive sur ¥, dans le critére de non-bifurcation la forme quadratique doit étre définie
sur I'espace vectoriel engendre par les éléments de 7. Par conséquent, en €lasticité couplé a
I'endommagement, il n'est pas a priori exclut la possibilité d'une bifurcation sans perte de
stabilité de la solution fondamentale. Cela constitue une différence par rapport a ['élasticité non-
linéaire. On retrouve donc le résultat énoncé par Hill en élastoplasticité et Nguyen dans les
systemes irréversibles obéissant au principe de dissipation maximale.
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3. Etude de la sensibilité des solutions en vitesses aux imperfections.

Une justification mathématique du critére de stabilité (27), dans le cas particulier ol les
inconnues du probléme appartiennent 2 des espaces de dimension finie, est possible sur la base
des résultats obtenus par Robinson [ROB79],[ROB82] (Voir aussi le chapitre 1) pour les
équations généralisées. D'aprés ces résultats le critere de stabilité (27) assure la continuité des
solutions du probléme en vitesses par rapport au données du probléme.

On considére donc la formulation "point de Nash", avec contrainte du probléme en
vitesses:

u u : .
- Vu:p)«V (Uu*p) vU*e K
d . d
V,p)s V(u,p" vD¥e a
u «,d .
ot les fonctions V , Vet les espaces K; et O ont été définis dans le chapitre 3. Mais on

suppose maintenant que K; et O sont de dimension finie (par exemple, aprés discrétisation par
¢léments finis d'un probléme continu).

u d
Les fonctions V et V dépendent aussi de I'état a I'instant considéré, de la géométrie
de la structure, des conditions aux limites , etc. Tous ces parametres peuvent €tre caractérisés
par une variable que l'on appelera P. On suppose que cette variable appartient a un certain

u
espace topologique. En introduisant explicitement la dépendance des fonctions Ve dela
variable P, les expressions (29) deviennent: '

V%u.p .p)s Viu*.p.pr) v U*e K

G0 _ 4 _ d
Vuo,u,p)s V (u,np* p) vD* e a

Le probleme (28) conduit alors 4 la résolution du systéme d'équations généralisées suivant (voir
chapitre 1):

0e VI(U,D,P)+ d Vg (U,D.) -
(31) 4 i
0e VSqu:p.,P)+ d4¥ (U .D)

=57




Etude de la stabilité de la solution et de la sensibilité aux imperfections

La premiére équation généralisée du systeme (31) est donc la condition de minimisation
u o, . , .
de 1a fonction convexe V (U, D) aD constant sur I'ensemble K;. La seconde corresponde a

la minimisation de Vd( U,D)a U constant sur 'ensemble .. L'expression (31) est, bien
entendu, équivalente aux conditions de minimisation avec contrainte utilisées lors du chapitre 4.
11 s'agit en fait d'une notation différente pour designer les mémes inéquations variationnelles.
Cette notation permet de faire remarquer que les expressions (31) correspondent 2 la résolution

u d
d'un systéme d'équations généralisées linéaire, puisque les fonctions Vet V' sont
quadratiquesen (U, D ).

On introduit la notation suivante: On appelle S(P) l'ensemble de solutions du probléme
(31) a P fixé.On peut remarquer qu'il n'y pas besoin de préciser d'avantage la variable P ou
I'espace auquel elle appartient puisque pour utiliser les théorémes de stabilité (énoncés lors du
chapitre 1) des solutions des équations généralisées (31) pour des données P = Pg ( S(Pp) ), il

suffit de connaitre le gradient de I'opérateur: X «eee-- > F( X, P ) au point P =P.
u
Vi
E(x;Pp)= ;
V’ d
(32)

-

La condition suffisante de seconde ordre (énoncée lors du chapitre 1) est alors:

u u
V,uu ,ud AU

AU
(33) [AU AD] . g >udl aull?+1l ap 1% v[ ]eﬁ
Viaw Viaa || ap AD

B={(AU,AD)/ AU € Kp,AD20V xe Vg}

Si la condition de second ordre (33) est vérifi€e, on peut alors montrer [ROB&2], I'existence
d'un voisinage M autour du point Py tel que si S(Pg) n'est pas vide et si P € M, S(P) n'est pas
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vide. On peut également montrer [ROB82] la continuité de I'application: S:P-——->8(P) ,au
point Pg.

Remarques:
i) Etant donné que T'on considére U et D appartenant  des espaces de dimension finie, on
constate que les critéres de stabilité (33) et (27) coincident. Autrement dit on constate que la

condition de stabilité "au sens de Hill" assure la continuité de la solution du probléme en
vitesses par rapport aux données.
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VI Etude de la localisation et de la régularité de la
solution.

1. Introduction.

Afin d'illustrer la nature du probléme de la régularité et la localisation, considérons
l'exemple unidimensionnel élémentaire qui est montré en figure 1. Il s'agit d'une barre encastrée
a ses deux extrémités et de longueur 1. Elle est soumise & un déplacement imposé a I'extrémité
sﬁpéﬁeure, caractérisé par une fonction croissante et positive du temps t qui sera notée 8(t).

S d
*T*U =58(t)

e —

N
N TIIT777
Figure 1 Barre unidimensionnelle soumise & un déplacement imposé.

La barre est modélisée comme un milieu continu qui occupe l'intervalle (0,1). Le
matériau de la barre obéit a la loi de comportement suivante:

c=(1-D)EE&

1) D=M Sl%p[ £(1) ]

Une solution a cet exemple, la solution uniforme, est caractérisée par les expressions suivantes:

Ux,t) = 8(t) x
D(x,t) = M 6(1)

@)
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Considérons a présent le probléme en vitesses lorsque l'on fixe I'état a t = T. Dans ce cas, on
sait que les vitesses vérifient les inégalités suivantes (voir chapitre 4):

u . .

(V,, U*-U) v U*e K

,u’

v
o

3) 4
V%.,D*-D) =20 vV D*e B

Ot les fonctionnelles Vu, Vd et les espaces K et B ont été définis lors du chapitre 3.
Pour I'exemple considéré, les inégalités (3) deviennent (Voir les potentiels pour la loi de
comportement (2) dans le N°4 du chapitre 4):
1
d[ (1-M 8)E %-E & D)(%* - ‘L—E)dxzo
¥ U* e H1(0,1) /U*(0) =0 U*(1) =3

4
1

G[{ 6NM & D - Eg%](D*-D)deO

VD" e L0,1)/D*®) 20 Vxe (0,1)

ol d = 8(1), N= 6EM2, 8 = 8(1)

Le probléme 4 pourrait également étre formulé a I'aide des formes locales des équations
d'équilibre des milieux continus, auquel cas le probleme de la figure 1 serait formulé comme
suit:

Trouver U(x) € C2(0,1), (E(x), 6(x)) € C1(0,1)xC1(0,1) tels que:

€= %E- (équation de compatibilité)
. |E[(1-D)-M] € si€ > 0 _
C= (loi de comportment)
(5) E(1-D) € sinon
%S =0 (équation d'équilibre)
U) =0 U(1) = 3 (conditions aux limites)
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On appelera "solution classique au probléme en vitesses" les champs qui vérifient (5),
afin d'indiquer la différence avec les champs vérifiant (4) qui seront nommés simplement
"solution au probléme en vitesses”.

Les champs:
© Ux) = x 5;.
D(x) =M d

vérifient, bien entendu, les inégalités (4) ainsi que les équations (5), mais on peut se demander
s'il en est ainsi pour toutes les éventuelles solutions du probleme (4). La réponse est négative.
En effet, on peut montrer que les expressions suivantes: '

U(x) =ax +b< x - L>;

™ 0 sihex =L

D(X)={

c siL <x <l

(ol a, b, c, et L sont des constants a déterminer) peuvent étre solutions au probleme (4) &
condition d'avoir:

8) 52"2;‘/1‘

Cependant (7) n'est évidemment pas, une solution classique puisque U(x) n'est pas
continiiment dérivable.

On peut affirmer dans le cas général que toute solution classique est une solution au
probléme en vitesses et que la réciproque n'est pas nécessairement vérifiée. Tout cela est bien
connu et correspond a la différence entre solution faible et solution classique aux problémes aux
limites en dérivées partielles.

L'étude de la régularité consiste alors, a étudier sous quelles conditions les solutions du
probléme en vitesses sont suffisamment régulieres pour qu'elles puissent étre des solutions
classiques. &

Cette étude peut sembler, & premiere vue, d'un intérét secondaire du point de vue de
I'ingénieur, puisque les solutions physiquement significatives sont les solutions faibles qui ont
été dénommeés ici solutions au probléme en vitesses. Cependant I'exemple considéré montre que
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Emde de la localisation et de la régularité de la solution
la perte de régularité, est accompagnée par une "localisation” de I'endommagement qui peut
précipiter I'amorgage d'une fissure ou méme la ruine de la structure.

En effet, si on calcule les constantes indiquées dans (7) pour que ces fonctions soient
des solutions au probleémes au vitesses, on trouve les expressions suivantes:

1-2M &

1-(1-L)M &

® §-a O<L<1 et
b =~py

o]
\%

1
M

c = 1\-%L—--MLa/(l-*o‘")

On constate alors:

i) I existe une infinité de solutions (pour 3 > 'Z'IET) au probléme en vitesses puisque L

peut prendre n'importe quelle valeur comprise entre O et 1.

ii) On peut diviser la barre en deux zones, une zone en décharge €lastique (I'intervalle
(O,L)) puisque:

(10) sixe (OL) et Ezﬁ alors E=a<0

et une zone, que l'on appelera zone de localisation, ot le mécanisme d'endommagement reste
actif, puisque:

(11) sixe [L,1) D=c>0

iii) Dans la zone de localisation et quelle que soit la solution (7) choisie, le mécanisme
d'endommagement est plus actif que pour la solution classique. En effet quelque soit L € (0,1)
on a:

(12) Dsol. avecloc. =C > M= I')sol. class.

iv) A la suite de iii, on constate que si la structure "suit" une branche avec localisation, la
durée de vie de la structure (mesurée par la valeur de 0 a la rupture) se trouve diminuée par

rapport a la solution uniforme (2). Cette durée de vie sera d'autant plus courte que la largeur 1-L
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Etude de la localisation et de la régularité de la solution
de la zone de localisation est petite, (on peut aussi remarquer que la dissipation intrinséque ne
tend pas vers zéro lorsque L tend vers 1) puisque:

(13) D(x,T) ---> lorsque 1-L-—>0 xe [L]1)

Les remarques précédentes sont valables dans (au moins) beaucoup de cas ( Billardon et
Doghri ont par exemple proposé comme critére d'amorgage une condition de perte de régularité
de la solution, voir Billardon et Doghri [BIL89]), d'ot I'importance de 1'étude des solutions
non-régulidres ou localisées. D'autant plus que de telles solutions sont trés souvent (toujours?)
plus stables, au sens défini lors du chapitre 5, que les solutions réguli€res. Autrement dit les
systémes mécaniques "tendront & suivre" les solutions avec localisation, plutdt que les solutions

réguliéres.

Cela a aussi été constaté expérimentalement ( voir Rice [RIC76] et les références citées
dans cet article). En effet, il a ét€ remarqué lors des expériences en traction que la déformation
initialement uniforme, tend 2 localiser 2 l'intérieur d'une petite bande lorsque les sollicitations
dépassent un certain seuil.

Nous avons utilisé indistinctement les notions de "localisation" et "perte de régularité”
mais on pourrait se demander si la localisation (une constatation expérimentale) correspond 2 la
perte de régularité de la solution (un concept mathématique). Nous ne discuterons pas ce sujet
dans ce texte. Dans ce qui suit (comme dans toutes les références consultées), nous
supposerons que 1'étude de la localisation peut étre confondue avec celle de la régularité de la ‘
solution.

Dans ce chapitre nous nous limiterons a reprendre les résultats de régularité qui ont été
trouvés dans la littérature, sauf peut étre le criteére de localisation (34) du N°3, et qui peuvent étre
appliqués au probl2me qui nous occupe. On doit citer en particulier I'étude de Rice et Rudnicki
[RICS80] et aussi Rice [RIC76], Necas [NEC67], Benallal ,Billardon et Geymonat [BEN89]
Billardon et Doghri [BIL88] Chambon[CHAB6], Ortiz [ORT87].

Nous ne discuterons pas dans ce texte les probleémes li€s au calcul numérique des
solutions avec localisation. Le lecteur intéressé pourra consulter par exemple: Ortiz, Leroy et

Needleman [ORT86], Belytschko, Fish et Engelmann[BEL87], Billardon et Doghri[BIL88],
Doghri[DOGS89].
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2: Etude de la régnlarité de la solution dans le cas élastique
non-linéaire.

2.1 Position du probleme.

On considére A un instant fixe t un solide constitué d'un matériau €lastique-
endommageable en formulation fonctionnelle (voir chapitre 2). On suppose que I'état (U, D) 2
cet instant, est connu. La vitesse d'évolution des variables d'état est alors donnée par (voir
chapitre 3):

Viap) < Viu*p) vure K
(14) (U,D) ( ) €

Véupys Viupy vprep
ouB={De LyV)/Dx)=20p.p.xe Vg)

Tel qu'il a été remarqué 2 plusieurs reprises, le probléme (14) n'est pas linéaire, cela est du au
fait que P n'est pas un sous-espace vectoriel.

Dans ce paragraphe nous n'allons pas considérer le probléme non-linéaire directement.
Nous allons suivre la voie indiquée dans Rice et Rudnicki [RIC80], c'est a dire nous allons
étudier 2 sa place et dans un premier temps, le probléme en vitesses avec I'hypothése du solide
équivalent de Hill.

Dans le contexte présent cela revient a considérer le probléme suivant:

5 Viwp)y< Vi%U*p) vUu*e K
Vd(U,I')) < Vd(U,D*) Vv D*e vy

ol y={Dx)/De LyV)}

y étant un espace vectoriel, les inégalités (15) sont équivalentes a la résolution du systeme

u d :
d'équations variationnelles linéaires (V et V. sont quadratiques) suivant (voir chapitre 1).
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u * * :
V., U =0 VU*e Ko
?

(16)
Ve, D) =0 VD*ey

Le probleme (16) étant linéaire, il caractérise la solution d'un probleme d'élasticité non-linéaire
en vitesses.

On supposera aussi que les forces volumiques appliquées sont schématisées par des
fonctions continues et que I'état (U, D) est caractérisé par des champs réguliers.

On définira la régularité de la fagon suivante: Les champs (U,D) solution de (16) seront

dit réguliers si la vitesse de déformation € = €(U) et le champ de vitesse d'endommagement D
sont des fonctions continues sur V.

2.2 Critére local de régularité,

Dans ce paragraphe nous allons décrire un critere local, c'est a dire une condition qui
doit étre vérifiée p.p. dans V et qui assure la régularité de la solution du probléme en vitesses a
I'intérieur du domine V. Ce critére est la condition dite "d'ellipticité€". Pour l'obtention de ce
critere, nous aurons besoin des formes locales des équations du probléme en vitesses lin€aire

(16).

On considere le solide de volume V et on suppose qu'a I'instant t en question, il existe
au moins une solution (U,D) a (16) qui n'est pas réguliére, avec une surface de discontinuité de
£ et D noté X.

Alors en utilisant la formule de Stokes et compte tenu du lemme fondamental du calcul
de variations, on déduit de la premiére des relations (16) les équations locales suivantes:

2
17) div[azw:?e+aw.f)]+'fd=0 sur V
0£0€ 00D

PIW . PW . .
18 o . D =F oV
il i e
(19) U =04 sur 9yV

2w . W ,
20) @[[8]]ﬂ+‘a—é£ [[DIn=0 sur X
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ol m est la normale extérieure a sur dgV, n la normal 2 X+ et la notation [[x]] =x* - x°
représente le saut de la quantité x a travers la surface X.

De la seconde des relations (16) on obtient:

2D PW o BV L §iG =0
aDaD ~ aDaD aDoE

@n [

ol G =0 est I'équation de la surface du convexe d'élasticité défini lors du chapitre 2.

Parmi ces équations nous aurons besoin uniquement de I'expression (20) qui traduit
I'équilibre de forces d'un coté et de l'autre de la surface T et de la loi d'évolution de
I'endommagement (21).

On se place alors dans un point de la surface de discontinuité Z, a l'intérieur de V. Le

saut de la vitesse de déformation a travers Z n'est pas arbitraire, il doit vérifier la condition de
compatibilité de Maxwell:

(22) [[&N=75(g®n+n®g)

oll g est un vecteur et le symbole ® indique le produit tensoriel des vecteurs g et n.
Le saut de la vitesse d'endommagement 3 travers X sera noté:

(23) [[DI]l=d

Alors a l'aide des expressions (20), (21), (22) et (23) on déduit I'équation matricielle
(24) qui est vérifiée chaque fois qu'il existe une surface de discontinuité:

92w BIAY g
nn n
JEJE oDogE
24) =0
oW [a2c1> L W
0€aD " 9DaD  aDaD

On note H(n) la matrice qui intervient dans (24). Alors si H(n) est inversible quelque soit le
vecteur unitaire n, la seule solution possible & I'équation (24) est:

@ &Z9 si H(n) est inversible ¥ n
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Si (25) est vérifiée p.p. x € V alors la localisation est impossible.

-

Une condition telle que (25) est appelée "critére de localisation”. Le critére (25) coincide,
bien entendu, avec celui énoncé dans Rice[RIC76]. En effet, si on €limine le terme [[ D 1] dans
(21) grice 2 la loi d'endommagement (22) on obtent la relation classique:

(26) (Lnn)g=0

ol L vaut dans ce cas:

L=a2w_a2w [82(13 +azw]-1 2w
OE0€ 0cdD 9DID oDID~ ODOE

A nouveau, si la matrice L n n est inversible quelque soit n et p.p. x € V, la localisation est

impossible. Lorsque L vérifie cette condition on dit que L est un "opérateur elliptique”.
Remarques:

i) Dans la discussion précédent on a suppose G = 0 de chaque coté de la surface Z. Sila
structure considérée ne présente pas de zone élastique, c'est a dire si V = Vg (voir le chapitre 3
pour les définitions de Ve et Vg), le critére (25) est valable partout a l'intérieure de V. Si au
contraire, le solide est divisé en deux zones, une zone & endommagement actif, Vg4 et une autre
élastique V. Alors le résultat énonce est valable seulement a l'intérieur de V4. Cependant on
peut suivre A nouveau le raisonnement précédent, en supposant l'existence d'une surface de
discontinuité A l'intérieur de V. On retrouve alors le critére (25) avec:

92w
27) Hm) =
(27) H() Se0e

qui est toujours inversible si D ¢ D¢ puisque W est une fonction strictement convexe par
rapport 4 €. Par conséquent la localisation a I'intérieur de Ve est dans tous Ie cas impossible.

ii) La condition (25) est un critere de localisation a l'intérieur du domaine V. Il n'assure pas en
toute généralité la régularité de la solution. Pour un éude complet il faut joindre au critere (25)

une autre condition appelée "condition complémentaire” a vérifier sur la frontiére dsV. Pour une

description de la condition complémentaire voir Benallal,Billardon et Geymonat [BEN89].

2.3 Critére global de régularité.
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Une condition globale de régularité peut &tre obtenue directement a partir du critére local
(25) énoncé dans le paragraphe précédent. En effet, on peut montrer (voir Negas [NEC67])

qu'une condition suffisante d'ellipticité de I'opérateur H dans V est la condition de second ordre
suivante:

(28) J €(AU):g(AU) dV + 2 J—“E(AU) AD dV +

]AD AD dv = p(llaull? +11aDl1%

J[anan aDaD

Y (AU,AD) € vg
ot || AUl designe la norme en énergie de AU et || AD|| 1a norme Ly(V) du champ AD.
= {(AU,AD) / AU et AD suffisamment réguliers, AU = 0 sur 0V}

Si I'on emploi la notation utilisée lors des chapitres 4 et 5, 1a condition (28) peut s'écrire de la
maniére suivante:

Vi Vi || aU
@) [av,aD ]| - >udl aull?1l ab 13
u ,dd AD
Vv [AU,AD] € vo

Par conséquent si (29) est vérifiée, l'opérateur H est elliptique dans V et la localisation, a
I'intérieur de V, est impossible.

On peut remarquer que la condition (29) est une condition suffisante d'ellipticité et a

priori plus forte que le critére de localisation local (25).

3. Etude de la régularité de la solution pour le probléme en vitesses
avec endommagement.

3.1 Position du probléme.
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Emde de 1a localisation et de la régularité de la solution
Dans le paragraphe précédent on a considéré la régularité de la solution avec I'hypothése

de Hill. Cela signifie que I'on a supposé que la vitesse d'endommagement D vérifiait de chaque
coté de la surface de discontinuité X, I'expression suivante:

([anan anaD ) (anaa' i

Dans le cas du probléme d'endommagement cela est vrai seulement si:

31 ( € ).20
e odDJE 1
Puisque dans le cas contraire la loi d'évolution de 'endommagement impose (voir chapitre 2):

(32) D;=0

Si on considére maintenant le probléme en vitesses, on constate que la condition de
localisation locale (25) ou globale (29) excluent la possibilité d'apparition d'une classe
particuliére de solutions non-réguliéres, les solutions sans décharge €lastique. Par conséquent
ces critéres ne sont pas, a priori, des conditions suffisanies de régularité pour le probléme avec
endommagement, puisque une solution non-réguli¢re avec décharge €lastique pourrait
éventuellement exister, méme si les critéres (25) ou (29) sont vérifiés.

Mais alors dans les cas ot les décharges élastiques sont impossibles et si la condition de
localisation (29) est vérifiée, on peut affirmer que toutes les éventuelles solutions au probléme
en vitesses avec endommagement sont réguligres. Cela a €té la voie suivie par Rice et Rudnicki
[RIC80], ot il a été prouvé, moyennant quelques hypothéses additionnelles, un critére de
localisation local pour une classe de modeles de plasticité. Nous suivrons alors la méme voie
pour obtenir, a I'aide des résultats obtenus lors du chapitre 4 et dans le N° 2 de ce chapitre, un
critére global de localisation pour le probléeme en question.

3.2 Critere global de régularité.
On se place dans le cadre décrit Jors du N°3 de ce chapitre, sans I'hypotheése de Hill et

lors du N° 3.3 du chapitre 4. On peut alors prouver (voir le chapitre 4) que si I'inégalité (33) est
vérifiée, la décharge élastique est impossible.
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u u
V,uu ,ud AU

@) [AU., AD ]| 4 4 >0 V[auaD]ep
V,du V,dd AD

p ={ (AU;AD) / AU et AD suffisamment réguliers, AU € Ko )
D'autre part si (29) est vérifiée, la localisation sans décharge €élastique est impossible.

Par conséquent si (29) et (33) sont vérifiées simultanément la solution u probléme en vitesses
est unique et réguliére.

On peut alors formuler la condition d'unicité et régularité a I'aide de la relation (34):

u
V,un ,ud AU
34 [AU, AD ] 4 < >udl AUlI%+1] aD 1%
V,du V,dd AD

v [aU,AD]ep k>0

3.3 Exemple élémentaire.

Dans cette section on analysera I'exemple considéré lors de l'introduction a ce chapitre a
I'aide du critére énoncé dans le N°3.2.

Pour le probléme en quesﬁon et pour I'état homogene défini par les expressions (2), le
critere de localisation (34) s'écrit:

1
(35) d[‘(1 D)E[dAU JE dg—U—AD dx +0f 6ND AD2dx =

udl aull2+1l aDl1?%)
Vv AU e H1(0,1) / AU(0) =0 AUQ)=0 V AD € L[5(0,1)
Sion considéfe maintenant des perrufba:ions qui vérifient:
(36) Ag(x) =M AD(x)

I'inégalité (35) devient:

1
37 O[ADz(I-ZD)dxzu(” AU |12+]] aD 1%
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Enude de la localisation et de la régularit€ de la solution

Par conséquent le critére de localisation (37) n'est plus vérifié lorsque:

(38) D=Md()>5
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VII Approximation numérique de 1'élasticité couplée
a I'endommagement

1. Introduction.

Dans ce chapitre nous décrirons une méthode d'approximation numérique du probléme
d'élasticité couplée a I'endommagement , basée sur la formulation variationnelle a deux champs
pour le probléme d'évolution énoncée lors du chapitre 3. Le déplacement et I'endommagement
sont les variables principales de cette formulation et l'approximation par des fonctions
d'interpolation est réalisée sur chaque variable de fagon indépendante. La discrétisation en
espace est réalisée par la méthode des €léments finis, la discrétisation en temps griace a la
méthode des différences finies.On utilise alors une méthode pas a pas, I'état étant connu 2
l'instant t; on cherche la solution i l'instant tj+1 . La recherche du point d'équilibre non-
cooperanf est réalisée par une méthode de decomposmon qui consiste a2 minimiser de fagcon.
successive est séparée les fonctionnelles J et J jusqu'a la détermination de la solution.

11 s'agit donc d'une méthode pour le calcul de points de Nash, et elle est suffisante pour
la détermination de la solution du probléme d'endommagement lorsque celle-ci est unique. Si
une bifurcation a lieu, cette méthode permet uniquement de calculer une solution au probleme

considéré. Le calcul numérique de branches bifurquées ainsi que de leur stabilité n'a pas été
considéré dans ce texte.

2. Approximation numérique a deux champs pour le probleme
d'évolution.
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2.1. Position du probleme.

On considére un solide dont le matériau constitutif suit la loi de comportement en
formulation fonctionnelle, décrite lors du chapitre 2, dans le cas particulier suivant:

i) I'endommagement est caractérisé par un scalaire, c'estadire De Q CR avec Q= [0, D]
ii) L'énergie libre volumique est une fonction quadratique en € de la forme suivante:

1) WED)=5sD)Ko:e:€

ol K, est I'opérateur d'Hooke habituel et g(D) est une fonction réelle, positive, convexe
continiment dérivable dans € et telle que g(0) = 1.

iii) Le solide est soumis 4 des forces surfaciques Fg sur dgV et a déplacements imposés sur d, V.

Les forces volumiques sont nulles.

L'objet de ces hypothéses est de simplifier les notations, le cadre considéré correspond
d'ailleurs a la plupart des applications. L'extension de la méthode qui est décrite dans ce
chapitre a d'autres cas ne devrait pas présenter de difficultés particuliéres.

2.2 Discrétisation du probléme.

Le probléme a résoudre numériquement est le suivant:

Trouver (U(1),D(1)) € (KxA) pourt € [0,T] tels que:

J%uw.omye J(u*, D)) VvV U*e K

2 d d
J(ut,pw)« J (ur, D% v D¥eA

D(x,0) =Dg

J“(U,D): jwd(s(U);D)dv- J'FdU ds
v ds¥
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d
J(u;p)= [o(D)av) + [¥EDyav
\% A%

1
Y= 5gD) Sup  Ko:&(U®):e(U())
0¢< T ¢t

K = { U(1) suffisamment régulier / U(t) = Ug(t) sur 9,V }

A = { D(1) suffisamment régulier/ D(t) e Q V x € V}

et la notation U(t) indique la valeur de U a l'instant t et Ut indique I'histoire U(t) 0<t<t
La discrétisation se fait en deux €tapes, la discrétisation en temps et la discrétisation en espace.
2.2.1 Discrétisation en temps.

On discrétse l'intervalle [ O, T ] au quel on s'intéresse en tg =0, 13, 12, ...... ,ta=T et

on approche les fonctions U(x,t) et D(x,t) par différences finies en temps. Le probléme est

donc réduit au calcul de: ( U(x,t1) , D(x.t1) ), (U(x,t2) , D(x,t2) ) . ... U(x,tn) , D(%,tq) ).
Le calcul du "Sup” dans la fonctionnelle ¥ est alors:

aW aW oW
3) S E(1),X)] =S E(t0).D(1) ), D)), ...
:() - titﬁ{ (0.X)] = Sup [ =—(&(0).D() ) , A E(t1).D(t) )

dW
S B E(t),D(t;) )
'a—ﬁ( 1 L ]
Si on introduit les notations suivantes:

@ oz =%Sﬂp [ Ko:€&(to) : E(to) , Ko : E(t1) s E(t1), ..., Ky E(fi-l) tE(ti-1)

1
yi=5 Ko : &) : E(t)

I'ekpression (3) devient:

oW
()  Sup [31-)-( &(1).X)] = g'(D(t) )Sup [ zi-1, yi ]

0¢ T ¢ 4
La fonctionnelle ¥ discrétisée est alors:

©) W) =¥i=[gD) -g00w) ] z
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Cela signifie que pour le calcul de I'état a I'instant t;, il suffit de "retenir” en mémoire le champ z
a l'instant tj. et non toute I'histoire de déformations.

On peut alors utiliser une méthode pas a pas ol I'état a l'instant t; est caractérisé par:

(Uix) , Di(x) ) € (KjxA)  tel que:

T%wu;.piye Jh(u* D) v  U*e K;

@ oo s I oD Vv D'ea

ol (Ui, Dj) = (U(xt),D(x,1)); K; est I'ensemble des champs C.A. 2 Uq(t) et J ? est la

fonctionnelle Jd discrétisée en temps, d'expression:

® Jiui,pH= [O(Di)av)+ [FiUiDpav
v v

L'état 2 l'instant tj. intervenant comme paramétre dans l'expression de ‘¥j(U;,D;).

2.2.2 Discrétisation en espace

Dans ce paragraphe on décrira la discrétisation en espace du probleme (7). L'indice i qui
indique la discrétisation en temps sera omis afin de simplifier la notation.

On utilise la méthode des €léments finis. Le volume V = V M 9V est divisé en P
éléments Ve. Les champs U(x,t;) et D(x,t;) sont approchés par de polyndmes définis & l'intérienr

de chaque élément Ve. C'est a dire:

m
Ux.t) = Up = N‘j‘(x} uj
=

n
D(x,t)) = Dy = Z N?(x) d;
ji=1

&)
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ol N;-J(x) et N?(x) sont des fonctions d'interpolation et uj et dj les inconnues nodales de

I'approximation (9) a l'instant t = t;.

La discrétisation de K (2 l'instant t;) en Ky, est réalisée par une méthode d'éléments finis
conformes tout 2 fait classique (voir par exemple Bathe [BATS2]). La discrétisation du convexe
A présente par contre quelque particularités:

- Tel qu'il a été discuté lors du chapitre 6, les champs de déformation et
d'endommagement peuvent présenter de discontinuités. La continuité de D entre éléments n'est
donc pas imposée.Par conséquent les fonctions d'interpolation N9 (2 la différence des NU) ne
sont pas continues sur V, mais elles appartiennent encore a La(v), comme le montre les
exemples unidimensionnels de la figure (1).

N" N¢
A
/\ X A X
—e o —Pp> @ o & o—Pp
| Ve Vorr Vero Vers Ve Ver1. Verz Veus
a) b)
figure 1 Fonctions d'interpolation des variables du probléme d'évolution. a) Fonction

d'interpolation pour la discrétisation du déplacement. b)Fonction d'interpolation pour la

discrétsation de l'endommagement.

Cela permet de décrire de discontinuités de I'endommagement entre les él€éments mais
pas a l'intérieur. Cette modélisation est cependant jugée valable. Des calculs avec des bandes de
localisation a l'intérieur des éléments sont néanmoins possibles, (voir Ortiz, Leroy et
Needleman [ORT87], Belytschko, Fish et Engelmann [BEL88], Doghri [DOG89])

- L'approximation de la contrainte D € Q peut &tre envisagée de deux facons différentes:
a) Elle est vérifiée, apres discrétisation, partout dans le volume V. b) Elle est vérifiée, aprés

discrétisation, seulement sur les inconnues nodales. On précisera par la suite chacune de ces
possibilités.
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2.2.2.1 La vérification de la contrainte est réalisée partout dans le volume V.

Alors on obtient I'ensemble discrétisé A{, qui est défini de la fagon suivante:

n
(10) AL={djeRn/Dy = ZN?(x)dj €Q VxeV)
=

Le convexe ainsi obtenu est une approximation interne de A. On a en particulier que A}l est un

sous-ensemble de A. Dans la pratique, cette possibilité est envisageable (dans le cas général)
seulement si on substitue la contrainte D € Q par un terme de pénalisation dans la fonctionnelle

J ﬂ. Cela sera discuté lors du N° 2.5.1

2.2.2.2 La vérification de la contrainte D € Q est réalisée uniquement sur les inconnues
nodales.

On obtent alors I'ensemble discrétisé AE qui est défini de la fagon suivante:

11) Ap={djeR"/djeQ Vj=12,...,n)
D,

[
Q=[0,1]

d,

%)
W

O—----5---

{'\

e
X

| RS

Figure 2 Champ d'endommagement D(x) approché par un polyndme du second degré.
dje QetDhe Q

Cette approximation est préférable du point de vue numérique. Notamment elle permet d'utiliser
les algorithmes de minimisation avec projection qui seront décrits lors du N° 2.4.2. Néanmoins
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dans le cas général on a que ALI n'est pas un sous-ensemble de A, comme le montre l'exemple

unidimensionnel de la figure 2.

On peut donc se demander si I'ensemble A%,I est une "bonne" approximation de A. Bien
que la réponse soit négative dans le cas général, I'ensemble AIhI est, dans certains cas

particuliers, une approximation adéquate de A comme le montrent les exemples donnés dans la
suite.

Par exemple dans le cas particulier ol les fonctions d'interpolation N}i(x) vérifient la

relation suivante:

(12) 0= N;-i(x) <1

on peut montre que:

a3 A=Al ca

En effet quelle que soit 'approximation par éléments finis choisie on a:
n
E : d
(14) N j x)=1
=
Par conséquent si (12) a lieu et si dj € A alors

n

15 Dh= Y Niwd eo
i

du fait de la convexité de 2. Ceci est le cas des fonctions d'interpolation linéaires par

morceaux.

Une étude abstraite de 1a convergence dans le cas général n'a pas été réalisée mais on a
testé numériquement quelques éléments couramment utilisés dans le calcul de structures
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bidimensionnelles. Le tableau I permet de comparer la solution analytique et la solution par
éléments finis avec trois types différents d'éléments, pour le probléme suivant:

Trouver D(x) € A tel que:

*

d
(16) J(D)st(D*) Y D'eaA

1
1
d 1

o J (D)= U[(m(MD+Y0)2-YD)dx1dx2

A={D(x1,x2) € L2/D(x1,x2) €[ 0,Dc] V¥ (x1,x2) € [0,1]x[0,1])

avec: Yo = 0.30, M=4, D. = 0.995 et les différentes valeurs de Y (Y est une constante) qui sont
indiquées dans le tableau I.

Dans les calculs numériques D(x1, x2) est approché par des fonctions d'interpolation de
Lagrange (éléments a 4 et 9 nceuds) et de Serendip (€lément 2 8 nceuds). L'ensemble A est

approché par AH La minimisation de J g( D) sur AH est réalisée avec l'algorithme de relaxation

avec projection (voir le N° 2.5.2. de ce chapitre).
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Y
0.049 1.600 4.900
SOLUTION D(x) 0 0.325 0.995
EXACTE J4o) 0 -0.845 -10.390
S ELEMENT d
e) A 1212134 0 0.325 0.995
L 4 NOEUDS e
U
T
I d
0 J, © 0 -0.845 -10.390
N
4 ELEMENT d.
A A i=1,3,5,7 0.072 0.325 0.816
R
§ NOEUDS S 0 0.325 0.995
E l=2,4,6,8
L e
I\E,I J ﬁ ®) -0.012 -0.845 -10.460
E
N
: d
S A . o RHf 0.325 .99
9 NOEUDS =1 sd 0 0.995
F
i
N .
I J g D) 0 -0.845 -10.390
S
Tableau I comparaison de la solution analytique avec les calculs numériques

avec différents types d'éléments pour un probléme de minimisation avec contrainte.
Role de la discrétisation de I'ensemble A.

On constate donc que l'ensemble discrétisé Alhl "passe avec succes" le test proposé

lorsque I'on utilise de polyndmes d'interpolation de Lagrange (€léments a 4 et 9 nceuds). Ces
résultats ont été confirmés lors d'autres exemples. L'approximation de A par Ag est alors jugée

acceptable dans ces cas particuliers. L'élément a 8 nceuds par contre ne peut pas €tre utilisé si
I'on approche A par AH :
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2.2.3 Le probleéme discrétisé.

Une fois choisi 'ensemble Ay, il ne reste qu'a discrétiser les fonctionnelles J 9 enJ ?1 et

Jlen] lﬁ On a donc a résoudre le probléme discret suivant:

Trouver (u,d ) € KpxAp C RMxRP  tel que:
. Jia®, a Y u'eKy

17)
W, o Tw,dH vV d%e Ap

Les fonctons Jﬁ et Jg dépendent bien entendu des fonctions ©(D) et g(D) que I'on a

choisies. Leur expression, dans le cas particulier oit g(D) = 1-D et @(D) est représentée par un
polynome du second degré, est donnée dans le N° 3. de ce chapitre.

Pour décrire complétement la méthode numérique, il suffit maintenant de proposer un
algorithme pour la recherche des points de Nash.

2.3 Algorithme de décomposition.

On suppose connu 1'état a l'instant tj.; et on souhaite calculer les champs (U(x),D(x))
(discrétisés par éléments finis ou non) a l'instant t;. On procédé alors comme suit:

a) On utilise comme valeur de départ DO (D(x) a litération 0) le champ
d'endommagement 4 l'instant tj.;.

b) On calcule le champ déplacement v (U a I'itération j) qui minimise la fonctionnelle

Uil N .
v—J wpha champ d'endommagement constant. C'est & dire U est la solution de:

agp Ju, oy« I ot ot v U'e K
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¢) On calcule le champ endommagement D’ (D a Tlitération j) qui minimise la

d . . :
fonctionnelle D —> J (UJ,D’) a champ déplacement constant. C'est a dire D’ est la solution de:

d 5 = 2
19) J(UJ,DJ)st(UJ,D*) v D'eA
d) Le processus est répete jusqu'a convergence vers une solution du probléme.

Dans les paragraphes 2.4, 2.5 et 2.6 de ce chapitre, on décrira en détails les €tapes: b,c
et d respectivement du schéma précédent.

On peut constater que cet algorithme peut étre comparé aux algorithmes itératifs 4 matrice
sécante bien connus en mécanique de structures. Cela est illustré a l'aide de I'exemple
unidimensionnel de la figure 3.

A
(¢
E E(1-D)
/\ ‘5
2
£
figure 3 contrainte en fonction de la déformation dans le cas unidimensionnel. Illustration

de l'algorithme de décomposition.
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Le graphe de la figure 3 montre la courbe & en fonction de € pour un élément de volume
unidimensionnel (avec g(D) =1 -D ). L'élément de volume est soumis a une contrainte imposée
de valeur G.

On prend comme valeur de départ DO = 0 et on minimise la fonction J Y] u(s,]:)‘:')
correspondante. Cela revient, tel qu'il a été indiqué lors du chapitre 3, a la solution d'un
probléme d'élasticité linéaire avec module d'élasticité (1- DO) E. Cette minimisation est donc
obtenue pour la valeur £ = €! qui est indiquée en figure 2.

Le pas suivant est la minimisation de J d: jp R | d(el,D}, c'est a dire le calcul de D qui
vérifie la loi d'endommagement pour € = €1. Cela est indiqué en figure 2 par la valeur D1 tel que
la droite de pente (1- D) E passe par l'origine et par le point 1. Ce point est donc le résultat de
la premigre itération de algorithme de décomposition utilisé. On constate donc que dans ce cas
particulier cet algorithme coincide avec l'algorithme itératif & matrice sécante.

Un étude abstrait de la convergence de cet algorithme n'a pas été réalisée, cependant il a
été testé avec succes dans tous les exemples proposés.

D'autres algorithmes de décomposition sont possibles. Dans Bensoussan, Lions,

Temam [BEN74] par exemple, il a ét€ proposé un algorithme ot la convergence, sous certaines
conditions, est démontrée.

2.4 Minimisation de la fonction J}.

I1 s'agit d'un calcul €lastque classique. On tient alors compte de la contrainte u = U?,

sur 9V, par exemple, par la méthode de pénalisation (pour la description des méthodes
standards de prise en compte de la contrainte u = U?] voir Bathe [BAT82) ), le probléeme (18)

devient donc:

(20) 3§(u,d)sjﬁ(u*,d) vV uf e Rm

o
o Jp(u,d)=Jjcu,d)+5[(un- U2+ (up- U2 + .oceo + (uig - URPA
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0. est une constante fixée A priori et "trés grande” par rapport aux termes diagonaux de la matrice

de raideur. U‘l1 , U?z > waneee s Ucllq sont les déplacements imposés correspondant aux dégrées de
liberté 11, 12, ......, 1q. Le probleéme (20) est donc équivalente a la résolution de 1'équation

linéaire en u suivante

m
@1) V3“h=j§ Kij(@uj - fi + o[ (w1 - Uf) + (o2 - U + e + (uig - Ui =0

ol Kjj(d) est la matrice de raideur qui est une fonction de I'endommagement (celui-ci est

u
constant lors de la minimisation de J; h ), u est le vecteur des déplacements nodaux et f celui de

forces nodales.

On peut remarquer que si dj# D¢ j=1,2, ..., n. la matrice K est définie positive 2

u
cause de la convexité de J| h en u et le probléme (21) posséde une solution unique si on impose

des conditions aux limites en déplacement (d,V est d'aire non nulle).

Cela n'est pas le cas s'il y a des nceuds o d prend la valeur D, puisque alors la matrice
K peut étre singuliere (rappel d = D¢ si g(D) = 0 ).Il y a, dans ce cas, plusieurs solutions
envisageables, parmi celles-ci on a choisi la plus simple & mettre en ceuvre. Elle consiste 2
approcher la valeur D¢ par une autre valeur, que l'on notera Dy, tel que:

1) gDp)=n>0
Alors la matrice K est inversible quelque soit dj € [0, Dp] et Dp ---> D¢ lorsque n --> 0.

Tout cela est illustré plus clairement par I'exemple suivant:

g(D) = (1-D)

@) 9-10,1]

Alors Q peut étre approché par:

23) Q,=[0,Dp] 0<Dp<1
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E (1-Dy)
> = >
e £
a) b)
figure 4 Contrainte en fonction de la déformation, role de I'ensemble Q

a)Q=[0,1]1b)Q2=[0,Dp]

La figure 4a montre le graphe ¢ en fonction de € avec 1'ensemble Q défini par (22) et la
figure 4b celui associ€ a (23).

Remarques:

i) La méthode ici proposée présente quelques similitudes avec la méthode de pénalisation
en théorie d'optimisation. L'introduction de l'ensemble Q, apporte aussi des effets

régularisants. Dans le cas unidimensionnel considéré dans le paragraphe 2.4., on constate par
exemple que pour n'importe quelle contrainte imposée G, il existe une selution (€ ,D) qui vérifie

la loi de comportement, méme si G > Omax. Lorsque G > Omax, la solution dépend du parameétre

5 um
Dp (E =TDE ; D =Dy, ) et et on peut remarquer que:

(24) € ---> 4o lorsque - Dp---->1.

Ce résultat ne manque pas de sens physique. Dans le calcul de structures on trouve de
résultats qui sont en général aussi faciles a interpréter.

ii) Le parameétre Dy doit étre choisi en fonction du maillage utilisé. En effet, on peut
constater a l'aide de la figure 4 que la loi de comportement devient, lorsque D = Dp, une loi de
comportement €lastique avec raideur élastique M Kg. Or, des point de singularité sont
susceptibles d'apparaitre (s'il n'y en a pas dans la géométrie initiale de la structure) comme
conséquence de la localisation de I'endommagement sur une bande d'éléments puisque
I'épaisseur de celle-ci peut tendre vers zéro lorsque le maillage devient de plus en plus fin

- Par cons€quent si Dy reste constant lorsque h ----> <o, on

pourrait avoir des contraintes infinies dans une zone fissurée!. Il faut donc fixer Dy de tel fagon
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que pour le maillage utilisé, on obtienne des "contraintes petites” par rapport a celles de la zone
non-endommagée, on doit avoir en particulier Dy -----> D¢ lorsque h —---> ee.

2.5. Minimisation de la fonction ]?1

: d
La minimisation de J g est réalisée élément par €lément, cela est possible puisque J

u

(ainsi que J ) ne contient pas de dérivées spatiales de I'endommagement. La minimisation
élément par élément simplifie notablement la mise en ceuvre de la méthode et permet une grande
économie de temps lors des calculs.

Dans la suite de ce paragraphe on décrira quelques méthodes de minimisation avec
contrainte bien connues en théorie d'optimisation et qui sont applicables au probléme en
question. On classifiera ces méthodes en deux groupes, les méthodes avec pénalisation qui
seront utilisées avec I'ensemble discrétisé AL et qui sont applicables dans le cas général et les

méthodes avec projection qui sont utilisées avec I'ensemble AE, de mise en ceuvre plus simple

mais qui ne peuvent étre utilisées que lorsque 1'on utilise certains types d'éléments.

2.5.1 Méthodes de pénalisation.

L'idée de la pénalisation consiste a approcher le probléme:

25) Inf Jg de A}

5 G s ok 4 ! 4 ; d
Par un probléme de minimisation sans contrainte en ajoutant a la fonction J h le terme de

pénalisation G(d) ce qui donne le probléme suivant:

26) Infly@  dere

L@ =T +;11-G(d)
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La fonction G(d) : R? ----> R doit présenter les propriétés suivantes:

1) G est convexe, continfiment différentiable et coercive
i) G(d) =0 <=> de A}

Alors si on note dy 1a solution du probléme (26) (qui peut alors €tre obtenu par une méthode
classique quelconque), on peut montrer que (Glowinski, Lions, et Tremoliéres [GLO76)):

27) dn-->d lorsque n-->0

11 existe une infinité de termes de pénalisation possibles pour chaque convexe A{, . Voici deux

exemples.

d
On considére 1a méme fonctionnelle J et le méme ensemble A de I'exemple (16). Un

terme de pénalisation possible est alors:

1
1

28) GD)= J[<-D(x)>2+<D(x)—Dc>2]dx; dxo

Apres discrétisation on a donc:

1

1
n n
5 _ d L2 d . 2 '
29 GMD)= [ <- Nj(x) dj >53 + < Nj(x) dj -D¢>731dxp dxg
j=1 j=1

Quelques résultats numériques correspondant a cet exemple sont montrés dans le tableau I1.

On peut constater que la convergence est linéaire en 1), mais la recherche du minimum de
ITI est de plus en plus longue lorsque 1 approche O & cause de la non-linéarit€ croissante de la

fonction en question.

On peut aussi remarquer que les valeurs de dy approchent la solution exacte par
"I'extérieur”. C'est a dire que dr € A, ce pourquoi la méthode de pénalisation est dénommé

dans ce cas "pénalisation par I'extérieur”.

|
i
!
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Une pénalisation "par l'intérieur” est toutefois possible, par exemple:

1

d
6o Ijm=J"+n G[[D}x) .

1

1

B55 - De ] dx1 dx»

1) destiné a tendre vers 0

Le terme de pénalisation dans (30) est appelé "fonction barriére"” puisqu'il empéché a D(x) "de
sortir de A" au cours des itérations.:

SOLUTION PAR ELEMENTS FINIS AVEC
SOLUTION
CHARGEMENT] PENALISATION EXTERIEURE
EXACTE
ELEMENT A 8 NEUDS
¥ DX | J9m) n =100 g [, ®
0.8 x 1072 194x10° 9768 x10°
2 T ;)
0.4 x 1072 -9.88 x 10 -4.960 x10
0.049 0 0 3
0.9 x 10°3 225x10% | -1.1299 x10
05x10% | -125x10% | -62875x10°
0.8 x 102 0.9998 -10.3938
0.4x 10 -2 0.9974 -10.3908
4.900 0.995 |-10.387
0.2x 1072 0.9962 -10.3893
0.1x 102 0.9956 -10.3885
Tableaull  Comparaison entre la solution exacte et la solution par éléments finis avec

pénalisation extérieure.

La mise en ceuvre informatique de la méthode de pénalisation est assez délicate & cause
de la trés forte non-linéarité de la fonction In(D) lorsque 1 est proche de 0 (faicheuse tendance 2

l'overflow). Usuellement le calcul est réalisé par étapes. On obtient une premiére approximation

de dj avec m "relativement grand” et on recommence le calcul avec 1 plus petit en prenant
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comme valeur initiale le résultat obtenu précédemment. On répéte ce cycle jusqu'a obtenir des
valeurs jugées satisfaisantes. On obtient donc une suite de valeurs dy dont on peut prouver que

la fonction dy ---> J n(d“) est décroissante lorsque

n --> 0.
Lorsque €2 est un ensemble borné un critere de convergence acceptable est le suivant:

G | @q)j- @n)ja | S"S_c

ol (dn)j estla valeur de d qui minimise Iq(D) pour N =mj, D¢ estle Supde Q et € estun

erreur jugée admissible.

2.5.2 Méthodes de projection.

Une méthode préférable, lorsque elle est applicable, est la méthode de projection. Il
s'agit d'une adaptation de certaines méthodes classiques d'optimisation (relaxation, gradient
conjugué, etc.) au cas de la minimisation avec contrainte. Voici un exemple:

- Méthode de sur-relaxation (ou sous-relaxation) avec projection. On décrira cet
algorithme en trois étapes, d'abord l'algorithme classique de relaxation dans le cas sans
contrainte. On décrira par la suite I'accélération par sur-relaxation et finalement I'extension de
ces algorithmes au cas avec contrainte.

a) Algorithme de relaxation cas sans contrainte. On suppose connues les valeurs
dk-1 = (@5 1d5Y, ..d5Y) (@ a litération k-1). La méthode de relaxation consiste alors 2

calculer d]k (composante j de d & I'itération k) comme la solution de :

2 X d 1 >
(32) Jd(d’i e diyLdL AL L d ST L D

v i*e Q

d
(Un algorithme de décomposition pour la minimisation de la fonction Jh )
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Par exemple, lorsque Jd est une fonction quadratique définie par:

d n
33) J = S Hididj+
1

= 1

npe

I; d;
1

ol H est une matrice symétrique définie positive et I est un vecteur & n composantes.

Alors l'algorithme (32) dévient
i-1 n
k 1 k 1
BG4 4 ='".HI(Z Hijdf + XH‘J i -I)
j=1 j=1+1

b) Algorithme de sur-relaxation (sous-relaxation), cas sans contraintes. Une
modification de (32) qui augmente la vitesse de convergence est connue sous le nom
d'algorithme de sur-relaxation. Le calcul de d¥ se fait alors en deux temps.

k-1/2

On calcul d'abord la valeur intermédiaire d; (dk-1 supposé connu) i l'aide de

l'algorithme de relaxation décrit premiérement. Clest a dire:

@5 J@2, LT R A T Ly P Idsn, Bt o L I
v d*e Q

On calcul par la suite la valeur d}( (dj a l'itération k) par:

36) d=-0d ! +od?

Oi o> 1 (o < 1 pour la sous-relaxation) est choisi convenablement.
c¢) Algorithme de sur-relaxation (sous-relaxation), cas avec contrainte. Les algorithmes
(32) ou (35)-(36), valables dans le cas sans contraintes peuvent étre étendus au cas avec

contraintes a l'aide d'un opérateur de projection.

Le probléeme est donc le suivant:
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G Inf IS de Ap

[y

ou
Al={djeRn/ &e [0.Dp] Vj=12,...,n)

Le calcul est, comme dans le cas précédent, divisé en deux étapes. On calcule d'abord la
valeur intermédiaire d}"m (dk-1 supposé connu)  l'aide de l'algorithme de relaxation défini par

(35). On calcule par la suite dljc de la facon suivante:

(38) df=Po((-0)d +0d™?

ol Pq est I'opérateur de projection de dj sur I'ensemble Q défini par [0,Dp].Clest a dire:

0 si x<0
39) Pax)=9x si 0<x<Dp
Dp si x > Dp

La convergence de cet algorithme a été montrée dans la cas général défini lors du N°1 de ce
chapitre (voir Glowinski, Lions, et Tremoli¢res [GLO76] ).

Lorsque £ est un ensemble borné, un critére de convergence acceptable est le suivant:
k.gkl]] <o
(40) || dk-d ”éﬁ'
C

oll L est une erreur jugée admissible.

2.6 Critere de convergence de l'algorithme de décomposition.

Soit (U",D") les champs de déplacement et d'endommagement a I'itération n. On admet
que (UD,DM) est un point de Nash si:

@41) ||leu(Un,Dn)|1Et|j§§cij<d>uj-fingtnfin
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Ou 7 est un facteur imposé a priori et jugé satisfaisant.

En effet, avec 'algorithme de décomposition utilisé, les champs (UR,D") "vérifient" la
seconde des inégalités (17). Autrement dit, U™ et D" vérifient la loi d'endommagement avec
une précision jugée acceptable. D'autre part I'expression (41) sera satisfaite seulement si
(Un,Dn) vérifient les équations d'équilibre, c'est & dire la premiére des inégalités (17), avec une
précision aussi jugée satisfaisante. Par conséquent on utilisera la relation (41) comme critére de
convergence.

D'autres critéres de convergence sont possibles, par exemple:
@2) Apll Un -Unl || +A5]l Do -Do-l || <t (Ayll U || + Azl Do ]}

Ou Aj et A2 sont deux constantes que 1'on fixe adéquatement. Le critére (41) qui a un sens

mécanique précis a €té préféré a (42). On peut aussi considérer l'utilisation de plusieurs critéres
simultanément.

3. Exemples.

Dans ce paragraphe on présentera quelques résultats numériques obtenus par la méthode
proposée. Celle-ci a été installée dans le code de calcul par éléments finis "VISCOENDO"
développé par A. Benallal. Les potentiels suivants ont ét€ utilisés:

gD)=1-D

1 2
Kop:€8:€=75[A&EWK+2NEjEj]

(43) 0 siD<0
om)=3 mFMD-Ye)>  si0sD<Dp
oo siD > Dp

L'ensemble Q =[0, 1] est approché par I'intervalle [0, Dpl. A, 11, M et Y sont des paramétres
du matérian.

Apres discrétisation on a les fonctions suivantes:
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1 m m
Ja=3  ZKi@uiuj - 3 fiu
(44)

m m
z lHij djdj; + ,Elli(u) dj
= 1 =

[K@=3% J(1-[Nu]({d})[B]T[A][B]dV

e Ve

[H =3 [M (N4T(Nd} gV
e Ve

[I(w] = Z I(Y(u) Yo) (N4}T dV

Y() = 5(u)T (BIT (A] [B] (u)

f} = Nu)T(f} dS
{f} %VA\;U )

La matrice [B] est la matrice de passage déplacement-petites déformations et [A] la
matrice d'élasticité, telles quelles sont définies habituellement (voir par exemple
Bathe[BAT82] ).

L'ensemble A est discrétisé en AE, c'est a dire:
@5) Ap={deRn/0<dj<Dp j=12, ...,n)

On utilise l'algorithme de décomposition décrit lors du N° 2.3 de ce chapitre. La minimisation

de J p st réalisée élément par €lément a l'aide de l'algorithme de sous-relaxation avec

projection décrit dans le N°2.5.2. de ce chapitre.
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.

3.1 Structure a deux barres soumise a un cisaillement pur.

Cette structure est constituée par trois €léments isoparametriques en contraintes planes a
4 nceuds (voir figure 5), I'élément du milieu étant beaucoup plus rigide que les autres. Les
éléments 1 et 3 sont constitués de deux matériaux a module d'élasticité différent (E; # Ep). Les
conditions aux limites et les déplacements imposés sont tels que chaque élément est soumis a un
état de cisaillement pur (011 =0, O22=0, G12 =1 # 0). Le déplacement imposé Ud est
caractérisé par une fonction monotone croissante et continue du temps t.

L v =0.30
|” i
- L Yp=0
figure 5 Modélisation par éléments finis du modele a deux barres.

On peut remarquer que cet exemple est semblable au modele & deux barres considéré lors
du chapitre 4. On peut donc calculer la solution exacte. A la différence du modtle du chapitre 4,
les caractéristiques du matériau des €léments 1 et 3 sont différentes. On a donc des lois de
comportement dont 1'allure est indiquée en figure 6.

Y1 et Y3 dénotent les déformations angulaires respectives caractérisées par:

Us
= 2(E12)element 1 =—1j'

Ud-Us
Y3 = 2(€12)element 3 = L .

(46)

Uz et Ud étant les déplacements respectifs des nceuds 3 et 7 indiqués dans la figure 5.

L'équation d'équilibre impose:
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(47)  (C12)é1ément 1 = (C12)élément 3

On peut alors effectuer le calcul en deux €tapes:

| T3
Iy 4
——
e ~
/ \

N |

\ |

\ i

\ 1

\ ‘
i* >
Y1 Y3 Y3
figure 6 Représentation graphique de I'équation d'équilibre et des lois de comportement

des éléments 1 et 3 de la figure 5.

a) Lorsque Y3 < 'YZ (Y; étant la valeur indiquée en figure 6) on constate (voir figure 6) que

'endommagement et la déformation sont des fonctions croissantes du déplacement imposé Ud,
Alors 2 partir de l'équation (47) avec les conditions de compatibilité (46) et les lois de
comportement de chaque €élément on obtient 'expression (48) qui permet de déterminer 1'état du
systéme en fonction de Ud.

3 ud ., Ud 2
(48)  (K1G1+K3G3)(3)3 - 3K1Gy - (13)2- [ G3(1+ p3) + Gai(1+ p1) - 3K1G1( )T W3

ud yd
+[G1 (+pp) - -Ki G (] 1=0

et R O pime
2(1+1) ZM; ™M

b) Lorsque Y3 > 'Y; il y a une décharge élastique dans I'élément 1, on a donc un comportement

élastique avec module d'élasticité (1 - D*)G; (D* étant la valeur de 'endommagement qui
E 3
corresponde & ¥3) dans le premier élément et un comportement élastique endommageable dans le
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troisiéme. On peut remarquer que dans ce cas particulier cette solution est la seule solution
possible. On peut alors déterminer l'état du systéme en fonction de U9 2 l'aide de la
relation (49).

d
49) l‘JI'_-=—[K3(331’(1-D")Gi](Y3)3+[1-!-{ G3(1+p3)/(1-DMGi} 173

La relation (49) est représentée graphiquement dans le plan (U9, ¥3) en figure 7.

ul

!

19

Ve

Figure 7 Représentation de la relation-(49) dans le plan (U9, ¥3)

On peut constater que pour Ud > Uy (U étant la valeur indiquée en figure 7) la solution

au probléme considéré n'existe pas (on suppose que la rupture locale définie par Dy = Dy n'a
pas ét€ atteinte).

Les figures 8 et 10 montrent les courbes force (somme des composantes horizontales
des réactions des nceuds 7 et 8) en fonction du déplacement (Ud) pour les valeurs de (E; , Ep)
indiquées dans chaque figure. les courbes contrainte en fonction de la déformation (T en
fonction de ) dans chaque €lément et dans les deux cas considérés sont indiquées en figures 9a
et 11a.L'évolution de 'endommagement en fonction du temps est indiquée en figures 11a et
11b. On peut remarquer la précision du calcul numérique dans ces deux cas particulierement
simples. On constate, dans I'exemple de la figure 8, que la rupture locale de la barre 3 est
atteinte avant que Ud = U. Dans l'exemple de la figure 9 par contre, la perte d'existence de la
solution a lieu pour D = 0.5 (ce phénomene est appelé par fois "instabilité" ).Il existe cependant
quelques points co;respondant au calcul numérique aprés Ia perte d'existence de la solution
analytique, cela est du a la approximation de l'ensemble Q par l'intervalle [0,D,], ot Dy =
0.999. (voir le N°2.4. de ce chapitre)
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200.1 L
150.L R
I
100.] 4
0L -
0.1
% —1 L s o LT T ' =
H 2 4 B B8 L0 12 £ 16 .

figure 8 Modele a deux barres (E1 = 200000.MPa , E3 = 90000.MPa). Force en fonction
du déplacement. Comparaison entre la solution analytique (— ) et le calcul
numérique ( **x* ).

T + T 4 ¥ 3 + r_-{,-—...._..-p.. _‘.—'+"“‘*_—I‘“*_‘“':'l‘—'+

200.L ! , 1 10, . |

] X B4 &
0.l FE 1

r 1 H ;r \ ! /

S Vool /T
1c0. L § Ny \ I s

*

/ Lo
7 T4 p
i I A

0—:: ! \H I D-— —4‘."':::“"'."““'..» ----- ‘-"'.‘-.j
o A e e R W G TR T ) 6T TR TR Tl T
a) b)
figure 9 Modele a deux barres (E; = 200000.MPa , E3 = 90000.MPa). Comparaison

entre la solution analytique ( — ) et le calcul numérique ( * = = ). a) Contrainte en fonction de
la déformation (T en fonction de v ) dans les éléments 1 et 3 b)Endommagement en fonction du

temps dans les éléments 1 et 3.
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2301

figure 10 Modele a deux barres (E; = 200000.MPa , Ez = 160000.MPa). Force en
fonction du déplacement. Comparaison entre la solution analytique (— ) et le calcul
numérique (* * * ).

ol :g‘

L]
1 - 81 1
2001 - J
m
-
-
x o
150.1 X i
x| T
k]
100..L 2 1 4

a) b)
figure 11 Modele a deux barres (E1 = 200000.MPa , E3 = 160000.MPa). Comparaison
entre la solution analytique ( — ) et le calcul numérique ( = * = ). a) Contrainte en fonction de
la déformation (T en fonction de v ) dans les éléments 1 et 3 b)Endommagement en fonction du

temps dans les éléments 1 et 3.
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3.2 Cylindre infini 4 paroi épaisse soumis a des déplacements imposés sur la
surface extérieure.

On considére un cylindre infini en conditions axisymetriques. Le maillage correspondant
et les conditions aux limites sont indiqués en figure 12. Le chargement en déplacement imposé
sur la surface extérieure est caractérisé par une fonction monotone croissante du temps tel qu'il
est indiqué dans la méme figure. Les figures 13a, 13b et 13c montrent I'évolution de la
contrainte radiale, tangentielle et de 'endommagement sur I'épaisseur du cylindre pour les 4
valeurs de Ud indiquées dans ces figures. Pour le premier niveau de charge le comportement est
encore purement €lastique. L'endommagement apparait sur tout I'épaisseur du cylindre pour le
deuxi¢me niveau mais 'amorgage n'a pas encore eu lieu. Pour les deux derniéres on - constate
I'apparition et le développement de la zone totalement endommagée.

Z

t

Figure 12 Cylindre infini 2 paroi épaisse. Maillage et chargement. parametres du matériau
utilisés: E = 200000.MPa v =0.30 Yo =0.30 M=4.

0
C.a cg ®8 me = B= = =g O g .
+ o
o & o
L. % -]
=] o +
-
— * n = -
=30.L -] = S ok
o o
| o
-100.1 ° . <
-]
1
o
L °
-13Q.1 = -
o
-]
o
1 o
-200.1 : L
10. 1L 12 ric A 1L 1=

Figure 132 Cylindre infini 2 paroi épaisse. Contrainte radiale (G ) en fonction de r.
D Jd=09 x 102 «Ud=36x102 +Ud=72x102 oUd=8.1x102
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Figure 13b  Cylindre infini a paroi épaisse. contrainte orttoradiale (Ggg ) en fonction de r.
O Ud=09 x 102 *Ud=36x102 +Ud=72x102 oUd=8.1x102

1
LO-- (] (] L] & a =] [=] a L ad
o
-
3L ° a
-+
o
&
.E -+
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s
=
-
-3
o
2L " 4
" "
3
- »n x
£l 5 o o © @ & 5 8 o o o4+
> 1
T

0. 11 & Y 12 =
Figure 13¢c  Cylindre infini a paroi épaisse. Endommagement en fonction de r.
0O Ud=09 x 102 +Ud=36x102 +Ud=72x102 oUd=8.1x102

3.3. Eprouvette entaillée a grande concentration de contraintes,

On analysera par la suite une structure plus complexe. Il s'agit d'une éprouvetie entaillée
(rayon de 'entaille 1m.m.) en contraintes planes et soumise a des déplacements imposés. Le
maillage est constitué par 203 éléments a 4 nceuds. La géométrie de la structure, les conditions
aux limites, le chargement ainsi que un "zoom" sur l'entaille sont indiqués en figure 14. Les
parametres du matériau sont aussi indiqués dans la méme ﬁgure. Les figures 15a, 15b, 15c et
15d montrent la croissance de la zone complétement endommagée lorsque le déplacement
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imposé augmente progressivement. Les figures 16 17 18 et 19 indiquent la distribution de
I'endommagement et de la contrainte normale (Cyy) sur I'axe de symétrie de éprouvette pour les
mémes déplacements de la figure 15. Ces derniéres figures montrent aussi la redistribution de
la contrainte lors de I'apparition et propagation de la zone complétement endommagée. On peut
¢galement remarquer la légére augmentation de la contrainte dans la zone endommagée due a
l'approximation de €2 par l'intervalle [0 , 0.999].

Kazanasang

=2

E Tk .ﬁ___i— vy & —z S R D3
9.2 $9.2 ) e

' I_—{ —_t'di_n . T

Figure 14 Eprouvette entaillée a grande concentration de contraintes. Maillage et
chargement. parameétres du matériau utilisés: E = 200000.MPa v =0.30 Yo =0.30 M =4.
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e ___c)__ = 5

Figure 15 Eprouvette entaillée a grande concentration de contraintes. Evolution de la zone
complétement endommagée a) Ud =9.20 x 103 m.m b) Ud=1.08 x 102 m.m
¢) Ud=2.03x 102 m.m d)Ud =2.44 x 102 m.m
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Figure 16 Eprouvette entaillée & grande concentration de contraintes.Déplacement imposé:

Ud=9.20x 103m.m a) Distribution de 'endommagement sur l'axe de symétrie de
I'éprouvette. b) Distribution de la contrainte normale sur I'axe de symétrie de éprouvette.

; | : : '. : et : — ;
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a) b)
Figure 17 Eprouvette entaillée & grande concentration de contraintes.Déplacement imposé:

Ud=1.08 x 10-2m.m a) Distribution de I'endommagement sur I'axe de symétrie de
I'éprouvette. b) Distribution de l1a contrainte normale sur l'axe de symétrie de éprouvette.
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Figure 18 Eprouvette entaillée & grande concentration de contraintes.Déplacement imposé: —
Ud=2.03 x 102 m.m a) Distribution de I'endommagement sur l'axe de symétrie de ot
I'éprouvette. b) Distribution de la contrainte normale sur I'axe de symétrie de 'éprouvette. .
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Figure 19 Eprouvette entaillée 2 grande concentration de contraintes.Déplacement imposé:
Ud =244 x 10-2m.m a) Distribution de I'endommagement sur l'axe de symétrie de
I'éprouvette. b) Distribution de la contrainte normale sur l'axe de symétrie de I'éprouvette.
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Approximation numérique de I'élasticité couplée i 'endommagement

3.4. Eprouvette entaillée a faible concentration de contraintes.

On considere I'éprouvette entaillée (rayon de l'entaille Sm.m) indiquée en figure 20.
L'eprouvette est soumise au méme type de chargement et de conditions aux limites de 'exemple
précédent. Les figures 21a et 21b montrent la distribution de I'endommagement aux instants A
et B indiqués en figure 20. Ces instants sont séparés uniquement par un incrément de temps At.
On peut constater que a l'instant A, I'amorcage n'a pas encore eu lieu. A 1'instant B la structure
est traversée complétement par une bande d'éléments 4 endommagement D = Dj,. Celle-ci ne
part pas du fond de I'entaille, cela est du a un défaut du maillage qui fait que la section minimale
ne correspond pas 2 Y = 0 mais a la section ol la bande d'éléments rompus commence.

Vi
i o8
1 1
s
A B -
t sezend "‘L--.....
-""L—I...
11
SECTION
x T " MINIMALE

Figure 20 Eprouvette entaill€ a faible concentration de contraintes. Maillage et chargement.
parameétres du matériau utilisés: E = 200000.MPa v =0.30 Yp=0.30 M =4.
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Figure 19 Eprouvette entaillée a faible concentration de contraintes. Distribution de
I'endommagement autour de l'entaille. a) Déplacement imposé: Ud = 4.25 x 10-2 m.m. b)
Déplacement imposé: Ud = 4.35 x 102 m.m.

- 147 -




Bilan, conclusions et perspectives

Bilan: Nous avons étudié une classe particuliere de modeles d'endommagement, les
modeles d'élasticité couplée a I'endommagement indépendant du temps. Nous avons mis en
évidence ses différentes formulations, la formulation incrémentale et la formulation
fonctonnelle. Nous avons précisé la relation qui existe entre elles et aussi leurs différences.
Nous avons proposé pour la formulation fonctionnelle un cadre thermodynamique qui permet
(comme dans la formulation incrémentale classique ) d'exprimer ces modeles a I'aide de deux
potentiels, 1'énergie libre et I'énergie dissipée. Le reste’ de la these est axé autour de la
formulation fonctionnelle.

Nous avons étudié une classe particuliére de formulations variationnelles, des
formulations & deux champs qui expriment la solution du probléme comme un point d'équilibre
non-coopératif. Nous avons proposé des formulations a deux champs pour le probléme en
vitesses et pour le probléme d'évolution. )

Sur la base des formulations & deux champs, nous avons discuté les propriétés des
solutions au probléme en vitesses, unicité, stabilité et régularité de la solution, et nous avons
réalisé une premiére tentative pour tirer de résultats concernant le probléme d'évolution
directement. Plus précisément nous avons proposé un critére d'unicité de la solution pour le
probléme en vitesses et pour le probleme d'évolution. Nous avons étudi€ la stabilité de la
solution pour les modeles en formulation fonctionnelle et nous avons propos€ une justification
mathématique du critére de stabilité au sens de Hill. Nous avons en effet montré que ce critére
est la condition de continuité du point d'équilibre non-coopératif par rapport aux données du
probléme en vitesses. Nous avons enfin discuté la régularité de la solution du probléeme en

vitesses non-linéaire et proposé un critére de localisation global.
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Dans la derniere partie de la theése nous avons décrit une méthode numérique pour
I'obtention de solutions approchées au probleme d'évolution. Elle aussi basée sur la formulation
2 deux champs. Nous avons enfin montré se faisabilité avec quelques exemples numériques.

Conclusions:
- Sur I'écriture des lois de comportement. Les deux formulations sont équivalentes dans

la plupart des cas d'intérét pratique. Il est alors préférable d‘utiliser la formulation fonctionnelle.
Elle permet notamment de réaliser l'intégration de la loi d'évolution une fois pour toutes a ce
stade de la formulation du modele et non pendant la résolution numérique du probléme de
structures. Elle conduit 2 des méthodes numériques plus simples et plus efficaces et elle permet
d'étudier directement les propriétés de la solution au probléme d'évolution.

- Sur les formulations variationnelles 3 deux g- hamps, Ces formulations présentent des
avantages par rapport 2 la formulation classique en vitesse de déplacement. D'abord, dans la
plupart des applications, l'objet principal des calculs, en utilisant la mécanique de
J'endommagement, est précisément 1'obtention des champs d'endommagement, la prévision des
zones rompues,etc. Il semble donc naturel de garder I'endommagement comme la variable
principale du probléme spécialement en vue des applications numériques. En suite, les
formulations choisies présentent aussi certaines avantages techniques. Elles permettent, par
exemple, d'exprimer le probléme en vitesses a l'aide d'équations généralisées linéaires, c'est a
dire de se débarrasser des termes non-linéaires dans les fonctionnelles. Etant exprimée a l'aide

de deux fonctionnelles, elle est applicable dans un cadre trés général. On peut remarquer que -

l'on n'a pas fait des hypoth&ses contraignantes sur le domaine d'élasticité dans la loi de
évolution de I'endommagement, notamment il peut dépendre de I'état. Enfin, la formulation
variationnelle & deux champs pour le probléme d'évolution permet d'introduire explicitement la
contrainte D & Q parmi les relations du probléme a résoudre. Cela constitue un atout important

pour l'obtention d'une méthode numérique appropri€e au probleme.

- Sur les propriétés de solutions. Il est généralement admis que l'utilisation de la
mécanique de I'endommagement présente des limites au moins en ce qui concerne une
utilisation fiable et lorsque I'on utilise des modzles locaux. On peut considérer que des résultats
fiables peuvent étre obtenus tant que le critére du N° 3.4. du chapitre IV est v€rifié, au dela de ce
stade, I'auteur n'a malheureusement rien a dire, Le critére de stabilité énoncé lors du chapitre V
est plus faible que le précédent. Cependant on a constaté qu'il assure la stabilit€ (la continuité
par rapport aux données) de la solution au probléme en vitesses et non nécessairement celle du
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probléme d'évolution, qui par conséquent pourrait éventuellement €tre instable méme si le
critere énoncé est verifié.

- Sur 1a méthode numérigue proposée, Elle présente des avantages par rapport aux
méthodes traditionnelles, notamment le calcul de I'endommagement et la prise en compte de la
contrainte D € Q partout dans le volume de la structure et non aux points de Gauss uniquement.
Elle permet donc un plus grand contrdle sur le champ d'endommagement puisque l'utilisateur
choisit (avec quelques restrictions en fonction de la méthode employée) les fonctions
d'interpolation de I'endommagement. On signale aussi le fait qu'il n'a pas été constaté une
augmentation appréciable du temps de calcul par rapport aux méthodes classiques.

Perspectives: Sans citer les nombreux points techniques qui peuvent et doivent étre
développés, on peut noter les themes en rapport direct avec le sujet de cette thése et qui n'ont
pas €té€ développés.

Au chapitre III nous avons proposé une formulation pour le probléme d'évolution qui
peut constituer un outil pour tirer de résultats concernant les solutions du probléme d'évolution.
Nous avons 2 peine touché du doigt cette possibilité.

Au chapitre IV nous avons noté qu'il pouvait exister plusieurs solutions au probléeme
d'endommagement. Mais nous n'avons pas considéré la calcul de branches bifurquées.
Pourtant les études sur ce sujet sont nombreuses et 1l est sans doute possible de les adapter, en
tirant profit des avantages des modeles en formulation fonctionnelle.

Au chapitre VI nous avons noté qu'il peut y avoir une infinité de solutions au probleme
d'endommagement, mais nous n'avons pas discuté quelle est celle (ou celles) qui sont
significatives physiquement ou encore si parler de "solutions significatives” a un sens dans ce
cas. Il faut donc une éude théorique beaucoup plus poussée.

Enfin dans ce texte nous nous sommes limités a une classe particuliére de modeles

d'endommagement, tout les sujets considérés ici, devraient étre développés en considérant des

modeles avec dépendance du temps, modeles d'endommagement de fatigue, etc.
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" Annexes

nnexe

On suppose que le potentiel ® est convexe et que 'énergie libre W est de 1a forme suivante:
n
(1) WED)= _zlgi(Di) Woi (€)
1=

ol n est le nombre de paramétres d'endommagement, les fonctions gj sont convexes et les W
représentent des seminormes de la déformation.

Proposition: La résolution en D(t) de I'équation généralisée:

(2) Z@M)=_Sup [Y(E®),D(®] € a2D®)
0<i<t

est équivalente au probléme de minimisation suivant:

Trouver D(t) € {2 minimisant la fonction J(t) 4 I'instant t.

(3)  JD®.E(1)) = 2DW) + ¥ (D(1).E(T)

D)
W(D(1).E(T)) = - U[O Sup_ [ Y(E(v), X) ] dX
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Preuve:

La convexité de @ implique:

4) @D -dD)-D*-D)A20 VD*,De Q VAe 39dD)
I'équation (2) implique donc:

(5) @D*) -dD()-(D*-DENZ1) =0 VD e Q

La fonction W est aussi convexe par rapport a D puisque les fonctions gj sont convexes et les
Wi sont positives quelque soit &(1).

On a donc:
(6) ¥D*E)-¥PMDM©),e(R)+D*-DO)Z(1) =0 VD e Q
(5) + (6) donnent alors:

(7) @D +¥(D*g() 2 @(D) + ¥(D.&(1)) v D*

Remarques:

1) L'existence de D(t) pour n'importe quelle histoire € (1) est alors assurée par la coercivité de
@.(voir Ekeland et Temam [EKE74])

ii) Si la fonction @ + ¥ est strictement convexe par rapport a D, alors D(t) est unique.(voir
Ekeland et Temam [EKE74])

iii) La stricte convexité et coercivité de @ + ¥ implique (voir Ekeland et Temam [EKE74]) la
stabilité de la solution du probléme de minimisation par rapport 2 € (t) et par conséquent la

continuité de la application:

€ (1) —> D(1)
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iv) La proposition reste valable si au lieﬁ de considérer @ et ¥, on étudie les surpotentiels :

D= ‘Jd;(D)dV
¥ J‘P(D)dV

En effet la minimisation sur A du surpotentiel:

J= JI(D £)dV

est équivalente a la vérification de:

Z(1) € 0O(D(1) p.p. dans Q
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Annexe I1

n
On suppose ®(D) = z @, (Dj) deux fois différentiable et strictement convexe. On note
1=1

Zi(t) = 0 Eup{ [ Yi(E(t), D(t) 1 ol n est le nombre de parametres d'endommagement et Xj
St<t

designe la composante i du vecteur X

Proposition:

La dissipation intrinséque 6 peut s'écrire:

(1) 8=Z.D=®

Preuve:

Par définition (voir chapitre I), 1a définition intrins¢que est:
@ 6=Y. :D

Lorsque la fonction ©(D) est deux fois différentiable, la loi d'endommagement peut

s'écrire comme suit:

@ =35

et la loi d'évolution de 'endommagement:
: 2D -1,

5) Dy= -

G) b [m] Z

d'autre part

(6) Z =Sup(Yj)

Alors en dérivant (6) par rapport au temps on obtient:

Z; Yi si Zj=Y; Yy =0

Z =0 sinon

(7
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Par conséquent D; non nulle si et seulement si Z; = Y;
Alors, compte tenu de (2),(7) et (4), la dissipation intrinséque s'exprime par:

. i dd; ..
@) 9=2YiDi=ZZiDi= '3-D—li-Di=¢
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Annexe III
n
On suppose ®(D) = z @, (D;) deux fois différentiable, convexe
=1

n

et W(Eg,D) = Z gi(Dj) Woi (€)° deux fois différentiable et convexe par rapporta D

i=1
Proposition:

La loi d'évolution de I'endommagement :

_az_w,.+a2w b). ol

1 - ‘e - D i G:(t)=0
W IDoE aDaD i~ \apaD i s GO
est équivalente a:

W . 2w oD )
@ < (5-8)i>=[5pp+ 3p9p LD si Gi(n)=0
Preuve:

Pour les potentiels choisis on a :

agqa b

@ 3D3D (aDaD Di
Pw . Pw

4 -—'—'-.D -

@ pap D = (anan) .

(pas de sommation sur les indices)

puisque:

5 =0 Vizj
& (apan) (BDBD)U v
On peut alors montrer que:

a) Larelation (1) implique (2).
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FW . .
T € ). est
JEJE )‘ &

En effet si la partie positive dans (1) est non nulle alors le terme (

nécessairement positif puisque les potentiels W et @ sont convexes et D; est toujours positif,

par conséquent (1) et (2) sont équivalentes dans ce cas particulier.

Sila %azru'e positive dans (1) est nulle D; est, d'apres (1), égale a zéro et par conséquent
W

0EJE
(1) implique (2)

le terme ( € ) ; est nécessairement négatif. On a donc que dans tous le cas la relation

b) La relation (2) implique (1).

En effet si la partie positive dans (2) est nulle alors D; est égale a zéro d'apres (1) et
compte tenu de la convexité de W. Par conséquent la relation (2) est équivalente & (1) dans ce
cas particulier.

Si la partie positive dans (2) est non nulle alors d'aprés (1) la valeur de D; est aussi

nécessairement positive puisque ( T E )i >0et Dj =0 simultanément sont en

LIV

0Ede
contradiction avec la relation (1), par conséquent la partie positive dans (2) est également
positive et les relations (2) et (6) sont donc équivalentes.
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