UNIVERSIDADE FEDERAL DA INTEGRACAO LATINO-AMERICANA
INSTITUTO LATINO AMERICANO DE CIENCIAS DA VIDA E DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiSICA APLICADA

DISSERTACAO DE MESTRADO

Foz do Iguacu-Parand

2018



UNIVERSIDADE FEDERAL DA INTEGRACAO LATINO-AMERICANA
INSTITUTO LATINO AMERICANO DE CIENCIAS DA VIDA E DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiSICA APLICADA

Aplicacoes da aproximacao quase-newtoniana da
Relatividade Geral a problemas em astrofisica.

Paola Terezinha Zanolla Seidel
Orientador: Prof. Dr. Abraao Jessé Capistrano de Souza

Coorientador: Prof. Dr. Luis Antonio Cabral

Foz do Iguacu-Parané

2018



Aplicacoes da aproximacao quase-newtoniana da
Relatividade Geral a problemas em astrofisica.

Paola Terezinha Zanolla Seidel

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Programa de Pds-
Graduacao em Fisica Aplicada da Universidade Federal
da Integragao Latino-Americana (PPGFISA-UNILA) como
parte dos requisitos ncessarios para obtencao do titulo de
Mestre em (Fisica).

Orientador: Prof. Dr. Abrado Jessé Capistrano de Souza

Coorientador: Prof. Dr. Luis Antonio Cabral

Banca Examinadora

Prof. Dr. Abrado Jessé Capistrano de Souza (Orientador)

Prof. Dra. Carlos Henrique Coimbra Araujo (Membro Externo)

Prof. Dr. Rodrigo Bloot (Membro Interno)

Foz do Iguacu-Parané

2018



Catalogacio elaborada pelo setor de Tratamento da Informacdo da Biblioteca Latino-Americana
Catalogacdo de Publicacio na Fonte, UNILA - BIBLIOTECA LATINO-AMERICANA

5458
Seidel, Paola Terezinha Zanolla.

Aplicagtes da aproximacdo quase-newtoniana da Relatividade Geral a problemas em Astrofisica / Paola
Terezinha Zanolla Seidel. - Foz do Iguagu - PR, 2018,

93 sl

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Federal da Integracdo Latino-Americana. Instituto Latino-Americano
de Ciéncias da Vida e da Natureza. Programa de Pos-graduacio em Fisica Aplicada. Foz do [guacu-PR, 2018

Orientador: Abrado Jessé Capistrano de Souza,

Coorientador: Luis Antonio Cabral.

1. Relatividade Geral (Fisica). 2. Astrofisica. 3. Mecinica Celeste. [. Souza, Abrado Jessé Capistrano de. 11
Cabral, Luis Antonio. [II. Universidade Federal da Integracdo Latino Americana. IV, Tiwlo.

CDU 530.12:52




Resumo

No presente trabalho, investigamos o movimento lento na Relatividade Geral (RG)
sob acao de um campo gravitacional arbitrario. Trata-se do uso de uma aproximacao co-
nhecida por aproximacao quase Newtoniana (NNA). Nossa intencao é apresentar um novo
paradigma para a Astrofisica, uma vez que o modelo pode auxiliar no entendimento da
gravidade na cinematica e dinamica de corpos celestes, mas nao representa uma modi-
ficacao da RG. Primeiro, usamos a métrica de Weyl para analisar o desvio do periastro
de 34 exoplanetas. Em segundo lugar, a métrica oblata de Zipoy, em termos da solucao
do monopdlo, também, faz parte do escopo deste trabalho. Mostramos que a meétrica
de Zipoy pode ser muito 1til para propositos astrofisicos, mesmo quando comparada a
solugao padrao de Einstein ou via formalismo pés-newtoniano parametrizado (PPN), por-
que satisfaz o valor da precessao observada para o periélio de Mercurio, a solugao fornece

orbitas elipticas e, também, permite o estudo de precessoes retrogradas.
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Abstract

In the present work, we investigate the slow motion in General Relativity (GR) under
an arbitrary gravitational field. It is about the use of an approximation known by nearly
Newtonian approximation (NNA). Our intent is to present a new paradigm for Astrophy-
sics, since the model can assist the understanding of gravity in kinematic and dynamics
of celestial bodies but does not represent a modification of GR. First, we use Weyl’s me-
tric to analyze the deviation of periastron of 34 exoplanets. Secondly, the oblate Zipoy’s
metric, in terms by monopole solution, is also part of the scope of this work. We show
that Zipoy’s metric may be very useful for astrophysical purposes, even when compared
to Einstein’s standard solution or by formalism of parameterized post-Newtonian (PPN),
because it satisfies the observed precession value for Mercury’s perihelion, the solution

provides elliptical orbits and also allows the study of retrograde precession.
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Introducao

O estudo voltado a Cosmologia e Astrofisica tem oferecido uma gama de dados acerca da es-
trutura e evolucao do universo. Face a tantas descobertas é aceitavel que a teoria da Relatividade
Geral (RG) possa se mostrar insuficiente. Esses pontos acabam por estimular o desenvolvimento
de teorias gravitacionais alternativas ou mesmo a busca por extensoes da teoria de gravitagao
de Einstein. As informacoes observacionais coletadas por sondas espaciais e telescépicos, por
exemplo, sao abrangentes e reveladoras. Exoplanetas sao descobertos e muito é desvendado a
respeito desses objetos, que estao fora do sistema Solar. Os dados orbitais desses objetos for-
necem base para explorar aplicacoes da Fisica & Astrofisica como é o caso de estudo proposto
para o presente trabalho.

Podemos dizer que os exoplanetas funcionam como um laboratério que pode abrigar nossas
andlises e estudos. A nossa proposta é, estudar o problema similar ao do desvio do periélio de
corpos cosmicos. Nao é s6 pelo mérito que o teste para precessao do periélio de Merciirio rendeu
a RG, levando a validagao da teoria, e oportunizando ajuda quanto a construcao de modelos
de gravitacao mais confidveis e precisos. Mas porque estamos interessados no estudo sobre o
movimento lento na RG sob acao de um campo gravitacional arbitrério.

Nesse sentido, tomamos o estudo do desvio apsidal com base em duas métricas, a métrica
de Weyl e a métrica de Zipoy. A métrica de Zipoy apresenta a métrica de Weyl como um caso
particular, trata-se da descricdo da geometria de um esferéide oblato. Assim podemos desen-
volver nosso estudo fazendo uso da aproximagao quase Newtoniana (NNA) que representa uma
forma para estudar o movimento lento na RG preservando o carater nao-linear da teoria de Eins-
tein. Esse quesito ajuda-nos quanto ao intento de melhorar os resultados da RG para periélios,
bem como para testar a viabilidade do método para estudos astrofisicos. Estamos propondo

um novo paradigma para a Astrofisica, isso porque nao estamos adotando o método usual via
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Introducao 10

formalismo pés-newtoniano. Fazemos uso da aplicacao da aproximacao quase Newtoniana e esta
pode se revelar um importante fundamento para o entendimento da gravidade na cinematica
e dindmica a nivel Solar e estelar. Por ser uma forma de respeitar a fisica de grande parte de
eventos astrofisicos, fazemos referéncia aqueles eventos em regime de baixa velocidade sob ac¢ao
de um campo gravitacional arbitrario de intensidade intermediaria aos extremos de campo forte
e campo fraco.

Para o desenvolvimento do estudo proposto é natural tratarmos sobre pontos como RG,
precessao do periélio de Merctirio, aproximagao quase Newtoniana e aplicagoes (métrica de Weyl
e métrica de Zipoy). Cada um desses temas respondem por um capitulo em nosso trabalho.
Dividimos o primeiro capitulo, Relatividade Geral, em trés secoes. Na secao 1.1 tornamos o
tema sobre a RG mais familiar a partir do ponto de vista histérico e explicamos o que vem a ser
essa teoria. Nas secoes 1.2 e 1.3 abordamos, respectivamente, as diferencas entre a Relatividade
Restrita e a RG, e apresentamos detalhes sobre o aspecto matematico da RG, visto que nosso
estudo depende de uma série de objetos tensoriais que compoe a RG.

No segundo capitulo, sobre A precessdo do periélio de Mercirio, temos cinco secoes. Na
secao 2.1 apresentamos o aspecto histérico do tema, na secao 2.2 vamos estudar os conceitos
fundamentais alinhados com a precessao do periélio. Incluindo a primeira e a segunda lei de
Kepler, diferenca entre periélio e afélio, elipse, tensor de Killing e Lagrangeana. Na se¢ao 2.3,
desenvolvemos o problema de Kepler. Por conseguinte, na se¢ao 2.4, tomamos o formalismo
relativistico para obter a érbita de uma dada particula teste. Na secao 2.5, apresentamos a
obtencao do avanco do periélio a partir do formalismo relativistico e do vetor de Laplace-Runge-
Lenz.

No terceiro capitulo, Aproximag¢ao PPN e NNA, nos dedicamos a esclarecer sobre o modelo
que propomos a estudar no presente trabalho. O capitulo é composto por duas segoes, na 3.1
tratamos do modelo padrao de aproximacao da RG e de outras teorias métricas, a aproximagcao
baseada no formalismo pés-newtoniano parametrizado (PPN). E na segao 3.2 apresentamos a
aproximacao quase Newtoniana (NNA) da RG, sendo esta uma solugdo proposta ao estudo
do movimento lento sob a acao de um campo gravitacional intermediario ao campo da teoria
Newtoniana e ao da RG.

O quarto capitulo, Aplicagoes - métrica de Weyl, é dedicado ao estudo com base na métrica
de Weyl. Na segao 4.1 temos o estudo proposto sobre a precessao do periastro de 34 exoplanetas.

Apresentamos um método para a obtencao do desvio do periélio proposto por Harko [1] e em
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Introducao 11

seguida comegamos a tomar nota quanto aos dados orbitais dos exoplanetas para iniciar os
calculos da precessao. Nesse caso, como os exoplanetas estudados sao heterogéneos dividimos
tais objetos em trés grupos que sao descritos nas subsecoes 4.1.1, 4.1.2 ¢ 4.1.3.

Na subsecao 4.1.1 temos a precessao baseada no NNA para exoplanetas com excentricidade
maior que 0,1, sendo oportunizado a comparacao entre o resultado do nosso modelo para o
desvio com o do modelo PPN da RG para tal desvio. Na préxima subsecao, 4.1.2, e na 4.1.3
realizamos a previsao da precessao do periastro de exoplanetas com excentricidades pequenas e
orbitas circulares e para a precessao do periastro de exoplanetas com excentricidades grandes,
respectivamente. Encerramos a abordagem sobre a aplicacao, com base na métrica de Weyl, na
subsecao 4.1.4 apresentando um panorama geral destacando o comportamento dos parametros
orbitais de todos os exoplanetas incluindo aqueles relativos ao planeta Mercurio.

O quinto e udltimo capitulo, Aplicagdes - métrica de Zipoy, é dedicado ao estudo da métrica
de Zipoy. Inicialmente, apresentamos a construcao dessa métrica feita por David Zipoy em 1966.
Mostramos que esta métrica é dada por mudangas de coordenadas e de varidveis aplicadas a
métrica de Weyl. Na sequéncia esclarecemos sobre a existéncia de trés casos principais da métrica
de Zipoy ligados as solugoes para o potencial Newtoniano, que podem ser escritas como uma
combinacao linear de polindmios de Legendre de ordem integral [. Assim, temos o caso [ = 0
(solugao monopdlo), I = 1 (solugdo momento de dipolo) e o terceiro caso é uma interferéncia das
duas primeiras solugdes, | = 0 e [ = 1 (solugdo monopdlo-dipolo). Nesse trabalho, estudamos
apenas o caso [ = 0 que é a forma mais trivial da métrica de Zipoy. Apesar da trivialidade
obtemos uma solucao altamente nao-linear para a equacao da orbita. Nesse sentido, buscamos
contruir uma solugao geral para o desvio do periélio na diferenga do desvio de duas regides. Uma
regiao em torno da singularidade anel e outra regiao proxima a érbita circular, nesse caso temos
dois desvios diferentes que sao obtidos respectivamente nas subsecoes 5.1.1 e 5.1.2.

Na tltima subsecao do quinto capitulo, 5.1.3, construimos uma solucao geral para o desvio do
periélio com base nos resultados das duas subsegoes anteriores. Com base na solucao encontrada
chegamos a conclusoes interessantes como a pertinéncia do modelo para o estudo de precessoes
retrogradas, bem como um resultado bastante preciso para o periélio de Mercuirio posto em
comparacao ao resultado observacional. Finalmente no capitulo conclusdes apresentaremos as
consideracoes finais deste trabalho e apresentamos perspectivas para um estudo futuro quanto

aos outros casos da métrica de Zipoy.

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



Capitulo 1

Relatividade Geral

A teoria da gravitacao de Einstein, chamada de teoria da Relatividade Geral - RG, esta dentre
as teorias com grande prestigio cientifico e tecnolégico. Sua repercussao tecnolégica pode estar
mesmo no nosso dia-a-dia, pois a teoria possibilita a calibracao dos Sistemas de Posicionamento
Global (GPS), por exemplo. Sao muitos os méritos dessa teoria, desde aprovacao experimental
nos famigerados testes cldssicos (o teste sobre a precessao do periélio de mercirio terd espago no
trabalho no préximo capitulo) até a comprovacao recente de uma previsao quase centendria de

Einstein, as ondas gravitacionais. Nesse capitulo iremos discutir os fundamentos dessa teoria.

1.1 Relatividade = Relatividades

Propomos uma volta no tempo para melhor abarcar a RG e permitir seguimento quanto aos
detalhes do trabalho. Vamos comecar com a definicao de relatividade. Trata-se de um campo da
Fisica que se ocupa do estudo para aferigao correta de acontecimentos (eventos) [2]. O enfoque
esta na relacao entre os valores aferidos em referenciais que estejam se movendo um em relagao
ao outro.

E importante notar que a teoria da Relatividade de Einstein é composta por duas teorias
diferentes, a Relatividade Restrita/Especial - (RE) - (1905) e a Relatividade Geral (1915), que é
foco do trabalho. A RE carrega esse termo, restrita, para lembrar que seu escopo de aplicagao é
limitado a referenciais inerciais que sao sistemas em repouso ou possuem velocidade constante,
isto é, sistemas acelerados nao estdo contidos no grupo dos referenciais inerciais [2], portanto,

nao poderia incluir gravitagao.
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1.2 Gravitagcao Newtoniana e gravitagao de Einstein 13

Podemos afirmar que essa seja a principal diferenca entre ambas as teorias, a RG tem seu
escopo voltado para referenciais acelerados. Tal teoria levou a uma nova formulacao sobre os
efeitos gravitacionais. Os efeitos da teoria da RG sao perceptiveis em escalas que estao distantes
de nds, como massas astronémicas e velocidades préximas a da luz [2].

A teoria da RG é mais robusta e abstrata, sendo necessaria a analise tensorial para ser
compreendida. Devido ao formalismo tensorial, Einstein foi capaz de estruturar seu estudo
sobre o espago-tempo e propor a relagdo entre matéria/energia e geometria. Deste modo, o
conteido de matéria e energia curvam o espago-tempo e este dita como elas devem se mover
[3]. Esse entendimento foi alcangado com a teoria da RG que é um passo além do ambito da

relatividade Newtoniana.

1.2 Gravitacao Newtoniana e gravitacao de Einstein

Vale lembrar que antes da teoria da gravitacao de Einstein, a teoria da gravitacao Newto-
niana respondia relativamente aos problemas fisicos da época. Porém, surgiram dois impasses
significativos. Um deles era [4]: (i) por que a teoria do eletromagnetismo de Mazwell' era
consistente com as observacoes, porém as suas premissas fundamentais nao eram verificaveis
(contrariavam o principio da relatividade Galileana)? O outro, (ii), era relacionado com a teo-
ria Newtoniana que nao era capaz de reproduzir o resultado observacional para a precessao do
periélio de Mercirio [5] (vide capitulo 2).

Ambos os impasses, cada um a seu tempo, foram quebrados com a teoria de Einstein.
Einstein encontrou a solugdo para o enigma, (i), quando levado a repensar os conceitos de
espaco e tempo [4]. Einstein propos que espago e tempo estao entrelagados, em outras palavras
o tempo que separa dois eventos depende de quao distantes eles ocorrem e vice-versa [2]. Ademais
o préprio entrelago é distinto para observadores que estao em movimento um em relagao ao outro
[2]. Einstein pode formular dois postulados com os quais foi capaz de mostrar que a relatividade
Galileana nao poderia estar totalmente correta [2, 4]. O primeiro postulado de Einstein rotulado
por Postulado da Relatividade Especial que afirma que as leis da Fisica sdo as mesmas para os
observadores em todos os referenciais inerciais. Einstein fez uma extensao da ideia de Galileu

que considerava apenas as leis da mecénica serem as mesmas nesses referenciais [2, 4].

IEssa teoria de Maxwell era uma teoria ondulatéria e a teoria de Newton, por sua vez, uma teoria

corpuscular.
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1.3 Aspectos matematicos da RG 14

O segundo postulado, Postulado da Velocidade da Luz, afirma que a velocidade da luz no
véacuo tem o mesmo valor em todas as direcoes e em todos os referenciais inerciais. Esse postulado
é usado para dizer que na natureza existe uma velocidade limite ¢, com a qual a luz viaja e
nenhuma entidade que transporta energia ou informagao pode exceder esse limite [2]. Ambos os
postulados foram testados varias vezes e nunca foram observadas excegoes [2].

Mais tarde sugiram novos principios, pois se fez precipuo estender da RE para uma teoria
que incorporasse a gravitagdo. Nesse sentido, fecharemos essa sec¢ao aclarando cada um desses
principios que levaram Einstein a construir a teoria da RG. Sendo eles: o principio de Mach, o
principio da equivaléncia, o principio de covariancia, o principio minimo de acoplamento gravi-
tacional e o principio da correspondéncia.

O principio de Mach e o principio da equivaléncia surgiram do empenho em compreender
a natureza das leis de Newton de forma mais acurada. Podemos resumir o principio de Mach
com trés declaragoes [6]: (i) a distribui¢ao da matéria determina a geometria; (ii) se ndo existe
matéria entao nao ha geometria e (iii) um corpo em outro universo vazio nao deve apresentar
propriedades inerciais.

O principio da equivaléncia é norteado pela igualdade das massas inercial e gravitacional
no intuito de incluir sistemas nao inerciais ampliando o principio da RE [7]. O principio da
covariancia afirma que as equagoes da fisica devem ter forma tensorial [6]. Por conseguinte nao
hé sistemas de coordenadas privilegiados, assim as equagoes de Einstein mantém a forma em
quaisquer sistema de coordenadas [7]. O principio minimo de acoplamento gravitacional diz que
nao deve adicionar termos desnecessédrios para realizar a transi¢ao para a teoria da RG [6].

Para finalizar temos o principio da correspondéncia, este ressalta que a RG deve concordar
com a RE, na auséncia da gravitacao, e com a prépria gravitagao Newtoniana no limite de sua

validade, campos fracos e baixas velocidades em comparacao a velocidade da luz [6].

1.3 Aspectos matematicos da RG

Finalizada a parte conceitual da teoria, nao podemos deixar de apresentar o tratamento
matematico que existe por tras dessa teoria. Sabemos que para operar na fisica Newtoniana é
preciso usar ferramentas vetoriais. Isso porque as grandezas vetoriais resumem um conjunto de

trés equagoes, revelando a estrutura do problema e ajudando a resolvé-los mais rapidamente [8].
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1.3 Aspectos matematicos da RG 15

Da mesma forma, a teoria da RG requer de um formalismo matemético para ser trabalhada e
descrita.

O formalismo em questao é o tensorial. Tensor é um objeto matematico que apresenta N™
componentes no espago, IV representa o nimero de dimensoes do espago e m é a ordem do tensor
- nimero de fndices [9]. Um tensor de ordem zero (NY = 1) é chamado de escalar e um tensor
de primeira ordem (N! = N) é chamado de vetor [10].

Sao os tensores que vao resumir o conjunto de equagOes e permitir resolvé-las, além de
apresentar a estrutura das mesmas [8]. Sendo assim, os tensores apoiaram os estudos de Einstein

que levaram a formulacao do tensor G, :

1
G,Lw = R,uz/ - i.g,uuR> (1'1)
e da relacao
G = KTy, (1.2)

tal que G, = Gy, é um tensor simétrico, que é denominado tensor de Einstein. Na eq.(1.2)
temos a forma fundamental da RG que sao as equagoes de Einstein, elas relacionam a geometria
(Guv) com a matéria/energia (tensor energia-momentum 7). O termo x é uma constante
de proporcionalidade, que é ajustada para garantir o limite Newtoniano da teoria. Como foi
possivel notar existem duas formas para esse tensor, eq.(1.1) [11] e eq.(1.2) [12], ambas as formas
serao tratadas nessa secao.

No primeiro caso para G, vemos: o tensor de Ricci, R, o tensor métrico, g,, e o escalar
de curvatura, R. O tensor métrico é um tensor simétrico, g,,, = gy, que guarda as componentes

da métrica do espago-tempo dada por [13]:
ds* = dF - dF = g, dz"dz", (1.3)

os indices gregos variam de 0 a 3 ou de 1 a 4.
Para o caso das equacoes de campo de Einstein no vacuo, G, = 0, temos, por exemplo, a

métrica de Schwarzschild?, dada por [18]:

2Essa solucdo trata da geometria do espaco vazio fora de uma fonte de curvatura esfericamente
simétrica e estdtica [14]. Ela é uma boa aproximacgao para a descricdo do nosso campo gravitacional,
ja que a rotagao do nosso planeta é bem pequena. Tal questao nos remete ao fato de que a métrica
de Schwarzschild é um caso particular da métrica de Kerr para o caso de rotacdo nula, a = 0 [15]. E

importante ter em mente que existem outras métricas (e.g., métrica de Weyl [16] e métrica de Zipoy [17],

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



1.3 Aspectos matematicos da RG 16

ds®> = gredr® + goed® + gpsdd® + gudt?,
1 2m*
= |7 dr? — r?d6® — r*sen®0d¢” + <1 - r) dt?, (1.4)
T
sendo m* = G;—QM a massa geométrica [18] apresenta unidade de comprimento e G é a constante

da gravitagao universal [6]. Vale grifar que na eq.(1.4) adotamos a assinatura da métrica dada
por (———+), ou seja, a componente do tempo é tomada como positiva, o caso contrario ocorre
quando a assinatura é dada por (+ + +—).

Esse tensor, g,,, também funciona como um operador para “baixar” e “levantar” indices
[19]. Fica mais claro quando fazemos alusao a ideia de matriz identidade (I), produto de uma

matriz pela sua inversa, A x A~! = I. No caso tensorial,

Iusg"’ = 6y, (1.5)

trata da mesma ideia, uma matriz (tensor com componentes covariantes, g,) multiplicada pela
sua inversa (tensor com componentes contravariantes, g"”) resulta no tensor de Kronecker, ¢,
tal que 0o = v =1e 0 # v = 0 [20]. Na eq.(1.5) os indices u estao indicando um somatério
(notacao de Einstein) e os indices o e v s@o indices livres.

Antes de seguir com a explicacao para o cardter de operador do tensor métrico é importante
esclarecer que o conjunto dos tensores podem extrapolar a ideia de matriz. Visto que nao se
resumem a objetos com apenas segunda ordem, i.e, dois indices, podem ser trabalhados com N
dimensoes e além das componentes contravariantes e covariantes, temos as componentes mistas
(apresentam em simultaneo indices contravariante e convariante).

Nesse sentido, a ideia de que o tensor de Einstein tem componentes covariantes, G5, contra-
variantes, GH (g“"g”ﬂGag = G"), e mistas, G;’g (97"Gop = Gg), pode parecer algo mais natural.
E, por conseguinte, podemos notar o fato de que o tensor métrico realiza a transformacdo entre

3. como no caso exemplificado para o tensor de Einstein. Quando

as componentes de um tensor
tratamos de transformacoes entre sistemas de coordenadas todo tensor deve obedecer a lei de
transformagao dos tensores, do contrario nao é um tensor [11]. Nesse caso uma mudanga de

sistema de coordenadas de S para S’ um dado tensor A*? torna-se, pela lei de transformacao

ambas serao vistas no presente trabalho e descrevem uma regiao do espago-tempo com caracteristicas

distintas da métrica de Schwarzschild) e tantas outras podem ser construidas.
3Essas transformacoes sdo estabelecidas no mesmo sistema de coordenadas.
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oz’ 92’8
d17 fz>
tensor denuncia o nimero de derivadas parciais presentes na transformacao de coordenadas do

!
dos tensores, em A B — — A", Podemos observar nessa lei que o nimero de indices do
mesmo.
Sabemos que o tensor métrico é essencial para os calculos da RG. Uma das principais iden-
tidades envolvidas nessa teoria é V,g,, = 0, derivada covariante da métrica é nula [11]. Esse
tensor estd por toda parte nessa teoria, mesmo em objetos nao tensoriais como, por exemplo, o

simbolo de Christoffel, rg, [11):

o 1 oo
Fﬁr = 59 (aﬂgon' + aTgOéﬁ - aoa.gﬁﬂ')» (16)

onde 0, A = d‘;. O simbolo de Christoffel ndo é um tensor, pois nao obedece a lei de trans-

formacao dos tensores. Sua transformacao nao deveria ter o termo em destaque

9z dx7 dxt ,  da® dxV P2
T 9z 9B dx'm 9B 9T Dx D!

Iy = (1.7)

O objeto é a conexao métrica que estd presente, por exemplo, na derivada covariante de um

tensor, e.g., [21]

Vy9ap = 0v9ap — Tty 9u8 — Tlgy Guas (1.8)
e no comportamento do tensor de Riemann, RUW [11],
ar) , — or
Row = Gt~ s + T = Toul2 (1.9

Esse objeto tensorial é antissimétrico nos dois ultimos indices,

R}, = —R) (1.10)

oy ovL®

Gragas a esse comportamento temos a seguinte identidade [11]:

A A
Rap,u + Ryap,

+ R, =0. (1.11)

nrvo

Outros dois comportamentos para esse tensor podem ser notados quando baixamos o primeiro
indice desse tensor, e.g., g,\aR(j\,W = Roouw- Sendo assim, temos as seguintes relagoes para o
tensor de Riemann [11]:

Rcw;w = Rm/aa (112)

4Como nao estamos trabalhando com teorias de torcio, esse objeto é simétrico (FgT =TI7 [3) e portanto,

satisfaz Vg, = 0 [11].
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e também

Rooyw = Roapw- (1.13)

Essas caracteristicas permitem reduzir o nimero de componentes independentes do tensor de
Riemann. Ainda podemos contar com outra importante identidade ligada ao tensor de Riemann,

a identidade de Bianchi® [11]:
vﬁRaUuV + VVRaO'B/J, + vuRamjﬁ = 0. (114)

A contribuicao do tensor de Riemann também esta presente na construgao do tensor de Ricci,
que é a forma reduzida do tensor de Riemann devido a uma contracao especifica de indices, isto

é, quando A = 1 = a, temos: R), = R%

o @ v = Roy [11]. Em resumo, cada componente do tensor

de Ricci é composta por uma soma de componentes do tensor de Riemann via soma de Einstein:

R,,=R%, =R. +R% +R: +R: (1.15)

ocav olv o2v o3v cdv>

tal que, Ryy = Ryq-

Por sua vez o tensor de Ricci esta por trds do comportamento do escalar de curvatura, esse
surge da contracao completa entre os indices do tensor métrico com os indices do tensor de Ricci
[11]:

R=g¢""R,,. (1.16)

Concluimos a descricao dos objetos tensoriais presentes no primeiro formato do tensor de
Einstein, eq.(1.1), vamos seguir o estudo com a segunda forma do tensor de Einstein, G, = kT,
O contetddo de matéria/energia é dado pelo tensor energia-momento, T),,. Na RG temos trés

T,,, mais importantes, sendo eles [12]:

™ = poutu”, (1.17)
™" = (po + p)u'u” — pg"”, (1.18)
1 1
T,w/ = ﬂ (_gg)\FMUFuA + 4g;U/Fo')\FU/\> ) (119)

sendo a eq.(1.17) o tensor energia-momento para matéria incoerente ou poeira (pg é densidade
daxt .
prépria e ut = I é o quadri vetor velocidade), a eq.(1.18) mostra o tensor energia-momento
T
para um fluido perfeito (p é a pressdo escalar) e na eq.(1.19) temos o tensor energia-momento

para um campo eletromagnético (F),, é o tensor de campo eletromagnético).

®Geram G, independentemente de um principio Lagrangeano, pois VG = 0.
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Além do tensor energia-momento na eq.(1.2), temos a presenca da constante de acoplamento

81
[12], KR = 7,

ela é essencial para o sucesso da relacdo matéria/energia com geometria. A
presenca da constante de gravitacao universal, GG, nessa constante x permite que a RG possa
voltar ao campo da teoria Newtoniana fazendo uso do limite Newtoniano [22] (vide capitulo 3),
que satisfaz o principio da correspondéncia.

Para finalizar vamos apresentar uma forma usual de obter as equagoes de KEinstein. O

procedimento é feito com base na a¢do de Einstein-Hilbert, Sy = [/—gRd"x, que para o

espago-tempo quadrimensional é dada por:

Sy = /\/Tng‘*x, (1.20)

tal que R é o escalar de curvatura, v/—¢g é a densidade escalar [20], d*z é o elemento de volume
(hipervolume) e y/—gd*x é um invariante.

Consideramos essa acao, eq.(1.20), sob pequenas varia¢oes da métrica de modo a obter [23]:

88y = /d%;./-gg“”éRW—|—/d4$\/—gRW59“”—|—/d4xR5\/—g. (1.21)

Sabemos que a primeira integral acaba por nao contribuir para a variagao total e temos [23]:

Sgt = 099"

~ (1.22)

e consequentemente,
1 4
0V=9 = =5vV=99u09"", (1.23)

sendo g o determinante da métrica [11]. Logo podemos escrever a eq.(1.21) como:

1
oSy = 0+/d4$\/—gRW5g‘“’ — /d4azR2\/—ggW59“", (1.24)
oSy = /d4x\/—g [RW — ;QWR} ogh”. (1.25)

Permitindo obter as equagoes de Einstein no vacuo [23]:

\/ijfgw = Ry — %g,wR =0. (1.26)

Contudo, sabemos que o tensor de Einstein é um tensor de segunda ordem, 2 indices, que
em um espaco-tempo de quatro dimensoes gera um sistema de 16 equagoes diferenciais nao-
lineares, e.g., 2 = 16. Como é uma teoria nao-linear, podemos observar a gama de efeitos
que nao apareciam na teoria Newtoniana, uma teoria linear. Iremos abordar esse ponto com

mais detalhes no capitulo 3. Dessa forma, conhecendo a estrutura de G, é possivel encontrar

solucoes para determinadas regioes do espago-tempo.

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



Capitulo 2

Precessao do Periélio de Mercurio

Nosso propdsito nesse capitulo é apresentar o problema da precessao do periélio de Mercirio
que foi solucionado com a teoria da RG. Pretendemos mostrar que testes para a precessao do
periastro de exoplanetas funcionam como laboratdrios astrofisicos e que respeitando o modelo
gravitacional. Em termos da nao-linearidade da teoria de Einstein, podemos obter muitas res-

postas e maior precisao nos resultados.

2.1 Aspecto historico

Sabe-se que mesmo antes da teoria da gravitagdao de Einstein ja se considerava a precessao
do periélio, pelo fato de um sistema planetario ser composto por n-corpos que leva a um efeito
de perturbacao no movimento de um determinado planeta. Todavia, a previsao cldssica para o
avanco do periélio de Mercurio era incompativel a observacional. Cerca de 43 segundos de arco
por século era a diferenca, que na escala astrofisica representaria um grande erro acumulado.

Na época, como resposta ao problema, julgaram existir um outro planeta (“Vulcan”ou Vul-
cano) com Orbita dentro da 6rbita de Mércurio. Todavia, “Vulcan” nunca foi descoberto [24].
O mistério com mais de 60 anos teve fim com a publicagao da teoria da gravitacao de Einstein.
A previsao tedrica obtida por Einstein, em novembro de 1915, para a precessao do periélio de
Merciirio foi de 43 segundos de arco por século [5].

O estudo da precessao do periélio pode ser relacionado com a o6rbita de particulas-teste

como, por exemplo, o nosso planeta orbitando o Sol, particulas orbitando um disco de acrecio®

!Estrutura com materiais difusos em movimento orbital entorno de um corpo central.
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de uma estrela de néutron ou um buraco negro® [14]. Deste modo, é notério que o estudo do

tema proposto depende de conceitos peculiares, que precisam ser esclarecidos.

2.2 Conceitos basicos ligados a precessao do Periélio

2.2.1 12 Lei de Kepler - Elipse - Periélio - 2% Lei de Kepler

De acordo com a primeira lei de Kepler, sabemos que os planetas movem-se em torno do Sol em

elipse, com a estrela fixa em um dos focos, F; ou Fy, [26], de acordo com a figura a seguir:

Planeta

Figura 2.1: Lei das Orbitas, adaptado de [27].

Podemos definir elipse como o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos é constante. Caracteristicas encontradas nas elipse sdo: excentri-

cidade (€), dois focos (F} e Fy vide fig.(2.1)) e dois eixos (vide fig.(2.2)), sendo eles

eixo maior, 2a;

eixo menor, 2b.

c
A excentricidade é dada por: € = —, vide fig.(2.2) note que ¢ é um dos catetos do triangulo

a
retangulo expresso na figura, sendo 0 < € < 1. E interessante notar que para o caso de € = 0
temos um circulo, poderiamos afirmar que circulo é um caso particular de elipse cujos focos

estao sobrepostos e os eixos sao de mesma magnitude.

?Estrelas cujas massas sio da magnitude da massa do Sol podem atingir um estado de equilibrio
final como uma ana branca ou uma estrela de néutron. Para o caso de massas muito maiores nao é
possivel atingir tal equilibrio. A RG prediz que uma estrela esfericamente simétrica se contraird até
que toda matéria contida na estrela chegue a uma singularidade no centro da simetria [25]. Em outras

palavras, quando dada massa é comprimida a ponto de possuir um raio inferior ao raio de Schwarzschild?®,
2GM , o

r = —5—, nem a luz ¢é capaz de escapar do campo gravitacional gerado por essa massa, logo teremos
c

uma singularidade conhecida com buraco negro.
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Figura 2.2: Elipse detalhes, adaptado de [28].

A excentricidade, também, pode ser determinada com dependéncia da diretriz s, paralela ao
eixo y, a uma distancia d do foco mais préximo, veja a fig.(2.3). Considerando que a diretriz
esteja no lado positivo do eixo z, podemos definir e como [29]:
PP

— 2.1
€= —= (2.1)

conforme a fig.(2.3).

FD=d

Figura 2.3: Indicacoes s, d, D, P e r na elipse, adaptado de [29].

Nesse sentido, tomando como base a fig.(2.3), temos FP = r e PD = d—rcosf [29]. Todavia,
optamos por trocar o simbolo do angulo em questdo para ¢, logo: PD = d—rcos¢. Sendo assim,

a eq.(2.1) pode ser reescrita como:

r
d — rcosg’
r = e(d—rcosp),
ed
1+ ecos¢’
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Levando em consideracao a contribui¢ao do “semi-latus rectum” o [30]:
o
— =1+ ecoso, (2.3)
,

podemos notar na eq.(2.2) que o termo ed representa esse objeto, ou seja: o = ed. Observe a

fig.(2.4) e veja a representacao grafica para o e 20.

Latus rectum

Semi-latus rectum

Figura 2.4: Indicacao para semi-latus rectum, o, e latus rectum, Lr = 20, adaptado de

31).

Podemos ainda considerar, no caso ¢ > 0, que o “semi-latus rectum” é também expresso por
2b*
a
definigao para semi-eixo menor, b, e semi-eixo maior, a, dada por [30]:

o = a(l — €?) [30, 32]. Vale lembrar que b* = ac e 20 = Ly = [33]. Portanto temos uma

(2.4)

b= (2.5)

Prosseguindo com o resultado final da eq.(2.2), levando em conta que ed = o e o = a(1 — €?),

podemos escrever:
g

B ed B e a(l - €?)
" 14ecos¢p 1+ecosp 1+ ecosd’

r (2.6)

A eq.(2.6) é a equagao da elipse em coordenadas polares, equivalente a uma 6rbita eliptica
fechada para o problema de Kepler com o Sol fixo e precessao nula [32]. O resultado apresentado
sera importante para obtencao da precessao do periélio.

O Periélio nada mais é que a distancia minima, d,;,, entre o planeta e o Sol. Ja a distancia
maxima, dpaq, entre tais corpos celestes é chamada de Afélio, vide fig.(2.5). Quando tratamos
de exoplanetas (planetas fora do nosso sistema Solar), tais magnitudes sao chamadas respecti-

vamente de Periastro e Apoastro.
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Periélio Afélio

dmin dmax

Figura 2.5: Periélio e Afélio, adaptado de [34].

A segunda lei de Kepler revela que cada planeta se move ao redor do Sol e a linha que liga o
planeta ao Sol varre dreas iguais em tempos iguais [26]. E vélido notar que A, (A=A = Ay),
representa a area em questao e At, (At = At; = Aty), a variagao do tempo como podemos ver

na figura a seguir.

D1

il 31

HAtg
D2

[&t1= At [A1=A2] [D1>Dg

Figura 2.6: Lei das Areas, adaptado de [35].

Ao analisar as distancias percorridas pelo planeta, D1 e Dy, arcos compreendidos nos setores
em destaque na 6rbita ilustrada na fig.(2.6), vemos que a magnitude de ambas sao diferentes,
e.g. D1 > D,. Baseado na 22 lei de Kepler ambos arcos levam a mesma duragao temporaria
para serem percorridos. Nesse sentido, a explicacao para o pressuposto é que a velocidade de
translagdo do planeta ao redor do Sol nao pode ser constante. Todavia a razao entre a area

varrida, A, e o tempo gasto, ¢, “velocidade areal” [30], é constante,

L(A)oom (1), o

Retomando a questao da velocidade de translagdo, podemos aclarar com base na definicao
de velocidade, V = %, que o arco maior, D1, terd maior velocidade, V7, quando comparado a

velocidade, V5, do arco menor, Do, ja que At é o mesmo para ambos.
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A 2?2 lei de Kepler sera observada no procedimento analitico do avanco do periélio a partir
do formalismo relativistico, secao 2.4. Isso porque envolve uma grandeza que nao evolue com o
tempo, sendo assim evidencia a existéncia de um tensor de Killing de primeira ordem, um vetor

de Killing.

2.2.2 Tensor de Killing

Sabemos que os tensor de Killing de primeira ordem sao chamados de vetor de Killing, &,.
Para ordens superiores podem ter forma simétrica e sao conhecidos como Stackel-Killing, K,
[39]. Os tensores de Killing sdo os responséveis pelas transformagoes de campo que preservam

a métrica do espago-tempo, correspondendo a uma isometria [36],
v(,ufu) = vufv + vygu =0, (28)

onde o termo V,{,, representa uma derivada covariante de um vetor ou tensor de primeira ordem.
A isometria surge a partir da derivada de Lie da métrica [37], e facilmente podemos ver que

o tensor de Killing de primeira ordem corresponde a uma isometria:

‘CEQMV = f/\a)\guu + 8}15/\9)\1/ + ayf)\g“)\,
= vufu + vl/@u

= V&) = &) =0 (2.9)

Basicamente, isometrias sao simetrias continuas e ao soluciona-las encontramos as compo-
nentes do objeto tensorial em questao [20, 36]. As simetrias abrigam as leis fundamentais da
Fisica, a presenca delas em problemas fisicos facilita a obtencao para a solucdo destes. As sime-
trias indicam grandezas que sao conservadas, e.g., a velocidade areal vista na 2% lei de Kepler é
uma quantidade conservada.

Outro fato relevante é que o préprio tensor métrico, g,,,, é solugdo para a isometria [38],

Isto é, o tensor Stackel-Killing de segunda ordem é o proéprio tensor métrico. Uma curiosidade
sobre o fato é que tal comportamento oportuniza a criagao de novas métricas a partir de métricas
ja conhecidas e assim podemos, por exemplo, “varrer” regides que nao eram mapeadas pela

métrica original [39].
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De fato, as oportunidades que os tensores de Killing carregam sdo muitas, sempre que uma
quantidade é conservada eles estao presentes e a Lagrangeana acaba por ajudar na deteccgado

desses objetos.

2.2.3 Equacoes de Euler-Lagrange

Sabemos que embora Newton tenha construido as leis fundamentais da mecénica, existem
afirmacoes alternativas destas leis, como por exemplo o principio de Hamilton e a equagao
de Lagrange, que tornam a andlise de muitos problemas da mecanica Newtoniana mais simples
[40].

Vale lembrar que os resultados obtidos da anilise de Newton ou de Lagrange devem ser os
mesmos para qualquer sistema mecanico. Entretanto, o ponto de vista entre ambas andlises é
distinto. A abordagem de Newton enfatiza o agente externo que age sobre um corpo, a forga.
Ja na formulacao de Lagrange é enfatizado apenas as quantidades associadas aos corpos, as
energias cinética e potencial.

O principio de Hamilton* e as equacdes de movimento, que resultam da aplicacdo deste
principio, sao conhecidas por equagoes de Lagrange. Podemos enunciar o principio de Hamilton,

em termos do cdlculo de variagées® como [41]:

5 [ -y =o. (2.11)

t1

Um dos problemas bésicos do calculo de variacoes é determinar uma funcao [41],
L=T-U = L(z;, %), (2.12)

cuja integral desta seja um extremo, um méximo ou um minimo, tal que os indices ¢ = 1, 2, 3.

A solugao para este problema ¢é a equacao de Euler-Lagrange, expressa por [41]:

oL d (0L
al'i B % (81‘Z> N 0’ (2.13)

onde a quantidade L é chamada de funcdo de Lagrange ou lagrangeana de uma particula.

Considerando z; para um espaco-tempo quadrimencional temos x; — x,, sendo, e.g., u =

4Caminho real seguido por um sistema dinamico, que se move de um ponto a outro qualquer em um
intervalo de tempo especifico, serd aquele que minimiza a integral de tempo da diferenca entre as energias

cinéticas e potenciais [41].
50 célculo de variacdo testa varias solucdes possiveis para um dado problema e indica um método

para selecionar a solugao correta [40].
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dx d*x
0,1,2,3 temos: zg =t, x1 =7, T3 = 0 e 3 = ¢. Vale lembrar que 2, = Tu e X, = =l -, de
T T

7 3 . . . H
forma analoga para casos com indice contravariante (e.g., #* = dd%).

Sabemos que o principio variacional e a equagao de Euler-Lagrange fornecem um método
1til para determinar geodésicas®, pois quando L = %g,wgk“dt” a equacao da geodésica é a propria
equagao de Euler-Lagrange [20]:

P+ Th it =0 = ({)ﬁ — % (;) : (2.14)

Por fim, o uso da equagao de Euler-Lagrange para obter as equagoes do movimento de uma
particula acaba sendo vantajoso em relacdo ao outro formato que depende dos simbolos de

Christoffel, I" KU, isso porque sé tem derivada de primeira ordem.

2.3 Problema de Kepler

O problema de Kepler trata de um movimento de dois corpos devido a uma forga central e como
vimos é a lagrangeana que nos leva a obter as equagoes que descrevem o movimento de uma
particula. Sendo assim, precisamos tomar essa forga sobre o centro de massa desses corpos para
reduzir o problema a um corpo equivalente. Uma forma de observar o pressuposto pode ser vista,

com a dependéncia da massa reduzida p [43]:

1 1 1
p=mme 2 (2.15)
mi + mo M mi ma

Particularmente, temos o movimento de uma particula teste em um campo gravitacional de
um corpo massivo (Sol). Nesse problema, a massa do planeta em relagdo ao Sol é ignorada por
toda parte, de modo que o Sol é considerado como estaciondrio e nao ocorre a precessao no

periélio [32]. A lagrangeana para esse problema em coordenadas esféricas é dada por [44]:
1 . .
L= 5u(7'“2 + 7202 + r2sen®09%) — U(r), (2.16)

sendo U(r) = u®(r) [45], em que ®(r) é o potencial gravitacional, ® = =4 [45]. Considerando

. . T
o movimento no plano equatorial, 8 = 3 temos:

L= %u(ﬂ +1r2¢?) — pd(r). (2.17)

6Geodésica é uma curva de valor estaciondrio sobre uma superficie do espaco Riemanniano. Isto é,

uma curva cujo comprimento é minimo e se mantém fixos o seu ponto inicial e final [42].
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Deste modo, teremos equagbes do movimento para coordenadas esféricas ¢ e r. Para a
coordenada ¢ identifica-se uma grandeza conservada, pois nao ha dependéncia em ¢, entao:
d (0L d 9
— =) == (pr =0. 2.18
dt(aqs) dt (” ¢) (2.18)
Nesse sentido, temos a conservacao do momento angular do sistema, [ = ur2q5. Essa con-

servacao implica na conservagao presente em:
d (1 5.
— <2r2¢> =0. (2.19)

O fator % foi inserido pois %T’QQZB ¢ um resultado previsto pela lei das areas de Kepler, é a
1
velocidade areal. Sabendo que dA = 5(7" x Udt) e como p = uv, [26], temos a velocidade areal:
dA 1 I ,ur2¢.> r2¢

= (7 _‘dtzi = —, 22
g o) =50 == (2.20)

Substituindo o resultado da eq.(2.20) na eq.(2.7) encontramos o mesmo que na eq.(2.19). Por-
tanto, a conservacao do momento angular é o mesmo que a conservacao da velocidade areal.

Ja a equacao de Lagrange correspondente a r leva a obtencgao de:

_ Ou(r) d

o )
- — = 2.21
pr 5 g =0, (2.21)
. oud
i — pr? = =20 py. (2.22)
or
Podemos obter (;'52 a partir de [ = ur%ﬁ, que nos leva a reescrever a eq.(2.22) em termos do
. . GM
potencial gravitacional, ®(r) = ———:
L2 GMpu
#7" — W = F(T‘) = — r2 5 (223)
entao temos a equacao radial do movimento Newtoniano,
. GM
7‘:—77’2 +7=73’ le, (224)
sendo G a constante de gravitacao universal e M é a massa.
a1 r?
Ainda é possivel reescrever a eq.(2.24) considerando P = g = %,.
d2 dt2 M 4 12 4
Cr(dity My DYy, (2.25)
dt? \ d¢? r2 \ [2 r3 \ 12
d*>r  GMr?
W‘FT—TZO. (2.26)
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) 1
Fazendo a mudanca de varidvel r = —, temos:
U

Pu (1 GM 1
@ﬁ<_w>+j%2_u_0’ (2.27)
d*u GM
Com base na ref.[30], temos que
d*u uF(%)
A 229
logo o lado direito da eq.(2.28) é dado por:
pF(3) o (B GMp®
~ = —(GMp?) (— ) = S5 (2.30)

O resultado apresentado pela eq.(2.28) é equivalente ao apresentado na ref.[32] para J = I:

d’*u GM
A solucao para esta equacao é dada pela soma entre a solugdo homogénea e a particular:

GM

U= + kcoso,

J? J?
G—Mu = 1+ kG—Mcosqﬁ,

GM

u = (1 + ecosg) = o (1 + ecose) . (2.32)

Esta solucao nao revela uma precessao do periélio, temos uma Orbita fechada. Observe que
podemos retornar a equagao da elipse em coordenadas polares levando em conta a eq.(2.32),

c=a(l—€)eu=r1

1 1—é
— =0 (1 +ecosp) > 1 = a(l =€)

r (1 + ecosg)” (2:33)

Vale notar que para esse problema temos mais uma quantidade conservada, a energia, £ =

T+U=T+ ud(r):

1 .
E:y%ﬁ+ﬁ&)+mm. (2.34)
. . 12
Com base na conservacao do momento angular, [ = ur?¢, dada pela eq.(2.18) temos $? = ——
WA
portanto:
1 (.5 2
EZ?M r JrW +U(’I“). (2.35)
Considerando a equagao do movimento para esse caso temos [43]:
d (112
—\57= = 2.
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L.d (1 4 Loodtd (1
como purr = — 5/;7“ , podemos escrever uit = i,ur , portanto:

dt dr dt
Lt = —d% (;52 + U(r)) : (2.37)
4 <§m~2) _ @fz i U(r)> | (2.39)
% <;/M;2 + ;52 + U(r)) =0, (2.39)
E = ;,M‘Q—i-;ul;-i-U(r) = %mMUef(r), (2.40)

é importante esclarecer que o resultado da eq.(2.40) precisa de uma corregao relativistica para

apresentar um incremento que responda pela precessao do periélio. Sabemos que Ugs(r) = V/(r)
1 2

é o potencial efetivo, com 32 podendo ser interpretrado como energia potencial centrifuga e
r

U(r) = p®(r) a energia potencial efetiva [30].

2.4 Orbita das particulas - Formalismo Relativistico

Em 1916, Karl Schwarzschild resolveu a equagao de Einstein para o vacuo, G, = 0. Esta solugao
trata da geometria do espago vazio fora de uma fonte de curvatura esfericamente simétrica [14].
Em outras palavras, é uma boa aproximacao para o campo gravitacional. Portanto, torna as
previsoes da teoria de Einstein mais acessiveis a testes experimentais.

Nesse sentido, com base na métrica de Schwarzschild, eq.(1.4), vamos analisar a érbita de
uma particula teste seguindo a geodésica tipo tempo (¢ > v onde ¢ é a velocidade da luz).
No regime tipo tempo temos a secio temporal maior que a secdo espacial (c*dt? > dS§ que
implica em ¢ > v, onde dS3 = —dx? — dy? — dz? é a parcela espacial da métrica do espago-
tempo mais trivial). Além disso, o intervalo de espaco-tempo, ds?, é negativo para satisfazer o
comportamento do tempo préprio 7 da particula, dr? = —ds? = —nNuwdztdz”. Esse resultado
esta relacionado com a eq.(1.3) para 7, - métrica de Minkowski (vide se¢ao 3.2).

Deste modo, podemos construir um vinculo de velocidade que generaliza a ideia de dr? =
—ds? = —nNuwdxtdz”, sendo T o tempo préprio. O pressuposto é obtido a partir do vetor tangente

do
que parametrizado representa a quadri-velocidade, u® = . e via eq.(1.3) temos entdo [14]:
T

@1 = gapuu’ = —1, (2.41)
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logo
2m* om*\ !
— <1 - ) (uh)? + (1 - ) (u")? 4+ r?(u?)? + r’sen?0(u®)? = —1, (2.42)
T T
. GM e o
onde m* = —— ¢é a massa geométrica e u® =
c

T

= — coma =0, 1, 2, 3, sendo 0 a 3 igual a
respectivamente (ct, r, 0, ¢).

Neste problema existe a conservagao da energia e do momento angular, pois a métrica de

Schwarzschild é independente do tempo e esfericamente simétrica. Nesse sentido, temos vetores
de Killing associados, £* = (1,0,0,0) e n® = (0,0,0,1). Vimos que a presenga deste objetos
tensoriais implica em grandezas conservadas [46]:

e Energia conservada por unidade de massa em repouso

—, 2.43

r dr ( )

e Momento angular conservado por unidade de massa leva a Orbita estar confinada a um
plano (6 = 7, logo 6= 0.)

1= = (r2sen36 L” . 2.44
U ('r sen ) ( )
Com estas consideragoes substituidas na eq.(2.42), temos:

om*\ om*\ ' /dr\? 12
—(1- Ex)? 41— — e
(1-25) e (-70) () 4ot

(2.45)
Trabalhando essa equagao podemos encontrar a correcao que existe em relacao ao caso

Newtoniano. O desenvolvimento a seguir possibilita a correspondéncia com a integral da energia
da mecanica Newtoniana [14],

(E+)?
2

e rearranjando os termos

. ) : (2.46)

(B2 1 1 [dr\? 1 2m* 12
s (& “(1- 1+—]—1 2.47
2 2 ~2\ar) T2 r T ’ (2.47)

———
E Ver(r)
assim, temos que
Eovm = (Y (2.48)

SN =9 \dar .
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Sabemos pela eq.(2.47) que o potencial efetivo para o movimento radial de particulas é

expresso por [14]:

1 2m* 12
= —|[1- 1+ —=1]-1
1 2 2m*  2m*[?
= |1+ =2
2 < + r2 r r3 ) ’
GM 1> GMI?
Ver(r) = = c2r + 22 23 (2.49)
onde m* = GC—]QVI

Antecipando a correspondéncia com a energia Newtoniana usual precisamos definir Eneyr a
m02 + ENewt

partir de (Ex) = 5
me

[14]. Nesse sentido podemos encontrar [14]:

Enewt = §m E (250)

1 (dr\> GMm > GMP

< > BT T R
Esse resultado apresenta a mesma forma para o caso da gravitacao Newtoniana, mas apresenta
a corregao relativistica dada pelo ultimo termo, compare com a eq.(2.40) que nao apresenta essa
correcao. Derivando o termo de correcao obtemos:

3G MI?

F(r)= -2
()=

(2.51)

onde F(r) é a forga perturbativa que responde pela precessao do periélio de acordo com a ref.[48]
(vide segao 2.5).
. o o r? de
Considerando o limite nao relativistico, (¢, 7) — (ct, c¢T) que leva [ = g podemos
¢ dr
reescrever o potencial dado pela eq.(2.49) [14]:

GM 12 GM]?

Verlr) = 0 T 5 (2.52)
1 GM 2 GMI?
Ver(r) = 5 (‘T T2 2 > : (2.53)
oU
Sabemos que F = mi = — a(r , temos:
r
d?r 1 (GM I? _GMI?
MmsE = "= <r2 — .3 + 37027"4 > , (2.54)
consideramos ¥ = —Ci—é/[ + % — 3%‘{ f, onde fazemos m = 1 assim como foi feito para o caso da

massa reduzida p na eq.(2.24).
2

Como ja referido esse resultado apresenta o fator de correcao —3

em relacao ao caso
274 5

Newtoniano eq.(2.24). Justamente devido a presenga deste termo podemos verificar a ocorréncia

do avanco do periélio que nao é notado no caso classico.
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Podemos notar propriedades interessantes em relacao ao potencial efetivo dado pela eq.(2.49)

[14]:
2GM GM 12 4 GMIP?  °
c? 2 2GM  2r222(GM)? 3 (2GM)3
2GM 1 12ct GMI2cS 1
V — - + ¢ J— ¢ = ) (256)
c2 2 23(GM)?2 2 (2GM)3 2
e, também, para valores grandes de r o potencial se aproxima do potencial efeito newtoniano de
1
movimento em um potencial — [14]: V(r); 00 — ——5—, onde C’;—JQW = m*. Mas para casos em
r c4r

. 1
que 7 diminui a contribui¢ao do termo —, eq.(2.49), da RG torna-se cada vez mais importante.
r
E possivel observar que havera casos nos quais a particula pode assumir uma érbita circular
com r constante, isto pode acontecer quando o potencial é “flat”,

v (r)
dr

=0, (2.57)

em termos de m* temos:

dv(r) m* 1> 3m*?

Sendo assim, é possivel encontrar r,i, € Tmae [14]:

l2 m* 2
T'min,mdz = % 1+ 1-12 < I > . (259)

Para | = v12m™ temos r = 6m*. Considerando a eq.(2.58), podemos achar r tanto para (i)
3m*1?

a gravitacao Newtoniana, — — = 0, como (ii) a relativistica para uma particula “sem massa”.
T

2
Sendo 7 = — para (i) e r = 3m” para (ii) [47]. Deste modo, de acordo com a ref.[47], a solucdo
m

de Schwarzschild possui érbitas circulares estdveis para r > 6m* e Orbitas circulares instdveis
* x o ~ - ~ ‘
para 3m* < r < 6m”. E importante notar que estas sao apenas as geodésicas, nao ha nada para
parar uma particula acelerada com r abaixo de r = 3m™ e emergente, enquanto esta permanecer
além de r = 2m”™ [47].
Levando em conta a eq.(2.48) podemos encontrar o avango do periélio realizando algumas
operagoes apresentadas na sequéncia com base na ref.[47].

2-vi) = (4) (2.60)

dr\ 2 GM 12 GMI?
2F = — 20—+ — — ——— | . 2.61
<d7> + < c3r + 272 c2r3 > ( )
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rd \ 2
Multiplicando a equagao acima por 7= <d¢)> encontramos:
2
2(E-V(r) = < ) (2.62)
r GM r* 2t GMIPP ot
2E— = A 2.
12 < ) < 3r 2 + 2r2 |2 c2r3 l2) (2.63)
rd 2GM r 2GMr
2B = 2 : 2.64
12 < ) c? c? (2:64)
2 2
Considerando u = poa— temos dr = —5"~du, logo o tltimo resultado ¢ escrito como:
r
rd du\? [ m*2rt 2m*r3 9 N
2El—2 = <d¢>> < I > - + e =2m'r, (2.65)
S du\?  2m*r3 [ 14 AR i 14
2B 2 <m*2r4> = <d> T2 <m*2r4> +r (m*2T4> —2m'r (m*2r4> ,(2.66)
12 du\® 20 8 4
2F = |—=] — -2 2.6
< *2> (d > m*r + m*27“2 m*TS’ ( 7)
12 du\? m*?u3
2E< *2> = (d> —2u+u® -2 7 (2.68)
derivando em relacao a u
d2u 5 m*2
d2’LL 9 m*?
d2u 5 m*2
Sabendo que u = ug + w1 podemos trabalhar a expressao acima:
d?ug
[ ] W —1 + ug = 0
d2UQ
el +up =1, up =1+ ecosp (2.72)
d’u m*?
W;—FW :3< B > (1 + ecosg)?
2 *2 1 1
(2521 u = 3 <T?2 > (1 + 2ecos¢ + €2cos>p), cos’p = 3 + 50052(;5
a2, m*2 €2 2
—_— = 14+ — 2 —cos2¢ | . 2.
00 +uy 3<12><< —|-2>—|— ecos¢—|—2003 qﬁ) (2.73)
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*2
Sendo assim, sabemos que as solugoes particulares vao depender de & = 3 < B ):

u; = @A + aB¢seng + aC (Dcos2¢ + Esen2¢) , (2.74)

onde A, B, C, D e F sao coeficientes a serem determinados. Deste modo, substituindo a solugao

particular para u; no lado esquerdo da eq.(2.73) podemos por comparacao, com o lado direito,
2

encontrar os coeficientes envolvidos: A = <1 + €2>, B=¢CD= —% e CE = 0. Entao:

%2 2 2
up =3 (772 ) <(1 + 62> + epseng — 660052¢> , (2.75)

portanto,
u = U+ u, (2.76)
m*2 2 2
= 1+ecosp+3 < B > <<1 + 2) + epsend — 60082¢> , (2.77)
m*2
= 1+ecosp+3 < B > epseng, (2.78)
u = 1l4ecos[(1—a)g], (2.79)
sendo que
cos[(1 —a)p] = cosp+ d%cos[(l — a)pla=o0, (2.80)
cos[(1 —a@)p] = cosp+ apseng. (2.81)

Nesse sentido, sabemos que (1 — &)¢ = 27, logo:

2
=1 —7Ta ~2n(l +a), (2.82)

isso porque |a| << 1 logo |"}—;2| << % Esse resultado, eq.(2.82), revela que a érbita do planeta

nao é fechada, devido ao termo A¢ = 2wa que indica a precessao do periélio, vide a fig.(2.7)
para maior compreensao do fenémeno. De acordo com essa figura podemos ver uma ilustracao
para a Orbita de Merctrio, note que para uma Orbita fechada os pontos para periélio, (e.g.,
P1, P2 e P3), e afélio (Al, A2 e A3) deveriam ser constantes do tempo. Mas como podemos
ver pelo exemplo da fig.(2.7) esses pontos avangam de posi¢do. Vamos mostrar que a medida
de, aproximadamente, 43 segundos de arco por século descreve esse avancgo para o periélio do

planeta Merctrio.
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Figura 2.7: Precessao do Periélio [14].

Feito o esclarecimento para a ocorréncia da precessao do periélio, podemos melhorar o re-

sultado:
~ m*2
0p =2ma = 67Tl—2. (2.83)
2
Lembrando que u = —— e r é dado pela eq.(2.6) temos:
m*r
1— 2
1> = um*r = (1+ ecosp)m™r = (1 + 6COS¢)m*(1(+ec€oZ’Z)' (2.84)

Assim a eq.(2.83) pode ser reescrita levando ao resultado conhecido para a precessao do periélio:

m*2
(Sgb = GWZT,
B m*? (14 ecoso)
N 7T(l +ecosp)m* (1 —e€?)a ’
m*

Y L L—

7T(l —€e2)a

Assim,
6mrGM

0 = Za(l— )’ (2.85)

sendo (G) a constante gravitacional universal, (M) a massa da estrela, (c) a velocidade da luz,

(a) o semi-eixo maior do planeta e (€) a excentricidade.

GM 2
Levando em consideragao o movimento kepleriano minimo n =/ —— = % [16], sendo T' o
a
3 - 47283 -
periodo de revolucao do planeta, temos GM = T2 entao:
247322
Sp = ———— = 2.86

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



2.5 Vetor de Laplace-Runge-Lenz e avanco do Periélio 37

que é uma expressao alternativa do desvio do periélio em funcao dos periodos.
Concluida essa etapa, considerando os parametros revelantes para o movimento de Merctrio

GM

ao redor do Sol, sendo eles [47]: —— = 1.48 x 10%cm; a = 5.79 x 102em; € = 0.2056; ¢ =
c

3.00 x 10'%m/sec e perfodo orbital de 88 dias. Temos para a eq.(2.85) A¢arere = 43.0” /sec.

2.5 Vetor de Laplace-Runge-Lenz e avanco do Periélio

Podemos encontrar a precessao do periélio de Mercirio a partir do vetor do Laplace-Runge-Lenz,
A. Esse vetor encontra-se no plano da érbita eliptica e aponta na diregao do periélio. Para o

caso da drbita de Kepler temos [48]:

A=px L — k-, (2.87)

=<3y

sendo p' o momento linear, L o momento angular, i a massa reduzida e k = GMm.
O vetor A sera conservado quando nao existe presenga de forgas perturbativas, logo a drbita
é fechada. Todavia A nao é constante na presenca dessas forcas e portanto existe tendéncia &

precessao do periélio [48]. Sabemos que a velocidade angular de A ¢ dada por [48]:

.. A
w=aX —7, (288)
Al
tal que a é um vetor unitario na diregao de A.
Deste modo, precisamos de A e |/T| sendo eles:
— =2(F-F)F = (F-7")F — (F- F)F,, (2.89)
I
e também,
|A| = pke. (2.90)

A forca presente na derivada de A terd apenas componente radial se a érbita do planeta for
circular e coplanar a 6rbita de Mercurio, F = F.7, temos também F=7rf+ ?"(;5(2) Substituindo

essas consideragoes em eq.(2.89), podemos obter:

A = uPRiFF— riFf — rE (7 + 1)), (2.91)
= u[2FF.7 = 2ri-Fypi — 12 Fpda), (2.92)
A = —wlF.dd. (2.93)
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Substituindo o resultado da eq.(2.91) e da eq.(2.90) em w encontramos:

om
Fr A~ n
G = —";ked’(ax@, (2.94)
o
F .
W = —Tk ¢cos¢z/. (2.95)
€

De acordo com a ref.[48] podemos obter a precessao do periélio calculando o dngulo de rotacao

de A para uma revolucao do Mercurio:

0p = /OT wdr. (2.96)

Para obtermos a precessao, temos que considerar a forca perturbativa oriunda da construcao
relativistica, sendo esta a correcdo existente para o caso classico. A forca em questao ja foi
determinada, dada pela eq.(2.51) podemos trabalhar a eq.(2.96), considerando 1? = pka(1 — €?)
para p &~ m [14, 47, 48] e eq.(2.6):

3GM 2 o do
(5¢ = m /0 (1 -+ ECOSQS) EdT? (297)
2 2 2
= A </ cospdo + 26/ cos®pde + 62/ 0082¢005¢d¢> , (2.98)
0 0 0
2 1 1 2
= A <0 + 26/ <2 + 2cos2¢>> do + 62/ (1-— Sen2¢)cos¢)d¢> , (2.99)
0 0
= )\<0+26227r+0+0) , (2.100)
= A2erm, (2.101)
logo, sendo A = 36’7M obtemos:
ec?a(l — €2)
6mrGM
= 7. 2.102
o¢ c2a(l — €2) (2.102)

Como podemos notar o resultado encontrado é compativel a eq.(2.85), que corresponde a

precessao do periélio de Mercurio.
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Capitulo 3

Aproximacao PPN e NNA

Uma breve apresentacao acerca da aproximagao PPN para situar o leitor serd feita, apenas
a titulo de curiosidade, visto que se trata de uma ferramenta usada para explicar a precessao
do periélio de Mercurio [16]. Nosso objetivo é esclarecer sobre uma outra ferramenta disponivel
para a descricao de movimentos lentos no espago-tempo curvo, a aproximagao quase Newtoniana

(NNA - Nearly Newtonian Approximation) que serd usada no presente trabalho.

3.1 PPN - formalismo pés-newtoniano parametrizado

Sabemos que objetos no sistema Solar estao sob gravidade fraca, |®| = |Potencial Newtoniano| <
1075 e que a matéria que gera a gravidade do sistema Solar move-se lentamente, v? < 1077,
tendo tensao e energia interna respectivamente a |Tji|/po < 1076 e m = (pp;OO) <107 [49]. Por
consequéncia, a andlise de experimentos do sistema Solar usando qualquer teoria métrica da
gravidade! pode ser simplificada, assegurando grau de precisdo, por uma expansio simultanea
nestes parametros.

A expansdo para movimento lento e campo fraco leva a um espaco-tempo plano e vazio, ao
tratamento newtoniano do sistema Solar em “primeira ordem” e correcoes pds-newtonianas no
tratamento newtoniano para “segunda ordem”. O formalismo da teoria Newtoniana somado

as corregoes pds-newtonianas é conhecido por “aproximacao pds-newtoniana”’. Vale notar que

1O espago-tempo tem uma métrica e tal métrica satisfaz o principio da equivaléncia. Teorias da

gravidade que respeitam esses pontos sao chamadas de teorias métricas [49]
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cada teoria métrica tem sua prépria aproximacao pdés-newtoniana, e mesmo apesar das grandes
discrepancias entre essas teorias, suas aproximacoes poés-newtonianas sao semelhantes.

Tamanha a semelhanca que é possivel construir uma tnica teoria pds-newtoniana da gra-
vidade. Essa teoria inclusiva é rotulada por “PPN” para o formalismo pds-newtoniano para-
metrizado. Nessa teoria temos um conjunto de parametros, parametros PPN, que podem ser
especificados de modo arbitrario. Um dado conjunto de valores para estes parametros permite
que o formalismo do PPN seja idéntico ao limite pés-newtoniano da RG, outro conjunto torna-o
como o limite pés-newtoniano da teoria de Dicke-Brans-Jordan [49].

A versao do PPN concebida por Clifford e Kenneth contém dez parametros PPN, descritos

heuristicamente, vamos cité-los a seguir [49]:
1. v (quanta curvatura do espago g;i ¢ produzida por unidade de massa de repouso?);
2. B (quanta nao linearidade hé na lei de superposigao para a gravidade ggg?);
3. 1 (quanta gravidade ggp é produzida por unidade de energia cinética % pov??);
4. Bo (quanta gravidade ggp é produzida por unidade de energia potencial gravitacional poU?);
5. B3 (quanta gravidade ggp é produzida por unidade de energia interna pom?);
6. B4 (quanta gravidade ggo é produzida por unidade de pressao p?);

7. ¢ (quanto mais gravidade gop é produzida pela energia cinética radial, ou seja, energia

cinética do observador do que pela energia cinética transversal?);

8. 1 (quanto mais gravidade goog é produzida pela tensao radial do que por tensao transver-

sal?);

9. Ay (quanto arrasto de referenciais inerciais go; sdo produzidos por unidade de momento

pov?) ;

10. As (quao mais facil é para o momento ppv arrastar os referenciais inerciais radialmente,

em diregao ao observador, do que na diregao transversal?).

Na década de 1970 chegou-se a afirmar que a aproximagao pds-newtoniana era suficiente, mas
ja na época o caso de ondas gravitacionais propagando-se no sistema Solar de fontes distantes
eram ignoradas por todas as aproximagoes pés-newtonianas e pela estrutura PPN [49]. Isto é,

a expansao PPN nao é uniformente vélida para grandes distancias [50]. Ademais, baseia-se na
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suposicao de campo fraco produzido por fontes que se movem com velocidades pequenas em
relacdo a velocidade da luz, entretanto ao redor e dentro de um pulsar? o campo gravitacional
é forte o que contradiz a suposicao de campo fraco, pois para lidar com campos fortes, deve-
se aumentar o nimero de parametros. PPN nao leva em consideragao a topologia ( forma)
do problema, ja a NNA resgata essa ideia. Deste modo, o conceito de movimento lento nao
esta entrelacado com a génese de um campo gravitacional fraco. Sabemos que o movimento das
estrelas perto de buracos negros, observados nos nicleos de algumas galaxias revelam velocidades
pequenas, com velocidades de algumas centenas de quilometros por segundo [50].

Por fim, podemos ver que a andlise para aplicar o PPN ¢é delicada posto os fatos sobre a
quantidade de parametros envolvidos e a incompatibilidade quanto ao estudo para o movimento
lento. Sendo assim, optamos por fazer uso da NNA, por ser uma possibilidade para simplificar
o problema para a analise da RG no regime de movimento lento, que sera tratada na préxima

Secao.

3.2 NNA - Aproximacao quase newtoniana

Trata-se de uma aproximacao ja esclarecida por Thorne, Misner e Wheeler (1973, pp. 412-
416), que permite encontrar situagoes de campo quase Newtoniano [51]. Sabemos que o campo
da RG engloba desde os campos fracos observados na teoria Newtoniana, bem como os campos
fortes devidos as quantidades relativisticas. Sabemos que nesse intervé-lo é possivel encontrar
um campo com intensidade mediana, a esse chamamos de campo quase Newtoniano. Para
melhor entender a aproximacao quase Newtoniana precisamos depreender alguns detalhes.

Infeld e Plebanski mostraram que ao contrario da teoria Newtoniana as equagoes de campo
e movimento estao correlacionadas, as equagoes de campo de Einstein levam as equagoes de
movimento [50]. Revelaram, também, que existe relacao entre as equacoes de movimento e de
campo com respectivamente a geodésica,

d? " di)‘dx”
dr? Aodr dr

=0 (3.1)

2Estrelas de Néutrons frequentemente estdo girando rapidamente e apresentam campo gravitacional
forte. Essa combinacao da origem aos pulsares, que aceleram particulas em jatos emitidos dos polos

magnéticos, originados & medida que a estrela de Néutron gira [47]
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e a equagao do desvio geodésico [52],

D2£a

dz - dx?
=

+ ng? W - 0 (32)
Nesse sentido, pensando em obter o limite de correspondéncia da RG com a gravitacao de Newton
é sabido que precisamos recuperar os postulados de movimento e de campo [7]. Para impor o
limite Newtoniano da RG consideramos o movimento lento e campo fraco tanto para a equagao
da geodésica como para a equacgao do desvio geodésico. Assim, respectivamente, restauramos a
equacao de movimento de Newton, quebrando a covariancia generalizada, e a equacao de campo
de Poisson, quebrando a nao-linearidade das equacoes de Einstein.

Todavia, ao realizar essa aproximacgao estamos linearizando a teoria da gravitacao de Einstein
que é uma teoria nao-linear. O pressuposto rompe com o campo de atuagao da teoria, visto que
é gracas a essa nao-linearidade que muitos fenémenos nao observados pela teoria da gravitacao
Newtoniana, uma teoria linear, foram naturalmente previstos.

O limite quase Newtoniano é uma solugao para evitar a quebra da nao-linearidade da teoria
da gravitacao de Einstein para obter resultados no regime de movimento lento. O limite em
questao é aplicacao incompleta do limite Newtoniano. Aplica-se as consideracoes do limite
Newtoniano apenas para a equacao da geodésica, tornando o campo suavizado, pois a conexao é
linear na geodésica e quadrética nas equagoes de Einstein [7]. Deste modo, para uma particula

sob movimento lento (v << ¢) em uma geodésica tipo tempo com z* = z#(7) temos:

2 A v
ddf: + ’;y%% — 0. (3.3)
Parametrizando a eq.(3.3) para a coordenada z* = —ct podemos obter os desenvolvimentos a
seguir conforme as ref.[7, 53]:
d*x’ o dat dat - dat da® . da? dxv

_ Yy ——4r, ———+1 —— =0. 3.4
c2dt? tha cdt cdt +ak cdt cdt + L cdt cdt (3-4)

Devido ao campo fraco e baixa velocidade apenas os dois primeiros termos na eq.(3.4) sao
considerados: .
7
% ~ T, (3.5)
Precisamos obter a componente do simbolo de Christoffel, I’f@. Vimos o comportamento desse

objeto na sec¢ao 1.3 dado pela eq.(1.6), todavia sob condi¢ao de campo gravitacional fraco o tensor

métrico assume, com dependéncia da métrica de Minkowski (), com assinatura (+ + +—))
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adicionada a um termo pequeno tal que 5h12w << 6hyy, a seguinte forma para as componentes

covariante e contravariante respectivamente:

G = Ny + Sl + O(SK2,) (3.6)
e, também,

gt =" — S + O(5h;2w)- (3.7)
Nesse sentido, a eq.(1.6) do simbolo de Christoffel pode ser escrita como:

!

A
F/W_Q

1 (0o + Oudhye — O6hy) + O(Sh2,). (3.8)
Assim para I, uma vez que 5hfw << dhyy, temos:

. 1.

M = §ﬁza(545h4a + O40hao — Oy6has) + O(5R2,),

. 1.

M = 57720(2345]1% — 0y6h44),

. 1

a4 = 5(2040h4i — 9idhaa). (3.9)

O termo 040hy; € igual a zero por se tratar de um campo quase Newtoniano estatico, por isso o

comportamento para I}, é:

: 1
14 = —5(010haa). (3.10)
Substituindo na eq.(3.5) vamos obter:
d?zt 1,
—— ~ —c“(0;6hyy). A1
o7 = 5¢ (0idha) (3.11)

Ja que a geodésica nao se trata de um postulado, mas é advinda das equagoes de Einstein,
na recuperacao do postulado de movimento temos a equacao de movimento quase Newtoniana

com um potencial escalar:
0PN

dQ.CUa def
N oxo ’

dt?

Ou®yn = (3.12)

sendo @,y o potencial quase Newtoniano.

Na sequéncia, buscamos esclarecer que a abordagem do movimento lento para um campo
gravitacional arbitrario é satisfeita se considerarmos a particula sob movimento lento e continu-
amente em queda livre. Sendo assim, sabemos que o campo gravitacional assume incrementos

de forma a recuperar a forca do campo devido a tal adicao, tal que:

G = Ny + Sl + (Shy ) + ... (3.13)
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Deste modo, temos agora apenas a hipétese de baixa velocidade, pois o campo gradativa-
mente é mais forte. O pressuposto nos permite somar todas as perturbagoes do tensor métrico,
Guv, desde 6hyy = 0 até um valor finito éh,,. Para encontrarmos o comportamento do ®,n

igualamos os termos do lado direto das eq.(3.11) e eq.(3.12),

0Py 102 O6hyy
oz 2 Qxt’
_d(‘I)qN) _ }C2d(5h44)
dz® 2 dze
1
dd,y = —§c2d6h44, (3.14)
entao integrando de 0 & §hyy:
By = —2? 6h44d Shat) = —~25h 3.15
gN = 20 ; (Ohgs) = 20 44.- (3.15)

Agora precisamos recuperar dhyy, lembrando da eq.(3.13) podemos escrever:
g44 & Maa + Ohya. (3.16)

Precisamos entender melhor o tensor métrico de Minkowski 7,,,, para continuar. Para um espaco
pseudo-euclideano, espago-tempo de Minkowski, as coordenadas Cartesianas sao (x, y, z e ct),
e o sistema de coordenadas de Minkowski é dado por: (z%) = (2!, 2%, 23, 2%) = (2, y, 2, e ct).
O quadrado do elemento de linha do espago-tempo de Minkowski para a assinatura da métrica
(=, —, — 4), 6ds® = —da® —dy? —dz?+c?dt? e, para (+, 4+, +, —), é ds® = dx? +dy? +dz% —c2dt>.
Note que na assinatura da métrica apenas a coordenada t apresenta sinal oposto as demais. A

matriz formada por 7,,, em um espaco de quatro dimensoes, para ¢ = 1, é dada por [13]:

(0 0 0 o] [100 o]
0 m2 0 O 010 O
Nuy = = , (317)
0 0 mn3 O 001 0O
| 0 0 0 N44 ] L 0 0 0 -1 )
com a assinatura: (+,+,+,-).
Nesse sentido, fica mais claro porque 744 = —1, por isso a eq.(3.16) permite obter dhyq4:
gaa ~ —14 dhyy, (3.18)
Ohas ~ 1+ ga4. (319)
Substituindo o resultado na eq.(3.15) temos o potencial quase Newtoniano:
1
(I)qN = —702(1 + g44). (320)

2
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Nao alteramos a equacao do desvio geodésico o carater nao-linear da teoria de Einstein
¢ preservado. Pois o potencial gerado, potencial quase Newtoniano ®,y, guarda a presenca
completa da componente g44 da métrica, visto que quaisquer sistemas dindmicos propagam
seus efeitos nao-lineares exercendo efeitos qualitativos sobre suas solugoes [50]. Esse potencial
escalar, ®,y, representa um potencial intermedidrio, posto que a soma dos termos pertubativos
com a métrica ocorre em apenas uma componente da métrica, g = g4, 0 que nao o torna tao
forte como o da RG e nem um potencial fraco como o potencial Newtoniano, pois o limite estd
incompleto [7, 50].

Sendo assim, vamos aplicar o uso do NNA da RG para a métrica de Weyl e métrica de Zipoy
para estudar o regime lento na RG sob um campo gravitacional arbitrario para melhor respeitar
a Fisica de grande nimero de eventos astrofisicos. O procedimento quanto ao uso do NNA,
em resumo, diz respeito ao uso da equacao da geodésica ja que trata-se do limite Newtoniano
incompleto. A propésito, vale esclarecer que nao faremos uso do ®,x no presente trabalho.
Contudo vamos trabalhar com a equagao da Orbita para obter a equacao do desvio do periélio
de corpos massivos sujeitos a tais métricas e realizar no estudo tedrico com base nos resultados

obtidos.
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Capitulo 4
Aplicacoes - métrica de Weyl

Sabemos que de modo geral, a escala do sistema Solar tem sido considerada como um dos
principais laboratérios para testar modelos gravitacionais. Por certo que muitos dos problemas
nesta escala estao longe de ser uma solugao definitiva e tantos outros requerem uma melhoria
na precisao. Sob esse prisma é compreensivel a preocupagao que teoria e observagao tém em
relagao ao desenvolvimento de modelos com maior precisao. O fato é que assim como o teste
sobre a precessao do periélio de Mércurio contribuiu para a validagao e confiabilidade da teoria
de Einstein, novamente testes sobre a determinacao do periélio que incluem efeitos relativisticos
podem ser tteis para a producao de modelos confidveis. Vamos nos dedicar a tal estudo com base
na métrica de Weyl, levando em conta a aproximagao quase Newtoniana - NNA - da RG, pois
mantemos intacta a equagao do desvio geodésico. Vale lembrar que nessa aproximacao, NNA,
o campo gravitacional pode ser suavizado pois faz-se apenas o uso da equacgao da geodésica que

apresenta a conexao métrica linear e no caso das equacoes de Einstein tal objeto é quadratico.

4.1 Precessao do periastro de exoplanetas - métrica

de Weyl

A expansiva descoberta de exoplanetas, planetas fora do nosso sistema Solar, nos possibilta
um novo laboratdrio para testar efeitos relativisticos. Portanto, gera desafios para os campos
tedricos e observacionais da astronomia e da astrofisica. A importancia desse estudo estd no

fato de que a compreensao dos sistemas estrela-planeta e suas dinamicas permitem entender a

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



4.1 Precessao do periastro de exoplanetas - métrica de Weyl 47

gravidade em uma escala do sistema Solar e por corolario, a formacao de sistemas planetarios,
por exemplo.

Pensando nisso, resolvemos avaliar o uso da aproximagdo NNA da RG para obtencgao do
avanco do periastro de 34 exoplanetas com diferentes excentricidades a fim de aumentar a pre-
cisao das previsoes dos parametros orbitais. Esse estudo é uma aplicacdo do modelo NNA visto
no capitulo anterior. A vantagem é que ao contririo dos parametros usuais de PPN o modelo
NNA levou-nos a usar apenas um parametro, 3y, sendo este dependente apenas da excentrici-
dade. Com base no estudo a ser desenvolvido serd possivel notar que a precessao relativistica
do periélio é um fenémeno nao trivial, pois observamos que o modelo é sensivel a variacao do
semi-eixo maior e dos periodos orbitais.

A aproximacao NNA faz parte da prépria RG. Destacamos, também, que no nosso estudo
nao consideramos como fonte de precessao a pertubacao pela presenca de outros planetas e
nem mesmo o efeito de maré. Isso porque, nossa pretencao é o enfoque quanto a contribuicao
relativistica para a precessao. Sendo assim, vamos considerar os resultados da ref.[16] para nosso

estudo. Nessa referéncia o estudo é feito com base na métrica de Weyl,
ds? = 2O~ qr? 4 p2e72949% 4 2N 9) 422 — 27 g2, (4.1)

sendo A\ = A(r, z) e 0 = o(r, z) os potenciais de Weyl. Deste modo, as equagoes de Einstein para

0 vacuo sao obtidas:

“\r+rotr—ro?z=0, (4.2)
o,r+ro,rr+ro,zz=0, (4.3)
2ro,ro,z = A\, 2 (4.4)

onde (,r e ,z)e (,rr e, zz) sao derivadas de primeira e segunda ordem respectivamente.

Para resolver esse sistema nao-linear foi considerado reduzir a simetria de cilindro de Weyl
a sua base circular de forma a simular a 6rbita de uma particula teste. O pressuposto ocorre
quando a altura do cilindro é muito menor que o raio da base, hy << Ry, levando a obter uma
condicao de linha fina. Em seguida, é tomado a expansao de Taylor até a segunda ordem dos
potenciais de Weyl, isso porque as ordens superiores sujeitas a condicao de linha fina podem ser

desprezadas, podendo serem escritos como:

o(r,z) = A(r) + a(r)z + ¢(r) 22, (4.5)
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A(r, z) = B(r) 4+ b(r)z + d(r) 2, (4.6)

tal que A(r) = o(r,0), B(r) = A\(r,0) e os coeficientes de expansao que acompanham z tornam-se
constantes.
Na sequeéncia, é tomado a equacao da geodésica do problema para obter a equagao da érbita

da particula teste. O procedimento leva em conta a solugao conformastatica, isto é, o coeficiente

A é ajustado para zero [16, 44, 50, 54]. Uma mudanca de varidvel u = %, também, é feita e logo
obtem-se: )
du +ul=e"% (a + 8 _2") (4.7)
a0 - 0 0€ ) .

com agp e By sendo constantes de integragao. Com essa eq.(4.7) podemos obter a equacao do

desvio do periélio pelo método de Harko [1] que consiste em obter uma forga,

_ 1dG(u)

= 4.8
que depende da equacao da érbita, pois
du\?
<d€> +u=e"% (o0 + 506_2”) = G(u). (4.9)
. ko Cor? o
Continuando temos o(r, z)|,—o = —Inr — para a segunda ordem de aproximacao, a

2
obtengao desse potencial estd ligada as equagoes de campo de Einstein. Reescrevendo o(r,0)

temos:
. /{?0 C()T’2
o(r) = Elm“— 5
1 kf() -2
o(u) = —5 Eln(u)qLCou . (4.10)

Nesse sentido, G(u) precisa, também, ser reescrito:

G(u) = ekoln(u)+cou72a0 +/8062koln(u)+200u*2

)

u) = uMag+ Bouko + apefor? 4 Bye2Con?, )
G ko /B 2ko Cou ﬁ 2CoHu 4.11

Feito tais esclarecimentos derivamos G(u) e obtemos F'(u):

1
F(u) = B (aokouko_l + 2koBouFot + apCo(ko — 2)uk0_3 +480Co(ko — 1)u2k0_3> . (412)

De acordo com a ref.[16] ko = 2 reproduz o correto decaimento da lei para uma possivel corregao

em relagao a solucao pés-newtoniana padrao da RG. Fazendo a substituicao de ky encontramos
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a forga

1
Fu) = (2aou + 48ou® + 450C'ou) ,

N = N

((2a0 + 4BoCo)u + 4Bou?) , (4.13)

sendo Cjy uma constante que surge da expansao de Taylor para a segunda ordem da solucao para
.

O préximo passo vem da andlise sobre o desvio, = u — ug, para uma érbita circular quando
u = up, sendo dada pela raiz da equacao up = F(ug) [1]. Sendo assim, fazendo u = § + up na

equacao a seguir

d*u dG(u)
T du
d*u 1dG(u)
temos:
d?(6
(d;;u(])‘F((s—FU()) = F(5+UO),
d*s  d*(uo)

Fazendo uma expansao de Taylor para o termo a direita da eq.(4.15) em funcao do desvio, 4,

temos:
dF 1d°F

F = F LY L

Substituindo a eq.(4.16) na eq.(4.15), lembrando que ug = F(up) e reunindo os termos de

lumug0 + ... (4.16)

segunda ordem como a seguir

d%s d?(uo) dF 1d*F 5
d%s dF 9
obtemos a equacgao que todo desvio de uma érbita circular deve satisfazer:
d?§ dF 9
W + <1 — du’u:uO> d+ 0(5 ) =0. (4.19)

Temos entdao uma equagao diferencial de segunda ordem, eq.(4.19). Podemos escrevé-la

como:

dF
= 4 1— —|u= 4.2
) z\/( T ]uuo>, (4.20)
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tal que p = (1 — %|u=u0)' Sabemos que a solugao para esse tipo de equagao é dada por

§ = Cre™ + Che ™,
= Ci(cos(ub) + isen(pd)) + Ca(cos(uh) — isen(ub)),
= (C1+ Cy)cos(pub) +i(C1 — Cy)sen(pb),
d = Acos(pf)+ Bsen(pb), (4.21)

permitindo escrever a solugao em termos da fungao cosseno [1]:

dF
0 = dpcos <\/<1 - du\u:uo>6’+ /\> ,

onde Jyg e A sdo constantes de integragao. Sabemos que os angulos para o periélio da orbita sao

aqueles para os quais r é minimo e v ou  é maximo, ou seja,

o ar
5—0 = CO0S8 <\/<1 - du|u:u0>0 + )\) s

005*15i - A
0 = 0. . (4.22)

(1 - % ’u:uo)

Para uma volta completa podemos escrever a eq.(4.22) como:

2
o — T :
(1 - %|u:u0)
2
6 = (4.23)
1—p
dF dF ,
com p =1—4/1— d—\u:uo. De acordo com a ref.[1] quando d—]u:uo é pequeno podemos
u u
1dF
escrever p = 5d—|u:u0. O pressuposto nos permite escrever a equagao para uma completa
u

rotagao, eq.(4.23), como:

0 — 27 7
L—p
= 271'(1 - p)_17
0 = 2n(1+p). (4.24)
Sabemos que o avango do periélio é dado por:
00 =~ 60— 2m. (4.25)
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Substituindo o valor de 6, eq.(4.24), encontramos:

50 = 2m(1+p)—2m,

50 = 2mp. (4.26)
1dF
Com o valor de p = 5d—|u:uo na eq.(4.26) obtemos,
u
1dF
00 = 271'5%‘“:“0,
dr
00 = 77@|u:u07 (427)

a equacao do desvio do periélio [1].
A continuacao do problema depende do valor para wug, o resultado vem da condicao para

6rbita quase circular F'(ug) = ug. Nesse caso, a eq.(4.13) nos permite escrever

1
F(UO) = 5 ((20[0 + 4,8000)U0 + 4B0U03) = U (4.28)
e encontrar
u = | L (@0 + 260C0) (4.29)
260

Agora podemos, derivando a eq.(4.13) em relagado a u e substituindo o valor de ug, finalizar o

resultado com base na eq.(4.27):

00 = (3 — 2040)7T — 4,300071’, (4.30)
por comparagao fenomenoldgica podemos escrever eq.(4.30) de acordo com [16],
60 = 6eschw - 460007(7 (431)

6rGM
c?a(l — €?)
1
cidade. Adequadamente, tomando Cy << 1 podemos escrever [16]: Cp = :|:4—1/ sendo v o
T
GM

movimento kleperiano minimo dado por v = {/ ——. Os sinais + fazem mengao a variagao dos
a

sendo 00scpw = com a representando o semi-eixo maior e € denotando a excentri-

coeficientes na expansao de Taylor. Ja o parametro 3y é limitado por uma relagdo que depende

apenas da excentricidade [16]:
Bo=e1— e (4.32)
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Restringindo o parametro 5y no intervalo [0, 1] podemos reescrever a eq.(4.31) da seguinte forma

[16]:

GM(1 — €2
50 = 80y &+ ey CLL =), (4.33)
a
para manter a notagao usada no presente trabalho considere eq.(4.33) como
GM(1 — €2
56 = Spag €y TLL =), (4.34)
a

Note que o resultado da eq.(4.34) permite-nos obter duas solugoes de d¢ que dependem dos
sinais indicados para méximo/minimo valores da variacao de d¢. Sendo as solugoes 8ot e 5p(-)
para o sinal mais e menos, respectivamente. Vale notar, também, que o caso no qual o parametro
Bo é nulo ou muito pequeno temos a eq.(4.34) reduzida ao caso do modelo de Schwarzschild. Na

subsecao a seguir vamos dar inicio as andlises para o desvio do periastro de 34 exoplanetas.

4.1.1 Precessao baseada no NNA para exoplanetas com excen-
tricidade maior que 0,1

Os resultados presentes nessa subsecao sao andlises inéditas que estao vinculadas aos pontos
da ref.[16] recapitulados na se¢do 4.1. Como critério geral, selecionamos exoplanetas onde es-
peramos que os efeitos relativisticos possam ter uma contribuicao relevante para a precessao
do periastro. Vamos apresentar figuras para melhor observar possiveis relagoes entre todos os
diferentes sistemas dos 34 exoplanetas estudados no presente trabalho. Neste primeiro grupo de
exoplanetas temos o deslocamento do periélio da ordem de d¢ > lgrau/séc.

Sendo assim, tomamos a eq.(4.34) de forma reescrita em fungao do periodo orbital e obtemos

o desvio do periastro a partir do NNA dado por:

27 Bo
T )

6¢ = 5¢schw + (435)

onde T' = P(24)(3600), P é o periodo orbital em dias. Temos d¢schw representando o resultado
relativistico conhecido para a precessao do periélio dado pela férmula alternativa, eq.(2.86) vista

na se¢ao (2.4), que independe da massa do corpo

2473 a?
5¢schw = 2

Er it (4.36)

com a sendo o semi-eixo maior em unidades astronémicas (AU) e € é a excentricidade da 6rbita.

Como queremos obter o resultado do desvio em unidades de graus por século, grau/séc, consi-
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deramos:
) 100 180
5¢schw(grau/sec) = 5¢scthia (437)
365.256

tal que ddscny nesse caso é dado pela eq.(4.36). Na tabela (1), temos dados observacionais para
exoplanetas de transito selecionados a partir da ref.[55]. Em alguns casos foi possivel atualizar
estes dados em termos das incertezas de alguns exoplanetas, vide tabela (1). Para as quantidades
fisicas, nés adotamos o sistema internacional de medidas Bureau [56].

Salientamos que os exoplanetas da tabela (1) apresentam um resultado conhecido para a
precessao de cada um dos objetos, vide tabela (2). Nesse sentido, buscamos comparar este
resultado ja conhecido com o resultado obtido pelo modelo de aproximacao NNA. Consideramos
os dados orbitais da tabela (1) e a eq.(4.34) para obter a precessao via NNA. Acompanhe as
tabelas (1) e (2) a seguir.

Tabela 1: Quantidades relevantes para a determinacgao da precessio do periastro de exo-
planetas com excentricidades maiores que 0,1. Os dados orbitais foram extraidos da ref.[55] e
atualizadas as incertezas dos explanetas HD 49674b [57], HD 88133b [58], HD 118203b [58] e
XO-3b [59].

Exoplaneta € a (AU) P (dias)
HD 49674b | 0,2940,015 | 0,0580+0,0033 4,9437+0,0023
HD 88133b | 0,133+0,072 | 0,0472+0,0027 | 3,4158740, 00059

GJ 436Db 0,1590 0,0280 2,644
HD 118203b | 0,309+0,014 | 0,0703+0, 0041 6,13350%0, 0006
HAT-P-2b 0,5070 0,0690 5,6330
HD 185269b 0,2960 0,0770 6,8380

XO-3b 0,260+0,017 | 0,0476+£0,0005 | 3,1915426+0, 00014
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Tabela 2: Comparacdo da precessao esperada pelo modelo padrao PPN de aproximacdo,
Obschw, com a precessao do periastro via NNA em unidades de graus por século. Na quarta
coluna apresentamos a diferenca percentual relativa A¢. Na dltima coluna € apresentado o

parametro By de cada exoplaneta. Os dados de d¢sehy foram obtidos a partir da ref. [55].

Exoplaneta | d¢schw Y0, A¢ Bo
HD 49674b 1,576 1,57912+0,00044 | 0,1979 | 0,0067740,01398
HD 88133b 2,958 | 2,95593+0,00008 | -0,0699 | 0,00031+£0,00067

GJ436b | 2,234 2,26056 1,1888 0,00063
HD 118203b | 1,231 | 1,23007+0,0002 | -0,0755 | 0,00867-0,00164
HAT-P-2b | 1,836 1,86244 1,44 0,05695
HD 185269b | 1,046 1,05579 0,9359 0,00733
X0-3b 3,886 | 3,88305-£0,00062 | -0,0759 | 0,00441-0,00119

Com base nas tabelas (1) e (2) é possivel notar que a excentricidade € e o parametro [y
sdo quantidades proporcionais. As precessoes apresentadas sao de ordem de magnitude maior
que a esperada para a precessao do periélio de Mercurio, ¢ ~ 0,0119¢grau/séc. Ademais a
precessao mais acentuada (0¢ ~ 3,886graus/séc), nao apresenta o maior valor para [y dentre
os exoplanetas analisados, sendo XO-3b o exoplaneta com a maior precessao em questao. O
maior valor para fy, (~ 0,05695), foi verificado para HAT-P-2b, apesar da sua precessao ter
sido a quarta maior dentre os exoplanetas em pauta, d¢ ~ 1,836grau/séc.

Outro fato relevante observado diz respeito aos parametros a, semi-eixo maior, P, periodo
orbital, e pardametro 5y. Nés percebemos que os dois exoplanetas com maiores valores para a e
P, sendo eles HD 185269b e HD 118203b, sao responsaveis pelas duas menores precessoes dentre
os exoplanetas dentre o grupo analisado. A menor precessao, a sétima maior desse ranking, foi
verificada para HD 185269b, cujo os parametros a e P sao os maiores quando comparados a
outros exoplanetas desse grupo mostrados nas tabelas (1) e (2). Além disso, em comparagao
com HD 118203b, o HD 185269b apresenta menor parametro (.

Tais pontos parecem sugerir que menores valores para a e P e maiores valores para g, levam
a maiores valores para a precessao do periastro. Por outro lado, surge um questionamento, nos
perguntamos se tal comportamento pode ser causado por propagacao de erro de dados ou por
efeitos de maré desconhecidos. Nesse sentido, para esclarecer essas questoes vamos estudar casos

em que as excentricidades sejam maiores.
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De todo modo vale notar que a tabela (2) fornece um refinamento em relagao aos resultados
padrdes da RG. Ademais nio encontramos nenhuma diferenca importante entre as solucoes 5T
e 8¢(7) nesse grupo de exoplanetas. A diferenca percentual relativa, A¢, apresentada, também,

na tabela (2) foi calculada pela expressao:

+ _
Ao = Ap% = 10020 = 0schu (4.38)
6¢schw

Quanto a diferenca percentual constatamos que os valores percentuais nao sao superiores a 2%
em comparacao com a RG que pode permitir mais espago para possiveis novos efeitos. Os valores

negativos revelam como o valor percentual excede os valores da RG.
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4.1.2 Precessao do periastro de exoplanetas com excentricida-
des pequenas e 6rbitas circulares

Selecionamos exoplanetas cujas excentricidades sao menores que 0,1 e a érbita seja circular para
o segundo grupo. A titulo de comparagao a média da excentricidade orbital de planetas gigantes
varia de 0,01 a 0,06. Os exoplanetas de transito WASP 12b [60, 61] ¢ WASP 14b [62] fazem
parte do nosso estudo. Outros casos estudados sao os planetas-gigantes do conjunto ao redor
de Kepler-80 [63] e os novos planetas ao redor da estrela TRAPPIST-1 [64]. As quantidades

cinematicas sdo apresentadas na tabela (3).

Tabela 8: Quantidades relevantes para a determinacdo da precessdo do periastro de exopla-
netas com excentricidades menores que 0,1. Particularmente, para a familia Kepler os autores
da ref.[63] nao determinaram o exato valor para a excentricidade deles que € considerada nula

nesse trabalho.

Exoplaneta € a(AU)(x1073) P (dias)
WASP 12b | 0,04940,0150 22,9+40,8 1,0914230, 000003
WASP 14b | 0,0830100050 37,1£1,1 2,24376507+4,6x 107
Kepler 80f 0 17,5+0,2 0,98678730,00000006
Kepler 80d 0 37,240,5 3,072220 00004
Kepler 80e 0 49,140,7 464489100007
Kepler 80b 0 64,840,9 70524670 00035
Kepler 80c 0 79,2+1,1 9,523557 0 00030
Trappist-1b 0,081 11,1140,34 | 1,51087081+0,6x106
Trappist-1c 0,083 15,2140,47 | 2,421863340,17x10~5
Trappist-1d 0,070 21,4478 4,049610+0,63x10*
Trappist-le 0,085 28,1770 % 6,09961540,11x10~*
Trappist-1f 0,063 37,1£1,1 9,206690+0,15x10~*
Trappist-1g 0,061 45,141,4 12,3529440,12x10 3
Trappist-1h 0 63f%§ 2OJ_rf1;5

Com base nos dados da tabela (3) construimos a tabela (4) sob a proposta de apresentar

uma previsao para o desvio desses exoplanetas, acompanhe o resultado na proxima pagina.
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Tabela 4: Previsdo da precessdo do periastro 6¢ em unidades de graus por século a partir
da aproximacdo NNA para exoplanetas selecionados com excentricidades menores que 0,1 com-

paradas com a precessao do periélio d¢seny, do resultado padrdo de Einstein. A ultima coluna

mostra o parametro By para cada excentricidade.

Exoplaneta

é-(]Ssz:hw

o¢

Bo

WASP 12b

21,0038281+0, 0000018

21,00382824+0, 0001728

0,0000058+0, 0000071

WASP 14b

6,37353945+0, 0000061

6,37353950, 0010906

0,0000473£0, 00000686

Kepler 80f

16,556489040, 0000208

16,5564889+0, 0000208

Kepler 80d

2,47908685=+0, 0000000

2,479086860, 0000000

Kepler 80e

1,249681914-0, 0000000

1,2496819140, 0000000

Kepler 80b

0,62185756+0, 0000000

0,62185756+0, 0000000

Kepler 80c

0,37723898+0, 0000000

0,37723898+0, 0000000

o|lo|o|Oo|O

Trappist-1b

1,87140472+0, 0000001

1,87140472+0, 0000001

0,0429053+0, 00000000

Trappist-1c

0,85187242+0, 0000000

0,8518724240, 0000000

0,0472946+0, 00000000

Trappist-1d

0,36133167+0, 0000000

0,36133167+0, 0000000

0,0239511+0, 00000000

Trappist-le

0,1829693740, 0000000

0,18296937+0, 0000000

0,0520117+0, 00000000

Trappist-1f

0,09198716+0, 0000000

0,09198716+0, 0000000

0,0157217+0, 00000000

Trappist-1g

0,05626313+0, 0000000

0,05626313340, 0000000

0,0138206=+0, 00000000

Trappist-1h

0,025772344

0,025772343

0

Observando as tabelas (3) e (4), bem como a figura (4.1), podemos notar a respeito dos
exoplanetas WASP 12b e WASP 14b, desprezando as incertezas, que apesar de WASP 14b ter
quase o dobro da excentricidade de WASP 12b, seu valor para o periodo orbital P é maior que
o dobro do valor para o periodo orbital P de WASP 12b.

Assim, a contribuicdo do parametro Sy foi superada devido a magnitude de P, ja que os
valores para o semi-eixo maior a para ambos sdo préximos. Portanto, WASP 12b apresenta a
maior precessao em relacao a WASP 14b.

Deste modo, esses exoplanetas apresentados na fig.(4.1) nos permitiram notar que de fato,
altos valores para o parametro By ndo sdo sinénimos de grandes precessdes por si s6. Visto
que WASP 12b e WASP 14b apresentam grandes precessoes mesmo tendo valores pequenos
para o parametro Jy. Muito provavelmente tais efeitos sao consequéncia da proximidade em
relagao as suas estrelas, assim estao sujeitos a forcas de maré extremas e efeitos relativisticos
de precessao do periastro devido a RG néo esperados como dominantes, pelo menos, quanto a
baixa/nula excentricidade. De certa maneira, esses exoplanetas sdo importantes para testar o
modelo-parametro de sensibilidade.

Outro ponto observado é que fy ~ 0 leva ao mesmo resultado esperado para §¢= ~ dschuw,

por exemplo. Além disso é perceptivel que de Kepler 80c a Kepler 80f temos os maiores valores
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WASP 14b vs. WASP 12b
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Figura 4.1: Comportamento para os exoplanetas WASP 14b e WASP 14b.

para ambos semi-eixo maior a e periodo orbital P. Assim sendo, devido a auséncia da contri-
buicao de By, as menores precessoes, também, seguiram a ordem de Kepler 80c a Kepler 80f,

como ilustrado no gréafico a seguir.

Kepler 80 - parametro beta nulo

P 115,556
EKepler 80f o e

2,479
Kepler 80d in:l 0372 - 072
B

Kepler 80¢ . ﬁ¢ l a lp

0,621
Kepler 30b M 7,052

0,377
Eepler 80c iu 0732 8523

L T T T 1
a 5 10 15 20

Figura 4.2: Comportamento dos exoplanetas da familia Kepler 80.

Ou seja, acompanhando a fig.(4.2) vemos que para o caso de Kepler 80c, com os maiores va-

lores para semi-eixo maior a e periodo orbital P, temos a menor precessao dentre os exoplanetas
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desse caso, por exemplo.

Os exoplanetas da familia TRAPPIST-1 constituem um grupo de exoplanetas recentemente
descoberto cujo tamanho é proximo ao tamanho do planeta Terra localizados em uma zona
habitével [64]. Essa familia de exoplanetas tem se tornado tema recorrente nas literaturas atuais,
alguns exemplos sao: [65, 66, 67]. Essa familia aparentemente nao tem nenhum significativo
efeito de maré nem efeitos de perturbacgao, devido a presenca de outros planetas, atuando sobre
sua precessao. Uma vez que a familia TRAPPIST-1 apresenta baixa excentricidade (e < 0,1)
nés nao esperamos diferencas devido ao uso do modelo NNA em comparacao aos resultados do
modelo padrao da RG, de forma similar ao caso familia Kepler.

Curiosamente, com excecao para os planetas de Kepler e TRAPPIST-1h que possuem ex-
centricidade nula, os outros planetas tém uma menor excentricidade com periodos de revolucgao
pequenos que equilibram o valor do parametro 5y levando a um desvio minimo da RG. Por outro
lado, eles apresentam um valor elevado para o semi-eixo maior quando comparados ao caso do
grupo presente na tabela (1). Essas particularidades reforgam que os valores esperados para
suas precessoes do periastro devem ser muito pequenas. Nao detectamos quaisquer diferencas
relevantes para os valores obtidos para as solucdes 6¢(T) e §¢(7). Por consequéncia, a diferenca
relativa A¢ é tao pequena que nao produz qualquer informacao importante, apenas que o modelo

NNA concorda com o padrao de resultados da RG (ou PPN).

4.1.3 Precessao do periastro de exoplanetas com excentricida-
des grandes

Os exoplanetas deste ultimo grupo de anélise apresentam excentricidade superior a 0,4. Obser-
vamos que os exoplanetas HD 210277b e HD 222582b fogem da regra comportamental notada
para a familia Kepler, por exemplo. Para dar seguimento as analises vamos apresentar as tabelas
sobre os dados das grandezas, tabela (5), envolvidas no processo de obtencao dos resultados para

a previsao do desvio do periastro e respectivos paramentros fy, tabela (6).
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Tabela 5: Quantidades relevantes para a determinar a precessdo do periastro de exoplanetas

com a grande excentricidade. Os dados apresentados foram encontrados na ref. [58].

Exoplanet € a (AU) P (days)

HD 66428b 0,465£0,030 3,184+0,19 1973+31

HD 37605b | 0,737+0,010 | 0,26140,015 54,2340,23
HD 45350b 0,79840,053 1,96+0,11 967+6,2
HD 168443b | 0,5296+0,0032 | 0,30040,017 | 58,1105540,00086
HD 187085b 0,75%0,100 2,26£0,13 114744

HD 210277b | 0,476+£0,017 | 1,13840,066 |  442,19+0,50
HD 222582b | 0,7250,012 | 1,34740,078 |  572,38+0,61
HD 33283b | 0,480-0,050 0,145 18,1790+0,0070
HD 74156b | 0,6360-£0,0091 | 0,29040,017 |  51,6430,011
HD 117618b | 0,42+0,17 | 0,17640,010 |  25,827+0,019

HD 154857b | 0,51040,060 | 1,13240,069 398,56+9,0
16 CygBb 0,681+0,017 | 1,681£0,097 798,5+1,0
HD 190228b | 0,499-+0,030 2,25£0,13 1146+16

Tabela 6: Previsio do desvio do periastro §¢ em unidades de mili-graus por século 10~3grau/séc
para exoplanetas com excentricidade grande. Na quarta e sexta coluna temos os valores para a
diferenca percentual relativa A¢ para as solucées 6 e §¢(7), respectivamente. Os valores

para o parametro By também estdo presentes.

Exoplaneta | 0¢schw 5+ Ap(H) 5p(—) Ap(—) Bo
HD 66428b 0,08727 0,08726 0,0011 0,08726 -0,0011 | 0,04139+0,01190
HD 37605b 48,5701 48,570440, 00503 0,0006 48,56988+0, 005025 -0,0006 | 0,19941+0,01589
HD 45350b 0,60765 0,6076740,00121 0,0031 0,60763+0, 001209 -0,0031 | 0,24439+0, 10307
HD 168443b | 33,1127 | 33,1128340,1605 | 0,0002 | 33,1126640,160504 | -0,0003 | 0,06673+0,00180
HD 187085b | 0,40189 0,4019140, 00283 0,0032 0,4018840, 002829 -0,0032 | 0,20928+0, 15558
HD 210277b | 1,00601 1,00602+0, 00106 0,0007 1,00600+0, 001058 -0,0007 | 0,04515+£0, 00727
HD 222582b | 1,05955 1,05958+0, 00216 0,0024 1,05953+0, 002162 -0,0023 | 0,19029+0,01813
HD 33283b 236,224 | 236,2240640,22420 | 0,0001 | 236,22368+0, 224202 | -0,0001 | 0,0465740,02158
HD 74156b | 53,2647 | 53,2649140,06155 | 0,0003 | 53,2645540,061549 | -0,0003 | 0,12626-0,00931
HD 117618b | 113,410 | 113,40970+0,17853 | 0,0001 113,40954+0, 17853 -0,0001 | 0,02824+0, 04664
HD 154857b | 1,42167 1,42168+0, 00000 0,0007 1,42166+0, 000000 -0,0007 | 0,05819+0, 03085
16 CygBb 0,53767 0,5376840, 00154 0,0026 0,53766+0, 001544 -0,0026 | 0,157540,021226
HD 190228b | 0,23267 0,2326740, 00154 0,0013 0,232664+0, 001544 -0,0013 | 0,05373+0,01469
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Com base em quao maiores valores para os parametros a e P menor o desvio d¢, se excluirmos
a contribuicao [y, esperavamos o HD 210277b com a terceira maior §¢ e o HD 222582b com a
quarta maior d¢. No entanto, como podemos ver com base nas tabelas (5) e (6), exatamente o
oposto acontece. Considerar o grafico abaixo para facitar o entendimento quanto ao motivo do

pressuposto.

HD 210277bvs. HD 222582b

d’ 0,0010061
0,0010595
ﬁ 0,045
o 0,19 EHD 210277b
1 WHD 222582b
1,138
a
1,347
42,19
P
572,38
n T T 1
a 200 400 600

Figura 4.3: Comportamento para os exoplanetas HD 210277b e HD 222582b.

Como podemos ver, a razao para a fuga da regra estd no fato de, considerando apenas os
valores médios, o HD 222582b apresentar [y superior ao quadruplo do parametro 5y de HD
210277b e seu valor para o semi-eixo maior a e periodo orbital P, nem excederem o dobro de a
e P de HD 210277b. Tal ponto contradiz nossa primeira expectativa sobre o pressuposto de que
um valor maior para a excentricidade temos a implicagao de grandes valores para o parametro Sy
e, por outro lado, promover um desvio no valor da precessao esperada pela aproximacao PPN.

Na tabela (6) vemos que a precessao desse grupo gera o resultado cldssico de Einstein obtido
por d¢sehw- Portanto, temos a sugestdao de que as relacées do semi-eixo maior e do periodo
orbital, também, sdo importantes para esse modelo, que revela uma sensibilidade para tais
parametros. Aumentando a escala numérica de precisdo, encontramos desvios em todos os
€asos.

Os planetas desse grupo tém em comum grandes excentricidade de 0,4 a 0, 8 e periodo orbital
P. O grupo em questdo levou a valores para precessao d¢ da ordem de mili-graus. Verificamos

que o presente grupo foi responsavel pelos menores valores para o desvio do periastro quando
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comparado aos grupos anteriores. Nesse caso, nossos resultados sugerem que a excentricidade,
em termos de valores grandes ou pequenos, nao influéncia em qualquer mudanca sobre os valores

de d¢ nesse modelo, logo pode depender de outras varidveis orbitais.

4.1.4 Panorama geral - 34 exoplanetas e Merciirio

Dentre os planetas do nosso sistema Solar, Mercurio é o que apresenta maior precessao, por me-
nor que seja em comparacao com boa parte dos exoplanetas estudados nesse trabalho. Mercurio
apresenta a nona menor precessao dentre os 34 exoplanetas. Organizamos os objetos celestes
na tabela (7), a seguir, por ordem crescente de precessao. Além disso notamos que as menores

precessoes foram encontradas na tabela (6).

Tabela 7: Nove menores desvios.

Objetos St P a € Bo
HD 66428b | 0,00008726 | 1973 3,18 0,465 | 0,04139
HD 190228b | 0,00023267 | 1146 2,25 0,499 | 0,05373
HD 187085b | 0,00040191 | 1147 2,26 0,75 | 0,20928

16 CygBb 0,00053767 | 798,5 1,681 0,681 | 0,1575
HD 45350b | 0,00060765 967 1,96 0,798 | 0,24439
HD 210277b | 0,00100602 | 442,19 1,138 0,476 | 0,04515
HD 222582b | 0,00105958 | 572,38 1,347 0,725 | 0,19029
HD 154857b | 0,00142167 | 398,5 1,132 0,51 | 0,05819

Mercirio | 0,01193 | 87,9 | 58x10% | 0,205 | 0,00175

Para a construgao da tabela (7) as incertezas observadas anteriormente para os objetos nao
sdo consideradas e nio trabalhamos com os valores em unidades de milésimos (m = 1073).
Ademais, os dados orbitais de Mercirio foram vistos na segao (2.4). Na tabela (7) notamos que
Mercirio apresenta valores para os parametros ¢, P e a expressivamente discrepantes quando
comparados aos dos demais objetos dessa tabela. Nesse caso, para tomar o planeta Mercurio
como objeto de estudo resolvemos compara-lo com exoplanetas, estudados até o momento, que
apresentam excentricidade préxima da conhecida para o Merctrio, € ~ 0,205. Para ajudar na
selecao desses exoplanetas construimos um grafico com o comportamento para os parametros e

e By de todos os exoplanetas estudados incluindo o planeta Mercurio.
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Parametro Beta vs. Excentricidade
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Figura 4.4: Comparacao do
0,205 e By ~ 0,00175.
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A figura (4.4) revela o comportamento propocional entre os parametros 5y e € em andlise.

Os exoplanetas que possuem € = 0,205 sao: HD 49674b, HD 185269b e¢ XO-3b. Sendo assim,

podemos tomar o planeta Mercirio como objeto de estudo. Na tabela (8) temos os dados

relevantes para a nossa anélise sendo eles P, a, € e ¢

Tabela 8: Objetos com € = 0,205.

Objetos op P a €
XO-3b 3,8830540, 00062 | 3,1915426+0,00014 | 0,047640,0005 | 0,260+0,017
HD 49674b | 1,5791240, 00044 4,9437+0, 0023 0,0580+0,0033 | 0,29+0,015
HD 185269b 1,05579 6,8380 0,0770 0,2960
Merctrio 0,01193 87,9 5,8x10%0 0,205

Com base na tabela (8) é possivel notar que a precessao do periélio de Mercirio é inferior aos

demais objetos, em grande parte devido ao seu elevado valor para o periodo orbital. Visto que

o parametro [y pouco influencia no resultado, ja que todos os objetos da tabela (8) apresentam

valores proximos para a excentricidade. A maior precessao foi observada para XO-3b que dentre

os demais objetos apresentava menor periodo orbital.
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Nas pédginas seguintes vamos apresentar um conjunto de imagens que trazem informacoes de
todos os 34 exoplanetas estudados em comparagao quanto aos dados para o planeta Mercurio.
Sao graficos que podem lembrar um relégio e considerando o sentido horario temos ordenados
a exata sequéncia de exoplanetas estudados nesse trabalho. Nas figuras temos apenas a consi-
deracao para os valores médios e aproximados. Os valores escritos em vermelho correspondem
ao dado relativo a Mercurio sobre o respectivo parametro destacado em cada figura.

Na figura (4.5) temos o comportamento do parametro 5y de todos os objetos estudados,

destacamos a magnitude do parametro para 9 exoplanetas nessa figura.

S

HD190228b HD 496
-‘-B 16CygBb 7 HD88133b
[e] HD 154857b - 0,00175 S _ Gl4a3eb
HD117618b . . HD118203b
B2
HD 74156b \ ~ HAT-P-2b
. 7 ".___.0,15'-75_____@15- \
HD33283b S " "\ HD185269b
HD222s82b |/ [ | X0-3b
| o/10028
HD210277b [ | A | WasP 12b
|
| | | | |
0,20928
,2092 — | WASP14b

HD 187085b -

/ Kepler 80f

HD168443b \
'0,24439
HD453s0b | o 7/ Kepler 80d
\ 0,19941 /
HD 37605b " Kepler 80e
HD 66428b N/ TTr—t\V \_~ ' Kepler 80b
Trappist-1h : I'—" Kepler 80c
Trappist-1g [ | Trappist-1b

Trappist-1f ————______ Trappist-1
rapp! Trappist-1le Trannist-l?ppl €

Figura 4.5: Parametro fj.
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Na figura (4.6) temos o grafico sobre o semi-eixo maior em unidades astronomicas, com

destaque para magnitude de 7 exoplanetas.

HD 190228b -m HD 49674b
G‘-a 16CygBb 5‘“"?’%;;1‘0‘—- HD 88133h

Gl 436b

HD 154857b

HD117618b

HD 118203b
e

HD210277b |

!\ waspP12b

| I'-I \ —I'r— —
g / . —\ |
| |
HD187085b —— — & e - 1+ —1— wasp1ab
| | \ | : aih — ] | i
HD 163443b < Kepler 80f
HD 45350b Kepler 80d
HD37605b . NS Kepler 80e
N S )
HD 66428 . " Kepler 80b
Trappist-1h _ Kepler 80c
Trappist-1g | | \ .~ Trappist-1b
Trappist-if = Trappist-ic
PP Trappist-1 rappist-1d PP

Figura 4.6: Parametro semi-eixo maior (AU).
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Na figura (4.7) temos a relagao para o periodo orbital em dias, destacamos a magnitude de

7 exoplanetas.

HD 190228b — HD 49674b
*P 16 CygBb _ } 87,96_9_2_ :-""---.._._____.H033133b
HD154857b _\1so0—— ] T~ Gl436b

HD117618b . HD118203b
HD74156b  HAT-P-2b
HD33283b /|  /

"\ HD185269h

HD222582b /. |\ X0-3b
HD210277b | | | WASP 12b
| |
| |
HD 187085b ——+—)—— waAsP14b
HD168443b ' | ~/ Kepler 80f
HD 45350b " Kepler 80d
HD 37605b " Kepler 80e

19

HD 66428b " Kepler 80b

Trappist-1h ) Kepler 80c

Trappist-1g ""'"-..Trappist-lb

Trappist-lf“ T

""‘—‘""'--.-.Trappist-ll:
Trappist-le Trappist-1d

Figura 4.7: Parametro perido orbital (dias).

Na tltima figura (4.8) temos o comportamento para o desvio dos objetos em unidades de
grau por século. E possivel notar que nos graficos anteriores tinhamos destaque para as maiores
magnitudes ao lado esquerdo, porém para a analise de ¢ as maiores magnitudes aparecem justo
do lado oposto.

O resultado ja era esperado, pois nosso estudo mostrou que o desvio tende a ser maior
quanto menor for os valores para o periodo orbital e semi-eixo maior, por exemplo. WASP 12b é

o objeto com maior valor para o desvio, em segundo lugar esta Kepler 80f e em terceiro e quarto
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lugar temos, respectivamente, WASP 14b e XO-3b.

. HD190228b  —— HD 49674b
v 16CygBb 7 M 7~ HD88133b

0,01193 |
HD 154857b \ f GJ436b
HD 117618b sl [ 7~ HD 118203b
HD 74156b [ _ HAT-P-2b
LR Y —
HD 33283b - [/ ~ HD 185269b
HD222582b | ' \ |\ X0-3b
HD210277b | 3,0_03'-. WASP 12b

HD187085b (| | T wasp1ab

. 416,556
HD168443b | . "/ Keplerg0f

HD 453506 ' - / 7/ Kepler80d
HD 37605b _ . T _ " Kepler 80e
HD 66428h : , 1 A " Kepler 80b
Trappist-1h . — | — . . Kepler 80c
Trappist-1g - | | Trappist-1b
Trappist-f  ————— _  Trappist-lc
PP Trappist-le Trappist-ldapp

Figura 4.8: Parametro para o desvio do periastro/periélio.

De fato nao obtemos uma regra geral para valores elevados de desvio mediante a
valores grandes do parametro [y, que também depende de parametros internos como
excentricidade, semi-eixo maior e periodo orbital. Como estudamos um grupo de exopla-
netas heterogéneo observamos que o parametro [y estd no intervalo [0, 0.3], confirmando

os resultados anteriores destacados na ref.[16].

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



Capitulo 5

Aplicacoes - métrica de Zipoy

Em junho de 1966 foi publicado um trabalho de David Zipoy sobre o estudo das equagoes
de Einstein no vacuo em coordenadas esferoidais quase-oblatas e prolatas [17]. Zipoy verificou
que esta métrica do espaco-tempo apresenta solugoes para o potencial Newtoniano que podem
ser escritas como uma combinacao linear de polindmios de Legendre de ordem integral I. Notou
que para coordenadas oblatas as solucoes para cada [ tém uma singularidade anel, a saber, e
uma série de peculiaridades a respeito é expressa no trabalhado de Zipoy.

A titulo de esclarecimento sao trés casos para [ que sao relatados: (i) [ = 0, foco do nosso
trabalho, é referente a solu¢ao “monopdlo”; (ii) I = 1 é referente a solugdo de momento de dipolo
e por fim (iii) o caso de I = 0 e [ = 1 tratados simultaneamente como uma interferéncia e nao
apenas uma superposicao de solugoes individuais, esse caso é a solugao de “monopdlo-dipolo” [17].

A seguir, esperamos que seja mais claro o motivo pelo qual optamos pelo estudo mais cen-
trado no caso [ = 0. Os demais casos, (ii) e (iii), serdo temas para o desenvolvimento de um
trabalho futuro, para uma analise cuidadosa de cada solucao, visto que uma simples escolha
para o valor de 6 pode representar andlises interessantes. Entao vamos comecar a apresentar o
formato da métrica de Zipoy, assinatura (— — —+), para cada um desses casos. Todos os casos

apresentam a estrutura da Métrica de Zipoy para [ = 0 (monopdlo) [17],

ds? = =& Ddr? 4+ (1% + a®)d6?) — €727 (1% 4 a?)cos?0dp® + e*dt?,
2 2—0) 3.2 2(6—0) (2 | 2\ q02 . —20(02 | 2\ 27 5.2 2 1,2
ds* = —e dr® —e (r*+a”)do” —e “7(r* + a®)cos“0 do” + e*° dt°, (5.1)
grr 900 oo git

entretanto, o comportamento para os potenciais £ e ¢ sao diferentes. Para o caso de [ = 0,
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temos [17]:
2
2% r? + a’sen’0 Aol (5.2)
e =—— .
r2 +a?
e a solucao
o= fﬁarctang (5.3)
r
sendo

a
0<arctan— <
r

™

a

r = asenhv

a constante 8 = % é adimensional j& que Zipoy trata m como “massa” e a como “raio”.

Antes de prosseguir aproveitamos para fazer um adendo, sabemos que a escolha das cons-
tantes de integracao respeitam a condicao: ¢ — 0 quando r — oo. David Zipoy alerta que
essa situacao, r — oo, transforma a eq.(5.1) no elemento de linha de Schwarzschild isotrépico,
portanto, ocorre que assintoticamente r, 6 e ¢ tornam-se nas usuais coordenadas esféricas. Esse
adendo faz-se importante, pois Zipoy realizou uma série de mudancas de varidveis para entao

chegar ao formato da eq.(5.1). A métrica original usada por Zipoy é um elemento de linha com

simetria cilindrica e estatica:
ds? = =27 (dp? + d2?) — pPe 27 dp? + €27 dt? (5.4)

sendo que em coordenadas esferoidal oblata p = acoshvcosd e z = asenhvsen. Ademais
& =¢&(p,z) e 0 = o(p,z) que sao encontradas resolvendo as equagdes de Einstein no vicuo. A
obtengao da eq.(5.1) deu-se devido as consideracoes: x = senhv, y = senf e r = ax. Por fim,
Zipoy afirma que um caso ainda mais interessante surge para r pequeno, r << a e v = =, isso
porque temos o aparecimento de sigularidades anéis. Pois a fungao o fica limitada para todos
os r e e2¢ é zero para r = 6 = 0 revelando que os invariantes do tensor de Riemann sao infinitos
nessa linha. A figura (5.1) ilustra esses apontamentos feitos por Zipoy.

Continuando, de acordo com ref.[17] apesar de termos a mesma eq.(5.1) para | = 1 as

expressoes para £ e o sao diferentes do caso | = 0,

(=93 r2 + a’sen’0 ~v2cos?0 an 2 ” an 2
& = 5 In R - (arctcmr> + <1 - aarctanr> (5.5)
e
o= (1 - farctang) send (5.6)
a T
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Orbita circular

Figura 5.1: Ilustragdo das coordenadas oblatas (v, ) com um hiperboldide e elipséide
centrado. A figura apresenta ainda a redugao das coordenadas em um plano bidimensional
com # = 0. Nesse caso, temos um elipsoide bidimensional que resulta em uma sigularidade
anel quando r — 0 onde os invariantes de Riemann sao infinitos. A estrutura em anel é
devido ao fato de termos elipsdides (anéis) que em r = 0 ocorre a singularidade [68]. Ja

para o caso r — oo o plano eliptico se aproxima de um plano circular.

3
sendo vy = 2 p € uma constante.
Como podemos ver a escolha para o valor de 6 pode simplificar ou tornar a andlise mais
trabalhosa devido as expressoes para o e £ para o caso [ = 1. Para o caso com a interferéncia
de solugoes, [ =0 e [ = 1, continuamos com a estrutura da eq.(5.1), porém temos os o de [ =0

e | = 1 somados,

o= —Barctan9 + (1 — farctang) senf (5.7)
r a r
e £ como:
1 2 1 o2¢sen20 )
£ = §Aln (W) — 28y (sen&arctani - arctcmasin ) (5.8)
1 2 2
—  —~%cos?0 [(arctana> + (1 - zarctcmg> ] (5.9)
2 r a r

sendo A = 1 + 32 — 42
Nosso propésito quanto ao estudo sob dominio I = 0 é obter a equagao da érbita de Zipoy e,
via método em [1], vamos obter a equagao do desvio do periélio. O procedimento sera apresentado

na subsecao a seguir.
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5.1 Desvio do periélio - métrica de Zipoy [ =0e 6 =0

Em termos da métrica de Zipoy, ilustrada para o caso de monopdlo, eq.(5.1) tomamos a geodésica
tipo tempo para obter a equacao da orbita. Consideramos 8 = 0 o que leva a ajustes como a

eliminacdo da componente gos = ggg da métrica, pois df? = 62 = 0. Temos entdao um viculo de

velocidade:
V-7 = gapv®v” = -1 (5.10)
com v% = ‘Cil—‘:, logo
r2 B2+1
_ < 5 2) e—20(r) (Ur)2 _€—2U(T)(r2 + a2) (U¢)2 +€20(7‘) (vt)Q = —1.(5.11)
re+a —— ~—— ~—~—

dr\? do\? dt\ 2
dr dr dr
Para prosseguir precisamos das quantidades conservadas ao longo dessa geodésica. Lem-
1
brando da eq.(2.14) sabemos que tomando o funcional Lx = §g,wj;“5'c” temos a equacao de

Euler-Lagrange igual a equacao da geodésica de uma particula. Vimos na secao 2.3 que quantida-

des conservadas aparecem quando temos apenas o segundo termo da equagao de Euler-Lagrange,

OLx d (OLx
_ 2 (=) =0 5.12
oxP  dr <6§c5 > ’ (5.12)
) , d [ OdLx . .5
isto é, quando -\ ) = 0. O pressuposto ocorre quando temos apenas dependéncia de 2",
T
como sao 0s casos para as coordenadas ¢ e t, sendo assim temos para ¢
1 )
Lx = —56_2(’(T) (1% + a®)¢? (5.13)
e para t
1 .
Lx = 5eQU(’”)t?. (5.14)
Portanto, encontramos as seguintes grandezas conservadas:
_ d¢ dp\?  L2eto(r)
I = —e20(r) (.2 P2 Pk ) = == 5.15
e (r*+a )dT 77 7+ a2 (5.15)
¢ 2
dt dt
E = 20(r) 4 el — B2 740(7")' 1
e o (d7'> e (5.16)
2
Com os resultados para (%) e (%)2 podemos reescrever a eq.(5.11) da seguinte forma:
B2+1 2
. L e_QU(r) ﬁ . 6_20.(7,) (7‘2 + a2) L264O'(7') + 620(7‘)E2 _ _1
r2 + a? dr (r2 4+ a?)? eda(r) '
2 B2+1 2 2 20
(- e—20(r) dr\" _ Lei(r) e 20(NE2 — 1. (5.17)
r2 + a? dr (r? + a?)
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d 2
Isolando <dr> em eq.(5.17), temos:

-
dr 2 L2620'('r') PR B r2 +(12 B2+1
<dT) — [1+(7“2+a2)6 ME?| e ()(1)< > ) : (5.18)
Podemos rearranjar L2, )
dr (r? + a?)?
<d¢> = (5:19)

dr\ 2
para multiplicar o lado direito da eq.(5.18) por <d;> e, para manter a igualdade, vamos

2 22
multiplicar o lado esquerdo da eq.(5.18) pelo termo W. Acompanhe o resultado:
e g

B2+1

r2 [2e40(r) ’

2 2 2 20(r
<dr> <d7> _ ll_Le()_+emﬂmEﬂ

dr do (r2 + a?)
2 2 20 20 2, 2\ B°+L
ﬁ — 1— Lei(r) + e—QU(T’)EQ € ") r+a (7“2 + a2)2' (5'20)
do (r2 +a?) L2 r2
Vamos fazer uma mudanca de varidvel do tipo u = —, logo dr = ——, e aplicar na eq.(5.20)
r U

conforme apresentamos a seguir:

2+1
du\*1 | LRl L ezt pz| €270 (14 % T 4 a2u)?
d¢ ) ut (1+ a?u?) L? % ut ’
du 2 6—20(u) 5 o 3243 ) 5 9142 E2€—4U(u) R
_ 5242 2, 2\8243
<d¢> = —3 (1+ a’u?) —u*(1+ a*u?) +T(1+au) :
du\? 2 2. 2\8242 e 20 2. 2\6*+3 2 —20(u)
pP = —u“(1+a"u) —i—T(l—i—au) [l—i—Ee } (5.21)

Precisamos abrir o quadrado e o cubo da soma de dois termos, por isso é vidvel reduzir o

resultado da eq.(5.21) definindo:

C(u) =1+ E?e 20, (5.22)
Entao encontramos:
<Z;> 2 = —u*(1 4 2a%u® + a*ut)(1 + &2U2)B2
+ 62U(z)2c(u)(1 + au? + 26202 + 2a*ut + atut + a6u6) (1 + a2u2)52 . (5.23)
Por pertinéncia nomeamos:
(5.24)

a(u) = (1+a2u?)?”.
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Substituindo «(u) na eq.(5.23) podemos escrever:
2
du = (—u® —2a%u* — a*u®)a(u)
d¢
e—2a(u)C(U)

+ i (1 + 3a2u? + 3a*u® + a®u®)a(u),
du\ 2 5 [3a2C (u)
(&) = oo on
2 4 [30°C(w) _ 1 6] a?Clu) a(u)C(u)
+ a(u)a‘u [e2a(u)L2 2| + a(u)a’u o0 2 1] + o2 (5.25)

Perceba que o resultado da eq.(5.25) é o resultado puro para a equagao da érbita da particula
submetida ao regime da métrica de Zipoy estudada. Na sequéncia vamos realizar consideragoes
astrofisicas para melhor ajustar a equacao ao nosso estudo. Truncaremos a expressao da eq.(5.25)
em u*, pois o regime para O(u®) nos é desprezivel, j4 que os efeitos nessa escala do sistema solar
sao insignificantes [69]. Sendo assim,

du\ 2 3a2C 3a2C
(dZ) = a(wu’ ng(u)(zz - 1] +a(u)a’u’ Lif(u)(g - 2]

a(u)C(u)

+ e20(u) g2’

(5.26)

Todavia ainda podemos ter O(u’) para desprezar, pois temos a(u). Perceba que C(u) ainda
pode ser mantido na eq.(5.26), pois depende de e~27(") | Pensando nisso e fazendo uma expansio

binomial para «(u), temos:
a(u) = (1+ a2u2)62 =14 p%a%u® + ...+ O0(u). (5.27)

Analisando C'(u) encontramos regioes proibidas do tipo E2e20(u) 51 logo podemos fazer com
base na eq.(5.22)
C(u) = E%e20) (5.28)

e substitui-lo posteriormente. Continuando os cédlculos com base nas consideragoes feitas:

(5 = st [ 260 ] 1 st [0

de e20(u) 1,2 o20(u) .2
Mo
e2U(u)LQ ’
du’)* 2 [3a2C(u) 4 240 [36°C(u) 5 4 [3a°C(u)
(&) = @ [Eon 1]+ [mp -1] v [Gop -2
(1 + a®u?B?)C(u)
+ e2a(u)L2 (529)
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Agora podemos substituir C'(u) = E2e~27(") na eq.(5.29), logo:

du\? 5 [ 3a2E? 5 o[ 3a%E? 9 4| 3a*E?
() =« [dwp 1] oo | g 1] v [ s 2]

(1 +a®u?p?) E?
edo(u) 12

" (5.30)

Note que a eq.(5.30) ainda nao estd no formato para fazer uso do método em [1], visto na

secao (4.1), <Z;

retirar o termo —u? que estd livre & direita dessa mesma equacdo. Sendo assim, temos:

) +u? = G(u). Nesse caso, podemos somar zero no resultado da eq.(5.30) ou

2 2 12 2 12 2 12
(du> MQ:UQ[?,@E ] 42B2[3aE 1}“2”4{3@15 2]

d¢ edo(u) 1,2 )2 edo(u) 1,2
1+ a?u?p?)E?
+ ol [ 2 + u”. (5.31)
Observe que a eq.(5.31) apresenta exponenciais com dependéncia de u, e~47(W)  Sabemos
1
que: e 47w, o(u) = —parctan(au); f = T; u = —er = ar = asenhv, logo, mantendo [,
r
podemos obter:
4Barctan( a4 )
p—do(v) asenhv) — e46arctan(cschv)7 (5.32)
a funcao dentro do argumento do arcotangente é
2
CSCh('U) = m (533)

Nesse caso, como o comportamento da equagao (5.31) é fortemente nao-linear podemos
procurar uma solucao para o desvio do periélio na diferenga de duas regioes. Uma regiao dada
por o(v) — 0 permite fazer uma expansao em torno da singularidade em anel. A outra regiao
é préxima a Orbita circular, trata-se do caso o(v — o0), mantendo a funcao o finita. Nao faria
sentido calcular o caso na regiao da singularidade, v = 0, pois nao temos dominio sobre essa
regiao e mesmo a prépria Orbita eliptica fica descaracterizada. O proprio Zipoy afirma que os
invariantes de Riemann (ex. Escalar de Kretschmann) s@o infinitos.

Sendo assim, sabemos que para a regiao préxima a orbita circular, o(v — 00), a eq.(5.32)
terd valor unitério, e (") — 1. J4 para o(v) pequeno, o(v) — 0, precisamos expandir e o)

que resulta em:

e=170) = 1~ 4o (v) + 80(0)2 + ... & 1 — 4o (v). (5-34)
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Expandindo —40(v), temos:

Cdo(v) = —2Besgn(esch(v))r + 48 — %5@)3 o),

—40(0) = —2Besgn(csch(0))r + 4B(0) — %,8(0)3 + 0",

_4o(0) = —2Besgn(oo)r,

_40(0) = —28m. (5.35)

Sendo assim, para o(v) — 0 temos: e~ 47(") =1 — 267 = =207,
Agora podemos retomar os célculos com o caso para o(v) pequeno, assim a eq.(5.31) terd o

seguinte formato:

2 2 12 2 12
(d“> +u2 = 2 [3‘1 E 6—257r1:| Jru4a2ﬁ2 [30 E 6—2,37r1:|

do L2 L2
2 12 2,222\ 2
+ a%ut {MLfe—%“ - 2] + (1+ a;;ﬂ )E e 2P 2,
d 2 E2 2E2
(di;) +u? = ﬁe_m” +u? [GL2 e (3 + 52)]
2E2 QEQ
+ ! [a262 F’aﬂew’f - 1] + a? [?)QLQeZﬁ” - 2” : (5.36)

Para o(v — 00), a eq.(5.31) apresenta o seguinte formato:

2 2 12 2 12 2 2
<Z;> +u? = W [SGE —1]+u4a262 [SCLE —1}+a2u4 [3CLE —2}

12 12 12
T T
(fl;ﬁ)Q +u? = W [C‘Q;;ﬂ (3 + BQ)]
+ ot [aQBQ [&Z;EQ — 1} +a? [S“Z;Ez - 2” - fz (5.37)

Em ambas as eq.(5.36) e eq.(5.37) vamos aplicar o método visto em [1] para obter a equagao

do desvio do periélio. O procedimento pode ser acompanhando nas subsegoes (5.1.1) e (5.1.2).

5.1.1 Desvio do periélio para o(v) pequeno

Aproveitando o resultado da eq.(5.36) dada para a regiao ao redor da singularidade em anel

podemos fazer uso do método Harko, visto na segao (4.1), para o obter o desvio do periélio. Na
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eq.(5.36) é possivel notar que todos os termos multiplicados por u s@o constantes em relacao a

u, portanto, podemos escrever essa equagao como:

2
(ZZ;) +u? =u?A+u'B+ D, (5.38)

sendo A, B e D, respectivamente,

a’E?
A = 78_267‘—(3 + 52), (539)
2E2 3 2E2
B =a23? [?’C‘Be—%” - 1} + a? [GLQe—?ﬁ” - 2] (5.40)
e
E?
D=—5e pr, (5.41)

Vamos chamar a eq.(5.38) de G(u) e calcular

1dG(u)
F(u) = 5.42
(w) = 5= (5.42)
para mais tarde obter:
dF(u)
0p = T——|u,- 5.43
Seguindo o pressuposto temos F'(u) dado por:
F(u) = ;di(u) = %(2%4 + 4u3B) = uA + 2u’B. (5.44)
U

Para continuar precisamos saber qual o comportamento de ug e entdo obter d¢. Para encontra-lo

precisamos fazer F'(ug) = ug, logo a eq.(5.44) assume o comportamento:

upA + 2u03B = ug. (545)
Entao, temos a expressao para ug,
Uuo (A + QUOzB) = up,
A+2uy’B = 1,

1—A

Aproveitando o resultado da eq. (5.44) para derivé-lo de acordo com a eq.(5.43) e fazer uso
de ug, como se segue

__dF(u)
I (5.47)

™ <A +6B (12_;1)) : (5.48)
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encontramos:
d¢p =31 —21A. (5.49)
Tomando o valor da eq.(5.39) em d¢, eq.(5.49), temos para o(v) pequeno o seguinte resultado

para o desvio do periélio:

a2

E2 —208m 2
5¢—37r—27r< e (3+ﬁ)>. (5.50)

5.1.2 Desvio do periélio para o(v — o0)

A exemplo do caso trabalhado na subsegao (5.1.1), para o(v) pequeno, vamos obter a equagao
do desvio do periélio, d¢*, para o(v — 00), na regiao préxima a drbita circular, de forma similar.
Sabemos que na eq.(5.37) todos os termos multiplicados por u sdo constantes em relagao a essa

variavel. Nesse sentido, podemos escrever essa equacao como:

du\ 2
<d<1;>> +u? =u?H +u*J + N, (5.51)

sendo H, J e N, respectivamente:

a’E?
H=—5-(3+ 5%, (5.52)
3a2E? 3a2E?
J = a*p? [p — 1] +a’ [ T3 2} (5.53)
e
E2

Chamando a eq.(5.51) de G(u)* e derivando o resultado em relacao a u temos:

_ 1dGu)x 1

F = Z(2uH + 43J) = uH + 2u3J. .
(u)x* 5 an 2(u +4u’J) = uH + 2u°J. (5.55)

O préximo passo depende do comportamento de ug* para obter d¢*. Sabemos que F'(up*) = ug*,

logo a eq.(5.55) fica

up * H + 2uog*>J = ug* (5.56)
e entao temos a expressao para ugk,
uo * (H + 2u0*2J) = g,
H 4 2upx*J = 1,
1-H
=4/ —. 5.57
Up* i ( )
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Feito isso ja podemos trabalhar com d¢+. Tomamos a derivada da eq.(5.55) em relagao a varidvel
u e, posteriormente, substituimos a expressao obtida para wug*, logo d¢ é dado por:

dF(u)*‘
du MY

= w(H+ GUZJ)’uO*,

- (oo (5)

dpx = 3w —2mwH. (5.58)

opx = 7

Sabemos a expressao para H dada pela eq.(5.52), por fim temos como escrever o desvio do

periélio para o caso de o(v — 00), d¢*, da seguinte forma:

212

LQ

ok = 3w — 2 (a (3+ 52)> . (5.59)

5.1.3 Solucao geral para o desvio do periélio de Zipoy para [ =0

Tendo obtido as duas eq.(5.59) e eq.(5.50) podemos pela diferenca entre ambas encontrar a

férmula para a precessao para o caso de Zipoy para [ = 0, 00 (,ipoy) = 0¢ * —0¢:

a’E?
5¢(zipoy) = 3m—2m <(3 + 52)>

12
- (377 — o (“2;27262/3”(3 + /32)>) : (5.60)
entao podemos escrever
0P(zipoy) = %ZZEQB + ) (6‘25” - 1) : (5.61)

Podemos melhorar o resultado da eq.(5.61), pois 8 é pequeno devido a consideragao traba-
lhada para o(u) na eq.(5.27). Logo podemos escrever e~ 25" ~ 1 — 23w e (3 4 32) ~ 3, entéo o

desvio angular que o plano elipico visto na fig.(5.1) estd sujeito é expresso por:

6ra’E?
5¢(zipoy) = 12 (1 —2pBm — 1)
—1272Ba*E?
6¢(zipoy) = 72 . (562)

O interessante sobre esse resultado é a possibilidade de levar a resultados negativos para
a eq.(5.62). Nesse caso, o desvio do periélio com base na métrica de Zipoy para o caso | = 0
permite trabalhar com precessées retrégradas’, sendo 1itil ao estudo para o caso do cinturdo de

asteréides, por exemplo.

L Alguns casos que tratam de fendmenos dessa espécie podem ser visto nas ref.[70]
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Podemos refinar o resultado da eq.(5.62) com base na energia orbital especifica e no momento

angular especifico £ = — e L? = pp, respectivamente, com p = GM e p = v(1 — 62) logo:

E? (GM)?

2 T GMRn(- ) (5:63)
E? GM

L2 4p(1-ey (5.64)

tal que G ¢é a constante da gravitacdo universal, M a massa, 7 o semi-eixo maior e € a excentri-

cidade. Deste modo, a eq.(5.62) pode ser reescrita da seguinte forma:

—372Ba’GM

‘5¢(zipoy) = 2y3(1—e2) (5.65)

GM
Na eq.(5.65) percebemos que o termo —— trata da relagao sobre o movimento kepleriano
Y

GM  [2m\?
minimo visto na segao (2.4), sabemos que — = <;> . Deste modo, podemos reescrever a
Y
eq.(5.65) da seguinte forma:
—1274Ba?

0P zipoy) = 21— e)T? (5.66)

Note que o resultado obtido na eq.(5.66) depende de dois parametros a e § da métrica de
Zipoy, os demais j& sao conhecidos de acordo com eq.(2.86), lembrando que T' = P(24)(3600).
Apesar da semelhanca entre essas equacoes o termo a® na eq.(2.86) que diz respeito ao semi-
eixo maior a principio é diferente do pardmetro a visto na eq.(5.66). Para enfatizar a ressalva
vamos considerar o pardmetro a da eq.(5.66) como a,. Além disso, o resultado da eq.(2.86) nao
apresenta a contribuicdo de —m*8 que é observada no resultado do desvio de Zipoy dado pela
eq.(5.66).

Com base no teste do qui-quadrado podemos encontrar o valor para o parametro a, a partir
de um conjunto de valores impostos para o parametro (3, a saber, isso porque o resultado de
B deve ser negativo para levar ao resultado da precessao comumente trabalhada, visto que a
eq.(5.66) permite, também, o estudo de precessoes retrégradas. Além disso, precisamos do
conjunto de dados observacionais de Mercurio, periodo orbital - P e precessao do periélio -
0@ (obs)- Na tabela (9) a seguir apresentamos o valor de d¢ (s de diferentes literaturas, vale
notar que os valores para P foram extraidos das respectivas referéncias destacadas na terceira

coluna da tabela em questao.
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Tabela 9: 56 (os) para o O procedimento foi feito com auxilio do Software

teste do qui-quadrado Gnuplot versdo 5.2. Os parametros envolvidos na

eq.(2.86) para o planeta Merctrio sdo conhecidos, a pro-

P 5¢(obs) Ref.

80 43.098£0.503 [71, 72, 73] posta é substitui-los deixando apenas a,? e P arbitrarios
88  43.20 + 0.86 [74] na eq.(5.66). Além disso, precisamos levar em consi-
89 43.11 + 0.22 [75] deracao a conversao para unidades de segundo de arco
88 43.11 £ 0.22 [76] por século a fim de obter compatibilizacao com os da-
87 4298 £0.09 [77] dos da precessao do periélio de Mercurio apresentados
87 43.13 +0.14 78]

na tabela (9).
J& realizamos uma amostra de conversao para unidades de graus por século na eq.(4.37), em
termos da unidade que buscamos basta multiplicar a eq.(4.37) por 3600. Deste modo, temos

para eq.(5.66):

—127%a,25 100 180
T 7@ S ——3600. (5.67)
Al —)T? g ™

dp(zipoy) =

Sabemos que o periodo de revolucao, T', pode ser escrito com dependéncia do periodo orbital,
T = P(24)(3600). Ademais, precisamos fixar um valor para 3, observamos que de § = —0.00001
a = —0.1 temos satisfeita a hipétese inicial 8 < 1 sendo o parametro a, grande. Deste modo,

assumindo os valores m = 3.14159, ¢ = 299792458, ¢ = 0.20563 e = —0.1 na eq.(5.67) obtemos:

2,2
P8’

S¢(zipoy) = 1.370555 x 10717 (5.68)

Nesse sentido, realizamos o ajuste de qui-quadrado com base na eq.(5.68) para os dados da

tabela (9). Ao final de algumas interacoes o ajuste foi convergido para a,, obtemos
a, = 1.46303e + 011, (5.69)

que é apresenta ordem de grandezas bastante préxima da ordem de grandeza do semi-eixo maior
de Mercirio. Notamos que para o caso de § = —0.00001 a 8 = —0.1 temos a magnitude do
parametro de comprimento a, proxima do valor para o semi-eixo maior. Sendo assim, conse-
guimos estabelecer a interpretagao Fisica ao parametro e explicar o porque Zipoy toma a, com
unidades de comprimento.

Na sequéncia, retornamos a eq.(5.68) fazendo a substituicao para os parametro a,, eq.(5.69),
e periodo orbital P = 87.969, [79]. Obtivemos éxito quanto ao resultado para d¢(zipoy), pois

encontramos o valor conhecido para a precessao do periélio de Merctrio, aproximadamente
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43.0937 segundos de arco por século com erro padrio assintético de +9.269 x 108 e reduzido
qui-quadrado 1.79012.

Observamos que mesmo a variagao quanto ao valor de 3 nao afeta o resultado final apresen-

tado. Para § = —0.00001 na eq.(5.67) mantendo os valores ja aplicados para m, ¢ e € temos:
; 102
0¢(zipoy) = 1.370555 x 10 5 (5.70)

Realizando o teste do qui-quadrado fazendo uso da eq.(5.70) e da tabela (9) encontramos um
novo valor para a,:

a, = 1.46303e 4- 013. (5.71)

Seguindo a proposta do exemplo anterior visto para o caso de § = —0.1, precisamos tomar
o resultado da eq.(5.71) e o valor de P = 87.969 e inseri-los na eq.(5.70) para obter, com
base na métrica de Zipoy estudada, o valor da precessao do periélio de Mercurio. O resultado
para 0¢(zipoy) de Mercurio para 3 = —0.00001 foi o mesmo observado para § = —0.1, isto é,
aproximadamente 43.0937 segundos de arco por século. Comparando os casos para 8 = —0.1 e
B = —0.00001 notamos que apenas a ordem de grandeza da equacao do desvio que é aplicada
no teste do qui-quadrado foi alterada, bem como a ordem de grandeza para a,.

Para finalizar apresentamos um quadro comparativo entre os resultados obtidos para o desvio
do periélio para Mercirio. Levamos em consideragao o resultado padrao (Einstein) [16], ddschw,
bem como outro feito com base na métrica de Weyl [16], 5¢Weyli, e por fim outro obtido a

partir do presente estudo sobre a métrica de Zipoy, d¢zipoy-

Tabela 10: Desvio do periélio de Mercurio.

Planeta 5¢Schw 5¢Weyl+ 5¢Weyl_ 5¢Zipoy

Merctrio | 42,9782 | 43,1047 | 42,8569 | 43,0937

As magnitudes dos desvio observados na tabela (10) sdo dadas em unidades de segundo
de arco por século. Ademais, temos dois resultados para o modelo de Weyl, pois o modelo
¢é semelhante ao apresentado no capitulo 4, possui um incremento maximo e minimo para o
resultado da precessao com base na métrica de Schwarzschild eq.(2.86).

De acordo com a tabela em questao podemos notar que o resultado para o desvio a partir
da métrica de Zipoy para o caso de monopdlo, I = 0, é bastante proximo do valor médio dos

resultados observacionais vistos na tabela (9). Ademais, a solugao fornece drbitas elipticas
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tornando o resultado em pauta uma melhor descrigao fisica para fins astrofisicos, de acordo com
a forma, topologia, e simetria do campo gravitacional.

Outro ponto que gostariamos de ressaltar é que as métricas de Weyl e Zipoy sao assintotica-
mente equivalentes as coordenadas de Schwarzschild, porém uma vez quebrado o difeomorfismo
temos outros campos gravitacionais que podem ser ajustados de forma especifica. O difeomor-
fismo possibilta transformarmos um cilindro ou disco em uma esfera, por exemplo [7]. Todavia
quando aplicamos as condicoes para o limite Newtoniano apenas na equacao da geodésica, es-
tamos fazendo uso da NNA, e a pratica leva a quebra do principio da covaridncia generalizada
visto na segdo 1.3 e entao temos um sistema de coordenadas privilegiado.

Nesse sentido, podemos fazer uma analogia para aclarar o que observamos a respeito da
tabela (10). Por exemplo, um GPS serd melhor calibrado com base na métrica de Kerr do que
com a métrica de Schwarzschild. Pois nao temos a contribuicao da rotacao do corpo na métrica
de Schwarzschild e por isso ela é um caso particular da métrica de Kerr. Apesar da rotacao
do planeta Terra ser pequena quando comparada a de um pulsar sabemos que ela existe e uma
métrica do espago-tempo que apresente essa contribuicao permitirda um estudo mais fidedigno.

Portanto, podemos afirmar, de certo modo, que o modelo gravitacional do espaco-tempo pa-
rece influir no resultado para o desvio estudado. A métrica selecionada para o estudo (métrica
de Zipoy) e o uso de uma aproximagao que leva em conta os efeitos de nao-linearidade da Re-
latividade Geral (e.g., NNA) conduziram a um resultado mais fidedigno e fisicamente adequado

para d¢, mesmo em comparagao com a solugao padrao de Einstein ou via PPN.
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O presente trabalho oportunizou rever pontos importantes nao s6 da teoria de Einstein.
Estudamos aspectos da teoria Newtoniana, bem como formalismo lagrangeano e hamiltoniano,
por exemplo. O apanhado quanto a linha do tempo anterior a RG foi importante para podermos
desenvolver nosso estudo. Compreendemos um pouco sobre a estrutura tensorial da RG, sobre
os principios béasicos que nortearam a transicao da RE a RG para incorporar a contribuicao da
gravitacao, bem como os fenémenos previstos pela teoria.

O principal fenomeno tratado no presente trabalho foi o avanco do periélio de Merctrio.
Vimos que mesmo antes da RG o fato pressuposto ja era conhecido e por anos buscaram encontrar
a solugao para o problema. De acordo com o problema de Kepler a orbita dos planetas é
fechada, entretanto Mercurio nao apresenta concordancia nesse quesito. Sendo assim, muitas
consideracoes para tentar explicar a precessao do periélio de Mercurio foram feitas. A solucao
de fato surgiu naturalmente com a RG que levou a obtencao tedrica do valor que a experiéncia
observacional mostrava.

Deste modo, diante desse teste classico da RG a teoria foi validada. Nesse caso, usufruir
do teste quanto o avanco do periélio visando contribuir para o desenvolvimento de modelos
gravitacionais que sejam mais confidveis e possibilitem resultados mais precisos é uma boa saida.
Tal ensejo é uma preocupagao compartilhada por profissionais tanto do ramo teérico como do
observacional. Isso porque temos uma gama de dados sobre a estrutura e evolugao do universo
e uma série de descobertas sao feitas, deste modo é natural a busca explicitada.

Sendo assim, aproveitamos os dados observacionais de um conjunto de 34 exoplanetas divi-
didos em trés grupos. A experiéncia funcionou como um laboratério para poder testar o estudo
pautado no movimento lento da RG com respeito ao perfil ndo-linear da teoria via aproximacao

quase Newtoniana. Notamos que o estudo sobre a precessao do periastro e mesmo periélio nao

Programa de Pds-Graduagao em Fisica Aplicada - UNILA



Consideragoes Finais 84

é uma tarefa trivial sob efeito relativistico. Notamos que a excentricidade, o semi-eixo maior e
o periodo orbital influénciam, 5y T +al + Pl — d¢ T, para um maior ou menor desvio.

Ademais conseguimos realizar previsoes sobre a precessao do periastro de alguns exoplanetas.
Verificamos que para excentricidades “grandes” é possivel obter uma maior precisao para os
resultados ja conhecidos sobre o desvio do periastro de exoplanetas estudados. Entretanto,
quando a excentricidade é quase nula o resultado via NNA é equivalente ao método usual.

Estudamos ainda o caso da métrica de Zipoy sob o ponto de vista da solucdo quando [ = 0.
Notamos que essa métrica tem riqueza de detalhes, quanto a forma, topologia, e simetria do
campo gravitacional. Fornece uma solucdo que leva a Orbitas elipticas. Além de reproduzir o
valor bastante aproximado para a precessao do periélio de Mercirio, possibilita o estudo voltado
ao caso do cinturao de asterdides, pois o desvio angular para métrica de Zipoy pode apresentar
resultados negativos (precessoes retrégradas). Observamos o motivo pelo qual Zipoy trata o
parametro a com unidade de comprimento, visto que quanto menor o valor para (3 temos a
magnitude de a proxima do valor para semi-eixo maior.

Nosso proposito de estudo visava mostrar que o modelo gravitacional e uma aproximacao
apropriada podem surtir em solugoes fisicamente adequadadas para fins astrofisicos. Vale notar
que nao se trata de uma modificagao da RG. Mostramos que a contribui¢ao da nao-linearidade
da RG no sistema de equacoes produz efeitos qualitativos nas érbitas de suas solugoes. Compre-
endemos que mesmo solugoes assintéticas a solucao de Schwarzschild como exemplo a métrica
de Weyl e a métrica de Zipoy quando perdem a covaridncia generalizada permitem a produgao
de novos campos gravitacionais. Deste modo, temos a possibilidade de estudar casos astrofisicos
respeitando a fisica do problema, visto que ao linearizar a RG estamos desprezando eventos que
ocorrem no campo nao-linear.

Contudo, nos dedicamos ao caso mais simples da métrica de Zipoy que esta relacionado com
a solugdo de monopdlo. Ainda nesse caso mais trivial da métrica obtemos equactes orbitais
altamente ndo-lineares que nos permitiram observar uma série de pontos a favor do uso de tal
métrica para fins astrofisicos. A perspectiva futura é estudar os outros casos da métrica de Zipoy,
solucao dipolo e a solugao que trata da interferéncia entre a solugao monopdlo e a solugao dipolo.
Bem como, trabalhar frente a possibilidade de obter o desvio do periélio de corpos celestes com
base em um procedimento que implica, basicamente, em obter a forca vinculada a cada potencial
e, posteriormente, extrair o raio orbital desta para aplicd-lo na frequéncia angular que compoe

a equacao do desvio.
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