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Foz do Iguaçu-Paraná
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Prof. Dr. Abraão Jessé Capistrano de Souza (Orientador)

Prof. Dra. Carlos Henrique Coimbra Araujo (Membro Externo)

Prof. Dr. Rodrigo Bloot (Membro Interno)

Foz do Iguaçu-Paraná
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i

Resumo

No presente trabalho, investigamos o movimento lento na Relatividade Geral (RG)

sob ação de um campo gravitacional arbitrário. Trata-se do uso de uma aproximação co-

nhecida por aproximação quase Newtoniana (NNA). Nossa intenção é apresentar um novo

paradigma para a Astrof́ısica, uma vez que o modelo pode auxiliar no entendimento da

gravidade na cinemática e dinâmica de corpos celestes, mas não representa uma modi-

ficação da RG. Primeiro, usamos a métrica de Weyl para analisar o desvio do periastro

de 34 exoplanetas. Em segundo lugar, a métrica oblata de Zipoy, em termos da solução

do monopólo, também, faz parte do escopo deste trabalho. Mostramos que a métrica

de Zipoy pode ser muito útil para propósitos astrof́ısicos, mesmo quando comparada à

solução padrão de Einstein ou via formalismo pós-newtoniano parametrizado (PPN), por-

que satisfaz o valor da precessão observada para o periélio de Mercúrio, a solução fornece

órbitas eĺıpticas e, também, permite o estudo de precessões retrógradas.
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Abstract

In the present work, we investigate the slow motion in General Relativity (GR) under

an arbitrary gravitational field. It is about the use of an approximation known by nearly

Newtonian approximation (NNA). Our intent is to present a new paradigm for Astrophy-

sics, since the model can assist the understanding of gravity in kinematic and dynamics

of celestial bodies but does not represent a modification of GR. First, we use Weyl’s me-

tric to analyze the deviation of periastron of 34 exoplanets. Secondly, the oblate Zipoy’s

metric, in terms by monopole solution, is also part of the scope of this work. We show

that Zipoy’s metric may be very useful for astrophysical purposes, even when compared

to Einstein’s standard solution or by formalism of parameterized post-Newtonian (PPN),

because it satisfies the observed precession value for Mercury’s perihelion, the solution

provides elliptical orbits and also allows the study of retrograde precession.
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Introdução

O estudo voltado à Cosmologia e Astrof́ısica tem oferecido uma gama de dados acerca da es-

trutura e evolução do universo. Face a tantas descobertas é aceitável que a teoria da Relatividade

Geral (RG) possa se mostrar insuficiente. Esses pontos acabam por estimular o desenvolvimento

de teorias gravitacionais alternativas ou mesmo a busca por extensões da teoria de gravitação

de Einstein. As informações observacionais coletadas por sondas espaciais e telescópicos, por

exemplo, são abrangentes e reveladoras. Exoplanetas são descobertos e muito é desvendado a

respeito desses objetos, que estão fora do sistema Solar. Os dados orbitais desses objetos for-

necem base para explorar aplicações da F́ısica à Astrof́ısica como é o caso de estudo proposto

para o presente trabalho.

Podemos dizer que os exoplanetas funcionam como um laboratório que pode abrigar nossas

análises e estudos. A nossa proposta é, estudar o problema similar ao do desvio do periélio de

corpos cósmicos. Não é só pelo mérito que o teste para precessão do periélio de Mercúrio rendeu

a RG, levando a validação da teoria, e oportunizando ajuda quanto a construção de modelos

de gravitação mais confiáveis e precisos. Mas porque estamos interessados no estudo sobre o

movimento lento na RG sob ação de um campo gravitacional arbitrário.

Nesse sentido, tomamos o estudo do desvio apsidal com base em duas métricas, a métrica

de Weyl e a métrica de Zipoy. A métrica de Zipoy apresenta a métrica de Weyl como um caso

particular, trata-se da descrição da geometria de um esferóide oblato. Assim podemos desen-

volver nosso estudo fazendo uso da aproximação quase Newtoniana (NNA) que representa uma

forma para estudar o movimento lento na RG preservando o caráter não-linear da teoria de Eins-

tein. Esse quesito ajuda-nos quanto ao intento de melhorar os resultados da RG para periélios,

bem como para testar a viabilidade do método para estudos astrof́ısicos. Estamos propondo

um novo paradigma para a Astrof́ısica, isso porque não estamos adotando o método usual via
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Introdução 10

formalismo pós-newtoniano. Fazemos uso da aplicação da aproximação quase Newtoniana e esta

pode se revelar um importante fundamento para o entendimento da gravidade na cinemática

e dinâmica a ńıvel Solar e estelar. Por ser uma forma de respeitar a f́ısica de grande parte de

eventos astrof́ısicos, fazemos referência aqueles eventos em regime de baixa velocidade sob ação

de um campo gravitacional arbitrário de intensidade intermediária aos extremos de campo forte

e campo fraco.

Para o desenvolvimento do estudo proposto é natural tratarmos sobre pontos como RG,

precessão do periélio de Mercúrio, aproximação quase Newtoniana e aplicações (métrica de Weyl

e métrica de Zipoy). Cada um desses temas respondem por um caṕıtulo em nosso trabalho.

Dividimos o primeiro caṕıtulo, Relatividade Geral, em três seções. Na seção 1.1 tornamos o

tema sobre a RG mais familiar a partir do ponto de vista histórico e explicamos o que vem a ser

essa teoria. Nas seções 1.2 e 1.3 abordamos, respectivamente, as diferenças entre a Relatividade

Restrita e a RG, e apresentamos detalhes sobre o aspecto matemático da RG, visto que nosso

estudo depende de uma série de objetos tensoriais que compõe a RG.

No segundo caṕıtulo, sobre A precessão do periélio de Mercúrio, temos cinco seções. Na

seção 2.1 apresentamos o aspecto histórico do tema, na seção 2.2 vamos estudar os conceitos

fundamentais alinhados com à precessão do periélio. Incluindo a primeira e a segunda lei de

Kepler, diferença entre periélio e afélio, elipse, tensor de Killing e Lagrangeana. Na seção 2.3,

desenvolvemos o problema de Kepler. Por conseguinte, na seção 2.4, tomamos o formalismo

relativ́ıstico para obter a órbita de uma dada part́ıcula teste. Na seção 2.5, apresentamos a

obtenção do avanço do periélio a partir do formalismo relativ́ıstico e do vetor de Laplace-Runge-

Lenz.

No terceiro caṕıtulo, Aproximação PPN e NNA, nos dedicamos a esclarecer sobre o modelo

que propomos a estudar no presente trabalho. O caṕıtulo é composto por duas seções, na 3.1

tratamos do modelo padrão de aproximação da RG e de outras teorias métricas, a aproximação

baseada no formalismo pós-newtoniano parametrizado (PPN). E na seção 3.2 apresentamos a

aproximação quase Newtoniana (NNA) da RG, sendo esta uma solução proposta ao estudo

do movimento lento sob a ação de um campo gravitacional intermediário ao campo da teoria

Newtoniana e ao da RG.

O quarto caṕıtulo, Aplicações - métrica de Weyl, é dedicado ao estudo com base na métrica

de Weyl. Na seção 4.1 temos o estudo proposto sobre a precessão do periastro de 34 exoplanetas.

Apresentamos um método para a obtenção do desvio do periélio proposto por Harko [1] e em
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seguida começamos a tomar nota quanto aos dados orbitais dos exoplanetas para iniciar os

cálculos da precessão. Nesse caso, como os exoplanetas estudados são heterogêneos dividimos

tais objetos em três grupos que são descritos nas subseções 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3.

Na subseção 4.1.1 temos a precessão baseada no NNA para exoplanetas com excentricidade

maior que 0, 1, sendo oportunizado a comparação entre o resultado do nosso modelo para o

desvio com o do modelo PPN da RG para tal desvio. Na próxima subseção, 4.1.2, e na 4.1.3

realizamos a previsão da precessão do periastro de exoplanetas com excentricidades pequenas e

órbitas circulares e para a precessão do periastro de exoplanetas com excentricidades grandes,

respectivamente. Encerramos a abordagem sobre a aplicação, com base na métrica de Weyl, na

subseção 4.1.4 apresentando um panorama geral destacando o comportamento dos parâmetros

orbitais de todos os exoplanetas incluindo aqueles relativos ao planeta Mercúrio.

O quinto e último caṕıtulo, Aplicações - métrica de Zipoy, é dedicado ao estudo da métrica

de Zipoy. Inicialmente, apresentamos a construção dessa métrica feita por David Zipoy em 1966.

Mostramos que esta métrica é dada por mudanças de coordenadas e de variáveis aplicadas à

métrica de Weyl. Na sequência esclarecemos sobre a existência de três casos principais da métrica

de Zipoy ligados às soluções para o potencial Newtoniano, que podem ser escritas como uma

combinação linear de polinômios de Legendre de ordem integral l. Assim, temos o caso l = 0

(solução monopólo), l = 1 (solução momento de dipolo) e o terceiro caso é uma interferência das

duas primeiras soluções, l = 0 e l = 1 (solução monopólo-dipolo). Nesse trabalho, estudamos

apenas o caso l = 0 que é a forma mais trivial da métrica de Zipoy. Apesar da trivialidade

obtemos uma solução altamente não-linear para a equação da órbita. Nesse sentido, buscamos

contruir uma solução geral para o desvio do periélio na diferença do desvio de duas regiões. Uma

região em torno da singularidade anel e outra região próxima a órbita circular, nesse caso temos

dois desvios diferentes que são obtidos respectivamente nas subseções 5.1.1 e 5.1.2.

Na última subseção do quinto caṕıtulo, 5.1.3, constrúımos uma solução geral para o desvio do

periélio com base nos resultados das duas subseções anteriores. Com base na solução encontrada

chegamos a conclusões interessantes como a pertinência do modelo para o estudo de precessões

retrógradas, bem como um resultado bastante preciso para o periélio de Mercúrio posto em

comparação ao resultado observacional. Finalmente no caṕıtulo conclusões apresentaremos as

considerações finais deste trabalho e apresentamos perspectivas para um estudo futuro quanto

aos outros casos da métrica de Zipoy.
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Caṕıtulo 1

Relatividade Geral

A teoria da gravitação de Einstein, chamada de teoria da Relatividade Geral - RG, está dentre

as teorias com grande prest́ıgio cient́ıfico e tecnológico. Sua repercussão tecnológica pode estar

mesmo no nosso dia-a-dia, pois a teoria possibilita a calibração dos Sistemas de Posicionamento

Global (GPS), por exemplo. São muitos os méritos dessa teoria, desde aprovação experimental

nos famigerados testes clássicos (o teste sobre a precessão do periélio de mercúrio terá espaço no

trabalho no próximo caṕıtulo) até a comprovação recente de uma previsão quase centenária de

Einstein, as ondas gravitacionais. Nesse caṕıtulo iremos discutir os fundamentos dessa teoria.

1.1 Relatividade = Relatividades

Propomos uma volta no tempo para melhor abarcar a RG e permitir seguimento quanto aos

detalhes do trabalho. Vamos começar com a definição de relatividade. Trata-se de um campo da

F́ısica que se ocupa do estudo para aferição correta de acontecimentos (eventos) [2]. O enfoque

está na relação entre os valores aferidos em referenciais que estejam se movendo um em relação

ao outro.

É importante notar que a teoria da Relatividade de Einstein é composta por duas teorias

diferentes, a Relatividade Restrita/Especial - (RE) - (1905) e a Relatividade Geral (1915), que é

foco do trabalho. A RE carrega esse termo, restrita, para lembrar que seu escopo de aplicação é

limitado a referenciais inerciais que são sistemas em repouso ou possuem velocidade constante,

isto é, sistemas acelerados não estão contidos no grupo dos referenciais inerciais [2], portanto,

não poderia incluir gravitação.

Programa de Pós-Graduação em F́ısica Aplicada - UNILA



1.2 Gravitação Newtoniana e gravitação de Einstein 13

Podemos afirmar que essa seja a principal diferença entre ambas as teorias, a RG tem seu

escopo voltado para referenciais acelerados. Tal teoria levou a uma nova formulação sobre os

efeitos gravitacionais. Os efeitos da teoria da RG são percept́ıveis em escalas que estão distantes

de nós, como massas astronômicas e velocidades próximas a da luz [2].

A teoria da RG é mais robusta e abstrata, sendo necessária a análise tensorial para ser

compreendida. Devido ao formalismo tensorial, Einstein foi capaz de estruturar seu estudo

sobre o espaço-tempo e propor a relação entre matéria/energia e geometria. Deste modo, o

conteúdo de matéria e energia curvam o espaço-tempo e este dita como elas devem se mover

[3]. Esse entendimento foi alcançado com a teoria da RG que é um passo além do âmbito da

relatividade Newtoniana.

1.2 Gravitação Newtoniana e gravitação de Einstein

Vale lembrar que antes da teoria da gravitação de Einstein, a teoria da gravitação Newto-

niana respondia relativamente aos problemas f́ısicos da época. Porém, surgiram dois impasses

significativos. Um deles era [4]: (i) por que a teoria do eletromagnetismo de Maxwell1 era

consistente com as observações, porém as suas premissas fundamentais não eram verificáveis

(contrariavam o prinćıpio da relatividade Galileana)? O outro, (ii), era relacionado com a teo-

ria Newtoniana que não era capaz de reproduzir o resultado observacional para a precessão do

periélio de Mercúrio [5] (vide caṕıtulo 2).

Ambos os impasses, cada um a seu tempo, foram quebrados com a teoria de Einstein.

Einstein encontrou a solução para o enigma, (i), quando levado a repensar os conceitos de

espaço e tempo [4]. Einstein propôs que espaço e tempo estão entrelaçados, em outras palavras

o tempo que separa dois eventos depende de quão distantes eles ocorrem e vice-versa [2]. Ademais

o próprio entrelaço é distinto para observadores que estão em movimento um em relação ao outro

[2]. Einstein pode formular dois postulados com os quais foi capaz de mostrar que a relatividade

Galileana não poderia estar totalmente correta [2, 4]. O primeiro postulado de Einstein rotulado

por Postulado da Relatividade Especial que afirma que as leis da F́ısica são as mesmas para os

observadores em todos os referenciais inerciais. Einstein fez uma extensão da ideia de Galileu

que considerava apenas as leis da mecânica serem as mesmas nesses referenciais [2, 4].

1Essa teoria de Maxwell era uma teoria ondulatória e a teoria de Newton, por sua vez, uma teoria

corpuscular.
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1.3 Aspectos matemáticos da RG 14

O segundo postulado, Postulado da Velocidade da Luz, afirma que a velocidade da luz no

vácuo tem o mesmo valor em todas as direções e em todos os referenciais inerciais. Esse postulado

é usado para dizer que na natureza existe uma velocidade limite c, com a qual a luz viaja e

nenhuma entidade que transporta energia ou informação pode exceder esse limite [2]. Ambos os

postulados foram testados várias vezes e nunca foram observadas exceções [2].

Mais tarde sugiram novos prinćıpios, pois se fez prećıpuo estender da RE para uma teoria

que incorporasse a gravitação. Nesse sentido, fecharemos essa seção aclarando cada um desses

prinćıpios que levaram Einstein a construir a teoria da RG. Sendo eles: o prinćıpio de Mach, o

prinćıpio da equivalência, o prinćıpio de covariância, o prinćıpio mı́nimo de acoplamento gravi-

tacional e o prinćıpio da correspondência.

O prinćıpio de Mach e o prinćıpio da equivalência surgiram do empenho em compreender

a natureza das leis de Newton de forma mais acurada. Podemos resumir o prinćıpio de Mach

com três declarações [6]: (i) a distribuição da matéria determina a geometria; (ii) se não existe

matéria então não há geometria e (iii) um corpo em outro universo vazio não deve apresentar

propriedades inerciais.

O prinćıpio da equivalência é norteado pela igualdade das massas inercial e gravitacional

no intuito de incluir sistemas não inerciais ampliando o prinćıpio da RE [7]. O prinćıpio da

covariância afirma que as equações da f́ısica devem ter forma tensorial [6]. Por conseguinte não

há sistemas de coordenadas privilegiados, assim as equações de Einstein mantêm a forma em

quaisquer sistema de coordenadas [7]. O prinćıpio mı́nimo de acoplamento gravitacional diz que

não deve adicionar termos desnecessários para realizar a transição para a teoria da RG [6].

Para finalizar temos o prinćıpio da correspondência, este ressalta que a RG deve concordar

com a RE, na ausência da gravitação, e com a própria gravitação Newtoniana no limite de sua

validade, campos fracos e baixas velocidades em comparação a velocidade da luz [6].

1.3 Aspectos matemáticos da RG

Finalizada a parte conceitual da teoria, não podemos deixar de apresentar o tratamento

matemático que existe por trás dessa teoria. Sabemos que para operar na f́ısica Newtoniana é

preciso usar ferramentas vetoriais. Isso porque as grandezas vetoriais resumem um conjunto de

três equações, revelando a estrutura do problema e ajudando a resolvê-los mais rapidamente [8].
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Da mesma forma, a teoria da RG requer de um formalismo matemático para ser trabalhada e

descrita.

O formalismo em questão é o tensorial. Tensor é um objeto matemático que apresenta Nm

componentes no espaço, N representa o número de dimensões do espaço e m é a ordem do tensor

- número de ı́ndices [9]. Um tensor de ordem zero (N0 = 1) é chamado de escalar e um tensor

de primeira ordem (N1 = N) é chamado de vetor [10].

São os tensores que vão resumir o conjunto de equações e permitir resolvê-las, além de

apresentar a estrutura das mesmas [8]. Sendo assim, os tensores apoiaram os estudos de Einstein

que levaram a formulação do tensor Gµν :

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR, (1.1)

e da relação

Gµν = κTµν , (1.2)

tal que Gµν = Gνµ é um tensor simétrico, que é denominado tensor de Einstein. Na eq.(1.2)

temos a forma fundamental da RG que são as equações de Einstein, elas relacionam a geometria

(Gµν) com a matéria/energia (tensor energia-momentum Tµν). O termo κ é uma constante

de proporcionalidade, que é ajustada para garantir o limite Newtoniano da teoria. Como foi

posśıvel notar existem duas formas para esse tensor, eq.(1.1) [11] e eq.(1.2) [12], ambas as formas

serão tratadas nessa seção.

No primeiro caso para Gµν vemos: o tensor de Ricci, Rµν , o tensor métrico, gµν e o escalar

de curvatura, R. O tensor métrico é um tensor simétrico, gµν = gνµ, que guarda as componentes

da métrica do espaço-tempo dada por [13]:

ds2 = d~r · d~r = gµνdx
µdxν , (1.3)

os ı́ndices gregos variam de 0 a 3 ou de 1 a 4.

Para o caso das equações de campo de Einstein no vácuo, Gµν = 0, temos, por exemplo, a

métrica de Schwarzschild2, dada por [18]:

2Essa solução trata da geometria do espaço vazio fora de uma fonte de curvatura esfericamente

simétrica e estática [14]. Ela é uma boa aproximação para a descrição do nosso campo gravitacional,

já que a rotação do nosso planeta é bem pequena. Tal questão nos remete ao fato de que a métrica

de Schwarzschild é um caso particular da métrica de Kerr para o caso de rotação nula, a = 0 [15]. É

importante ter em mente que existem outras métricas (e.g., métrica de Weyl [16] e métrica de Zipoy [17],
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ds2 = grrdr
2 + gθθdθ

2 + gφφdφ
2 + gttdt

2,

=

(
− 1

1− 2m∗

r

)
dr2 − r2dθ2 − r2sen2θdφ2 +

(
1− 2m∗

r

)
dt2, (1.4)

sendo m∗ = GM
c2

a massa geométrica [18] apresenta unidade de comprimento e G é a constante

da gravitação universal [6]. Vale grifar que na eq.(1.4) adotamos a assinatura da métrica dada

por (−−−+), ou seja, a componente do tempo é tomada como positiva, o caso contrário ocorre

quando a assinatura é dada por (+ + +−).

Esse tensor, gµν , também funciona como um operador para “baixar” e “levantar” ı́ndices

[19]. Fica mais claro quando fazemos alusão a ideia de matriz identidade (I), produto de uma

matriz pela sua inversa, A×A−1 = I. No caso tensorial,

gµσg
µν = δνσ, (1.5)

trata da mesma ideia, uma matriz (tensor com componentes covariantes, gµσ) multiplicada pela

sua inversa (tensor com componentes contravariantes, gµν) resulta no tensor de Kronecker, δνσ,

tal que σ = ν = 1 e σ 6= ν = 0 [20]. Na eq.(1.5) os ı́ndices µ estão indicando um somatório

(notação de Einstein) e os ı́ndices σ e ν são ı́ndices livres.

Antes de seguir com a explicação para o caráter de operador do tensor métrico é importante

esclarecer que o conjunto dos tensores podem extrapolar a ideia de matriz. Visto que não se

resumem a objetos com apenas segunda ordem, i.e, dois ı́ndices, podem ser trabalhados com N

dimensões e além das componentes contravariantes e covariantes, temos as componentes mistas

(apresentam em simultâneo ı́ndices contravariante e convariante).

Nesse sentido, a ideia de que o tensor de Einstein tem componentes covariantes, Gσβ, contra-

variantes, Gµν (gµσgνβGσβ = Gµν), e mistas, Gνβ (gσνGσβ = Gνβ), pode parecer algo mais natural.

E, por conseguinte, podemos notar o fato de que o tensor métrico realiza a transformação entre

as componentes de um tensor3, como no caso exemplificado para o tensor de Einstein. Quando

tratamos de transformações entre sistemas de coordenadas todo tensor deve obedecer a lei de

transformação dos tensores, do contrário não é um tensor [11]. Nesse caso uma mudança de

sistema de coordenadas de S para S′ um dado tensor Aαβ torna-se, pela lei de transformação

ambas serão vistas no presente trabalho e descrevem uma região do espaço-tempo com caracteŕısticas

distintas da métrica de Schwarzschild) e tantas outras podem ser constrúıdas.
3Essas transformações são estabelecidas no mesmo sistema de coordenadas.
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dos tensores, em A
′αβ =

∂x
′α

∂xγ
∂x
′β

∂xλ
Aγλ. Podemos observar nessa lei que o número de ı́ndices do

tensor denuncia o número de derivadas parciais presentes na transformação de coordenadas do

mesmo.

Sabemos que o tensor métrico é essencial para os cálculos da RG. Uma das principais iden-

tidades envolvidas nessa teoria é ∇αgµν = 0, derivada covariante da métrica é nula [11]. Esse

tensor está por toda parte nessa teoria, mesmo em objetos não tensoriais como, por exemplo, o

śımbolo de Christoffel4, Γσβτ [11]:

Γσβτ =
1

2
gσα(∂βgατ + ∂τgαβ − ∂αgβτ ), (1.6)

onde ∂xA ≡ ∂A
∂x . O śımbolo de Christoffel não é um tensor, pois não obedece a lei de trans-

formação dos tensores. Sua transformação não deveria ter o termo em destaque

Γ′σβτ =
∂x′σ

∂xα
∂xγ

∂x′β
∂xµ

∂x′τ
Γαγµ−

∂xα

∂x′β
∂xγ

∂x′τ
∂2x′σ

∂xα∂x′γ︸ ︷︷ ︸ . (1.7)

O objeto é a conexão métrica que está presente, por exemplo, na derivada covariante de um

tensor, e.g., [21]

∇γgαβ = δγgαβ − Γµαγgµβ − Γµβγgµα, (1.8)

e no comportamento do tensor de Riemann, Rλσµν [11],

Rλσµν =
∂Γλσν
∂xµ

−
∂Γλσµ
∂xν

+ ΓασνΓλαµ − ΓασµΓλαν . (1.9)

Esse objeto tensorial é antissimétrico nos dois últimos ı́ndices,

Rλσµν = −Rλσνµ. (1.10)

Graças a esse comportamento temos a seguinte identidade [11]:

Rλσµν +Rλνσµ +Rλµνσ = 0. (1.11)

Outros dois comportamentos para esse tensor podem ser notados quando baixamos o primeiro

ı́ndice desse tensor, e.g., gλαR
λ
σµν = Rασµν . Sendo assim, temos as seguintes relações para o

tensor de Riemann [11]:

Rασµν = Rµνασ (1.12)

4Como não estamos trabalhando com teorias de torção, esse objeto é simétrico (Γσβτ = Γστβ) e portanto,

satisfaz ∇αgµν = 0 [11].
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e também

Rασµν = Rσαµν . (1.13)

Essas caracteŕısticas permitem reduzir o número de componentes independentes do tensor de

Riemann. Ainda podemos contar com outra importante identidade ligada ao tensor de Riemann,

a identidade de Bianchi5 [11]:

∇βRασµν +∇νRασβµ +∇µRασνβ = 0. (1.14)

A contribuição do tensor de Riemann também está presente na construção do tensor de Ricci,

que é a forma reduzida do tensor de Riemann devido a uma contração espećıfica de ı́ndices, isto

é, quando λ = µ = α, temos: Rλσµν = Rασαν = Rσν [11]. Em resumo, cada componente do tensor

de Ricci é composta por uma soma de componentes do tensor de Riemann via soma de Einstein:

Rσν = Rασαν = R1
σ1ν +R2

σ2ν +R3
σ3ν +R4

σ4ν , (1.15)

tal que, Rσν = Rνσ.

Por sua vez o tensor de Ricci está por trás do comportamento do escalar de curvatura, esse

surge da contração completa entre os ı́ndices do tensor métrico com os ı́ndices do tensor de Ricci

[11]:

R = gνµRµν . (1.16)

Conclúımos a descrição dos objetos tensoriais presentes no primeiro formato do tensor de

Einstein, eq.(1.1), vamos seguir o estudo com a segunda forma do tensor de Einstein, Gµν = κTµν .

O conteúdo de matéria/energia é dado pelo tensor energia-momento, Tµν . Na RG temos três

Tµν mais importantes, sendo eles [12]:

Tµν = ρ0u
µuν , (1.17)

Tµν = (ρ0 + p)uµuν − pgµν , (1.18)

Tµν =
1

4π

(
−gσλFµσFνλ +

1

4
gµνFσλF

σλ

)
, (1.19)

sendo a eq.(1.17) o tensor energia-momento para matéria incoerente ou poeira (ρ0 é densidade

própria e uµ =
dxµ

dτ
é o quadri vetor velocidade), a eq.(1.18) mostra o tensor energia-momento

para um fluido perfeito (p é a pressão escalar) e na eq.(1.19) temos o tensor energia-momento

para um campo eletromagnético (Fµν é o tensor de campo eletromagnético).

5Geram Gµν independentemente de um prinćıpio Lagrangeano, pois ∇λGµν = 0.
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Além do tensor energia-momento na eq.(1.2), temos a presença da constante de acoplamento

[12], κ =
8πG

c4
, ela é essencial para o sucesso da relação matéria/energia com geometria. A

presença da constante de gravitação universal, G, nessa constante κ permite que a RG possa

voltar ao campo da teoria Newtoniana fazendo uso do limite Newtoniano [22] (vide caṕıtulo 3),

que satisfaz o prinćıpio da correspondência.

Para finalizar vamos apresentar uma forma usual de obter as equações de Einstein. O

procedimento é feito com base na ação de Einstein-Hilbert, SH =
∫ √
−gRdnx, que para o

espaço-tempo quadrimensional é dada por:

SH =

∫ √
−gRd4x, (1.20)

tal que R é o escalar de curvatura,
√
−g é a densidade escalar [20], d4x é o elemento de volume

(hipervolume) e
√
−gd4x é um invariante.

Consideramos essa ação, eq.(1.20), sob pequenas variações da métrica de modo a obter [23]:

δSH =

∫
d4x
√
−ggµνδRµν +

∫
d4x
√
−gRµνδgµν +

∫
d4xRδ

√
−g. (1.21)

Sabemos que a primeira integral acaba por não contribuir para a variação total e temos [23]:

δgµν =
δggµν

−g
(1.22)

e consequentemente,

δ
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµν , (1.23)

sendo g o determinante da métrica [11]. Logo podemos escrever a eq.(1.21) como:

δSH = 0 +

∫
d4x
√
−gRµνδgµν −

∫
d4xR

1

2

√
−ggµνδgµν , (1.24)

δSH =

∫
d4x
√
−g
[
Rµν −

1

2
gµνR

]
δgµν . (1.25)

Permitindo obter as equações de Einstein no vácuo [23]:

δSH√
−gδgµν

= Rµν −
1

2
gµνR = 0. (1.26)

Contudo, sabemos que o tensor de Einstein é um tensor de segunda ordem, 2 ı́ndices, que

em um espaço-tempo de quatro dimensões gera um sistema de 16 equações diferenciais não-

lineares, e.g., 24 = 16. Como é uma teoria não-linear, podemos observar a gama de efeitos

que não apareciam na teoria Newtoniana, uma teoria linear. Iremos abordar esse ponto com

mais detalhes no caṕıtulo 3. Dessa forma, conhecendo a estrutura de Gµν é posśıvel encontrar

soluções para determinadas regiões do espaço-tempo.
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Caṕıtulo 2

Precessão do Periélio de Mercúrio

Nosso propósito nesse caṕıtulo é apresentar o problema da precessão do periélio de Mercúrio

que foi solucionado com a teoria da RG. Pretendemos mostrar que testes para a precessão do

periastro de exoplanetas funcionam como laboratórios astrof́ısicos e que respeitando o modelo

gravitacional. Em termos da não-linearidade da teoria de Einstein, podemos obter muitas res-

postas e maior precisão nos resultados.

2.1 Aspecto histórico

Sabe-se que mesmo antes da teoria da gravitação de Einstein já se considerava a precessão

do periélio, pelo fato de um sistema planetário ser composto por n-corpos que leva a um efeito

de perturbação no movimento de um determinado planeta. Todavia, a previsão clássica para o

avanço do periélio de Mercúrio era incompat́ıvel à observacional. Cerca de 43 segundos de arco

por século era a diferença, que na escala astrof́ısica representaria um grande erro acumulado.

Na época, como resposta ao problema, julgaram existir um outro planeta (“Vulcan”ou Vul-

cano) com órbita dentro da órbita de Mércurio. Todavia, “Vulcan” nunca foi descoberto [24].

O mistério com mais de 60 anos teve fim com a publicação da teoria da gravitação de Einstein.

A previsão teórica obtida por Einstein, em novembro de 1915, para a precessão do periélio de

Mercúrio foi de 43 segundos de arco por século [5].

O estudo da precessão do periélio pode ser relacionado com a órbita de part́ıculas-teste

como, por exemplo, o nosso planeta orbitando o Sol, part́ıculas orbitando um disco de acreção1

1Estrutura com materiais difusos em movimento orbital entorno de um corpo central.
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de uma estrela de nêutron ou um buraco negro2 [14]. Deste modo, é notório que o estudo do

tema proposto depende de conceitos peculiares, que precisam ser esclarecidos.

2.2 Conceitos básicos ligados à precessão do Periélio

2.2.1 1a Lei de Kepler - Elipse - Periélio - 2a Lei de Kepler

De acordo com a primeira lei de Kepler, sabemos que os planetas movem-se em torno do Sol em

elipse, com a estrela fixa em um dos focos, F1 ou F2, [26], de acordo com a figura a seguir:

Figura 2.1: Lei das Órbitas, adaptado de [27].

Podemos definir elipse como o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das

distâncias a dois pontos fixos é constante. Caracteŕısticas encontradas nas elipse são: excentri-

cidade (ε), dois focos (F1 e F2 vide fig.(2.1)) e dois eixos (vide fig.(2.2)), sendo eles eixo maior, 2a;

eixo menor, 2b.

A excentricidade é dada por: ε =
c

a
, vide fig.(2.2) note que c é um dos catetos do triângulo

retângulo expresso na figura, sendo 0 < ε < 1. É interessante notar que para o caso de ε = 0

temos um ćırculo, podeŕıamos afirmar que ćırculo é um caso particular de elipse cujos focos

estão sobrepostos e os eixos são de mesma magnitude.

2Estrelas cujas massas são da magnitude da massa do Sol podem atingir um estado de equiĺıbrio

final como uma anã branca ou uma estrela de nêutron. Para o caso de massas muito maiores não é

posśıvel atingir tal equiĺıbrio. A RG prediz que uma estrela esfericamente simétrica se contrairá até

que toda matéria contida na estrela chegue a uma singularidade no centro da simetria [25]. Em outras

palavras, quando dada massa é comprimida a ponto de possuir um raio inferior ao raio de Schwarzschild3,

r =
2GM

c2
, nem a luz é capaz de escapar do campo gravitacional gerado por essa massa, logo teremos

uma singularidade conhecida com buraco negro.

Programa de Pós-Graduação em F́ısica Aplicada - UNILA



2.2 Conceitos básicos ligados à precessão do Periélio 22

Figura 2.2: Elipse detalhes, adaptado de [28].

A excentricidade, também, pode ser determinada com dependência da diretriz s, paralela ao

eixo y, a uma distância d do foco mais próximo, veja a fig.(2.3). Considerando que a diretriz

esteja no lado positivo do eixo x, podemos definir ε como [29]:

ε =
FP

PD
, (2.1)

conforme a fig.(2.3).

Figura 2.3: Indicações s, d, D, P e r na elipse, adaptado de [29].

Nesse sentido, tomando como base a fig.(2.3), temos FP = r e PD = d−rcosθ [29]. Todavia,

optamos por trocar o śımbolo do ângulo em questão para φ, logo: PD = d−rcosφ. Sendo assim,

a eq.(2.1) pode ser reescrita como:

ε =
r

d− rcosφ
,

r = ε (d− rcosφ) ,

r =
εd

1 + εcosφ
. (2.2)
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Levando em consideração a contribuição do “semi-latus rectum” σ [30]:

σ

r
= 1 + εcosφ, (2.3)

podemos notar na eq.(2.2) que o termo εd representa esse objeto, ou seja: σ = εd. Observe a

fig.(2.4) e veja a representação gráfica para σ e 2σ.

Figura 2.4: Indicação para semi-latus rectum, σ, e latus rectum, LR = 2σ, adaptado de

[31].

Podemos ainda considerar, no caso ε > 0, que o “semi-latus rectum” é também expresso por

σ = a(1 − ε2) [30, 32]. Vale lembrar que b2 = aσ e 2σ = LR =
2b2

a
[33]. Portanto temos uma

definição para semi-eixo menor, b, e semi-eixo maior, a, dada por [30]:

a =
σ

1− ε2
, (2.4)

b =
σ√

1− ε2
. (2.5)

Prosseguindo com o resultado final da eq.(2.2), levando em conta que εd = σ e σ = a(1− ε2),

podemos escrever:

r =
εd

1 + εcosφ
=

ε
σ

ε
1 + εcosφ

=
a(1− ε2)

1 + εcosφ
. (2.6)

A eq.(2.6) é a equação da elipse em coordenadas polares, equivalente a uma órbita eĺıptica

fechada para o problema de Kepler com o Sol fixo e precessão nula [32]. O resultado apresentado

será importante para obtenção da precessão do periélio.

O Periélio nada mais é que a distância mı́nima, dmin, entre o planeta e o Sol. Já a distância

máxima, dmax, entre tais corpos celestes é chamada de Afélio, vide fig.(2.5). Quando tratamos

de exoplanetas (planetas fora do nosso sistema Solar), tais magnitudes são chamadas respecti-

vamente de Periastro e Apoastro.
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Figura 2.5: Periélio e Afélio, adaptado de [34].

A segunda lei de Kepler revela que cada planeta se move ao redor do Sol e a linha que liga o

planeta ao Sol varre áreas iguais em tempos iguais [26]. É válido notar que A, (A = A1 = A2),

representa a área em questão e ∆t, (∆t = ∆t1 = ∆t2), a variação do tempo como podemos ver

na figura a seguir.

Figura 2.6: Lei das Áreas, adaptado de [35].

Ao analisar as distâncias percorridas pelo planeta, D1 e D2, arcos compreendidos nos setores

em destaque na órbita ilustrada na fig.(2.6), vemos que a magnitude de ambas são diferentes,

e.g. D1 > D2. Baseado na 2a lei de Kepler ambos arcos levam a mesma duração temporária

para serem percorridos. Nesse sentido, a explicação para o pressuposto é que a velocidade de

translação do planeta ao redor do Sol não pode ser constante. Todavia a razão entre a área

varrida, A, e o tempo gasto, t, “velocidade areal” [30], é constante,

d

dt

(
A

∆t

)
= 0 =

d

dt

(
dA

dt

)
. (2.7)

Retomando a questão da velocidade de translação, podemos aclarar com base na definição

de velocidade, V = D
t , que o arco maior, D1, terá maior velocidade, V1, quando comparado a

velocidade, V2, do arco menor, D2, já que ∆t é o mesmo para ambos.
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A 2a lei de Kepler será observada no procedimento anaĺıtico do avanço do periélio a partir

do formalismo relativ́ıstico, seção 2.4. Isso porque envolve uma grandeza que não evolue com o

tempo, sendo assim evidencia a existência de um tensor de Killing de primeira ordem, um vetor

de Killing.

2.2.2 Tensor de Killing

Sabemos que os tensor de Killing de primeira ordem são chamados de vetor de Killing, ξµ.

Para ordens superiores podem ter forma simétrica e são conhecidos como Stackel-Killing, K(µν)

[39]. Os tensores de Killing são os responsáveis pelas transformações de campo que preservam

a métrica do espaço-tempo, correspondendo a uma isometria [36],

∇(µξν) = ∇µξν +∇νξµ = 0, (2.8)

onde o termo∇νξµ representa uma derivada covariante de um vetor ou tensor de primeira ordem.

A isometria surge a partir da derivada de Lie da métrica [37], e facilmente podemos ver que

o tensor de Killing de primeira ordem corresponde a uma isometria:

Lξgµν = ξλ∂λgµν + ∂µξ
λgλν + ∂νξ

λgµλ,

= ∇µξν +∇νξµ,

= ∇(µξν) = ξ(µ;ν) = 0. (2.9)

Basicamente, isometrias são simetrias cont́ınuas e ao solucioná-las encontramos as compo-

nentes do objeto tensorial em questão [20, 36]. As simetrias abrigam as leis fundamentais da

F́ısica, a presença delas em problemas f́ısicos facilita a obtenção para a solução destes. As sime-

trias indicam grandezas que são conservadas, e.g., a velocidade areal vista na 2a lei de Kepler é

uma quantidade conservada.

Outro fato relevante é que o próprio tensor métrico, gµν , é solução para a isometria [38],

∇(λgµν) = 0. (2.10)

Isto é, o tensor Stackel-Killing de segunda ordem é o próprio tensor métrico. Uma curiosidade

sobre o fato é que tal comportamento oportuniza a criação de novas métricas a partir de métricas

já conhecidas e assim podemos, por exemplo, “varrer” regiões que não eram mapeadas pela

métrica original [39].
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De fato, as oportunidades que os tensores de Killing carregam são muitas, sempre que uma

quantidade é conservada eles estão presentes e a Lagrangeana acaba por ajudar na detecção

desses objetos.

2.2.3 Equações de Euler-Lagrange

Sabemos que embora Newton tenha constrúıdo as leis fundamentais da mecânica, existem

afirmações alternativas destas leis, como por exemplo o prinćıpio de Hamilton e a equação

de Lagrange, que tornam a análise de muitos problemas da mecânica Newtoniana mais simples

[40].

Vale lembrar que os resultados obtidos da análise de Newton ou de Lagrange devem ser os

mesmos para qualquer sistema mecânico. Entretanto, o ponto de vista entre ambas análises é

distinto. A abordagem de Newton enfatiza o agente externo que age sobre um corpo, a força.

Já na formulação de Lagrange é enfatizado apenas as quantidades associadas aos corpos, as

energias cinética e potencial.

O prinćıpio de Hamilton4 e as equações de movimento, que resultam da aplicação deste

prinćıpio, são conhecidas por equações de Lagrange. Podemos enunciar o prinćıpio de Hamilton,

em termos do cálculo de variações5 como [41]:

δ

∫ t2

t1

(T − U)dt = 0. (2.11)

Um dos problemas básicos do cálculo de variações é determinar uma função [41],

L ≡ T − U = L(xi, ẋi), (2.12)

cuja integral desta seja um extremo, um máximo ou um mı́nimo, tal que os ı́ndices i = 1, 2, 3.

A solução para este problema é a equação de Euler-Lagrange, expressa por [41]:

∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

)
= 0, (2.13)

onde a quantidade L é chamada de função de Lagrange ou lagrangeana de uma part́ıcula.

Considerando xi para um espaço-tempo quadrimencional temos xi → xµ, sendo, e.g., µ ≡
4Caminho real seguido por um sistema dinâmico, que se move de um ponto a outro qualquer em um

intervalo de tempo espećıfico, será aquele que minimiza a integral de tempo da diferença entre as energias

cinéticas e potenciais [41].
5O cálculo de variação testa várias soluções posśıveis para um dado problema e indica um método

para selecionar a solução correta [40].
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0, 1, 2, 3 temos: x0 = t, x1 = r, x2 = θ e x3 = φ. Vale lembrar que ẋµ =
dxµ
dτ

e ẍµ =
d2xµ
dτ2

, de

forma análoga para casos com ı́ndice contravariante (e.g., ẋµ = dxµ

dτ ).

Sabemos que o prinćıpio variacional e a equação de Euler-Lagrange fornecem um método

útil para determinar geodésicas6, pois quando L =
1

2
gµν ẋ

µẋν a equação da geodésica é a própria

equação de Euler-Lagrange [20]:

ẍµ + Γµλσẋ
λẋσ = 0 =

∂L

∂xµ
− d

dλ

(
∂L

∂ẋµ

)
. (2.14)

Por fim, o uso da equação de Euler-Lagrange para obter as equações do movimento de uma

part́ıcula acaba sendo vantajoso em relação ao outro formato que depende dos śımbolos de

Christoffel, Γµλσ, isso porque só tem derivada de primeira ordem.

2.3 Problema de Kepler

O problema de Kepler trata de um movimento de dois corpos devido a uma força central e como

vimos é a lagrangeana que nos leva a obter as equações que descrevem o movimento de uma

part́ıcula. Sendo assim, precisamos tomar essa força sobre o centro de massa desses corpos para

reduzir o problema a um corpo equivalente. Uma forma de observar o pressuposto pode ser vista

com a dependência da massa reduzida µ [43]:

µ =
m1m2

m1 +m2
99K

1

µ
=

1

m1
+

1

m2
. (2.15)

Particularmente, temos o movimento de uma part́ıcula teste em um campo gravitacional de

um corpo massivo (Sol). Nesse problema, a massa do planeta em relação ao Sol é ignorada por

toda parte, de modo que o Sol é considerado como estacionário e não ocorre a precessão no

periélio [32]. A lagrangeana para esse problema em coordenadas esféricas é dada por [44]:

L =
1

2
µ(ṙ2 + ṙ2θ̇2 + r2sen2θφ̇2)− U(r), (2.16)

sendo U(r) = µΦ(r) [45], em que Φ(r) é o potencial gravitacional, Φ = −GM
r , [45]. Considerando

o movimento no plano equatorial, θ =
π

2
, temos:

L =
1

2
µ(ṙ2 + r2φ̇2)− µΦ(r). (2.17)

6Geodésica é uma curva de valor estacionário sobre uma superf́ıcie do espaço Riemanniano. Isto é,

uma curva cujo comprimento é mı́nimo e se mantém fixos o seu ponto inicial e final [42].
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Deste modo, teremos equações do movimento para coordenadas esféricas φ e r. Para a

coordenada φ identifica-se uma grandeza conservada, pois não há dependência em φ, então:

d

dt

(
∂L

∂φ̇

)
=

d

dt

(
µr2φ̇

)
= 0. (2.18)

Nesse sentido, temos a conservação do momento angular do sistema, l = µr2φ̇. Essa con-

servação implica na conservação presente em:

d

dt

(
1

2
r2φ̇

)
= 0. (2.19)

O fator 1
2 foi inserido pois 1

2r
2φ̇ é um resultado previsto pela lei das áreas de Kepler, é a

velocidade areal. Sabendo que dA =
1

2
(~r × ~vdt) e como ~p = µ~v, [26], temos a velocidade areal:

dA

dt
=

1

2µ
(~r × ~pdt) =

l

2µ
=
µr2φ̇

2µ
=
r2φ̇

2
. (2.20)

Substituindo o resultado da eq.(2.20) na eq.(2.7) encontramos o mesmo que na eq.(2.19). Por-

tanto, a conservação do momento angular é o mesmo que a conservação da velocidade areal.

Já a equação de Lagrange correspondente a r leva a obtenção de:

µrφ̇2 − ∂µΦ(r)

∂r
− d

dt
(µṙ) = 0, (2.21)

µr̈ − µrφ̇2 = −∂µΦ(r)

∂r
= F (r). (2.22)

Podemos obter φ̇2 a partir de l = µr2φ̇, que nos leva a reescrever a eq.(2.22) em termos do

potencial gravitacional, Φ(r) = −GM
r

:

µr̈ − l2

µr3
= F (r) = −GMµ

r2
, (2.23)

então temos a equação radial do movimento Newtoniano,

r̈ = −GM
r2

+
l2

r3
, µ = 1, (2.24)

sendo G a constante de gravitação universal e M é a massa.

Ainda é posśıvel reescrever a eq.(2.24) considerando
dt

dφ
=

1

φ̇
=
r2

l
,:

d2r

dt2

(
dt2

dφ2

)
+
GM

r2

(
r4

l2

)
− l2

r3

(
r4

l2

)
= 0, (2.25)

d2r

dφ2
+
GMr2

l2
− r = 0. (2.26)
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Fazendo a mudança de variável r =
1

u
, temos:

d2u

dφ2

(
− 1

u2

)
+
GM

l2u2
− 1

u
= 0, (2.27)

d2u

dφ2
+ u =

GM

l2
. (2.28)

Com base na ref.[30], temos que
d2u

dφ2
+ u = −

µF ( 1
u)

l2u2
, (2.29)

logo o lado direito da eq.(2.28) é dado por:

−
µF ( 1

u)

l2u2
= −(GMµu2)

(
− µ

l2u2

)
=
GMµ2

l2
. (2.30)

O resultado apresentado pela eq.(2.28) é equivalente ao apresentado na ref.[32] para J = l:

d2u

dφ2
+ u =

GM

J2
. (2.31)

A solução para esta equação é dada pela soma entre a solução homogênea e a particular:

u =
GM

J2
+ kcosφ,

J2

GM
u = 1 + k

J2

GM
cosφ,

u =
GM

J2
(1 + εcosφ) = σ−1 (1 + εcosφ) . (2.32)

Esta solução não revela uma precessão do periélio, temos uma órbita fechada. Observe que

podemos retornar a equação da elipse em coordenadas polares levando em conta a eq.(2.32),

σ = a(1− ε2) e u = r−1:

1

r
= σ−1 (1 + εcosφ) 99K r =

a(1− ε2)

(1 + εcosφ)
. (2.33)

Vale notar que para esse problema temos mais uma quantidade conservada, a energia, E =

T + U = T + µΦ(r):

E =
1

2
µ
(
ṙ2 + r2φ̇2

)
+ U(r). (2.34)

Com base na conservação do momento angular, l = µr2φ̇, dada pela eq.(2.18) temos φ̇2 =
l2

µ2r4
,

portanto:

E =
1

2
µ

(
ṙ2 +

l2

µ2r2

)
+ U(r). (2.35)

Considerando a equação do movimento para esse caso temos [43]:

d

dr

(
1

2

l2

µr2
+ U(r)

)
+ µr̈ = 0, (2.36)
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como µr̈ṙ =
d

dt

(
1

2
µṙ2

)
, podemos escrever µr̈ =

dt

dr

d

dt

(
1

2
µṙ2

)
, portanto:

µr̈ = − d

dr

(
1

2

l2

µr2
+ U(r)

)
, (2.37)

d

dt

(
1

2
µṙ2

)
= −dr

dt

d

dr

(
1

2

l2

µr2
+ U(r)

)
, (2.38)

d

dt

(
1

2
µṙ2 +

1

2

l2

µr2
+ U(r)

)
= 0, (2.39)

E =
1

2
µṙ2 +

1

2

l2

µr2
+ U(r) =

1

2
µṙ2 + Uef (r), (2.40)

é importante esclarecer que o resultado da eq.(2.40) precisa de uma correção relativ́ıstica para

apresentar um incremento que responda pela precessão do periélio. Sabemos que Uef (r) = V (r)

é o potencial efetivo, com
1

2

l2

µr2
podendo ser interpretrado como energia potencial centŕıfuga e

U(r) = µΦ(r) a energia potencial efetiva [30].

2.4 Órbita das part́ıculas - Formalismo Relativ́ıstico

Em 1916, Karl Schwarzschild resolveu a equação de Einstein para o vácuo, Gµν = 0. Esta solução

trata da geometria do espaço vazio fora de uma fonte de curvatura esfericamente simétrica [14].

Em outras palavras, é uma boa aproximação para o campo gravitacional. Portanto, torna as

previsões da teoria de Einstein mais acesśıveis a testes experimentais.

Nesse sentido, com base na métrica de Schwarzschild, eq.(1.4), vamos analisar a órbita de

uma part́ıcula teste seguindo a geodésica tipo tempo (c > v onde c é a velocidade da luz).

No regime tipo tempo temos a seção temporal maior que a seção espacial (c2dt2 > dS2
3 que

implica em c > v, onde dS2
3 = −dx2 − dy2 − dz2 é a parcela espacial da métrica do espaço-

tempo mais trivial). Além disso, o intervalo de espaço-tempo, ds2, é negativo para satisfazer o

comportamento do tempo próprio τ da part́ıcula, dτ2 = −ds2 = −ηµνdxµdxν . Esse resultado

está relacionado com a eq.(1.3) para ηµν - métrica de Minkowski (vide seção 3.2).

Deste modo, podemos construir um v́ınculo de velocidade que generaliza a ideia de dτ2 =

−ds2 = −ηµνdxµdxν , sendo τ o tempo próprio. O pressuposto é obtido a partir do vetor tangente

que parametrizado representa a quadri-velocidade, uα =
dα

dτ
, e via eq.(1.3) temos então [14]:

~u · ~u = gαβu
αuβ = −1, (2.41)
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logo

−
(

1− 2m∗

r

)
(ut)2 +

(
1− 2m∗

r

)−1

(ur)2 + r2(uθ)2 + r2sen2θ(uφ)2 = −1, (2.42)

onde m∗ =
GM

c2
é a massa geométrica e uα =

dα

dτ
com α = 0, 1, 2, 3, sendo 0 a 3 igual a

respectivamente (ct, r, θ, φ).

Neste problema existe a conservação da energia e do momento angular, pois a métrica de

Schwarzschild é independente do tempo e esfericamente simétrica. Nesse sentido, temos vetores

de Killing associados, ξα = (1, 0, 0, 0) e ηα = (0, 0, 0, 1). Vimos que a presença deste objetos

tensoriais implica em grandezas conservadas [46]:

• Energia conservada por unidade de massa em repouso

(E∗) = −~ξ · ~u =

(
1− 2m∗

r

)
dt

dτ
, (2.43)

• Momento angular conservado por unidade de massa leva a órbita estar confinada a um

plano (θ = π
2 , logo θ̇ = 0.)

l = ~η · ~u =
(
r2sen2θ

) dφ
dτ
. (2.44)

Com estas considerações substitúıdas na eq.(2.42), temos:

−
(

1− 2m∗

r

)−1

(E∗)2 +

(
1− 2m∗

r

)−1(dr
dτ

)2

+ r2 l
2

r4
= −1. (2.45)

Trabalhando essa equação podemos encontrar a correção que existe em relação ao caso

Newtoniano. O desenvolvimento a seguir possibilita a correspondência com a integral da energia

da mecânica Newtoniana [14],

(E∗)2

2
− 1

2

(
dr

dτ

)2

− 1

2

(
1− 2m∗

r

)
l2

r2
=

1

2

(
1− 2m∗

r

)
, (2.46)

e rearranjando os termos

(E∗)2

2
− 1

2︸ ︷︷ ︸
E

=
1

2

(
dr

dτ

)2

+
1

2

[(
1− 2m∗

r

)(
1 +

l2

r2

)
− 1

]
︸ ︷︷ ︸

Vef (r)

, (2.47)

assim, temos que

E − Vef (r) =
1

2

(
dr

dτ

)2

. (2.48)
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Sabemos pela eq.(2.47) que o potencial efetivo para o movimento radial de part́ıculas é

expresso por [14]:

Vef (r) =
1

2

[(
1− 2m∗

r

)(
1 +

l2

r2

)
− 1

]
,

=
1

2

(
1 +

l2

r2
− 2m∗

r
− 2m∗l2

r3
− 1

)
,

Vef (r) = −GM
c2r

+
l2

2r2
− GMl2

c2r3
, (2.49)

onde m∗ = GM
c2

.

Antecipando a correspondência com a energia Newtoniana usual precisamos definir ENewt a

partir de (E∗) =
mc2 + ENewt

mc2
[14]. Nesse sentido podemos encontrar [14]:

ENewt =
1

2
m

(
dr

dτ

)2

− GMm

r
+

l2

2mr2
− GMl2

c2r3m
. (2.50)

Esse resultado apresenta a mesma forma para o caso da gravitação Newtoniana, mas apresenta

a correção relativ́ıstica dada pelo último termo, compare com a eq.(2.40) que não apresenta essa

correção. Derivando o termo de correção obtemos:

F (r) = −3GMl2

c2mr4
, (2.51)

onde F (r) é a força perturbativa que responde pela precessão do periélio de acordo com a ref.[48]

(vide seção 2.5).

Considerando o limite não relativ́ıstico, (t, τ) → (ct, cτ) que leva l =
r2

c

dφ

dτ
, podemos

reescrever o potencial dado pela eq.(2.49) [14]:

Vef (r) = −GM
c2r

+
l2

2c2r2
− GMl2

c4r3
, (2.52)

Vef (r) =
1

c2

(
−GM

r
+

l2

2r2
− GMl2

c2r3

)
. (2.53)

Sabemos que F = mr̈ = −∂U(r)

∂r
, temos:

m
d2r

c2dt2
= − 1

c2

(
GM

r2
− l2

r3
+ 3

GMl2

c2r4

)
, (2.54)

consideramos r̈ = −GM
r2

+ l2

r3
− 3GMl2

c2r4
, onde fazemos m = 1 assim como foi feito para o caso da

massa reduzida µ na eq.(2.24).

Como já referido esse resultado apresenta o fator de correção −3
GMl2

c2r4
em relação ao caso

Newtoniano eq.(2.24). Justamente devido a presença deste termo podemos verificar a ocorrência

do avanço do periélio que não é notado no caso clássico.
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Podemos notar propriedades interessantes em relação ao potencial efetivo dado pela eq.(2.49)

[14]:

V

(
2GM

c2

)
= −GM

c2

c2

2GM
+

l2

2r2

c4

22(GM)2
− GMl2

c2r3

c6

(2GM)3
, (2.55)

V

(
2GM

c2

)
= −1

2
+

l2c4

23(GM)2
− GMl2c6

c2(2GM)3
= −1

2
, (2.56)

e, também, para valores grandes de r o potencial se aproxima do potencial efeito newtoniano de

movimento em um potencial
1

r
[14]: V (r)r→∞ → −

GM

c2r
, onde GM

c2
= m∗. Mas para casos em

que r diminui a contribuição do termo
1

r3
, eq.(2.49), da RG torna-se cada vez mais importante.

É posśıvel observar que haverá casos nos quais a part́ıcula pode assumir uma órbita circular

com r constante, isto pode acontecer quando o potencial é “flat”,

dV (r)

dr
= 0, (2.57)

em termos de m∗ temos:

dV (r)

dr
=
m∗

r2
− l2

r3
+

3m∗l2

r4
= 0. (2.58)

Sendo assim, é posśıvel encontrar rmı́n e rmáx [14]:

rmı́n,máx =
l2

2m∗

1±

√
1− 12

(
m∗

l

)2
 . (2.59)

Para l =
√

12m∗ temos r = 6m∗. Considerando a eq.(2.58), podemos achar r tanto para (i)

a gravitação Newtoniana,
3m∗l2

r4
= 0, como (ii) a relativ́ıstica para uma part́ıcula “sem massa”.

Sendo r =
l2

m∗
para (i) e r = 3m∗ para (ii) [47]. Deste modo, de acordo com a ref.[47], a solução

de Schwarzschild possui órbitas circulares estáveis para r > 6m∗ e órbitas circulares instáveis

para 3m∗ < r < 6m∗. É importante notar que estas são apenas as geodésicas, não há nada para

parar uma part́ıcula acelerada com r abaixo de r = 3m∗ e emergente, enquanto esta permanecer

além de r = 2m∗ [47].

Levando em conta a eq.(2.48) podemos encontrar o avanço do periélio realizando algumas

operações apresentadas na sequência com base na ref.[47].

2 (E − V (r)) =

(
dr

dτ

)2

, (2.60)

2E =

(
dr

dτ

)2

+ 2

(
−GM
c2r

+
l2

2r2
− GMl2

c2r3

)
. (2.61)
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Multiplicando a equação acima por
r4

l2
=

(
dτ

dφ

)2

encontramos:

2 (E − V (r)) =

(
dr

dτ

)2

, (2.62)

2E
r4

l2
=

(
dr

dφ

)2

+ 2

(
−GM
c2r

r4

l2
+

l2

2r2

r4

l2
− GMl2

c2r3

r4

l2

)
, (2.63)

2E
r4

l2
=

(
dr

dφ

)2

− 2GM

c2

r3

l2
+ r2 − 2GMr

c2
. (2.64)

Considerando u =
l2

m∗r
temos dr = −m∗r2

l2
du, logo o último resultado é escrito como:

2E
r4

l2
=

(
du

dφ

)2(m∗2r4

l4

)
− 2m∗r3

l2
+ r2 − 2m∗r, (2.65)

2E
r4

l2

(
l4

m∗2r4

)
=

(
du

dφ

)2

− 2m∗r3

l2

(
l4

m∗2r4

)
+ r2

(
l4

m∗2r4

)
− 2m∗r

(
l4

m∗2r4

)
,(2.66)

2E

(
l2

m∗2

)
=

(
du

dφ

)2

− 2l2

m∗r
+

l4

m∗2r2
− 2

l4

m∗r3
, (2.67)

2E

(
l2

m∗2

)
=

(
du

dφ

)2

− 2u+ u2 − 2
m∗2u3

l2
, (2.68)

derivando em relação à u

2
d2u

dφ2
− 2 + 2u− 3u2

(
2
m∗2

l2

)
= 0, (2.69)

d2u

dφ2
− 1 + u− 3u2

(
m∗2

l2

)
= 0, (2.70)

d2u

dφ2
− 1 + u = 3u2

(
m∗2

l2

)
. (2.71)

Sabendo que u = u0 + u1 podemos trabalhar a expressão acima:

• d2u0

dφ2
− 1 + u0 = 0

d2u0

dφ2
+ u0 = 1, u0 = 1 + εcosφ (2.72)

• d2u1

dφ2
+ u1 = 3

(
m∗2

l2

)
(1 + εcosφ)2

d2u1

dφ2
+ u1 = 3

(
m∗2

l2

)
(1 + 2εcosφ+ ε2cos2φ), cos2φ =

1

2
+

1

2
cos2φ

d2u1

dφ2
+ u1 = 3

(
m∗2

l2

)((
1 +

ε2

2

)
+ 2εcosφ+

ε2

2
cos2φ

)
. (2.73)
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Sendo assim, sabemos que as soluções particulares vão depender de ᾱ = 3

(
m∗2

l2

)
:

u1 = ᾱA+ ᾱBφsenφ+ ᾱC (Dcos2φ+ Esen2φ) , (2.74)

onde A, B, C, D e E são coeficientes a serem determinados. Deste modo, substitúındo a solução

particular para u1 no lado esquerdo da eq.(2.73) podemos por comparação, com o lado direito,

encontrar os coeficientes envolvidos: A =

(
1 +

ε2

2

)
; B = ε; CD = −ε

2

6
e CE = 0. Então:

u1 = 3

(
m∗2

l2

)((
1 +

ε2

2

)
+ εφsenφ− ε2

6
cos2φ

)
, (2.75)

portanto,

u = u0 + u1, (2.76)

= 1 + εcosφ+ 3

(
m∗2

l2

)((
1 +

ε2

2

)
+ εφsenφ− ε2

6
cos2φ

)
, (2.77)

= 1 + εcosφ+ 3

(
m∗2

l2

)
εφsenφ, (2.78)

u = 1 + εcos[(1− ᾱ)φ], (2.79)

sendo que

cos[(1− ᾱ)φ] = cosφ+ ᾱ
d

dᾱ
cos[(1− ᾱ)φ]ᾱ=0, (2.80)

cos[(1− ᾱ)φ] = cosφ+ ᾱφsenφ. (2.81)

Nesse sentido, sabemos que (1− ᾱ)φ = 2π, logo:

φ =
2π

1− ᾱ
≈ 2π(1 + ᾱ), (2.82)

isso porque |ᾱ| << 1 logo |m∗2
l2
| << 1

3 . Esse resultado, eq.(2.82), revela que a órbita do planeta

não é fechada, devido ao termo ∆φ = 2πᾱ que indica a precessão do periélio, vide a fig.(2.7)

para maior compreensão do fenômeno. De acordo com essa figura podemos ver uma ilustração

para a órbita de Mercúrio, note que para uma órbita fechada os pontos para periélio, (e.g.,

P1, P2 e P3), e afélio (A1, A2 e A3) deveriam ser constantes do tempo. Mas como podemos

ver pelo exemplo da fig.(2.7) esses pontos avançam de posição. Vamos mostrar que a medida

de, aproximadamente, 43 segundos de arco por século descreve esse avanço para o periélio do

planeta Mercúrio.
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Figura 2.7: Precessão do Periélio [14].

Feito o esclarecimento para a ocorrência da precessão do periélio, podemos melhorar o re-

sultado:

δφ = 2πᾱ = 6π
m∗2

l2
. (2.83)

Lembrando que u =
l2

m∗r
e r é dado pela eq.(2.6) temos:

l2 = um∗r = (1 + εcosφ)m∗r = (1 + εcosφ)m∗
(1− ε2)a

(1 + εcosφ)
. (2.84)

Assim a eq.(2.83) pode ser reescrita levando ao resultado conhecido para a precessão do periélio:

δφ = 6π
m∗2

l2
,

= 6π
m∗2

(1 + εcosφ)m∗
(1 + εcosφ)

(1− ε2)a
,

= 6π
m∗

(1− ε2)a
.

Assim,

δφ =
6πGM

c2a(1− ε2)
, (2.85)

sendo (G) a constante gravitacional universal, (M) a massa da estrela, (c) a velocidade da luz,

(a) o semi-eixo maior do planeta e (ε) a excentricidade.

Levando em consideração o movimento kepleriano mı́nimo η =

√
GM

a3
=

2π

T
[16], sendo T o

peŕıodo de revolução do planeta, temos GM =
4π2a3

T 2
, então:

δφ =
24π3a2

c2T 2(1− ε2)
, (2.86)
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que é uma expressão alternativa do desvio do periélio em função dos peŕıodos.

Conclúıda essa etapa, considerando os parâmetros revelantes para o movimento de Mercúrio

ao redor do Sol, sendo eles [47]:
GM

c2
= 1.48 × 105cm; a = 5.79 × 1012cm; ε = 0.2056; c =

3.00× 1010cm/sec e peŕıodo orbital de 88 dias. Temos para a eq.(2.85) ∆φMerc = 43.0′′/sec.

2.5 Vetor de Laplace-Runge-Lenz e avanço do Periélio

Podemos encontrar a precessão do periélio de Mercúrio a partir do vetor do Laplace-Runge-Lenz,

~A. Esse vetor encontra-se no plano da órbita eĺıptica e aponta na direção do periélio. Para o

caso da órbita de Kepler temos [48]:

~A = ~p× ~L− µk~r
r
, (2.87)

sendo ~p o momento linear, ~L o momento angular, µ a massa reduzida e k = GMm.

O vetor ~A será conservado quando não existe presença de forças perturbativas, logo a órbita

é fechada. Todavia ~A não é constante na presença dessas forças e portanto existe tendência à

precessão do periélio [48]. Sabemos que a velocidade angular de ~A é dada por [48]:

~ω = â×
~̇A

| ~A|
, (2.88)

tal que â é um vetor unitário na direção de ~A.

Deste modo, precisamos de ~̇A e | ~A| sendo eles:

~̇A

µ
= 2(~̇r · ~F )~r − (~r · ~̇r)~F − (~r · ~F )~̇r, , (2.89)

e também,

| ~A| = µkε. (2.90)

A força presente na derivada de ~A terá apenas componente radial se a órbita do planeta for

circular e coplanar a órbita de Mercúrio, ~F = Frr̂, temos também ~̇r = ṙr̂ + rφ̇φ̂. Substitúındo

essas considerações em eq.(2.89), podemos obter:

~̇A = µ[2ṙFr~r − rṙFrr̂ − rFr(ṙr̂ + rφ̇φ̂)], (2.91)

= µ[2ṙFr~r − 2rṙFrr̂ − r2Frφ̇φ̂], (2.92)

~̇A = −µr2Frφ̇φ̂. (2.93)
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Substitúındo o resultado da eq.(2.91) e da eq.(2.90) em ω encontramos:

~ω = −µr
2Frφ̇

µkε
(â× φ̂), (2.94)

~ω = −r
2Frφ̇

kε
cosφẑ′. (2.95)

De acordo com a ref.[48] podemos obter a precessão do periélio calculando o ângulo de rotação

de ~A para uma revolução do Mercúrio:

δφ =

∫ τ

0
ωdτ. (2.96)

Para obtermos a precessão, temos que considerar a força perturbativa oriunda da construção

relativ́ıstica, sendo esta a correção existente para o caso clássico. A força em questão já foi

determinada, dada pela eq.(2.51) podemos trabalhar a eq.(2.96), considerando l2 = µka(1− ε2)

para µ ≈ m [14, 47, 48] e eq.(2.6):

δφ =
3GM

εc2a(1− ε2)

∫ 2π

0
(1 + εcosφ)2dφ

dτ
dτ, (2.97)

= λ

(∫ 2π

0
cosφdφ+ 2ε

∫ 2π

0
cos2φdφ+ ε2

∫ 2π

0
cos2φcosφdφ

)
, (2.98)

= λ

(
0 + 2ε

∫ 2π

0

(
1

2
+

1

2
cos2φ

)
dφ+ ε2

∫ 2π

0
(1− sen2φ)cosφdφ

)
, (2.99)

= λ

(
0 + 2ε

2π

2
+ 0 + 0

)
, (2.100)

= λ2επ, (2.101)

logo, sendo λ =
3GM

εc2a(1− ε2)
obtemos:

δφ =
6πGM

c2a(1− ε2)
. (2.102)

Como podemos notar o resultado encontrado é compat́ıvel a eq.(2.85), que corresponde a

precessão do periélio de Mercúrio.
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Caṕıtulo 3

Aproximação PPN e NNA

Uma breve apresentação acerca da aproximação PPN para situar o leitor será feita, apenas

a t́ıtulo de curiosidade, visto que se trata de uma ferramenta usada para explicar a precessão

do periélio de Mercúrio [16]. Nosso objetivo é esclarecer sobre uma outra ferramenta dispońıvel

para a descrição de movimentos lentos no espaço-tempo curvo, a aproximação quase Newtoniana

(NNA - Nearly Newtonian Approximation) que será usada no presente trabalho.

3.1 PPN - formalismo pós-newtoniano parametrizado

Sabemos que objetos no sistema Solar estão sob gravidade fraca, |Φ| = |Potencial Newtoniano| ≤

10−6 e que a matéria que gera a gravidade do sistema Solar move-se lentamente, v2 ≤ 10−7,

tendo tensão e energia interna respectivamente a |Tjk|/ρ0 ≤ 10−6 e π = (ρ−0)
ρ0
≤ 10−6 [49]. Por

consequência, a análise de experimentos do sistema Solar usando qualquer teoria métrica da

gravidade1 pode ser simplificada, assegurando grau de precisão, por uma expansão simultânea

nestes parâmetros.

A expansão para movimento lento e campo fraco leva a um espaço-tempo plano e vazio, ao

tratamento newtoniano do sistema Solar em “primeira ordem” e correções pós-newtonianas no

tratamento newtoniano para “segunda ordem”. O formalismo da teoria Newtoniana somado

as correções pós-newtonianas é conhecido por “aproximação pós-newtoniana”. Vale notar que

1O espaço-tempo tem uma métrica e tal métrica satisfaz o prinćıpio da equivalência. Teorias da

gravidade que respeitam esses pontos são chamadas de teorias métricas [49]
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cada teoria métrica tem sua própria aproximação pós-newtoniana, e mesmo apesar das grandes

discrepâncias entre essas teorias, suas aproximações pós-newtonianas são semelhantes.

Tamanha a semelhança que é posśıvel construir uma única teoria pós-newtoniana da gra-

vidade. Essa teoria inclusiva é rotulada por “PPN” para o formalismo pós-newtoniano para-

metrizado. Nessa teoria temos um conjunto de parâmetros, parâmetros PPN, que podem ser

especificados de modo arbitrário. Um dado conjunto de valores para estes parâmetros permite

que o formalismo do PPN seja idêntico ao limite pós-newtoniano da RG, outro conjunto torna-o

como o limite pós-newtoniano da teoria de Dicke-Brans-Jordan [49].

A versão do PPN concebida por Clifford e Kenneth contém dez parâmetros PPN, descritos

heuristicamente, vamos citá-los a seguir [49]:

1. γ (quanta curvatura do espaço gjk é produzida por unidade de massa de repouso?);

2. β (quanta não linearidade há na lei de superposição para a gravidade g00?);

3. β1 (quanta gravidade g00 é produzida por unidade de energia cinética 1
2ρ0v

2?);

4. β2 (quanta gravidade g00 é produzida por unidade de energia potencial gravitacional ρ0U?);

5. β3 (quanta gravidade g00 é produzida por unidade de energia interna ρ0π?);

6. β4 (quanta gravidade g00 é produzida por unidade de pressão p?);

7. ξ (quanto mais gravidade g00 é produzida pela energia cinética radial, ou seja, energia

cinética do observador do que pela energia cinética transversal?);

8. η (quanto mais gravidade g00 é produzida pela tensão radial do que por tensão transver-

sal?);

9. ∆1 (quanto arrasto de referenciais inerciais g0j são produzidos por unidade de momento

ρ0v?) ;

10. ∆2 (quão mais fácil é para o momento ρ0v arrastar os referenciais inerciais radialmente,

em direção ao observador, do que na direção transversal?).

Na década de 1970 chegou-se a afirmar que a aproximação pós-newtoniana era suficiente, mas

já na época o caso de ondas gravitacionais propagando-se no sistema Solar de fontes distantes

eram ignoradas por todas as aproximações pós-newtonianas e pela estrutura PPN [49]. Isto é,

a expansão PPN não é uniformente válida para grandes distâncias [50]. Ademais, baseia-se na
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suposição de campo fraco produzido por fontes que se movem com velocidades pequenas em

relação a velocidade da luz, entretanto ao redor e dentro de um pulsar2 o campo gravitacional

é forte o que contradiz a suposição de campo fraco, pois para lidar com campos fortes, deve-

se aumentar o número de parâmetros. PPN não leva em consideração a topologia ( forma)

do problema, já a NNA resgata essa ideia. Deste modo, o conceito de movimento lento não

está entrelaçado com a gênese de um campo gravitacional fraco. Sabemos que o movimento das

estrelas perto de buracos negros, observados nos núcleos de algumas galáxias revelam velocidades

pequenas, com velocidades de algumas centenas de quilômetros por segundo [50].

Por fim, podemos ver que a análise para aplicar o PPN é delicada posto os fatos sobre a

quantidade de parâmetros envolvidos e a incompatibilidade quanto ao estudo para o movimento

lento. Sendo assim, optamos por fazer uso da NNA, por ser uma possibilidade para simplificar

o problema para a análise da RG no regime de movimento lento, que será tratada na próxima

seção.

3.2 NNA - Aproximação quase newtoniana

Trata-se de uma aproximação já esclarecida por Thorne, Misner e Wheeler (1973, pp. 412-

416), que permite encontrar situações de campo quase Newtoniano [51]. Sabemos que o campo

da RG engloba desde os campos fracos observados na teoria Newtoniana, bem como os campos

fortes devidos às quantidades relativ́ısticas. Sabemos que nesse intervá-lo é posśıvel encontrar

um campo com intensidade mediana, a esse chamamos de campo quase Newtoniano. Para

melhor entender a aproximação quase Newtoniana precisamos depreender alguns detalhes.

Infeld e Plebanski mostraram que ao contrário da teoria Newtoniana as equações de campo

e movimento estão correlacionadas, as equações de campo de Einstein levam às equações de

movimento [50]. Revelaram, também, que existe relação entre as equações de movimento e de

campo com respectivamente a geodésica,

d2xµ

dτ2
+ Γµλν

dxλ

dτ

dxν

dτ
= 0 (3.1)

2Estrelas de Nêutrons frequentemente estão girando rapidamente e apresentam campo gravitacional

forte. Essa combinação da origem aos pulsares, que aceleram part́ıculas em jatos emitidos dos pólos

magnéticos, originados à medida que a estrela de Nêutron gira [47]
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e a equação do desvio geodésico [52],

D2ξα

dτ2
+Rαβγδ

dxλ

dτ
ξγ
dxδ

dτ
= 0. (3.2)

Nesse sentido, pensando em obter o limite de correspondência da RG com a gravitação de Newton

é sabido que precisamos recuperar os postulados de movimento e de campo [7]. Para impor o

limite Newtoniano da RG consideramos o movimento lento e campo fraco tanto para a equação

da geodésica como para a equação do desvio geodésico. Assim, respectivamente, restauramos a

equação de movimento de Newton, quebrando a covariância generalizada, e a equação de campo

de Poisson, quebrando a não-linearidade das equações de Einstein.

Todavia, ao realizar essa aproximação estamos linearizando a teoria da gravitação de Einstein

que é uma teoria não-linear. O pressuposto rompe com o campo de atuação da teoria, visto que

é graças a essa não-linearidade que muitos fenômenos não observados pela teoria da gravitação

Newtoniana, uma teoria linear, foram naturalmente previstos.

O limite quase Newtoniano é uma solução para evitar a quebra da não-linearidade da teoria

da gravitação de Einstein para obter resultados no regime de movimento lento. O limite em

questão é aplicação incompleta do limite Newtoniano. Aplica-se as considerações do limite

Newtoniano apenas para a equação da geodésica, tornando o campo suavizado, pois a conexão é

linear na geodésica e quadrática nas equações de Einstein [7]. Deste modo, para uma part́ıcula

sob movimento lento (v << c) em uma geodésica tipo tempo com xµ = xµ(τ) temos:

d2xµ

dτ2
+ Γµλν

dxλ

dτ

dxν

dτ
= 0. (3.3)

Parametrizando a eq.(3.3) para a coordenada x4 = −ct podemos obter os desenvolvimentos a

seguir conforme as ref.[7, 53]:

d2xi

c2dt2
+ Γi44

dx4

cdt

dx4

cdt
+ Γi4k

dx4

cdt

dxk

cdt
+ Γijν

dxj

cdt

dxν

cdt
= 0. (3.4)

Devido ao campo fraco e baixa velocidade apenas os dois primeiros termos na eq.(3.4) são

considerados:
d2xi

c2dt2
' −Γi44. (3.5)

Precisamos obter a componente do śımbolo de Christoffel, Γi44. Vimos o comportamento desse

objeto na seção 1.3 dado pela eq.(1.6), todavia sob condição de campo gravitacional fraco o tensor

métrico assume, com dependência da métrica de Minkowski (ηµν , com assinatura (+ + +−))
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adicionada a um termo pequeno tal que δh2
µν << δhµν , a seguinte forma para as componentes

covariante e contravariante respectivamente:

gµν = ηµν + δhµν +O(δh2
µν) (3.6)

e, também,

gµν = ηµν − δhµν +O(δh2
µν). (3.7)

Nesse sentido, a eq.(1.6) do śımbolo de Christoffel pode ser escrita como:

Γλµν =
1

2
ηλσ(∂νδhµσ + ∂µδhνσ − ∂σδhµν) +O(δh2

µν). (3.8)

Assim para Γi44, uma vez que δh2
µν << δhµν , temos:

Γi44 =
1

2
ηiσ(∂4δh4σ + ∂4δh4σ − ∂σδh44) +O(δh2

µν),

Γi44 =
1

2
ηiσ(2∂4δh4σ − ∂σδh44),

Γi44 =
1

2
(2∂4δh4i − ∂iδh44). (3.9)

O termo ∂4δh4i é igual a zero por se tratar de um campo quase Newtoniano estático, por isso o

comportamento para Γi44 é:

Γi44 ' −
1

2
(∂iδh44). (3.10)

Substituindo na eq.(3.5) vamos obter:

d2xi

dt2
' 1

2
c2(∂iδh44). (3.11)

Já que a geodésica não se trata de um postulado, mas é advinda das equações de Einstein,

na recuperação do postulado de movimento temos a equação de movimento quase Newtoniana

com um potencial escalar:
d2xa

dt2
def
= −∂aΦqN = −

∂ΦqN

∂xa
, (3.12)

sendo ΦqN o potencial quase Newtoniano.

Na sequência, buscamos esclarecer que a abordagem do movimento lento para um campo

gravitacional arbitrário é satisfeita se considerarmos a part́ıcula sob movimento lento e continu-

amente em queda livre. Sendo assim, sabemos que o campo gravitacional assume incrementos

de forma a recuperar a força do campo devido a tal adição, tal que:

gµν ≈ ηµν + δhµν + (δhµν)2 + . . . . (3.13)
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Deste modo, temos agora apenas a hipótese de baixa velocidade, pois o campo gradativa-

mente é mais forte. O pressuposto nos permite somar todas as perturbações do tensor métrico,

gµν , desde δh44 = 0 até um valor finito δhµν . Para encontrarmos o comportamento do ΦqN

igualamos os termos do lado direto das eq.(3.11) e eq.(3.12),

−
∂ΦqN

∂xa
=

1

2
c2∂δh44

∂xi
,

−
d(ΦqN)

dxa
=

1

2
c2d(δh44)

dxa
,

dΦqN = −1

2
c2dδh44, (3.14)

então integrando de 0 à δh44:

ΦqN = −1

2
c2

∫ δh44

0
d(δh44) = −1

2
c2δh44. (3.15)

Agora precisamos recuperar δh44, lembrando da eq.(3.13) podemos escrever:

g44 ≈ η44 + δh44. (3.16)

Precisamos entender melhor o tensor métrico de Minkowski ηµν para continuar. Para um espaço

pseudo-euclideano, espaço-tempo de Minkowski, as coordenadas Cartesianas são (x, y, z e ct),

e o sistema de coordenadas de Minkowski é dado por: (xα) = (x1, x2, x3, x4) = (x, y, z, e ct).

O quadrado do elemento de linha do espaço-tempo de Minkowski para a assinatura da métrica

(−,−,−,+), é ds2 = −dx2−dy2−dz2+c2dt2 e, para (+,+,+,−), é ds2 = dx2+dy2+dz2−c2dt2.

Note que na assinatura da métrica apenas a coordenada t apresenta sinal oposto as demais. A

matriz formada por ηµν em um espaço de quatro dimensões, para c = 1, é dada por [13]:

ηµν =


η11 0 0 0

0 η22 0 0

0 0 η33 0

0 0 0 η44

 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

 , (3.17)

com a assinatura: (+,+,+,-).

Nesse sentido, fica mais claro porque η44 = −1, por isso a eq.(3.16) permite obter δh44:

g44 ≈ −1 + δh44, (3.18)

δh44 ≈ 1 + g44. (3.19)

Substituindo o resultado na eq.(3.15) temos o potencial quase Newtoniano:

ΦqN = −1

2
c2(1 + g44). (3.20)
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Não alteramos a equação do desvio geodésico o caráter não-linear da teoria de Einstein

é preservado. Pois o potencial gerado, potencial quase Newtoniano ΦqN , guarda a presença

completa da componente g44 da métrica, visto que quaisquer sistemas dinâmicos propagam

seus efeitos não-lineares exercendo efeitos qualitativos sobre suas soluções [50]. Esse potencial

escalar, ΦqN , representa um potencial intermediário, posto que a soma dos termos pertubativos

com a métrica ocorre em apenas uma componente da métrica, gtt = g44, o que não o torna tão

forte como o da RG e nem um potencial fraco como o potencial Newtoniano, pois o limite está

incompleto [7, 50].

Sendo assim, vamos aplicar o uso do NNA da RG para a métrica de Weyl e métrica de Zipoy

para estudar o regime lento na RG sob um campo gravitacional arbitrário para melhor respeitar

a F́ısica de grande número de eventos astrof́ısicos. O procedimento quanto ao uso do NNA,

em resumo, diz respeito ao uso da equação da geodésica já que trata-se do limite Newtoniano

incompleto. A propósito, vale esclarecer que não faremos uso do ΦqN no presente trabalho.

Contudo vamos trabalhar com a equação da órbita para obter a equação do desvio do periélio

de corpos massivos sujeitos a tais métricas e realizar no estudo teórico com base nos resultados

obtidos.
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Caṕıtulo 4

Aplicações - métrica de Weyl

Sabemos que de modo geral, a escala do sistema Solar tem sido considerada como um dos

principais laboratórios para testar modelos gravitacionais. Por certo que muitos dos problemas

nesta escala estão longe de ser uma solução definitiva e tantos outros requerem uma melhoria

na precisão. Sob esse prisma é compreenśıvel a preocupação que teoria e observação têm em

relação ao desenvolvimento de modelos com maior precisão. O fato é que assim como o teste

sobre a precessão do periélio de Mércurio contribuiu para a validação e confiabilidade da teoria

de Einstein, novamente testes sobre a determinação do periélio que incluem efeitos relativ́ısticos

podem ser úteis para a produção de modelos confiáveis. Vamos nos dedicar a tal estudo com base

na métrica de Weyl, levando em conta a aproximação quase Newtoniana - NNA - da RG, pois

mantemos intacta a equação do desvio geodésico. Vale lembrar que nessa aproximação, NNA,

o campo gravitacional pode ser suavizado pois faz-se apenas o uso da equação da geodésica que

apresenta a conexão métrica linear e no caso das equações de Einstein tal objeto é quadrático.

4.1 Precessão do periastro de exoplanetas - métrica

de Weyl

A expansiva descoberta de exoplanetas, planetas fora do nosso sistema Solar, nos possibilta

um novo laboratório para testar efeitos relativ́ısticos. Portanto, gera desafios para os campos

teóricos e observacionais da astronomia e da astrof́ısica. A importância desse estudo está no

fato de que a compreensão dos sistemas estrela-planeta e suas dinâmicas permitem entender a
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gravidade em uma escala do sistema Solar e por corolário, a formação de sistemas planetários,

por exemplo.

Pensando nisso, resolvemos avaliar o uso da aproximação NNA da RG para obtenção do

avanço do periastro de 34 exoplanetas com diferentes excentricidades a fim de aumentar a pre-

cisão das previsões dos parâmetros orbitais. Esse estudo é uma aplicação do modelo NNA visto

no caṕıtulo anterior. A vantagem é que ao contrário dos parâmetros usuais de PPN o modelo

NNA levou-nos a usar apenas um parâmetro, β0, sendo este dependente apenas da excentrici-

dade. Com base no estudo a ser desenvolvido será posśıvel notar que a precessão relativ́ıstica

do periélio é um fenômeno não trivial, pois observamos que o modelo é senśıvel à variação do

semi-eixo maior e dos peŕıodos orbitais.

A aproximação NNA faz parte da própria RG. Destacamos, também, que no nosso estudo

não consideramos como fonte de precessão a pertubação pela presença de outros planetas e

nem mesmo o efeito de maré. Isso porque, nossa pretenção é o enfoque quanto a contribuição

relativ́ıstica para a precessão. Sendo assim, vamos considerar os resultados da ref.[16] para nosso

estudo. Nessa referência o estudo é feito com base na métrica de Weyl,

ds2 = e2(λ−σ)dr2 + r2e−2σdθ2 + e2(λ−σ)dz2 − e2σdt2, (4.1)

sendo λ = λ(r, z) e σ = σ(r, z) os potenciais de Weyl. Deste modo, as equações de Einstein para

o vácuo são obtidas:

−λ, r + rσ2, r − rσ2, z = 0, (4.2)

σ, r + rσ, rr + rσ, zz = 0, (4.3)

2rσ, rσ, z = λ, z (4.4)

onde (, r e , z) e (, rr e , zz) são derivadas de primeira e segunda ordem respectivamente.

Para resolver esse sistema não-linear foi considerado reduzir a simetria de ciĺındro de Weyl

à sua base circular de forma a simular a órbita de uma part́ıcula teste. O pressuposto ocorre

quando a altura do ciĺındro é muito menor que o raio da base, h0 << R0, levando a obter uma

condição de linha fina. Em seguida, é tomado a expansão de Taylor até a segunda ordem dos

potenciais de Weyl, isso porque as ordens superiores sujeitas a condição de linha fina podem ser

desprezadas, podendo serem escritos como:

σ(r, z) = A(r) + a(r)z + c(r)z2, (4.5)
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e

λ(r, z) = B(r) + b(r)z + d(r)z2, (4.6)

tal que A(r) = σ(r, 0), B(r) = λ(r, 0) e os coeficientes de expansão que acompanham z tornam-se

constantes.

Na sequência, é tomado a equação da geodésica do problema para obter a equação da órbita

da part́ıcula teste. O procedimento leva em conta a solução conformastática, isto é, o coeficiente

λ é ajustado para zero [16, 44, 50, 54]. Uma mudança de variável u = 1
r , também, é feita e logo

obtem-se: (
du

dθ

)2

+ u2 = e−2σ
(
α0 + β0e

−2σ
)
, (4.7)

com α0 e β0 sendo constantes de integração. Com essa eq.(4.7) podemos obter a equação do

desvio do periélio pelo método de Harko [1] que consiste em obter uma força,

F (u) =
1

2

dG(u)

du
, (4.8)

que depende da equação da órbita, pois(
du

dθ

)2

+ u2 = e−2σ
(
α0 + β0e

−2σ
)

= G(u). (4.9)

Continuando temos σ(r, z)|z=0 =
k0

2
lnr − C0r

2

2
para a segunda ordem de aproximação, a

obtenção desse potencial está ligada as equações de campo de Einstein. Reescrevendo σ(r, 0)

temos:

σ(r) =
k0

2
lnr − C0r

2

2
,

σ(u) = −1

2

(
k0

2
ln(u) + C0u

−2

)
. (4.10)

Nesse sentido, G(u) precisa, também, ser reescrito:

G(u) = ek0ln(u)+C0u−2
α0 + β0e

2k0ln(u)+2C0u−2
,

G(u) = uk0α0 + β0u
2k0 + α0e

C0u−2
+ β0e

2C0u−2
. (4.11)

Feito tais esclarecimentos derivamos G(u) e obtemos F (u):

F (u) =
1

2

(
α0k0u

k0−1 + 2k0β0u
2k0−1 + α0C0(k0 − 2)uk0−3 + 4β0C0(k0 − 1)u2k0−3

)
. (4.12)

De acordo com a ref.[16] k0 = 2 reproduz o correto decaimento da lei para uma posśıvel correção

em relação a solução pós-newtoniana padrão da RG. Fazendo a substituição de k0 encontramos
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a força

F (u) =
1

2

(
2α0u+ 4β0u

3 + 4β0C0u
)
,

F (u) =
1

2

(
(2α0 + 4β0C0)u+ 4β0u

3
)
, (4.13)

sendo C0 uma constante que surge da expansão de Taylor para a segunda ordem da solução para

σ.

O próximo passo vem da análise sobre o desvio, δ = u−u0, para uma órbita circular quando

u = u0, sendo dada pela raiz da equação u0 = F (u0) [1]. Sendo assim, fazendo u = δ + u0 na

equação a seguir

2
d2u

dθ
+ 2u =

dG(u)

du
,

d2u

dθ
+ u =

1

2

dG(u)

du
= F (u), (4.14)

temos:

d2(δ + u0)

dθ2
+ (δ + u0) = F (δ + u0),

d2δ

dθ2
+
d2(u0)

dθ2
+ (δ + u0) = F (δ + u0). (4.15)

Fazendo uma expansão de Taylor para o termo a direita da eq.(4.15) em função do desvio, δ,

temos:

F (δ + u0) = F (u0) +
dF

du
|u=u0δ +

1

2

d2F

du2
|u=u0δ

2 + . . . . (4.16)

Substituindo a eq.(4.16) na eq.(4.15), lembrando que u0 = F (u0) e reunindo os termos de

segunda ordem como a seguir

d2δ

dθ2
+

d2(u0)

dθ2
+ δ + u0 = F (u0) +

dF

du
|u=u0δ +

1

2

d2F

du2
|u=u0δ

2 + . . . , (4.17)

d2δ

dθ2
+ δ + u0 − F (u0)− dF

du
|u=u0δ = O(δ2), (4.18)

obtemos a equação que todo desvio de uma órbita circular deve satisfazer:

d2δ

dθ2
+

(
1− dF

du
|u=u0

)
δ +O(δ2) = 0. (4.19)

Temos então uma equação diferencial de segunda ordem, eq.(4.19). Podemos escrevê-la

como:

δ2 +

(
1− dF

du
|u=u0

)
= 0,

δ = ±i

√(
1− dF

du
|u=u0

)
, (4.20)
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tal que µ =
√(

1− dF
du |u=u0

)
. Sabemos que a solução para esse tipo de equação é dada por

δ = C1e
iµθ + C2e

−iµθ,

= C1(cos(µθ) + isen(µθ)) + C2(cos(µθ)− isen(µθ)),

= (C1 + C2)cos(µθ) + i(C1 − C2)sen(µθ),

δ = Acos(µθ) +Bsen(µθ), (4.21)

permitindo escrever a solução em termos da função cosseno [1]:

δ = δ0cos

(√(
1− dF

du
|u=u0

)
θ + λ

)
,

onde δ0 e λ são constantes de integração. Sabemos que os ângulos para o periélio da órbita são

aqueles para os quais r é mı́nimo e u ou δ é máximo, ou seja,

δ

δ0
= cos

(√(
1− dF

du
|u=u0

)
θ + λ

)
,

θ =
cos−1 δ

δ0
− λ√(

1− dF
du |u=u0

) . (4.22)

Para uma volta completa podemos escrever a eq.(4.22) como:

θ =
2π√(

1− dF
du |u=u0

) ,
θ =

2π

1− ρ
, (4.23)

com ρ = 1 −
√

1− dF

du
|u=u0 . De acordo com a ref.[1] quando

dF

du
|u=u0 é pequeno podemos

escrever ρ =
1

2

dF

du
|u=u0 . O pressuposto nos permite escrever a equação para uma completa

rotação, eq.(4.23), como:

θ =
2π

1− ρ
,

= 2π(1− ρ)−1,

θ = 2π(1 + ρ). (4.24)

Sabemos que o avanço do periélio é dado por:

δθ ≈ θ − 2π. (4.25)
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Substituindo o valor de θ, eq.(4.24), encontramos:

δθ = 2π(1 + ρ)− 2π,

δθ = 2πρ. (4.26)

Com o valor de ρ =
1

2

dF

du
|u=u0 na eq.(4.26) obtemos,

δθ = 2π
1

2

dF

du
|u=u0 ,

δθ = π
dF

du
|u=u0 , (4.27)

a equação do desvio do periélio [1].

A continuação do problema depende do valor para u0, o resultado vem da condição para

órbita quase circular F (u0) = u0. Nesse caso, a eq.(4.13) nos permite escrever

F (u0) =
1

2

(
(2α0 + 4β0C0)u0 + 4β0u0

3
)

= u0 (4.28)

e encontrar

u0 =

√
1− (α0 + 2β0C0)

2β0
. (4.29)

Agora podemos, derivando a eq.(4.13) em relação a u e substituindo o valor de u0, finalizar o

resultado com base na eq.(4.27):

δθ =

[
α0 + 2β0C0 + 6β0

(
1− (α0 + 2β0C0)

2β0

)]
π,

δθ = (3− 2α0)π − 4β0C0π, (4.30)

por comparação fenomenológica podemos escrever eq.(4.30) de acordo com [16],

δθ = δθschw − 4β0C0π, (4.31)

sendo δθschw =
6πGM

c2a(1− ε2)
com a representando o semi-eixo maior e ε denotando a excentri-

cidade. Adequadamente, tomando C0 << 1 podemos escrever [16]: C0 = ± 1

4π
ν sendo ν o

movimento kleperiano mı́nimo dado por ν =

√
GM

a3
. Os sinais ± fazem menção a variação dos

coeficientes na expansão de Taylor. Já o parâmetro β0 é limitado por uma relação que depende

apenas da excentricidade [16]:

β0 = ε4
√

1− ε2. (4.32)
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Restringindo o parâmetro β0 no intervalo [0, 1] podemos reescrever a eq.(4.31) da seguinte forma

[16]:

δθ = δθschw ± ε4
√
GM(1− ε2)

a3
, (4.33)

para manter a notação usada no presente trabalho considere eq.(4.33) como

δφ = δφschw ± ε4
√
GM(1− ε2)

a3
. (4.34)

Note que o resultado da eq.(4.34) permite-nos obter duas soluções de δφ que dependem dos

sinais indicados para máximo/mı́nimo valores da variação de δφ. Sendo as soluções δφ(+) e δφ(−)

para o sinal mais e menos, respectivamente. Vale notar, também, que o caso no qual o parâmetro

β0 é nulo ou muito pequeno temos a eq.(4.34) reduzida ao caso do modelo de Schwarzschild. Na

subseção a seguir vamos dar ı́nicio as análises para o desvio do periastro de 34 exoplanetas.

4.1.1 Precessão baseada no NNA para exoplanetas com excen-

tricidade maior que 0,1

Os resultados presentes nessa subseção são análises inéditas que estão vinculadas aos pontos

da ref.[16] recapitulados na seção 4.1. Como critério geral, selecionamos exoplanetas onde es-

peramos que os efeitos relativ́ısticos possam ter uma contribuição relevante para a precessão

do periastro. Vamos apresentar figuras para melhor observar posśıveis relações entre todos os

diferentes sistemas dos 34 exoplanetas estudados no presente trabalho. Neste primeiro grupo de

exoplanetas temos o deslocamento do periélio da ordem de δφ > 1grau/séc.

Sendo assim, tomamos a eq.(4.34) de forma reescrita em função do peŕıodo orbital e obtemos

o desvio do periastro a partir do NNA dado por:

δφ = δφschw ±
2πβ0

T
, (4.35)

onde T = P (24)(3600), P é o peŕıodo orbital em dias. Temos δφschw representando o resultado

relativ́ıstico conhecido para a precessão do periélio dado pela fórmula alternativa, eq.(2.86) vista

na seção (2.4), que independe da massa do corpo

δφschw =
24π3a2

c2(1− ε2)T 2
, (4.36)

com a sendo o semi-eixo maior em unidades astronômicas (AU) e ε é a excentricidade da órbita.

Como queremos obter o resultado do desvio em unidades de graus por século, grau/séc, consi-
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deramos:

δφschw(grau/séc) = δφschw
100
P

365.256

180

π
, (4.37)

tal que δφschw nesse caso é dado pela eq.(4.36). Na tabela (1), temos dados observacionais para

exoplanetas de trânsito selecionados a partir da ref.[55]. Em alguns casos foi posśıvel atualizar

estes dados em termos das incertezas de alguns exoplanetas, vide tabela (1). Para as quantidades

f́ısicas, nós adotamos o sistema internacional de medidas Bureau [56].

Salientamos que os exoplanetas da tabela (1) apresentam um resultado conhecido para a

precessão de cada um dos objetos, vide tabela (2). Nesse sentido, buscamos comparar este

resultado já conhecido com o resultado obtido pelo modelo de aproximação NNA. Consideramos

os dados orbitais da tabela (1) e a eq.(4.34) para obter a precessão via NNA. Acompanhe as

tabelas (1) e (2) a seguir.

Tabela 1: Quantidades relevantes para a determinação da precessão do periastro de exo-

planetas com excentricidades maiores que 0,1. Os dados orbitais foram extráıdos da ref.[55] e

atualizadas as incertezas dos explanetas HD 49674b [57], HD 88133b [58], HD 118203b [58] e

XO-3b [59].

Exoplaneta ε a (AU) P (dias)

HD 49674b 0,29±0, 015 0,0580±0, 0033 4,9437±0, 0023

HD 88133b 0,133±0, 072 0,0472±0, 0027 3,41587±0, 00059

GJ 436b 0,1590 0,0280 2,644

HD 118203b 0,309±0, 014 0,0703±0, 0041 6,13350±0, 0006

HAT-P-2b 0,5070 0,0690 5,6330

HD 185269b 0,2960 0,0770 6,8380

XO-3b 0,260±0, 017 0,0476±0, 0005 3,1915426±0, 00014
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Tabela 2: Comparação da precessão esperada pelo modelo padrão PPN de aproximação,

δφschw, com a precessão do periastro via NNA em unidades de graus por século. Na quarta

coluna apresentamos a diferença percentual relativa ∆φ. Na última coluna é apresentado o

parâmetro β0 de cada exoplaneta. Os dados de δφschw foram obtidos a partir da ref.[55].

Exoplaneta δφschw δφ ∆φ β0

HD 49674b 1,576 1,57912±0, 00044 0,1979 0,00677±0, 01398

HD 88133b 2,958 2,95593±0, 00008 -0,0699 0,00031±0, 00067

GJ 436b 2,234 2,26056 1,1888 0,00063

HD 118203b 1,231 1,23007±0, 0002 -0,0755 0,00867±0, 00164

HAT-P-2b 1,836 1,86244 1,44 0,05695

HD 185269b 1,046 1,05579 0,9359 0,00733

XO-3b 3,886 3,88305±0, 00062 -0,0759 0,00441±0, 00119

Com base nas tabelas (1) e (2) é posśıvel notar que a excentricidade ε e o parâmetro β0

são quantidades proporcionais. As precessões apresentadas são de ordem de magnitude maior

que a esperada para a precessão do periélio de Mercúrio, δφ ≈ 0, 0119grau/séc. Ademais a

precessão mais acentuada (δφ ' 3, 886graus/séc), não apresenta o maior valor para β0 dentre

os exoplanetas analisados, sendo XO-3b o exoplaneta com a maior precessão em questão. O

maior valor para β0, (' 0, 05695), foi verificado para HAT-P-2b, apesar da sua precessão ter

sido a quarta maior dentre os exoplanetas em pauta, δφ ' 1, 836grau/séc.

Outro fato relevante observado diz respeito aos parâmetros a, semi-eixo maior, P , peŕıodo

orbital, e parâmetro β0. Nós percebemos que os dois exoplanetas com maiores valores para a e

P , sendo eles HD 185269b e HD 118203b, são responsáveis pelas duas menores precessões dentre

os exoplanetas dentre o grupo analisado. A menor precessão, a sétima maior desse ranking, foi

verificada para HD 185269b, cujo os parâmetros a e P são os maiores quando comparados a

outros exoplanetas desse grupo mostrados nas tabelas (1) e (2). Além disso, em comparação

com HD 118203b, o HD 185269b apresenta menor parâmetro β0.

Tais pontos parecem sugerir que menores valores para a e P e maiores valores para β0, levam

à maiores valores para a precessão do periastro. Por outro lado, surge um questionamento, nos

perguntamos se tal comportamento pode ser causado por propagação de erro de dados ou por

efeitos de maré desconhecidos. Nesse sentido, para esclarecer essas questões vamos estudar casos

em que as excentricidades sejam maiores.
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De todo modo vale notar que a tabela (2) fornece um refinamento em relação aos resultados

padrões da RG. Ademais não encontramos nenhuma diferença importante entre as soluções δφ(+)

e δφ(−) nesse grupo de exoplanetas. A diferença percentual relativa, ∆φ, apresentada, também,

na tabela (2) foi calculada pela expressão:

∆φ = ∆φ% = 100
δφ± − δφschw

δφschw
. (4.38)

Quanto a diferença percentual constatamos que os valores percentuais não são superiores a 2%

em comparação com a RG que pode permitir mais espaço para posśıveis novos efeitos. Os valores

negativos revelam como o valor percentual excede os valores da RG.
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4.1.2 Precessão do periastro de exoplanetas com excentricida-

des pequenas e órbitas circulares

Selecionamos exoplanetas cujas excentricidades são menores que 0, 1 e a órbita seja circular para

o segundo grupo. A t́ıtulo de comparação a média da excentricidade orbital de planetas gigantes

varia de 0, 01 a 0, 06. Os exoplanetas de trânsito WASP 12b [60, 61] e WASP 14b [62] fazem

parte do nosso estudo. Outros casos estudados são os planetas-gigantes do conjunto ao redor

de Kepler-80 [63] e os novos planetas ao redor da estrela TRAPPIST-1 [64]. As quantidades

cinemáticas são apresentadas na tabela (3).

Tabela 3: Quantidades relevantes para a determinação da precessão do periastro de exopla-

netas com excentricidades menores que 0, 1. Particularmente, para a famı́lia Kepler os autores

da ref.[63] não determinaram o exato valor para a excentricidade deles que é considerada nula

nesse trabalho.

Exoplaneta ε a(AU)(×10−3) P (dias)

WASP 12b 0,049±0,0150 22,9±0,8 1,091423±0, 000003

WASP 14b 0, 0830+0,0029
−0,0030 37,1±1,1 2,24376507±4,6×10−7

Kepler 80f 0 17,5±0,2 0,9867873±0,00000006

Kepler 80d 0 37,2±0,5 3,07222+0,00006
−0,00004

Kepler 80e 0 49,1±0,7 4,64489+0,00020
−0,00019

Kepler 80b 0 64,8±0,9 7,05246+0,00020
−0,00022

Kepler 80c 0 79,2±1,1 9,52355+0,00041
−0,00029

Trappist-1b 0,081 11,11±0,34 1,51087081±0,6x10−6

Trappist-1c 0,083 15,21±0,47 2,4218633±0,17x10−5

Trappist-1d 0,070 21,44+0,66
−0,63 4,049610±0,63x10−4

Trappist-1e 0,085 28,17+0,83
−0,87 6,099615±0,11x10−4

Trappist-1f 0,063 37,1±1,1 9,206690±0,15x10−4

Trappist-1g 0,061 45,1±1,4 12,35294±0,12x10−3

Trappist-1h 0 63+27
−13 20+15

−6

Com base nos dados da tabela (3) constrúımos a tabela (4) sob a proposta de apresentar

uma previsão para o desvio desses exoplanetas, acompanhe o resultado na próxima página.
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Tabela 4: Previsão da precessão do periastro δφ em unidades de graus por século a partir

da aproximação NNA para exoplanetas selecionados com excentricidades menores que 0, 1 com-

paradas com a precessão do periélio δφschw do resultado padrão de Einstein. A última coluna

mostra o parâmetro β0 para cada excentricidade.

Exoplaneta δφschw δφ β0

WASP 12b 21,0038281±0, 0000018 21,0038282±0, 0001728 0,0000058±0, 0000071

WASP 14b 6,37353945±0, 0000061 6,3735395±0, 0010906 0,0000473±0, 00000686

Kepler 80f 16,5564890±0, 0000208 16,5564889±0, 0000208 0

Kepler 80d 2,47908685±0, 0000000 2,47908686±0, 0000000 0

Kepler 80e 1,24968191±0, 0000000 1,24968191±0, 0000000 0

Kepler 80b 0,62185756±0, 0000000 0,62185756±0, 0000000 0

Kepler 80c 0,37723898±0, 0000000 0,37723898±0, 0000000 0

Trappist-1b 1,87140472±0, 0000001 1,87140472±0, 0000001 0,0429053±0, 00000000

Trappist-1c 0,85187242±0, 0000000 0,85187242±0, 0000000 0,0472946±0, 00000000

Trappist-1d 0,36133167±0, 0000000 0,36133167±0, 0000000 0,0239511±0, 00000000

Trappist-1e 0,18296937±0, 0000000 0,18296937±0, 0000000 0,0520117±0, 00000000

Trappist-1f 0,09198716±0, 0000000 0,09198716±0, 0000000 0,0157217±0, 00000000

Trappist-1g 0,05626313±0, 0000000 0,056263133±0, 0000000 0,0138206±0, 00000000

Trappist-1h 0,025772344 0,025772343 0

Observando as tabelas (3) e (4), bem como a figura (4.1), podemos notar a respeito dos

exoplanetas WASP 12b e WASP 14b, desprezando as incertezas, que apesar de WASP 14b ter

quase o dobro da excentricidade de WASP 12b, seu valor para o peŕıodo orbital P é maior que

o dobro do valor para o peŕıodo orbital P de WASP 12b.

Assim, a contribuição do parâmetro β0 foi superada devido a magnitude de P , já que os

valores para o semi-eixo maior a para ambos são próximos. Portanto, WASP 12b apresenta a

maior precessão em relação a WASP 14b.

Deste modo, esses exoplanetas apresentados na fig.(4.1) nos permitiram notar que de fato,

altos valores para o parâmetro β0 não são sinônimos de grandes precessões por si só. Visto

que WASP 12b e WASP 14b apresentam grandes precessões mesmo tendo valores pequenos

para o parâmetro β0. Muito provavelmente tais efeitos são consequência da proximidade em

relação às suas estrelas, assim estão sujeitos à forças de maré extremas e efeitos relativ́ısticos

de precessão do periastro devido a RG não esperados como dominantes, pelo menos, quanto a

baixa/nula excentricidade. De certa maneira, esses exoplanetas são importantes para testar o

modelo-parâmetro de sensibilidade.

Outro ponto observado é que β0 ≈ 0 leva ao mesmo resultado esperado para δφ± ≈ δφschw,

por exemplo. Além disso é percept́ıvel que de Kepler 80c a Kepler 80f temos os maiores valores
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Figura 4.1: Comportamento para os exoplanetas WASP 14b e WASP 14b.

para ambos semi-eixo maior a e peŕıodo orbital P . Assim sendo, devido a ausência da contri-

buição de β0, as menores precessões, também, seguiram a ordem de Kepler 80c a Kepler 80f,

como ilustrado no gráfico a seguir.

Figura 4.2: Comportamento dos exoplanetas da famı́lia Kepler 80.

Ou seja, acompanhando a fig.(4.2) vemos que para o caso de Kepler 80c, com os maiores va-

lores para semi-eixo maior a e peŕıodo orbital P , temos a menor precessão dentre os exoplanetas
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desse caso, por exemplo.

Os exoplanetas da famı́lia TRAPPIST-1 constituem um grupo de exoplanetas recentemente

descoberto cujo tamanho é próximo ao tamanho do planeta Terra localizados em uma zona

habitável [64]. Essa famı́lia de exoplanetas tem se tornado tema recorrente nas literaturas atuais,

alguns exemplos são: [65, 66, 67]. Essa famı́lia aparentemente não tem nenhum significativo

efeito de maré nem efeitos de perturbação, devido a presença de outros planetas, atuando sobre

sua precessão. Uma vez que a famı́lia TRAPPIST-1 apresenta baixa excentricidade (ε < 0, 1)

nós não esperamos diferenças devido ao uso do modelo NNA em comparação aos resultados do

modelo padrão da RG, de forma similar ao caso famı́lia Kepler.

Curiosamente, com exceção para os planetas de Kepler e TRAPPIST-1h que possuem ex-

centricidade nula, os outros planetas têm uma menor excentricidade com peŕıodos de revolução

pequenos que equilibram o valor do parâmetro β0 levando a um desvio mı́nimo da RG. Por outro

lado, eles apresentam um valor elevado para o semi-eixo maior quando comparados ao caso do

grupo presente na tabela (1). Essas particularidades reforçam que os valores esperados para

suas precessões do periastro devem ser muito pequenas. Não detectamos quaisquer diferenças

relevantes para os valores obtidos para as soluções δφ(+) e δφ(−). Por consequência, a diferença

relativa ∆φ é tão pequena que não produz qualquer informação importante, apenas que o modelo

NNA concorda com o padrão de resultados da RG (ou PPN).

4.1.3 Precessão do periastro de exoplanetas com excentricida-

des grandes

Os exoplanetas deste último grupo de análise apresentam excentricidade superior a 0, 4. Obser-

vamos que os exoplanetas HD 210277b e HD 222582b fogem da regra comportamental notada

para a famı́lia Kepler, por exemplo. Para dar seguimento as análises vamos apresentar as tabelas

sobre os dados das grandezas, tabela (5), envolvidas no processo de obtenção dos resultados para

a previsão do desvio do periastro e respectivos parâmentros β0, tabela (6).
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Tabela 5: Quantidades relevantes para a determinar a precessão do periastro de exoplanetas

com a grande excentricidade. Os dados apresentados foram encontrados na ref.[58].

Exoplanet ε a (AU) P (days)

HD 66428b 0,465±0,030 3,18±0,19 1973±31

HD 37605b 0,737±0,010 0,261±0,015 54,23±0,23

HD 45350b 0,798±0,053 1,96±0,11 967±6,2

HD 168443b 0,5296±0,0032 0,300±0,017 58,11055±0,00086

HD 187085b 0,75±0,100 2,26±0,13 1147±4

HD 210277b 0,476±0,017 1,138±0,066 442,19±0,50

HD 222582b 0,725±0,012 1,347±0,078 572,38±0,61

HD 33283b 0,480±0,050 0,145 18,1790±0,0070

HD 74156b 0,6360±0,0091 0,290±0,017 51,643±0,011

HD 117618b 0,42±0,17 0,176±0,010 25,827±0,019

HD 154857b 0,510±0,060 1,132±0,069 398,5±9,0

16 CygBb 0,681±0,017 1,681±0,097 798,5±1,0

HD 190228b 0,499±0,030 2,25±0,13 1146±16

Tabela 6: Previsão do desvio do periastro δφ em unidades de mili-graus por século 10−3grau/séc

para exoplanetas com excentricidade grande. Na quarta e sexta coluna temos os valores para a

diferença percentual relativa ∆φ para as soluções δφ(+) e δφ(−), respectivamente. Os valores

para o parâmetro β0 também estão presentes.

Exoplaneta δφschw δφ(+) ∆φ(+) δφ(−) ∆φ(−) β0

HD 66428b 0,08727 0,08726 0,0011 0,08726 -0,0011 0,04139±0, 01190

HD 37605b 48,5701 48,5704±0, 00503 0,0006 48,56988±0, 005025 -0,0006 0,19941±0, 01589

HD 45350b 0,60765 0,60767±0, 00121 0,0031 0,60763±0, 001209 -0,0031 0,24439±0, 10307

HD 168443b 33,1127 33,11283±0, 1605 0,0002 33,11266±0, 160504 -0,0003 0,06673±0, 00180

HD 187085b 0,40189 0,40191±0, 00283 0,0032 0,40188±0, 002829 -0,0032 0,20928±0, 15558

HD 210277b 1,00601 1,00602±0, 00106 0,0007 1,00600±0, 001058 -0,0007 0,04515±0, 00727

HD 222582b 1,05955 1,05958±0, 00216 0,0024 1,05953±0, 002162 -0,0023 0,19029±0, 01813

HD 33283b 236,224 236,22406±0, 22420 0,0001 236,22368±0, 224202 -0,0001 0,04657±0, 02158

HD 74156b 53,2647 53,26491±0, 06155 0,0003 53,26455±0, 061549 -0,0003 0,12626±0, 00931

HD 117618b 113,410 113,40970±0, 17853 0,0001 113,40954±0, 17853 -0,0001 0,02824±0, 04664

HD 154857b 1,42167 1,42168±0, 00000 0,0007 1,42166±0, 000000 -0,0007 0,05819±0, 03085

16 CygBb 0,53767 0,53768±0, 00154 0,0026 0,53766±0, 001544 -0,0026 0,1575±0, 021226

HD 190228b 0,23267 0,23267±0, 00154 0,0013 0,23266±0, 001544 -0,0013 0,05373±0, 01469
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Com base em quão maiores valores para os parâmetros a e P menor o desvio δφ, se excluirmos

a contribuição β0, esperavámos o HD 210277b com a terceira maior δφ e o HD 222582b com a

quarta maior δφ. No entanto, como podemos ver com base nas tabelas (5) e (6), exatamente o

oposto acontece. Considerar o gráfico abaixo para facitar o entendimento quanto ao motivo do

pressuposto.

Figura 4.3: Comportamento para os exoplanetas HD 210277b e HD 222582b.

Como podemos ver, a razão para a fuga da regra está no fato de, considerando apenas os

valores médios, o HD 222582b apresentar β0 superior ao quádruplo do parâmetro β0 de HD

210277b e seu valor para o semi-eixo maior a e peŕıodo orbital P , nem excederem o dobro de a

e P de HD 210277b. Tal ponto contradiz nossa primeira expectativa sobre o pressuposto de que

um valor maior para a excentricidade temos a implicação de grandes valores para o parâmetro β0

e, por outro lado, promover um desvio no valor da precessão esperada pela aproximação PPN.

Na tabela (6) vemos que a precessão desse grupo gera o resultado clássico de Einstein obtido

por δφschw. Portanto, temos a sugestão de que as relações do semi-eixo maior e do peŕıodo

orbital, também, são importantes para esse modelo, que revela uma sensibilidade para tais

parâmetros. Aumentando a escala numérica de precisão, encontramos desvios em todos os

casos.

Os planetas desse grupo têm em comum grandes excentricidade de 0, 4 a 0, 8 e peŕıodo orbital

P . O grupo em questão levou a valores para precessão δφ da ordem de mili-graus. Verificamos

que o presente grupo foi responsável pelos menores valores para o desvio do periastro quando
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comparado aos grupos anteriores. Nesse caso, nossos resultados sugerem que a excentricidade,

em termos de valores grandes ou pequenos, não influência em qualquer mudança sobre os valores

de δφ nesse modelo, logo pode depender de outras variáveis orbitais.

4.1.4 Panorama geral - 34 exoplanetas e Mercúrio

Dentre os planetas do nosso sistema Solar, Mercúrio é o que apresenta maior precessão, por me-

nor que seja em comparação com boa parte dos exoplanetas estudados nesse trabalho. Mercúrio

apresenta a nona menor precessão dentre os 34 exoplanetas. Organizamos os objetos celestes

na tabela (7), a seguir, por ordem crescente de precessão. Além disso notamos que as menores

precessões foram encontradas na tabela (6).

Tabela 7: Nove menores desvios.

Objetos δφ(+) P a ε β0

HD 66428b 0,00008726 1973 3,18 0,465 0,04139

HD 190228b 0,00023267 1146 2,25 0,499 0,05373

HD 187085b 0,00040191 1147 2,26 0,75 0,20928

16 CygBb 0,00053767 798,5 1,681 0,681 0,1575

HD 45350b 0,00060765 967 1,96 0,798 0,24439

HD 210277b 0,00100602 442,19 1,138 0,476 0,04515

HD 222582b 0,00105958 572,38 1,347 0,725 0,19029

HD 154857b 0,00142167 398,5 1,132 0,51 0,05819

Mercúrio 0,01193 87,9 5,8×1010 0,205 0,00175

Para a construção da tabela (7) as incertezas observadas anteriormente para os objetos não

são consideradas e não trabalhamos com os valores em unidades de milésimos (m = 10−3).

Ademais, os dados orbitais de Mercúrio foram vistos na seção (2.4). Na tabela (7) notamos que

Mercúrio apresenta valores para os parâmetros ε, P e a expressivamente discrepantes quando

comparados aos dos demais objetos dessa tabela. Nesse caso, para tomar o planeta Mercúrio

como objeto de estudo resolvemos compará-lo com exoplanetas, estudados até o momento, que

apresentam excentricidade próxima da conhecida para o Mercúrio, ε ≈ 0, 205. Para ajudar na

seleção desses exoplanetas constrúımos um gráfico com o comportamento para os parâmetros ε

e β0 de todos os exoplanetas estudados incluindo o planeta Mercúrio.
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Figura 4.4: Comparação do comportamento dos parâmetros β0 e ε, Mercúrio com ε ≈

0, 205 e β0 ≈ 0, 00175.

A figura (4.4) revela o comportamento propocional entre os parâmetros β0 e ε em análise.

Os exoplanetas que possuem ε ≈ 0, 205 são: HD 49674b, HD 185269b e XO-3b. Sendo assim,

podemos tomar o planeta Mercúrio como objeto de estudo. Na tabela (8) temos os dados

relevantes para a nossa análise sendo eles P , a, ε e δφ

Tabela 8: Objetos com ε ≈ 0, 205.

Objetos δφ P a ε

XO-3b 3,88305±0, 00062 3,1915426±0, 00014 0,0476±0, 0005 0,260±0, 017

HD 49674b 1,57912±0, 00044 4,9437±0, 0023 0,0580±0, 0033 0,29±0, 015

HD 185269b 1,05579 6,8380 0,0770 0,2960

Mercúrio 0,01193 87,9 5,8×1010 0,205

Com base na tabela (8) é posśıvel notar que a precessão do periélio de Mercúrio é inferior aos

demais objetos, em grande parte devido ao seu elevado valor para o peŕıodo orbital. Visto que

o parâmetro β0 pouco influencia no resultado, já que todos os objetos da tabela (8) apresentam

valores próximos para a excentricidade. A maior precessão foi observada para XO-3b que dentre

os demais objetos apresentava menor peŕıodo orbital.
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Nas páginas seguintes vamos apresentar um conjunto de imagens que trazem informações de

todos os 34 exoplanetas estudados em comparação quanto aos dados para o planeta Mercúrio.

São gráficos que podem lembrar um relógio e considerando o sentido horário temos ordenados

a exata sequência de exoplanetas estudados nesse trabalho. Nas figuras temos apenas a consi-

deração para os valores médios e aproximados. Os valores escritos em vermelho correspondem

ao dado relativo a Mercúrio sobre o respectivo parâmetro destacado em cada figura.

Na figura (4.5) temos o comportamento do parâmetro β0 de todos os objetos estudados,

destacamos a magnitude do parâmetro para 9 exoplanetas nessa figura.

Figura 4.5: Parâmetro β0.
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Na figura (4.6) temos o gráfico sobre o semi-eixo maior em unidades astronômicas, com

destaque para magnitude de 7 exoplanetas.

Figura 4.6: Parâmetro semi-eixo maior (AU).
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Na figura (4.7) temos a relação para o peŕıodo orbital em dias, destacamos a magnitude de

7 exoplanetas.

Figura 4.7: Parâmetro peŕıdo orbital (dias).

Na última figura (4.8) temos o comportamento para o desvio dos objetos em unidades de

grau por século. É posśıvel notar que nos gráficos anteriores t́ınhamos destaque para as maiores

magnitudes ao lado esquerdo, porém para a análise de δφ as maiores magnitudes aparecem justo

do lado oposto.

O resultado já era esperado, pois nosso estudo mostrou que o desvio tende a ser maior

quanto menor for os valores para o peŕıodo orbital e semi-eixo maior, por exemplo. WASP 12b é

o objeto com maior valor para o desvio, em segundo lugar está Kepler 80f e em terceiro e quarto
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lugar temos, respectivamente, WASP 14b e XO-3b.

Figura 4.8: Parâmetro para o desvio do periastro/periélio.

De fato não obtemos uma regra geral para valores elevados de desvio mediante a

valores grandes do parâmetro β0, que também depende de parâmetros internos como

excentricidade, semi-eixo maior e peŕıodo orbital. Como estudamos um grupo de exopla-

netas heterogêneo observamos que o parâmetro β0 está no intervalo [0, 0.3], confirmando

os resultados anteriores destacados na ref.[16].
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Caṕıtulo 5

Aplicações - métrica de Zipoy

Em junho de 1966 foi publicado um trabalho de David Zipoy sobre o estudo das equações

de Einstein no vácuo em coordenadas esferoidais quase-oblatas e prolatas [17]. Zipoy verificou

que esta métrica do espaço-tempo apresenta soluções para o potencial Newtoniano que podem

ser escritas como uma combinação linear de polinômios de Legendre de ordem integral l. Notou

que para coordenadas oblatas as soluções para cada l têm uma singularidade anel, a saber, e

uma série de peculiaridades a respeito é expressa no trabalhado de Zipoy.

A t́ıtulo de esclarecimento são três casos para l que são relatados: (i) l = 0, foco do nosso

trabalho, é referente a solução “monopólo”; (ii) l = 1 é referente a solução de momento de dipolo

e por fim (iii) o caso de l = 0 e l = 1 tratados simultaneamente como uma interferência e não

apenas uma superposição de soluções individuais, esse caso é a solução de “monopólo-dipolo”[17].

A seguir, esperamos que seja mais claro o motivo pelo qual optamos pelo estudo mais cen-

trado no caso l = 0. Os demais casos, (ii) e (iii), serão temas para o desenvolvimento de um

trabalho futuro, para uma análise cuidadosa de cada solução, visto que uma simples escolha

para o valor de θ pode representar análises interessantes. Então vamos começar a apresentar o

formato da métrica de Zipoy, assinatura (−−−+), para cada um desses casos. Todos os casos

apresentam a estrutura da Métrica de Zipoy para l = 0 (monopólo) [17],

ds2 = −e2(ξ−σ)[dr2 + (r2 + a2)dθ2]− e−2σ(r2 + a2)cos2θdφ2 + e2σdt2,

ds2 = −e2(ξ−σ)︸ ︷︷ ︸
grr

dr2−e2(ξ−σ)(r2 + a2)︸ ︷︷ ︸
gθθ

dθ2−e−2σ(r2 + a2)cos2θ︸ ︷︷ ︸
gφφ

dφ2 + e2σ︸︷︷︸
gtt

dt2, (5.1)

entretanto, o comportamento para os potenciais ξ e σ são diferentes. Para o caso de l = 0,

Programa de Pós-Graduação em F́ısica Aplicada - UNILA



69

temos [17]:

e2ξ =

(
r2 + a2sen2θ

r2 + a2

)β2+1

(5.2)

e a solução

σ = −βarctana
r

(5.3)

sendo

0 ≤ arctana
r
≤ π

β =
m

a

r = asenhv

a constante β =
m

a
é adimensional já que Zipoy trata m como “massa” e a como “raio”.

Antes de prosseguir aproveitamos para fazer um adendo, sabemos que a escolha das cons-

tantes de integração respeitam a condição: σ → 0 quando r → ∞. David Zipoy alerta que

essa situação, r → ∞, transforma a eq.(5.1) no elemento de linha de Schwarzschild isotrópico,

portanto, ocorre que assintoticamente r, θ e φ tornam-se nas usuais coordenadas esféricas. Esse

adendo faz-se importante, pois Zipoy realizou uma série de mudanças de variáveis para então

chegar ao formato da eq.(5.1). A métrica original usada por Zipoy é um elemento de linha com

simetria ciĺındrica e estática:

ds2 = −e2(ξ−σ)(dρ2 + dz2)− ρ2e−2σdφ2 + e2σdt2 (5.4)

sendo que em coordenadas esferoidal oblata ρ = acoshvcosθ e z = asenhvsenθ. Ademais

ξ = ξ(ρ, z) e σ = σ(ρ, z) que são encontradas resolvendo as equações de Einstein no vácuo. A

obtenção da eq.(5.1) deu-se devido as considerações: x = senhv, y = senθ e r = ax. Por fim,

Zipoy afirma que um caso ainda mais interessante surge para r pequeno, r << a e v = r
a , isso

porque temos o aparecimento de sigularidades anéis. Pois a função σ fica limitada para todos

os r e e2ξ é zero para r = θ = 0 revelando que os invariantes do tensor de Riemann são infinitos

nessa linha. A figura (5.1) ilustra esses apontamentos feitos por Zipoy.

Continuando, de acordo com ref.[17] apesar de termos a mesma eq.(5.1) para l = 1 as

expressões para ξ e σ são diferentes do caso l = 0,

ξ =
(1− γ2)

2
ln

(
r2 + a2sen2θ

r2 + a2

)
− γ2cos2θ

2

[(
arctan

a

r

)2
+
(

1− r

a
arctan

a

r

)2
]

(5.5)

e

σ = γ
(

1− r

a
arctan

a

r

)
senθ (5.6)
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Figura 5.1: Ilustração das coordenadas oblatas (v, θ) com um hiperbolóide e elipsóide

centrado. A figura apresenta ainda a redução das coordenadas em um plano bidimensional

com θ = 0. Nesse caso, temos um elipsóide bidimensional que resulta em uma sigularidade

anel quando r → 0 onde os invariantes de Riemann são infinitos. A estrutura em anel é

devido ao fato de termos elipsóides (anéis) que em r = 0 ocorre a singularidade [68]. Já

para o caso r →∞ o plano eĺıptico se aproxima de um plano circular.

sendo γ =
3p

a2
, p é uma constante.

Como podemos ver a escolha para o valor de θ pode simplificar ou tornar a análise mais

trabalhosa devido as expressões para σ e ξ para o caso l = 1. Para o caso com a interferência

de soluções, l = 0 e l = 1, cont́ınuamos com a estrutura da eq.(5.1), porém temos os σ de l = 0

e l = 1 somados,

σ = −βarctana
r

+ γ
(

1− r

a
arctan

a

r

)
senθ (5.7)

e ξ como:

ξ =
1

2
λln

(
r2 + a2sen2θ

r2 + a2

)
− 2βγ

(
senθarctan

a

r
− arctanasenθ

r

)
(5.8)

− 1

2
γ2cos2θ

[(
arctan

a

r

)2
+
(

1− r

a
arctan

a

r

)2
]

(5.9)

sendo λ = 1 + β2 − γ2.

Nosso propósito quanto ao estudo sob domı́nio l = 0 é obter a equação da órbita de Zipoy e,

via método em [1], vamos obter a equação do desvio do periélio. O procedimento será apresentado

na subseção a seguir.
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5.1 Desvio do periélio - métrica de Zipoy l = 0 e θ = 0

Em termos da métrica de Zipoy, ilustrada para o caso de monopólo, eq.(5.1) tomamos a geodésica

tipo tempo para obter a equação da órbita. Consideramos θ = 0 o que leva a ajustes como a

eliminação da componente g22 = gθθ da métrica, pois dθ2 = θ̇2 = 0. Temos então um v́ıculo de

velocidade:

~v · ~v = gαβv
αvβ = −1 (5.10)

com vα = dα
dτ , logo

−
(

r2

r2 + a2

)β2+1

e−2σ(r) (vr)2︸ ︷︷ ︸(
dr

dτ

)2

−e−2σ(r)(r2 + a2) (vφ)2︸ ︷︷ ︸(
dφ

dτ

)2

+e2σ(r) (vt)2︸︷︷︸(
dt

dτ

)2

= −1.(5.11)

Para prosseguir precisamos das quantidades conservadas ao longo dessa geodésica. Lem-

brando da eq.(2.14) sabemos que tomando o funcional L∗ =
1

2
gµν ẋ

µẋν temos a equação de

Euler-Lagrange igual a equação da geodésica de uma part́ıcula. Vimos na seção 2.3 que quantida-

des conservadas aparecem quando temos apenas o segundo termo da equação de Euler-Lagrange,

∂L∗
∂xβ

− d

dτ

(
∂L∗
∂ẋβ

)
= 0, (5.12)

isto é, quando
d

dτ

(
∂L∗
∂ẋβ

)
= 0. O pressuposto ocorre quando temos apenas dependência de ẋβ,

como são os casos para as coordenadas φ e t, sendo assim temos para φ

L∗ = −1

2
e−2σ(r)(r2 + a2)φ̇2 (5.13)

e para t

L∗ =
1

2
e2σ(r)ṫ2. (5.14)

Portanto, encontramos as seguintes grandezas conservadas:

L = −e−2σ(r)(r2 + a2)
dφ

dτ
→

(
dφ

dτ

)2

=
L2e4σ(r)

(r2 + a2)2
(5.15)

e

E = e2σ(r) dt

dτ
→

(
dt

dτ

)2

= E2e−4σ(r). (5.16)

Com os resultados para
(
dφ
dτ

)2
e
(
dt
dτ

)2
podemos reescrever a eq.(5.11) da seguinte forma:

−
(

r2

r2 + a2

)β2+1

e−2σ(r)

(
dr

dτ

)2

− e−2σ(r)(r2 + a2)
L2e4σ(r)

(r2 + a2)2
+
e2σ(r)E2

e4σ(r)
= −1,

−
(

r2

r2 + a2

)β2+1

e−2σ(r)

(
dr

dτ

)2

−

(
L2e2σ(r)

(r2 + a2)

)
+ e−2σ(r)E2 = −1. (5.17)
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Isolando

(
dr

dτ

)2

em eq.(5.17), temos:

(
dr

dτ

)2

=

[
−1 +

L2e2σ(r)

(r2 + a2)
− e−2σ(r)E2

]
e2σ(r)(−1)

(
r2 + a2

r2

)β2+1

. (5.18)

Podemos rearranjar L2, (
dτ

dφ

)2

=
(r2 + a2)2

e4σ(r)L2
, (5.19)

para multiplicar o lado direito da eq.(5.18) por

(
dτ

dφ

)2

e, para manter a igualdade, vamos

multiplicar o lado esquerdo da eq.(5.18) pelo termo
(r2 + a2)2

e4σ(r)L2
. Acompanhe o resultado:

(
dr

dτ

)2 (
dτ

dφ

)2

=

[
1− L2e2σ(r)

(r2 + a2)
+ e−2σ(r)E2

]
e2σ(r)

(
r2 + a2

r2

)β2+1
(r2 + a2)2

L2e4σ(r)
,

(
dr

dφ

)2

=

[
1− L2e2σ(r)

(r2 + a2)
+ e−2σ(r)E2

]
e−2σ(r)

L2

(
r2 + a2

r2

)β2+1

(r2 + a2)2. (5.20)

Vamos fazer uma mudança de variável do tipo u =
1

r
, logo dr = −du

u2
, e aplicar na eq.(5.20)

conforme apresentamos a seguir:

(
du

dφ

)2 1

u4
=

[
1− L2e2σ(u)u2

(1 + a2u2)
+ e−2σ(u)E2

]
e−2σ(u)

L2

(
1 + a2u2

u2

u2

)β2+1
(1 + a2u2)2

u4
,(

du

dφ

)2

=
e−2σ(u)

L2

(
1 + a2u2

)β2+3 − u2(1 + a2u2)β
2+2 +

E2e−4σ(u)

L2
(1 + a2u2)β

2+3,(
du

dφ

)2

= −u2(1 + a2u2)β
2+2 +

e−2σ(u)

L2

(
1 + a2u2

)β2+3
[
1 + E2e−2σ(u)

]
. (5.21)

Precisamos abrir o quadrado e o cubo da soma de dois termos, por isso é viável reduzir o

resultado da eq.(5.21) definindo:

C(u) = 1 + E2e−2σ(u). (5.22)

Então encontramos:(
du

dφ

)2

= −u2(1 + 2a2u2 + a4u4)(1 + a2u2)β
2

+
e−2σ(u)C(u)

L2
(1 + a2u2 + 2a2u2 + 2a4u4 + a4u4 + a6u6)

(
1 + a2u2

)β2

. (5.23)

Por pertinência nomeamos:

α(u) = (1 + a2u2)β
2
. (5.24)
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Substitúındo α(u) na eq.(5.23) podemos escrever:(
du

dφ

)2

= (−u2 − 2a2u4 − a4u6)α(u)

+
e−2σ(u)C(u)

L2
(1 + 3a2u2 + 3a4u4 + a6u6)α(u),(

du

dφ

)2

= α(u)u2

[
3a2C(u)

e2σ(u)L2
− 1

]
+ α(u)a2u4

[
3a2C(u)

e2σ(u)L2
− 2

]
+ α(u)a4u6

[
a2C(u)

e2σ(u)L2
− 1

]
+
α(u)C(u)

e2σ(u)L2
. (5.25)

Perceba que o resultado da eq.(5.25) é o resultado puro para a equação da órbita da part́ıcula

submetida ao regime da métrica de Zipoy estudada. Na sequência vamos realizar considerações

astrof́ısicas para melhor ajustar a equação ao nosso estudo. Truncaremos a expressão da eq.(5.25)

em u4, pois o regime para O(u5) nos é despreźıvel, já que os efeitos nessa escala do sistema solar

são insignificantes [69]. Sendo assim,(
du

dφ

)2

= α(u)u2

[
3a2C(u)

e2σ(u)L2
− 1

]
+ α(u)a2u4

[
3a2C(u)

e2σ(u)L2
− 2

]
+

α(u)C(u)

e2σ(u)L2
. (5.26)

Todavia ainda podemos ter O(u5) para desprezar, pois temos α(u). Perceba que C(u) ainda

pode ser mantido na eq.(5.26), pois depende de e−2σ(u). Pensando nisso e fazendo uma expansão

binomial para α(u), temos:

α(u) = (1 + a2u2)β
2

= 1 + β2a2u2 + . . .+O(u). (5.27)

Analisando C(u) encontramos regiões proibidas do tipo E2e−2σ(u)>>1, logo podemos fazer com

base na eq.(5.22)

C(u) = E2e−2σ(u) (5.28)

e substitúı-lo posteriormente. Continuando os cálculos com base nas considerações feitas:

(
du

dφ

)2

= (1 + a2u2β2)u2

[
3a2C(u)

e2σ(u)L2
− 1

]
+ (1 + a2u2β2)a2u4

[
3a2C(u)

e2σ(u)L2
− 2

]
+

(1 + a2u2β2)C(u)

e2σ(u)L2
,(

du

dφ

)2

= u2

[
3a2C(u)

e2σ(u)L2
− 1

]
+ u4a2β2

[
3a2C(u)

e2σ(u)L2
− 1

]
+ a2u4

[
3a2C(u)

e2σ(u)L2
− 2

]
+

(1 + a2u2β2)C(u)

e2σ(u)L2
. (5.29)
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Agora podemos substituir C(u) = E2e−2σ(u) na eq.(5.29), logo:(
du

dφ

)2

= u2

[
3a2E2

e4σ(u)L2
− 1

]
+ u4a2β2

[
3a2E2

e4σ(u)L2
− 1

]
+ a2u4

[
3a2E2

e4σ(u)L2
− 2

]
+

(1 + a2u2β2)E2

e4σ(u)L2
. (5.30)

Note que a eq.(5.30) ainda não está no formato para fazer uso do método em [1], visto na

seção (4.1),

(
du

dφ

)2

+ u2 = G(u). Nesse caso, podemos somar zero no resultado da eq.(5.30) ou

retirar o termo −u2 que está livre à direita dessa mesma equação. Sendo assim, temos:

(
du

dφ

)2

+ u2 = u2

[
3a2E2

e4σ(u)L2
− 1

]
+ u4a2β2

[
3a2E2

e4σ(u)L2
− 1

]
+ a2u4

[
3a2E2

e4σ(u)L2
− 2

]
+

(1 + a2u2β2)E2

e4σ(u)L2
+ u2. (5.31)

Observe que a eq.(5.31) apresenta exponenciais com dependência de u, e−4σ(u). Sabemos

que: e−4σ(u); σ(u) = −βarctan(au); β =
m

a
; u =

1

r
e r = ax = asenhv, logo, mantendo β,

podemos obter:

e−4σ(v) = e
4βarctan

( a

asenhv

)
= e4βarctan(cschv), (5.32)

a função dentro do argumento do arcotangente é

csch(v) =
2

ev − e−v
. (5.33)

Nesse caso, como o comportamento da equação (5.31) é fortemente não-linear podemos

procurar uma solução para o desvio do periélio na diferença de duas regiões. Uma região dada

por σ(v) → 0 permite fazer uma expansão em torno da singularidade em anel. A outra região

é próxima à órbita circular, trata-se do caso σ(v →∞), mantendo a função σ finita. Não faria

sentido calcular o caso na região da singularidade, v = 0, pois não temos domı́nio sobre essa

região e mesmo a própria órbita eĺıptica fica descaracterizada. O próprio Zipoy afirma que os

invariantes de Riemann (ex. Escalar de Kretschmann) são infinitos.

Sendo assim, sabemos que para a região próxima à órbita circular, σ(v → ∞), a eq.(5.32)

terá valor unitário, e−4σ(v) → 1. Já para σ(v) pequeno, σ(v)→ 0, precisamos expandir e−4σ(v),

que resulta em:

e−4σ(v) = 1− 4σ(v) + 8σ(v)2 + ... ≈ 1− 4σ(v). (5.34)

Programa de Pós-Graduação em F́ısica Aplicada - UNILA



5.1 Desvio do periélio - métrica de Zipoy l = 0 e θ = 0 75

Expandindo −4σ(v), temos:

−4σ(v) = −2βcsgn(csch(v))π + 4βv − 2

3
β(v)3 +O(v4),

−4σ(0) = −2βcsgn(csch(0))π + 4β(0)− 2

3
β(0)3 +O(v4),

−4σ(0) = −2βcsgn(∞)π,

−4σ(0) = −2βπ. (5.35)

Sendo assim, para σ(v)→ 0 temos: e−4σ(v) = 1− 2βπ = e−2βπ.

Agora podemos retomar os cálculos com o caso para σ(v) pequeno, assim a eq.(5.31) terá o

seguinte formato:(
du

dφ

)2

+ u2 = u2

[
3a2E2

L2
e−2βπ − 1

]
+ u4a2β2

[
3a2E2

L2
e−2βπ − 1

]
+ a2u4

[
3a2E2

L2
e−2βπ − 2

]
+

(1 + a2u2β2)E2

L2
e−2βπ + u2,

(
du

dφ

)2

+ u2 =
E2

L2
e−2βπ + u2

[
a2E2

L2
e−2βπ(3 + β2)

]
+ u4

[
a2β2

[
3a2E2

L2
e−2βπ − 1

]
+ a2

[
3a2E2

L2
e−2βπ − 2

]]
. (5.36)

Para σ(v →∞), a eq.(5.31) apresenta o seguinte formato:(
du

dφ

)2

+ u2 = u2

[
3a2E2

L2
− 1

]
+ u4a2β2

[
3a2E2

L2
− 1

]
+ a2u4

[
3a2E2

L2
− 2

]
+

(1 + a2u2β2)E2

L2
+ u2,(

du

dφ

)2

+ u2 = u2

[
a2E2

L2
(3 + β2)

]
+ u4

[
a2β2

[
3a2E2

L2
− 1

]
+ a2

[
3a2E2

L2
− 2

]]
+
E2

L2
. (5.37)

Em ambas as eq.(5.36) e eq.(5.37) vamos aplicar o método visto em [1] para obter a equação

do desvio do periélio. O procedimento pode ser acompanhando nas subseções (5.1.1) e (5.1.2).

5.1.1 Desvio do periélio para σ(v) pequeno

Aproveitando o resultado da eq.(5.36) dada para a região ao redor da singularidade em anel

podemos fazer uso do método Harko, visto na seção (4.1), para o obter o desvio do periélio. Na
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eq.(5.36) é posśıvel notar que todos os termos multiplicados por u são constantes em relação a

u, portanto, podemos escrever essa equação como:(
du

dφ

)2

+ u2 = u2A+ u4B +D, (5.38)

sendo A, B e D, respectivamente,

A =
a2E2

L2
e−2βπ(3 + β2), (5.39)

B = a2β2

[
3a2E2

L2
e−2βπ − 1

]
+ a2

[
3a2E2

L2
e−2βπ − 2

]
(5.40)

e

D =
E2

L2
e−2βπ. (5.41)

Vamos chamar a eq.(5.38) de G(u) e calcular

F (u) =
1

2

dG(u)

du
(5.42)

para mais tarde obter:

δφ = π
dF (u)

du
|u0 . (5.43)

Seguindo o pressuposto temos F (u) dado por:

F (u) =
1

2

dG(u)

du
=

1

2
(2uA+ 4u3B) = uA+ 2u3B. (5.44)

Para continuar precisamos saber qual o comportamento de u0 e então obter δφ. Para encontrá-lo

precisamos fazer F (u0) = u0, logo a eq.(5.44) assume o comportamento:

u0A+ 2u0
3B = u0. (5.45)

Então, temos a expressão para u0,

u0

(
A+ 2u0

2B
)

= u0,

A+ 2u0
2B = 1,

u0 =

√
1−A

2B
. (5.46)

Aproveitando o resultado da eq. (5.44) para derivá-lo de acordo com a eq.(5.43) e fazer uso

de u0, como se segue

δφ = π
dF (u)

du
|u0 , (5.47)

δφ = π

(
A+ 6B

(
1−A

2B

))
, (5.48)
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encontramos:

δφ = 3π − 2πA. (5.49)

Tomando o valor da eq.(5.39) em δφ, eq.(5.49), temos para σ(v) pequeno o seguinte resultado

para o desvio do periélio:

δφ = 3π − 2π

(
a2E2

L2
e−2βπ(3 + β2)

)
. (5.50)

5.1.2 Desvio do periélio para σ(v →∞)

A exemplo do caso trabalhado na subseção (5.1.1), para σ(v) pequeno, vamos obter a equação

do desvio do periélio, δφ∗, para σ(v →∞), na região próxima à órbita circular, de forma similar.

Sabemos que na eq.(5.37) todos os termos multiplicados por u são constantes em relação a essa

variável. Nesse sentido, podemos escrever essa equação como:(
du

dφ

)2

+ u2 = u2H + u4J +N, (5.51)

sendo H, J e N , respectivamente:

H =
a2E2

L2
(3 + β2), (5.52)

J = a2β2

[
3a2E2

L2
− 1

]
+ a2

[
3a2E2

L2
− 2

]
(5.53)

e

N =
E2

L2
. (5.54)

Chamando a eq.(5.51) de G(u)∗ e derivando o resultado em relação a u temos:

F (u)∗ =
1

2

dG(u)∗
du

=
1

2
(2uH + 4u3J) = uH + 2u3J. (5.55)

O próximo passo depende do comportamento de u0∗ para obter δφ∗. Sabemos que F (u0∗) = u0∗,

logo a eq.(5.55) fica

u0 ∗H + 2u0∗3J = u0∗ (5.56)

e então temos a expressão para u0∗,

u0 ∗
(
H + 2u0∗2J

)
= u0∗,

H + 2u0∗2J = 1,

u0∗ =

√
1−H

2J
. (5.57)
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Feito isso já podemos trabalhar com δφ∗. Tomamos a derivada da eq.(5.55) em relação a variável

u e, posteriormente, substitúımos a expressão obtida para u0∗, logo δφ é dado por:

δφ∗ = π
dF (u)∗
du

|u0∗,

= π(H + 6u2J)|u0∗,

= π

(
H + 6J

(
1−H

2J

))
,

δφ∗ = 3π − 2πH. (5.58)

Sabemos a expressão para H dada pela eq.(5.52), por fim temos como escrever o desvio do

periélio para o caso de σ(v →∞), δφ∗, da seguinte forma:

δφ∗ = 3π − 2π

(
a2E2

L2
(3 + β2)

)
. (5.59)

5.1.3 Solução geral para o desvio do periélio de Zipoy para l = 0

Tendo obtido as duas eq.(5.59) e eq.(5.50) podemos pela diferença entre ambas encontrar a

fórmula para a precessão para o caso de Zipoy para l = 0, δφ(zipoy) = δφ ∗ −δφ:

δφ(zipoy) = 3π − 2π

(
a2E2

L2
(3 + β2)

)
−

(
3π − 2π

(
a2E2

L2
e−2βπ(3 + β2)

))
, (5.60)

então podemos escrever

δφ(zipoy) =
2πa2E2

L2
(3 + β2)

(
e−2βπ − 1

)
. (5.61)

Podemos melhorar o resultado da eq.(5.61), pois β é pequeno devido a consideração traba-

lhada para α(u) na eq.(5.27). Logo podemos escrever e−2βπ ≈ 1− 2βπ e (3 + β2) ≈ 3, então o

desvio angular que o plano eĺıpico visto na fig.(5.1) está sujeito é expresso por:

δφ(zipoy) =
6πa2E2

L2
(1− 2βπ − 1)

δφ(zipoy) =
−12π2βa2E2

L2
. (5.62)

O interessante sobre esse resultado é a possibilidade de levar a resultados negativos para

a eq.(5.62). Nesse caso, o desvio do periélio com base na métrica de Zipoy para o caso l = 0

permite trabalhar com precessões retrógradas1, sendo útil ao estudo para o caso do cinturão de

asteróides, por exemplo.

1Alguns casos que tratam de fenômenos dessa espécie podem ser visto nas ref.[70]
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Podemos refinar o resultado da eq.(5.62) com base na energia orbital espećıfica e no momento

angular espećıfico E =
−GM

2γ
e L2 = µp, respectivamente, com µ = GM e p = γ(1− ε2) logo:

E2

L2
=

(GM)2

4γ2(GM)γ(1− ε2)
(5.63)

E2

L2
=

GM

4γ3(1− ε2)
, (5.64)

tal que G é a constante da gravitação universal, M a massa, γ o semi-eixo maior e ε a excentri-

cidade. Deste modo, a eq.(5.62) pode ser reescrita da seguinte forma:

δφ(zipoy) =
−3π2βa2GM

c2γ3(1− ε2)
. (5.65)

Na eq.(5.65) percebemos que o termo
GM

γ3
trata da relação sobre o movimento kepleriano

mı́nimo visto na seção (2.4), sabemos que
GM

γ3
=

(
2π

T

)2

. Deste modo, podemos reescrever a

eq.(5.65) da seguinte forma:

δφ(zipoy) =
−12π4βa2

c2(1− ε2)T 2
. (5.66)

Note que o resultado obtido na eq.(5.66) depende de dois parâmetros a e β da métrica de

Zipoy, os demais já são conhecidos de acordo com eq.(2.86), lembrando que T = P (24)(3600).

Apesar da semelhança entre essas equações o termo a2 na eq.(2.86) que diz respeito ao semi-

eixo maior a prinćıpio é diferente do parâmetro a visto na eq.(5.66). Para enfatizar a ressalva

vamos considerar o parâmetro a da eq.(5.66) como a∗. Além disso, o resultado da eq.(2.86) não

apresenta a contribuição de −π4β que é observada no resultado do desvio de Zipoy dado pela

eq.(5.66).

Com base no teste do qui-quadrado podemos encontrar o valor para o parâmetro a∗ a partir

de um conjunto de valores impostos para o parâmetro β, a saber, isso porque o resultado de

β deve ser negativo para levar ao resultado da precessão comumente trabalhada, visto que a

eq.(5.66) permite, também, o estudo de precessões retrógradas. Além disso, precisamos do

conjunto de dados observacionais de Mercúrio, peŕıodo orbital - P e precessão do periélio -

δφ(obs). Na tabela (9) a seguir apresentamos o valor de δφ(obs) de diferentes literaturas, vale

notar que os valores para P foram extráıdos das respectivas referências destacadas na terceira

coluna da tabela em questão.
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Tabela 9: δφ(obs) para o

teste do qui-quadrado

P δφ(obs) Ref.

89 43.098±0.503 [71, 72, 73]

88 43.20 ± 0.86 [74]

89 43.11 ± 0.22 [75]

88 43.11 ± 0.22 [76]

87 42.98 ± 0.09 [77]

87 43.13 ± 0.14 [78]

O procedimento foi feito com aux́ılio do Software

Gnuplot versão 5.2. Os parâmetros envolvidos na

eq.(2.86) para o planeta Mercúrio são conhecidos, a pro-

posta é substitúı-los deixando apenas a∗
2 e P arbitrários

na eq.(5.66). Além disso, precisamos levar em consi-

deração a conversão para unidades de segundo de arco

por século a fim de obter compatibilização com os da-

dos da precessão do periélio de Mercúrio apresentados

na tabela (9).

Já realizamos uma amostra de conversão para unidades de graus por século na eq.(4.37), em

termos da unidade que buscamos basta multiplicar a eq.(4.37) por 3600. Deste modo, temos

para eq.(5.66):

δφ(zipoy) =
−12π4a∗

2β

c2(1− ε2)T 2

100
P

365.256

180

π
3600. (5.67)

Sabemos que o peŕıodo de revolução, T , pode ser escrito com dependência do peŕıodo orbital,

T = P (24)(3600). Ademais, precisamos fixar um valor para β, observamos que de β = −0.00001

à β = −0.1 temos satisfeita a hipótese inicial β � 1 sendo o parâmetro a∗ grande. Deste modo,

assumindo os valores π = 3.14159, c = 299792458, ε = 0.20563 e β = −0.1 na eq.(5.67) obtemos:

δφ(zipoy) = 1.370555× 10−15 a∗
2

P 3
. (5.68)

Nesse sentido, realizamos o ajuste de qui-quadrado com base na eq.(5.68) para os dados da

tabela (9). Ao final de algumas interações o ajuste foi convergido para a∗, obtemos

a∗ = 1.46303e+ 011, (5.69)

que é apresenta ordem de grandezas bastante próxima da ordem de grandeza do semi-eixo maior

de Mercúrio. Notamos que para o caso de β = −0.00001 à β = −0.1 temos a magnitude do

parâmetro de comprimento a∗ próxima do valor para o semi-eixo maior. Sendo assim, conse-

guimos estabelecer a interpretação F́ısica ao parâmetro e explicar o porque Zipoy toma a∗ com

unidades de comprimento.

Na sequência, retornamos à eq.(5.68) fazendo a substituição para os parâmetro a∗, eq.(5.69),

e peŕıodo orbital P = 87.969, [79]. Obtivemos êxito quanto ao resultado para δφ(zipoy), pois

encontramos o valor conhecido para a precessão do periélio de Mercúrio, aproximadamente
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43.0937 segundos de arco por século com erro padrão assintótico de ±9.269 × 108 e reduzido

qui-quadrado 1.79012.

Observamos que mesmo a variação quanto ao valor de β não afeta o resultado final apresen-

tado. Para β = −0.00001 na eq.(5.67) mantendo os valores já aplicados para π, c e ε temos:

δφ(zipoy) = 1.370555× 10−19 a∗
2

P 3
. (5.70)

Realizando o teste do qui-quadrado fazendo uso da eq.(5.70) e da tabela (9) encontramos um

novo valor para a∗:

a∗ = 1.46303e+ 013. (5.71)

Seguindo a proposta do exemplo anterior visto para o caso de β = −0.1, precisamos tomar

o resultado da eq.(5.71) e o valor de P = 87.969 e inseŕı-los na eq.(5.70) para obter, com

base na métrica de Zipoy estudada, o valor da precessão do periélio de Mercúrio. O resultado

para δφ(zipoy) de Mercúrio para β = −0.00001 foi o mesmo observado para β = −0.1, isto é,

aproximadamente 43.0937 segundos de arco por século. Comparando os casos para β = −0.1 e

β = −0.00001 notamos que apenas a ordem de grandeza da equação do desvio que é aplicada

no teste do qui-quadrado foi alterada, bem como a ordem de grandeza para a∗.

Para finalizar apresentamos um quadro comparativo entre os resultados obtidos para o desvio

do periélio para Mercúrio. Levamos em consideração o resultado padrão (Einstein) [16], δφSchw,

bem como outro feito com base na métrica de Weyl [16], δφWeyl
±, e por fim outro obtido a

partir do presente estudo sobre a métrica de Zipoy, δφZipoy.

Tabela 10: Desvio do periélio de Mercúrio.

Planeta δφSchw δφWeyl
+ δφWeyl

− δφZipoy

Mercúrio 42,9782 43,1047 42,8569 43,0937

As magnitudes dos desvio observados na tabela (10) são dadas em unidades de segundo

de arco por século. Ademais, temos dois resultados para o modelo de Weyl, pois o modelo

é semelhante ao apresentado no caṕıtulo 4, possui um incremento máximo e mı́nimo para o

resultado da precessão com base na métrica de Schwarzschild eq.(2.86).

De acordo com a tabela em questão podemos notar que o resultado para o desvio a partir

da métrica de Zipoy para o caso de monopólo, l = 0, é bastante próximo do valor médio dos

resultados observacionais vistos na tabela (9). Ademais, a solução fornece órbitas eĺıpticas
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tornando o resultado em pauta uma melhor descrição f́ısica para fins astrof́ısicos, de acordo com

a forma, topologia, e simetria do campo gravitacional.

Outro ponto que gostaŕıamos de ressaltar é que as métricas de Weyl e Zipoy são assintotica-

mente equivalentes às coordenadas de Schwarzschild, porém uma vez quebrado o difeomorfismo

temos outros campos gravitacionais que podem ser ajustados de forma espećıfica. O difeomor-

fismo possibilta transformarmos um cilindro ou disco em uma esfera, por exemplo [7]. Todavia

quando aplicamos as condições para o limite Newtoniano apenas na equação da geodésica, es-

tamos fazendo uso da NNA, e a prática leva a quebra do prinćıpio da covariância generalizada

visto na seção 1.3 e então temos um sistema de coordenadas privilegiado.

Nesse sentido, podemos fazer uma analogia para aclarar o que observamos a respeito da

tabela (10). Por exemplo, um GPS será melhor calibrado com base na métrica de Kerr do que

com a métrica de Schwarzschild. Pois não temos a contribuição da rotação do corpo na métrica

de Schwarzschild e por isso ela é um caso particular da métrica de Kerr. Apesar da rotação

do planeta Terra ser pequena quando comparada a de um pulsar sabemos que ela existe e uma

métrica do espaço-tempo que apresente essa contribuição permitirá um estudo mais fidedigno.

Portanto, podemos afirmar, de certo modo, que o modelo gravitacional do espaço-tempo pa-

rece influir no resultado para o desvio estudado. A métrica selecionada para o estudo (métrica

de Zipoy) e o uso de uma aproximação que leva em conta os efeitos de não-linearidade da Re-

latividade Geral (e.g., NNA) conduziram a um resultado mais fidedigno e fisicamente adequado

para δφ, mesmo em comparação com a solução padrão de Einstein ou via PPN.
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O presente trabalho oportunizou rever pontos importantes não só da teoria de Einstein.

Estudamos aspectos da teoria Newtoniana, bem como formalismo lagrangeano e hamiltoniano,

por exemplo. O apanhado quanto a linha do tempo anterior a RG foi importante para podermos

desenvolver nosso estudo. Compreendemos um pouco sobre a estrutura tensorial da RG, sobre

os prinćıpios básicos que nortearam a transição da RE à RG para incorporar a contribuição da

gravitação, bem como os fenômenos previstos pela teoria.

O principal fenômeno tratado no presente trabalho foi o avanço do periélio de Mercúrio.

Vimos que mesmo antes da RG o fato pressuposto já era conhecido e por anos buscaram encontrar

a solução para o problema. De acordo com o problema de Kepler a órbita dos planetas é

fechada, entretanto Mercúrio não apresenta concordância nesse quesito. Sendo assim, muitas

considerações para tentar explicar a precessão do periélio de Mercúrio foram feitas. A solução

de fato surgiu naturalmente com a RG que levou a obtenção teórica do valor que a experiência

observacional mostrava.

Deste modo, diante desse teste clássico da RG a teoria foi validada. Nesse caso, usufruir

do teste quanto o avanço do periélio visando contribuir para o desenvolvimento de modelos

gravitacionais que sejam mais confiáveis e possibilitem resultados mais precisos é uma boa sáıda.

Tal ensejo é uma preocupação compartilhada por profissionais tanto do ramo teórico como do

observacional. Isso porque temos uma gama de dados sobre a estrutura e evolução do universo

e uma série de descobertas são feitas, deste modo é natural a busca explicitada.

Sendo assim, aproveitamos os dados observacionais de um conjunto de 34 exoplanetas divi-

didos em três grupos. A experiência funcionou como um laboratório para poder testar o estudo

pautado no movimento lento da RG com respeito ao perfil não-linear da teoria via aproximação

quase Newtoniana. Notamos que o estudo sobre a precessão do periastro e mesmo periélio não
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é uma tarefa trivial sob efeito relativ́ıstico. Notamos que a excentricidade, o semi-eixo maior e

o peŕıodo orbital influênciam, β0 ↑ + a ↓ + P ↓ → δφ ↑, para um maior ou menor desvio.

Ademais conseguimos realizar previsões sobre a precessão do periastro de alguns exoplanetas.

Verificamos que para excentricidades “grandes” é posśıvel obter uma maior precisão para os

resultados já conhecidos sobre o desvio do periastro de exoplanetas estudados. Entretanto,

quando a excentricidade é quase nula o resultado via NNA é equivalente ao método usual.

Estudamos ainda o caso da métrica de Zipoy sob o ponto de vista da solução quando l = 0.

Notamos que essa métrica tem riqueza de detalhes, quanto a forma, topologia, e simetria do

campo gravitacional. Fornece uma solução que leva a órbitas eĺıpticas. Além de reproduzir o

valor bastante aproximado para a precessão do periélio de Mercúrio, possibilita o estudo voltado

ao caso do cinturão de asteróides, pois o desvio angular para métrica de Zipoy pode apresentar

resultados negativos (precessões retrógradas). Observamos o motivo pelo qual Zipoy trata o

parâmetro a com unidade de comprimento, visto que quanto menor o valor para β temos a

magnitude de a próxima do valor para semi-eixo maior.

Nosso propósito de estudo visava mostrar que o modelo gravitacional e uma aproximação

apropriada podem surtir em soluções fisicamente adequadadas para fins astrof́ısicos. Vale notar

que não se trata de uma modificação da RG. Mostramos que a contribuição da não-linearidade

da RG no sistema de equações produz efeitos qualitativos nas órbitas de suas soluções. Compre-

endemos que mesmo soluções assintóticas à solução de Schwarzschild como exemplo a métrica

de Weyl e a métrica de Zipoy quando perdem a covariância generalizada permitem a produção

de novos campos gravitacionais. Deste modo, temos a possibilidade de estudar casos astrof́ısicos

respeitando a f́ısica do problema, visto que ao linearizar a RG estamos desprezando eventos que

ocorrem no campo não-linear.

Contudo, nos dedicamos ao caso mais simples da métrica de Zipoy que está relacionado com

a solução de monopólo. Ainda nesse caso mais trivial da métrica obtemos equações orbitais

altamente não-lineares que nos permitiram observar uma série de pontos a favor do uso de tal

métrica para fins astrof́ısicos. A perspectiva futura é estudar os outros casos da métrica de Zipoy,

solução dipolo e a solução que trata da interferência entre a solução monopólo e a solução dipolo.

Bem como, trabalhar frente à possibilidade de obter o desvio do periélio de corpos celestes com

base em um procedimento que implica, basicamente, em obter a força v́ınculada a cada potencial

e, posteriormente, extrair o raio orbital desta para aplicá-lo na frequência angular que compõe

a equação do desvio.
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