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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar dois teoremas classicos da teoria do ponto fixo e
algumas de suas aplicagdes. O Teorema de Banach assegura que toda contragdo continua
de um espaco métrico completo em si mesmo admite um unico ponto fixo e o Teorema de
Brouwer que afirma a existéncia de ao menos um ponto fixo de uma aplicagéo continua
com dominio e contra-dominio na bola fechada unitaria n-dimensional.

Palavras-chave: ponto fixo; Banach; Brouwer; topologia; espagos métricos
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RESUMEN

Este trabajo tiene como objetivo estudiar dos teoremas clasicos de la teoria del punto fijo y
algunas de sus aplicaciones. el Teorema de Banach que afirma que toda contraccién
continua de un espacio métrico completo en si mismo admite un unico punto fijo y el
Teorema de Brouwer que afirma la existencia de al menos un punto fijo de una funcién
continua con dominio y codominio en la bola unidad cerrada n-dimensional

Palabras clave: punto fijo; Banach; Brouwer, topologia, espacio métrico
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ABSTRACT

The objective of this work is to study two classical theorems of fixed point theory and some
of their applications. Banach's Theorem assures that every continuous contraction of a
complete metric space in itself admits a single fixed point, and, Brouwer's Theorem affirms
the existence of at least one fixed point of a continuous map with domain and range in the
n-dimensional unitary closed ball.

Key words: fixed point; Banach ; Brouwer; topology; metric spaces
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1 INTRODUCAO

A Teoria do Ponto Fixo é uma ramificacdo da mateméatica que continua
sendo desenvolvida nos dias atuais e recebe cada vez mais reconhecimento por
matematicos do mundo todo. Resumidamente, este campo de pesquisa consiste em
eleger as condi¢cdes necessarias ou suficientes para que uma aplicacdo f de um
conjunto em si préprio possua um ponto fixo. Ou seja, ela busca examinar e definir
restricoes sobre 0 conjunto X e uma aplicagcéo f : X — X de modo, que exista um
ponto x € X, onde f(z) = z. Por ser um ideia bastante simples de entender, de inicio
ela parece nao revelar muitos beneficios, no entanto compreender esta propriedade
traz seu beneficio ao pensarmos em suas aplicagdes que vao desde resultados sobre
a existéncia e unicidade de solugcdes de EDOs a teoria dos jogos, a teoria a medida,
combinatoéria, geometria fractal e a diversas outras.

A teoria do Ponto fixo como um todo engloba um enorme numero
de teoremas com os mais diversos requisitos e condi¢des. De fato, muitos teoremas
de ponto fixo sdo generalizagcdes de outros teorema ja existentes. Neste trabalho
estudamos dois dos teoremas mais fundamentais desta teoria, o Teorema do Ponto
Fixo de Banach e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Na linha do tempo, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer provado
no século passado, em certa medida pode ser considerado como um dos primeiros
resultados da Teoria dos Pontos Fixos pois, a partir deste teorema surgiram algumas
equivaléncias e outros teoremas. Ja em 1922 temos uma demostragcao do Teorema do
Ponto Fixo de Banach, que por sua vez leva ao Teorema de Picard-Lindolf que versa
sobre a existéncia e unicidade de solucdes de EDOs. Sendo assim, ao estudar estes
teoremas € possivel compreender as interacdes existentes entre varios campos de
pesquisa matematicos distintos por meios de suas equivaléncias e aplicacoes.

Para trabalhar com esse teoremas precisamos realizar uma pequena
incursao tanto em resultados sobre Espacgos Topolégicos para o Teorema de Brouwer e
Espacos Métricos para o Teorema de Banach. No capitulo dois é realizada a definicdo
de Espaco Topol6gico e enunciamos alguns resultados que iremos utilizar. No capitulo
trés definimos um tipo especial de Espaco Topolégico, os Espacos Métricos Completos
e realizamos a demostracdo do Teorema de Banach resultado principal do capitulo. E
finalmente no quarto capitulo é introduzida a nocao de homotopia e retracao continua
necessarias para demostracéao do Teorema de Brouwer.
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2 PRELIMINARES
2.1 Espacos Topoldgicos

Neste capitulo, introduziremos uma noc¢ao basica sobre os espacos
topoldgicos, necessaria para compreender da melhor forma possivel o restante do
trabalho, e 0 seu objetivo principal, visto que utilizaremos mais adiante questbes de
homotopias entre espacgos topolédgicos, bem como suas conexdes com 0S espacos
métricos, que também é uma categoria de espaco topolégico com caracteristicas
que serao melhores abordadas quando apresentarmos o Teorema de Banach. O
objetivo desta secado € possibilitar que qualquer um que ja tenha conhecimentos
basicos na tematica possa revisar as definicbes aqui enunciadas, bem como enunciar
resultados e notacdes que utilizaremos no decorrer do trabalho. Os resultados podem
ser encontrados em (KOSNIOWSKI, 1980).

2.1.1 Defini¢Oes iniciais

Definicao 2.1.1. Sejam X um conjunto e U uma colegéo de subconjuntos de X com
as seguintes propriedades:

celU,X elU;
« A intersecgdo de dois objetos de U pertence ald;
* A unido de qualquer numero de objetos de U pertence ald.

Uma colecdo de U de subconjuntos de X com estas trés propriedades se chama
topologia em X. O conjunto X junto com U chama-se de espaco topoldgico e é
denotado por (X,U).

Os membros U € U se chamam conjuntos abertos da topologia (X, /)
e os elementos de X se chamam pontos da topologia.

Observe que, a segunda condicdo implica que a intersec¢ao de um
numero finito de membros de U/ ainda pertence a Y. Se denotarmos por P(X) o
conjunto das partes de X, entdo uma topologia em X ndo é mais que uma escolha de
elementos U € P(X) que satisfagam as trés condi¢gbes da definicdo 2.1.1. Diferentes
escolhas dao lugar a diferentes topologias em X. Veremos nos préximos capitulos
gue os espacos métricos sdo exemplos de espacos topologicos, munidos da topologia
métrica.

Exemplo 2.1.2 (Topologia trivial). Sejam X um conjunto qualquer e d = {0, X}. Ob-
viamente U é uma topologia em X, chamada de topologia trivial(ou indiscreta) de
X.
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Exemplo 2.1.3 (Topologia Discreta). Seja X um conjunto qualquer e considere U =
P(X), observe que o par cumpre todas as condigbes da definicdo 2.1.1. Essa é
chamada de topologia discreta de X.

Exemplo 2.1.4 (Topologia dos complementos finitos). Seja X um conjunto qualquer.
Nesta topologia o U é composto por ), X e pelos subconjuntos de X que tenha
complementar finito. Observe primeiramente que, se X é finito, entao esta topologia
€ a mesma que a discreta. Agora, se X é infinito deveremos provar que U realmente
cumpre as trés condicbes exigidas.

A primeira condic3o é trivialmente observada, pois vem da prdpria definicdo de U
onde(), X el ;

e Considere A, B € U. Sabemos pela definicdo que X — A e X — B s&o finitos.
Deste modo, (X — A) U (X — B) também é finito. Observe que esse conjunto
coincide com X — (AN B),deonde (AN B) € U.

» Basta observarque X — [ JU; | = N (X —U,), ondeU; € U.
JjEJ Jj€J
Exemplo 2.1.5 (Topologia em R"). O espago R™, com n um numero inteiro positivo
também admite uma topologia introduzida por meio do conceito de bola aberta. Essa
propriedade é discutida na se¢cao de espagos métricos.

Definicao 2.1.6. Para qualquer subconjunto Y de um espaco topolégico X, podemos
considerar o maior conjunto aberto contido em Y, o designaremos porY e é chamado
de interior de Y. Em termos algébricos,
Y = Ju,.
jeJ

onde U; é a familia de todos os conjuntos abertos contidos emY .

Definicao 2.1.7. Um subconjunto C' de um espacgo topoldgico X se diz fechado se, e
somente se, X — C é aberto.

Definicao 2.1.8. Para qualquer subconjunto Y de um espacgo topoldgico X, podemos
considerar o menor conjunto fechado que contémY . Este conjunto é denotado porY .
Em termos simbdlicos,

Y=V

JjeJ
onde U; é a familia de todas os subconjuntos fechados que contém Y. Os pontos que
pertencem aY s&o chamados de pontos limite ou de pontos de aderéncia de Y.

Definicao 2.1.9. Seja X um espaco topoldgico. Dado x € X, uma vizinhanca de x é
qualquer conjunto aberto U tal que x € U C X.
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2.1.2 Aplicagdes continuas

Definicao 2.1.10. Uma aplicacao f : X — Y entre dois espagos topoldgicos se diz
continua se a imagem inversa f~'(U) de todo conjunto aberto U C Y é aberto em X .

Exemplo 2.1.11. As aplicagbes mais triviais sdo: a aplicagdo identidade e a aplicacao
constante.

Se considerarmos um espaco topolégico X com a topologia discreta,
entao toda aplicagdo f : X — Y em qualquer espaco topoldgico Y é continua, visto
que a imagem inversa de qualquer subconjunto de Y é aberto em X. Por outro lado, se
considerarmos Y com a topologia indiscreta ou trivial, entdo toda aplicagéo f : X — Y
de qualquer espago topoldgico X em Y € também continua.

Teorema 2.1.12. Uma aplicacdo [ : X — Y a entre dois espagos topoldgicos é continua
se, e somente se, para todo subconjunto fechado C de Y, f~1(C) é fechado em X.

Demonstracdo. Suponhamos que f € continua. Se C' é fechado, entdo Y — C é aberto
e, portanto, f~1(Y — C) é aberto. E, como f~}(Y —C) = X — f~1(C), portanto f~1(C) é
fechado. Reciprocamente, se U é aberto em Y, entdo Y — C é fechado e f~}(Y — U) =
X — f~1(U) também &, o que significa que f~1(U) é aberto e, portanto, f é continua. M

Definicao 2.1.13. Uma aplicacdo f : X — Y que transforma conjuntos abertos de X
em conjuntos abertos de Y é chamada de aplicacao aberta.

Definicao 2.1.14. Diremos que uma aplicagéo f : X — Y ¢é fechada se a imagem por
f de qualquer conjunto fechado de X € um conjunto fechado de Y.

Proposicao 2.1.15. Sejam X,Y e Z espacgos topologicos. Se f : X - Y eg:Y — Z
sdo aplicagbdes continuas, entdo a composicdo h = go f : X — Z também é continua.

Demonstracdo. Se U é aberto em Z, entdo g~ !(U) é aberto em Y e, portanto, f~*(¢~(U))
é aberto em X. Mas, (go f)"1(U) = f~ (g 1(U)). [ ]

Definicao 2.1.16. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que X e Y sdo homeo-
morfos se existem aplicagcées continuas f : X — Y eg:Y — X inversas uma da outra.
Escrevemos entao X =Y e dizemos que f e g s&o homeomorfismos entre X eY .

Também é possivel definir, um homeomorfismo entre X e Y como uma
bijecdo entre os pontos e 0s conjuntos abertos de X e Y.
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2.1.3 Topologia induzida

Definicao 2.1.17. Dado S C X, a topologia induzida em S pela topologia de X é uma
familia de conjuntos da forma U N S, para todo conjunto aberto U C X.

Em outras palavras, se U/ é uma familia de conjuntos abertos de X,
entdo U, = {UNS;U € U} é uma familia de conjunto abertos de S. Onde S € chamado
de subespaco de X.

Observacao 2.1.18. Seh : X =Y é um homeomorfismo, entdo, para todo ponto x € X,
os espacos X —x eY — (h(xz)) sdo homeomorfos.

Exemplo 2.1.19. Sgjaa = (0,0,---,0,1) € R". Vamos mostrar que R" e S = S" — {a}
sdo homeomorfos com a topologia usual do R". Para isto, definiremos ¢ e 0 funcbes
continuas', sendo ¢ : S — R" tal que

o(zy,x Tpt1) = ( l 2 n )
1,427 ydbntl) — ) I .
I—xpr 1 — 20 I —wpp

Definiremos também 6 : R" — S dado por:

(21’1,21'2, T ,2177“ ||ZEH2 — 1)
1+ [[a]]?

9(1;17'/1:2”‘ 7xn) =

Nosso objetivo € mostrar que as seguintes composi¢cdes acontecem: o p = Idg €
¢ o0 = Idg~. Primeiramente, mostraremos a composicéo 0(y(z)). Observe:

9090(35):@0%0@1,:@“',:L“n+1)=9( 1 L2 e Ln )

1_$n+1’1_$n+1’ 1_'1'TL+1
Note que precisamos determinar o valor de ||z||. Como a topologia
utilizada é a usual do R", basta calcular normalmente.

el = () e () e (Y
1— 2,4 11—z 1—2p

e T
(1 _xn+1)2
1 - x?@—i—l
(1 = 2ng1)?
1 +xn+1

- Tn41

Assim, podemos aplicar 0:

1

A condigao de continuidade das fungdes citadas ocorre quando cada uma de suas fungdes coorde-
nada é continua, no entanto com as ferramentas desenvolvidas ate agora, ndo poderiamos demostrar
este resultado de modo simples, sem nos desviar do propésito desta segao.
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x z z 1
) (1—9:;+1 =1, 1—Zi+1 =Yg, ", 1—z:i+1 = yn> = W(th 2y27 T 72yn7 HI'HQ — 1)
1 22y
= 2 (2y172y27”' 72yn71—+1
T—Zpi1 — Tn41
Tn+1

= 1—1’»@ ) 2
( +1) (Y1, v 1— 2y

= (37171)2,"' ,,I»,H_l).

Agora, mostraremos a segunda composi¢do: ¢(0(x)). Seja x € R™. Temos que:
(21:17 23[’2, T 72xn7 ||ZE||2 — 1)

0 e a,) =
() T [l
Deste modo, sabemos que cada n-upla de 0(x) é da forma “ ||2, paral <i<n.
[|z|* — 1

Ja sua (n+1)-upla é da forma W

2
. —1
Assim, chamaremos por z; = H HQ’ paral <i<nez, 1 = HW Portanto,
e
basta calcular,0s p(z1, 22, - , zn, an)
( ) 21 Z9 Zn
21,22, "y, %n, ”n - 5 sttty T ] -
P 21, 22, ; +1 1— Znil 1— Znit 1— Znit
Vamos calcular:
Zi 2£CZ ( HQIHQ—l)_
- =~ (=0 -
1= 2zp41 1+ ||z L+ [|][?
2 1+ |z|2 =2\ "
= - (1= =
1+ [|zf[? 1+ [|z[[?

e O (i)
1+ [[2]]? 1+ [[2|?

2 1+ ||z

N 1+||x|\2'( 2 )

2z (1+HxH2)
2 1+ ||z||?

Z.
= o Vie{l,2,---.,n}
T—— T ie{ n}
Portanto, ¢(0(x)) = (x1, 22, - ,x,) = Idg., COMO QuUeriamos mostrar.

2.1.4 Topologia quociente

Definicao 2.1.20. Dada f : X — Y uma aplicagdo sobrejetiva de um espacgo topoldgico
X em um conjunto Y. A topologia quociente emY com respeito a f é definida como a
familia:

Uy ={U CY;f(U) € aberto em X} .
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Observacao 2.1.21. Uma vez que Y detém a topologia quociente, a aplicacao f que a
determina é uma aplicagdo continua de X emY .

Teorema 2.1.22 (Propriedade universal do quociente). Seja f : X — Y uma aplicagdo e
suponha que Y detenha a topologia quociente com respeito a f. Entao, uma aplicacdo
g:Y — Z,onde Z é um espaco topologico, é continua se, e somente se, g o f também
for.

Prova de 2.1.22. (=) Como f : X — Y é continua, se g também for, segue pela
proposicdo 2.1.15 que g o f sera continua. (<) Suponha agora que g o f é continua. Se
V C Z é um conjunto aberto, entdo (g o f)~!(V) deve ser um aberto de X, ou de outra
maneira, f~'(g~'(V)) é aberto em X. No entanto, pela definicdo de espago quociente
de Y, temos que ¢! (V) é aberto em X e, portanto, g é continua. [ ]

Definicao 2.1.23. Seja X um espaco topologico e ~ uma relacdo de equivaléncia em
X. Definimos f : X — X/ ~, com f(x) = [z], a classe de equivaléncia que contenha x.
Dizemos que X/ ~ com a topologia quociente é uma identificacdo topoldgica.

Teorema 2.1.24. Seja f : X — Y uma aplicacdo entre os espacos topoldgicos X eY .
Suponha que existam as relagdes de equivaléncia ~, e ~, em X eY, respectivamente,
de modo que ocorra

z~yx' se, e somente se f(x) ~, f(z').

Se f & um homeomorfismo, entdo X/ ~, eY/ ~, s&o homeomorfos.

Prova de 2.1.24. VVamos definir uma aplicagao entre os espagos topoldgicos X/ ~, e
Y/ ~, com a seguinte defini¢do:

F: X[ e Y[~y F([2]) = [f(2)].

Observe que F estd bem definida, pois se tivéssemos [z] = [2], entdo = ~, 2/, que
implica f(x) ~, f(z') e [f(x)] = [f(2')).

Vamos mostrar que F' € um homeomorfismo. Primeiro, para verificar
que F' é injetiva, suponha que Fz| = F[z'], onde [f(x)] = [f(z’)]. Sabemos que isto
significa que f(z) ~, f(z'). No entanto, = ~, 2’ e, portanto, [x] = [2']. Logo, F' é injetiva.
Da mesma forma, [z] pode ser associado a f(z) que por sua vez leva a [f(x)] = F([z]).
Para demonstrar que F' € continua vamos considerar as proje¢oes naturais f, : X —
X/ ~, e f,: Y =Y/ ~,, que sabemos serem continuas. Observamos no diagrama
abaixo, que vale a seguinte igualdade F'f, = f, f onde f e f, sdo continuas, entdo F'f,
também é continua. Pela propriedade universal do quociente (Teorema 2.1.22), segue
que F' é continua.
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d b

X/ g ==Y/ ~

2.1.5 Espacgos produtos

Definicao 2.1.25. Sejam X e Y espacos topoldgicos. O produto topolégico X x Y é o
conjunto X x 'Y com a topologia Ux .y formada pelas familias de conjuntos que sao
uniées de produto de conjuntos abertos de X e de Y. Os elementos tipicos de Ux «y
sdo da forma | JU; x V;, onde J é o conjunto de indices e, para cada j € J, temos que
J€J

U; e V; sdo subconjuntos abertos de X e de Y, respectivamente.

Teorema 2.1.26. Seja X xY o produto de espacgos topologicos. Um conjunto W C X xY
é aberto se, e somente se, para todo w € W, existem abertos U, eV,, em X eY,
respectivamente. Tais que, U, x V,, CW ew € U, X V,,.

Demonstraggo. Suponha que W é um conjunto aberto, entdo temos que W = |J U; xV;,

J€J

onde J é o conjunto de indices. Para cada j € J, temos que U; e V; sdo subconjuntos
abertos de X e de Y, respectivamente. Assim, se w € W, para algum indice i € J,

entdo temos que w € U; x V;. Reciprocamente, o conjunto |J U, x V,, € aberto em
weWw
X x Y, 0 que obviamente coincide com . [

Observacao 2.1.27. Aplicagbes triviais sdo as seguintes:

fo: X XY =X (2,y) ==z

fy: X XY =Y (z,y) >y,
chamadas de proje¢ao produto. Veja que f;'(U) =U x X.
Teorema 2.1.28. Paratodoy € Y, o subespaco X x y C X x Y é homeomorfo a X.

Demonstragéo. Considere e aplicagéo bijetiva f : X x y — X, onde (z,y) — z. Entdo

f € a composicéo dainclusdo X x y — X x Y e da projecéo f,, que sao continuas.
Suponha W C X x y é aberto, tal que W = (JU; x V;) N X x y.

Jje€J
Temos que U; e V; s@o subconjuntos abertos de X e de Y, respectivamente. Logo,
W= UU;xy,ondeJ ={jeJ;yecV,}
jeJ’
Desta forma, temos que f(W) = |J U, é aberto em X, provando que f também é
jeJ’
aberta em Y e, portanto, um homeomorfismo. [
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Teorema 2.1.29. Sejam XY, Z espacos topoldgicos. Para qualquer par de aplicacées
f:X—>Zeg:Y — Z, aaplicagdo h : Z — X x Y, definida por h(a) = (f(a),g(a)), €
continua se, e somente se, f e g s§o continuas.

Demonstraggo. Se h é continua, entéo f,h = f e, ainda, f,h = g também devem ser
continuas, o que se conclui uma das condic¢des.

Suponha agora que f e g sdo continuas. Sejam U e V conjuntos abertos de X e de
Y.Entdo h" ' (U x V) ={a; f(a) €U e gla) e V} = fY(U)Nng (V). Como f e g séo
continuas, sabemos que f~1(U) e g~ (V) séo abertos e, portanto, »~1(U x V) também
é.

Seja agora A C X x Y aberto. Se © € A, entdo existem U e V abertos de X e Y
respectivamente tais que x € U x V C A. Deste modo, h~'(a) € f~H(U)Nng (V) C
h=1(A). Logo, h~1(A) é aberto. [ ]

2.1.6 Compactos

Definicao 2.1.30. Uma cobertura de um subconjunto A em um conjunto X é uma
colecéo de subconjuntos {U;; j € J} de X, tal que A C |JU;. Se o conjunto de indice
JjeJ

J for finito, dizemos que a cole¢cao é uma cobertura finita.

Definicao 2.1.31. Suponha que ocorra de existir duas coberturas de A em X da
seguinte forma: {U;;j € J} e {Vi;k € K}. Se acontecer de, para todo j € J, existir
umk € K tal que U; =V, dizemos que {U;; j € J} é um subcobertura da cobertura
{Vi; k € K}.

Exemplo 2.1.32. Observe as duas familias de conjuntos {V,;k € R}, onde V}, =
(k,k+3) C R uma cobertura deR, e {U;;j € Z}, onde U; = (j, j+3) é um subcobertura
de {Vi; k € R}.

Definicao 2.1.33. Sejam X um espaco topolégico e S um subconjunto de X . Dizemos
que uma cobertura {U;;j € J} é uma cobertura aberta de S se cadaU;, j € J, é um
subconjunto aberto de X.

Definicao 2.1.34. Um subconjunto S de um espaco topolégico X é compacto se toda
cobertura aberta de S admite uma subcobertura finita.

Observacao 2.1.35. O espaco R com sua topologia usual ndo é um espago compacto,
ja que {(n,n + 2);n € Z} é uma cobertura aberta de R que ndo admite nenhuma
subcobertura finita.

Teorema 2.1.36. Seja f : X — Y uma aplicagéo continua. Se S C X é um subespaco
compacto, entéao f(S) também é compacto.
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Demonstraggo. Suponha que {U;;j € J} € uma cobertura aberta de f(S). Entéo, pela
continuidade da f, temos que {f~*(U;);j € J} é uma cobertura aberta de S. Visto que
S é compacto, existe uma subcobertura finita { f~!(U); k € K}, onde K é finito. Mas
f(f~4(Uy)) C Uy. Portanto, {Uy; k € K} é uma cobertura de f(S) e uma subcobertura
finita de {U;;j € J}. [ |

Teorema 2.1.37. Todo subconjunto fechado de um espago compacto é compacto.

Demonstragéo. Seja {U;;j € J} uma cobertura aberta do subconjunto S C X, onde

cada U; € um subconjunto aberto de X. Visto que JU; 2 S, {U;;j € JHUHX —
Jj€J

S} é uma cobertura aberta de X, pois S é fechado, entdo X — S é aberto e, como

X é compacto, entdo admite uma subcobertura finita que serd da seguinte forma:

{(Uk);k € K}ou{(Uy); k € K} J{X — S}, onde K é finito. Portanto, {Uy; k € K} é uma

subcobertura finita de {U;; j € J} que cobre S. Logo, S é compacto. ]

Existem no ramo da topologia muitas nomenclaturas para designar
classes de espacos topoldgicos que apresentam uma caracteristica em comum. Neste
trabalho, vamos trabalhar, especialmente, com os espaco denominados de Hausdorff.

Definicao 2.1.38. Um espaco topoldgico é dito de Hausdorff se, para todo o par de
pontos distintos x,y, existem abertos U, e U, que contenham x,y, respectivamente,
tais que U, N U, = 0.

Observe que, ndo sao todos o0s espacos topologicos que detém desta
propriedade. Observe por exemplo, considere o seguinte conjunto X = {a,b,c,d} e
sejald = {0,{a},{a,b}, X} sua topologia. Nesta topologia os pontos a, b ndo possuem
abertos disjuntos.

Teorema 2.1.39. Todo subconjunto compacto A de um espago de Hausdorff X é
fechado.

Demonstracdo. Se A for fechado, ndo ha nada para demostrar. Assim podemos supor,
sem perda de generalidade, que A # () e A # X. Escolhemos um ponto = € X — A.
Para cada a € A, existem um par de conjuntos abertos disjuntos U, e V,, com = € U,
e a € V,. O conjunto {V,;a € A} cobre A e, como A é compacto, entédo existe um
subcobertura finita

(Va), Va@)s Va@)s -+ s Vag )

que cobre A. O conjunto U = U,1y N Uy(z) N Uyz) N -+ - N Uy € um conjunto aberto
que contém x e que nio intersecta nenhum V). Assim, temos U C X — A. Resulta
que, para cada ponto x € X — A, existe um conjunto aberto que o contenha e que esta
contido em X — A. Ou seja, X — A é aberto e, portanto, A é fechado. [ |
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Teorema 2.1.40. Suponha f : X — Y uma aplicagdo continua de um espa¢o compacto
X em um espacgo de HausdorffY . Logo, f € um homeomorfismo se, e somente se, f €
bijetiva.

Demonstragdo. Sabemos que se f for um homeomorfismo, entdo é bijetiva. O caso
mais interessante seria a volta. Suponha entio que f seja bijetiva. Entao, existe f~1.
Lembre-se que f~! é continua se, e somente se, para todo conjunto fechado U de X, o
conjunto (f~1)~Y(U) = f(U) é fechado. Vamos mostrar entdo que f(U) é fechado. Seja
U fechado em X. Temos entéo, pelo Teorema 2.1.37, que U € compacto. Logo, f(U)
também é compacto, como consequéncia do teorema 2.1.36. Portanto, f(U) é fechado
em virtude do teorema anterior. Logo f~! é continua e, entdo f € homomorfismo. M

Teorema 2.1.41. Todo subespaco V' de um espaco de Hausdorff X também é de
Hausdorff

Demonstragcdo. Sejam z,y pontos distintos contidos em V. Existem entdo dois conjun-
tos abertos disjuntos U,, U, de X tais que =z € U, e y € U,. Os conjuntos formados pela
intersecdes com V' sdo, entdo, subconjuntos abertos disjuntos de V, onde = € (U, NV)
ey e (U,NV). Assim, podemos concluir que V' é de Hausdorff. [

Definicao 2.1.42. Uma sequéncia x,, esta eventualmente em X se existir uma numero
natural Ny tal que x,, € X para todon > Nx

Teorema 2.1.43. Uma sequéncia em um espago de Hausdorff pode ter no maximo um
ponto de limite.

Demonstracdo. Seja X um espaco de Hausdorff e z,, uma sequéncia neste espaco
que tenha dois limites diferentes = e y. Considere z € V, e y € V,, dois abertos disjuntos.
Entdo, como z,, converge a = e a y, temos que xz,, € V, paratodon > Ny, e z, € V,
para todo n > Ny, . Portanto, z,, € V.1V, para todo n > maz{Ny,, Ny, }, mas isso
contraria que V, NV, = 0 |
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3 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH
3.1 Introducéao

Um teorema do ponto fixo estabelece em quais condigdes uma fungéo
f definida sobre um dominio X possui em seu dominio um ponto z, tal que a fungao f
seja invariante. Ou seja, ela se assemelha a aplicacdo identidade. Desta forma, temos
fla) =

Neste capitulo daremos atengéo ao Teorema do Ponto Fixo de Banach,
também conhecido como teorema das contracdes continuas. Este € um resultado
fundamental em espacos métricos e suas aplicacdes surgem em varios ramos da
Matematica, como Andlise Funcional, Equacdes Integrais, Homologia Basica, Teoria de
Jogos e Topologia Algébrica.

O nome do teorema é em homenagem a Stefan Banach (1892 — 1945),
um matematico polonés que forneceu enormes contribuicdes para varios campos
matematicos, em especial a Analise Funcional moderna. Além disso, suas ideias
principais também sao observadas na teoria dos espacos vetoriais normados, onde ele
provou Vvarios teoremas, na teoria das séries ortogonais e na teoria da medida e da
integragéo. Stefan Banach foi contemporaneo de Sobolev, Borsuk, Ulan e Schauder. Os
resultados abaixo podem ser encontrados em (LIMA, 2003) e (KOSNIOWSKI, 1980).

3.2 Espagos Métricos
Nesta secéao, citaremos definicoes e resultados sobre espagcos métricos

que seréo utilizados para a compreensao do texto.

Definicao 3.2.1. Uma métrica em um conjunto X é uma funcdod : X x X — R que
associa a cada par ordenado de elementos x, y € X um numero real d(x,y), chamado
de distancia de x a y e satisfaz as sequintes condicées, para quaisquer x, y, z € X:

d1) d(z,x) = 0;

d2) Se x #+ y entdo d(x,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y, x);

d4) (Desigualdade triangular) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) .

Ao longo do texto, chamaremos o par (X, d) de espago métrico, onde
d(x,y) denota a disténcia de x a y. Vejamos alguns exemplos de espag¢os metricos:
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Exemplo 3.2.2. O conjunto X dos numeros reais com a métrica d(x,y) = |x — y| é um
espago meétrico. De fato
d1)d(z,x) = 0:

d(xz,z) = |z — x| = 0;

d2) Se x + y, entdo d(x,x) > 0:
d(z,y) = |z —y[ >0,
para todos os elementos x,y € R, onde © # y;
d3) d(z,y) = d(y,x):
dz,y) =z —yl= |-y —2)[ = ly —z[ = d(y, ), Yo,y € R;
d4)d(x,z) < d(z,y) +d(y, 2):
dz,y) =le =yl =z —z+z—y| < |z -2+ [z -yl = d(z,2) + d(z,9),
para todo x,y, z, € X. Portanto (X,d) = (R, d) € um espago métrico.

Exemplo 3.2.3. Seja X um conjunto qualquer ndo vazio. Definimos a métrica d :
X x X — R tomando a seguinte regra:

0, se r=y

d(z,y) =
1, se T #y.
As condigbes d1) a d4) sdo facilmente verificadas. O espago métrico

assim obtido € bastante trivial, o que o torna util para contraexemplos. Esta métrica é
chamada de métrica zero-um.

Exemplo 3.2.4. Considere X = RY = {(zy,29, -+ ,an5); 21 € R, [ =1,2,--- ,N}. Va-
mos ver agora algumas métricas do RY que sdo mais utilizadas. Para os vetores
T = (%1,.1'2, e 7:EN) ey = (y17y27 T 7yN) Observe

ed,: RN xRNV - R,

Vamos mostrar que d. é uma métrica. para isto sejam x,y, = € RY. Temos que,

N N

do(z,2) = (| Y (@ —2)? = | ) (02 =0.

=1 i=1

Se x # y, entdo existe algum i € {1,2,3--- N}, onde x; # y;. Assim , como
x; —y; # 0, concluimos que (z; — v;)* > 0. Deste modo,
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Sabemos que (x; — y;)* = (y, — 1), paratodo ! € {1,2,3--- , N}. Entdo temos:

N N

Z(fcl )’ = Z(yl —)*.

=1 =1

Extraindo a raiz quadrada em ambos o0s lados da igualdade,

N N

Z(IBZ —u)? = Z(yl — ).

=1 =1

Para demostrar a ultima propriedade de um espaco métrico, vamos primeiro
considerar a desigualdade de Cauchy- Schwartz:

Lema 3.2.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwartz). Para todo x e y € RY, onde z =
(1'1,372, e 7$N) ey = (yl,yQ, cee ,yN) OCOITe,

N
E TiYi
i=1

Demonstracdo. Se os vetores x e y forem linearmente dependentes, mostraremos que
a igualdade sera valida, pois = = a - y. Onde o produto interno de =,y € R é dado por
(z,y) = SN, z;y; € anorma de = é dada por |z||* = (z,z). Com isso,

< (3.1)

|<zy>| = | <zyar>|=la| <z, >

= |a|V<z,2>/<z,>

= Vat<z,x>/<z,r>

= Va<ar,r >\/<z,x>= /a<z,ar >\/<zx,T>

= V<ax,ar >\/<wz, x> =|z| ||yl

Agora, consideramos 0 caso em que x € y sao linearmente independentes. Podemos
considerar ¢ : R — R definida por g(t) = ||z — ty||>, com z,y € RY. Percebemos que
g(t) > 0, paratodo ¢ € R, isto é, ||z — ty|* > 0, implicando que

Observe que a expressao acima é uma equacao do segundo grau na variavel ¢, que
nao interseta o eixo Ox. Logo, a equacao abaixo ndo possui raizes reais.

1 = 2t (2, y) + ¢ ylI* > 0.

2 2
{z,y) < [lz]I” + llylI”-

Esta Gltima desigualdade s6 ocorre se (—2 (z,4))% — 4 ||z|” |y||* < 0, e, assim,

[z o) <zl - Nyl
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Agora podemos provar a propriedade d4):

(el 2 = D=
= Z [(xz —yi) + (yi — ZZ)]Z

= (de(z, ) +2de(2,y) - de(y, 2) + (de(y, 2))°
= (de(z,y) +dely, 2))*.

Deste modo, mostramos que d.(x, z) < d.(x,y) + d.(y, 2).

Outros meios de visualizar RN como um espago métrico, seriam obtidos abordando as
sequintes defini¢bes:

« dy :RY xRN SR,
N
di(z,y) =3 | - yil
=1

e dy RV xRN 5 R,

1<i<N
Para ambas as definicbes de métricas d, e d, é possivel verificar as propriedades d1)
add).

Exemplo 3.2.6. Considere o conjunto X de todas as fungdes continuas com valores
reais sobre um intervalo I = [a, b], com a métrica definida por:

d(z,y) = max|z(t) — y(t)| -

X é um espago métrico, denotado por X = C([a,b],R). Observe que a métrica esta
bem definida, pois I € compacto e f(t) = |z(t) — y(t)| € continua, logo f(t) sempre
assume um valor maximo.
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Exemplo 3.2.7. Considere o conjunto X de todas as fungdes continuas com valores
reais sobre um intervalo I = [a, b], com a métrica definida por:

b
dlay) = [ Jolt) = (O]t
X é um espaco métrico denotado por X = C([a,b],R).

Se X é um espaco vetorial normado sobre algum corpo F, podemos
definir uma métrica neste espago que o torne um espago métrico. Defina:

d(z,y) = ||z =yl

A métrica d, quando obtida desta maneira, é chamada de métrica induzida a partir da
norma.

Definicao 3.2.8. O espaco vetorial R sobre o corpo dos nimeros reais, partindo das
trés métricas apresentadas nos Exemplo 3.2.4, podemos definir trés normas:

N 1/2
ol = (Zx?) ;
=1

N
llly = il ;
=1

l#llo = max {lil}-

Na primeira secao, afirmamos que os espag¢os métricos sdo também
espacos topoldgicos. Agora mostraremos qual é sua topologia.

Definicao 3.2.9. Seja (X, d) espago métrico, dados x € X er > 0, o conjunto B,(z) :=
{y € X,d(z,y) < r} é chamado de bola aberta de centro = e raio r.

Definicao 3.2.10. O conjunto A C X sera dito aberto em (X,d), se para cada x € A,
existirr, > 0 tal que B, (z) C A.

Note a semelhanca com a Definigcdo 2.1.9. Além disto, observe que
toda bola aberta também & um conjunto aberto do espago métrico.

Proposicao 3.2.11. Todo espaco meétrico (X, d) € um espaco topologico.

Demonstracdo. Considere os conjuntos abertos da Definicdo 3.2.10, como os abertos
da topologia. Vamos mostrar as trés propriedades dos espacgos topoldgicos.

i) Se o conjunto vazio nao fosse aberto, existiria um elemento = € (), onde nao
existira nenhuma bola centrada em z estaria nele contida. Um absurdo. E também
r € X, B, (z) C X para qualquer r, > 0. Portanto X também é aberto.
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i) Sejam A, Ay,--- , A, C X conjuntos abertos, consideremos a intersecao finita
A=A parai = 1,2,--- ,n. Se A = () ele seria aberto, suponha entado que
A # () e considere z € A, como cada um dos conjuntos é aberto, existe r; > 0
onde B, (x) C A;, agora se escolhermos r = min{ry,rq,--- ,r,} teremos que
B,(x) C B,,(z) C A;. Logo, B,(z) C A, logo A é aberto.

iif) Considere uma familia de abertos n&o vazios A;. Dado = € A = [ J A; temos que
x € A; para algum indice. Assim A; é aberto, existe » > 0, tal que B, (z) C A; C A,
portanto A é aberto.

Proposicao 3.2.12. Todo espaco métrico € um espago do tipo hausdorff.

Demonstragéo. Seja (X, d) um espago metrico, sejam z,y € X distintos. definiremos
r = d(z,y). Considere os abertos A, = B:(z) e A, = B:z(y). Suponha que exista
a€ A, A,. Entdo teriamos que d(z,a) < g ed(a,y) < g Pela desigualdade triangular
temos

r=d(z,y) <d(x,a) +d(a,y) < 23—T

No entanto, » < 2 néo faz sentido, portanto néo existe a € A, 4,. |

Definiremos agora alguns espacos topolégicos que utilizam a norma
euclidiana. Estes espacos serdo utilizados no decorrer de todo o texto.

Definicao 3.2.13. O conjunto S = {x € R™"! tal que ||z| = 1} chamado de esfera
n-dimensional.

Definicao 3.2.14. O conjunto D" = {z € R""! tal que ||z| < 1} chamado de disco
(n+1)-dimensional fechado

Partindo da ideia de definir uma distancia entre pontos de um espaco
topoldgico, podemos nos perguntar se é possivel definir a distancia entre dois subcon-
juntos A e B de um espaco métrico (X, d), ou mesmo a distancia entre um ponto e um
conjunto. A definicdo abaixo explicita uma destas ideias.

Definicao 3.2.15. Sgja A C X e (X, d) um espago métrico qualquer. O didmetro do
conjunto A é definido como:

diam(A) = sup{d(z,y) : v,y € A}.

Exemplo 3.2.16. Considere D"(r) a bola fechada de raio r em R". Os pontos do bordo
simétricos em relagdo ao centro do disco detém a maior distdncia dentro do conjunto
D™ (r). Sabendo que a distancia de um ponto do bordo ao centro da bola € igual a r,
entdo diam(D"(r)) = 2r.
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3.3 Sequéncias de Cauchy

Definicao 3.3.1. Uma sequéncia (x,,) em um espaco métrico (X, d) é dita convergente
se existirum x € X tal que
lim d(z,,z) =0

n—oo

o valor = é chamado de limite de (x,,) em X quando existir.

Observacao 3.3.2. Como vimos na Proposi¢cao 3.2.12 todo espagco métrico e hausdorff,
portanto o limite da sequéncia é unico.

Definicao 3.3.3. Uma sequéncia (x,) é dita de Cauchy em um Espago Métrico (X, d)
quando, qualquer que seja ¢ > 0, existe ny € N tal que, para todo n, m > ng, teremos
sempre d(x,, x,,) < €.

Se escolhermos um indice v = m + n, podemos encontrar uma sequén-
cia que atente as condi¢des acima, ou seja, uma sequéncia & de Cauchy quando
lim,, o0 d(2y, Tpiy) = 0, iSto é, 0S termos se aproximam uns dos outros.

Proposicao 3.3.4. Toda sequéncia convergente em (X, d) é uma sequéncia de Cauchy.
Demonstragdo. Como (z,) — ¢, entdo paratodo e >0, ny € Ntal que:

d(xp,c) < %, paratodon > ny.
Por conta da propriedade d4) das métricas, temos que para m, n > ny,

A(zp, ) < d(zy, ¢) +d(c, zm) < % + g =e.
Portanto, (x,) € uma sequéncia de Cauchy. [
Proposicao 3.3.5. Toda sequéncia de Cauchy em (X, d) é limitada.
Demonstragéo. Seja (x,) de Cauchy em (X, d) e fixe e = 1. Entdo, para ny € N:
ATy, p) < L,Y m,n > ng.

Seja ¢ = max {d(z,, x,);m,n > ng}, entéo

d(Xpm, ) <c+ 1,V m,n € N.

[ |

Proposicao 3.3.6. Sejam (X, d) um espago métrico e (x,,) uma sequencia de Cauchy,
tal que existe uma subsequencia (x,,) que converge para x. Entdo (x,) converge para

T
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Demonstragéo. Seja e > 0. Como (x,) € de Cauchy, existe um N tal que
n,m > N = d(z,, Ty) < %,
agora seja n; > N de modo que d(z,,,r) < §. Se substituirmos m por n;, teremos

n>N=dz,z,) <dx,x,)+dT,, ) < %4- g — e

Definicao 3.3.7. Um Espaco Métrico (X, d) € chamado de completo se toda sequéncia
de Cauchy de X convergirem X.

Exemplo 3.3.8. O espaco métrico (R, d.) é completo. Seja (x,,) sequéncia de Cauchy
emR e para cadan € N considere

XTL = {I’n, Tn41, Tn42, " }

Observe que temos que X, D X, D ..., sabemos que cada uma destas subsequéncias
é limitada (Proposicao 3.3.5) e admitem pontos de infimo. Assim, definimos a, =
inf X,, onde n € (1,2,3,---). Entdo ocorre com os infimos inf X; < inf X, <inf X3---,
ou seja, a; > as > az--- > b= sup X; Portanto para todon € N temos que inf X,, < b,
ainda
a, = {ay,as,az--- ,b}

(a,) é uma sequéncia mondtona e limitada de nuimeros reais, que é convergente '. Logo
existe a = lim a,,. Portanto uma subsequencia param > n, € ¢ > 0 também converge.
Logo a,, = inf X,, entdo existen >m ee > 0ondea — ¢ < a,, < r, < a+ e.Portanto R
é um espago métrico completo.

Defini¢ao 3.3.9. Seja (X, d) um espago métrico. Dizemos que X é sequencialmente
compacto, se toda sequéncia (z,,) tem uma subsequéncia convergente.

Definicao 3.3.10. Sgjam (X, d,,) e (Y, d,) espagos métricos. Uma aplicagédo f : X — Y
é continuo em um ponto a € X se, para todo ¢ > 0 dado, € possivel obter um > 0 de
modo que ocorra:

dp(z,0) <0 =d, (f(z), f(a)) <e.

Esta f é dita apenas continua se for continua em todos os pontos de X .

Proposicao 3.3.11. Uma aplicagdo f : X — Y definida em (X,d,) e (Y, ds) é continua
ema € X se, e somente se toda sequéncia (z,,) em X, acontecer:

T D= f(zy) = f(a).
' Proposigao 7, capitulo 5 de (LIMA, 2003)
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Demonstragcdo. Sendo f continua, por 3.3.10 teremos:
di(z,a) <6 = dao(f(2), f(a)) <e.
Sendo z, convergente em d;, entdo existe n, tal que, para todo n > ng, temos
di(x,,a) <0,
di(zn,a) <0 = do(f(xn), f(a)) < e
Logo, f(z) 3 f(a).
Agora, por contradi¢cao, suponha f ndo € continua em a, para todo § > 0, existe ¢, > 0

eumzx # a.
di(z,a) <90 ,mas do(f(x), f(a)) > €,

Como ¢ > 0 & um valor qualquer, em particular, podemos escolher que,
para cada n € N, teremos § = % Portanto,

di(zp,a) < ! ;mas  do(f(xn), f(a)) > €,.

n
Ou seja, temos uma sequéncia (z,,) que converge para a, quando n cresce, mas f(z,)
nao converge para f(a), 0 que contradiz nossa hipotese. [

Definicao 3.3.12. Uma sequéncia de fungées f,, : X — Y converge uniformemente em
X para a aplicacdo f : X — Y quando, para todo numero real ¢ > 0 dado, for possivel
obter ny € N tal que, para qualquer x € X, temos:

n>ng = d(fu(z), f(z)) <e.

Exemplo 3.3.13. O espaco métrico C|a,b| das fungbes continuas é completo com a
métrica do maximo. Para mostrar isto considere uma sequéncia x,, de Cauchy em
Cla, b], isto é dado dado € > 0 existem m,n > N de modo que:

d(xpm, x,) = tem[?b{] |z (t) — za(t)] < €

Isto significa que para cada ponto t, € [a, b] fixado teremos que |x,,(to) — z,(to)| < €. No
entanto isso quer dizer que a sequéncia (xo(to), z1(to),- - - ) € uma sequencia de Cauchy
formado por apenas por numeros reais, como R é completo, temos que a sequéncia é
convergente. Deste modo, podemos associar para cadat € [a,b] a fungdo x(t) limite da
sequéncia x,,(ty) — z(ty) quando m — oo. Assim podemos definir a fungdo = € Cla, b]
de modo que quandon — oo em > N:

m(t) —z(t)] <
max |zm(t) — 2(t)] < €

Ou seja, para todo valort teremos que |x,,(t) —z(t)| < €, portanto a fungdo x.,, converge
uniformemente para x que pertence a C|a,b], logo € um espago métrico completo.

Observacao 3.3.14. Se f,, — f em X, entdo f, — f simplesmente em X. Logo (f.)
ndo pode convergir para outra fungdo em X.
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3.4 Teorema do Ponto fixo de Banach

Durante esta secéao, iremos enunciar e demostrar este importante
resultado da Matematica.

Definicao 3.4.1. Um ponto fixo de uma aplicacdo f : X — X é um ponto x € X tal que

f(z) ==z

Definicao 3.4.2. Sejam X eY espacos métricos. Uma aplicagdoT : X — Y é chamada
de contracao se existir um numero real 0 < ¢ < 1 tal que, para todos z,y € X, tém-se:

d(f(x), [(y)) < cd(z,y).

Proposicao 3.4.3. Sejam X eY espagos métricos. SeT : X — Y for uma contragéo,
entdoT é continua.

Demonstragéo. De fato, sendo 7" uma contragdo, existe uma constante 0 < ¢ < 1 tal
que
dy(T(z), T(y)) < cdx(z,y).

Assim, dado ¢ > 0, tomando ¢ = ¢ teremos que

— €.

dx(xz,y) <0 =dy(T(z), T(y)) <c-dx(z,y) <c-d=c-

€
C
Portanto 7' é continua. [ |

Observacao 3.4.4. Se E, I' sdo espacos vetoriais, entdo uma transformacao linear
T : E — F é uma contragéo se, e somente se, sua norma |T| for menor do que 1.

Teorema 3.4.5 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Se X é um espaco métrico
completo, entdo toda contracdo f : X — X possui um tnico ponto fixo em X . Este ponto
é obtido pelo limite da sequéncia (xy, f(xo), f*(x¢),...), onde f™(zo) := f(f" (z0)),
para qualquer xq, € X.

Prova de 3.4.5. Considere (z,,) a sequéncia iterativa definida a partir de z, € X da
seguinte forma: zy, 1 = f(x¢), o = f(x1) - z,1 = f(x,). Iremos mostrar que a
sequéncia converge, ou seja € de Cauchy. Observe que, pela Definicao 3.4.2, existe um
numero real ¢ de modo que d(f(z), f(y)) < cd(x,y). Aplicando este fato a sequéncia z,,
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teremos:

d(xn-&-l? xn) = d(f(xn)v f(xn—l))

cd(Tp, Tp_1)

cd(f(rn-1), f(Tn_2))

CQd(mnfla -Tn72)

INIA

IN

IN

"d(zy, xo).

Pela desigualdade triangular, temos:
d(xy, xn-i—p) < d(Tn, Trg1) + d(Toy1, Tpgo) + -0+ d(wn-i-p—la xn+p)'
E, também, podemos analisar da seguinte forma:

d(xnaanrl) S Cnd($0,$1>

d(Lpi1, Tnga) < (o, 21)

IN

d(Tptp—1, Tntp) APl (g, 21).

Logo, temos:
d(@p, Tpg1) + d(Tng1, Tnso) + -+ d(@napo1, Togp) < (+ I+ PP d (w0, 7).

Utilizando a férmula da soma de uma progressao geométrica e a desigualdade triangular
expressa acima, temos
1—-¢ c"

l—c —1—=¢

Cn_i_CnJrl_’__“_i_anrpfl:Cn_

Obtemos, finalmente, para m > n:

7

d(xp, Tm) < . d(xg,z1) = 0, quando n — oco.

Deste modo, mostramos que (z,,) € uma sequéncia de Cauchy, sendo (X, d) um espaco
métrico completo, temos que (z,,) converge para z em X. Para mostrar que este = é
ponto fixo de f, utilizaremos que a continuidade de f implica no seguinte:

Para provarmos a unicidade do ponto fixo, considere z,y em X tais que f(z) =z e

f(y) = y. Assim,
d(z,y) = d(f(z), f(y)) < cd(z,y).
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Pela desigualdade,
(1 —c)d(x,y) <O0.

Sendo ¢ < 1, logo 1 — ¢ > 0. Concluimos entdo que d(x,y) < 0. Como d(z,y) é um
nuamero real que ndo pode ser negativo, segue d(x,y) = 0 e, isto acontece se, e
somente se, x = y. Logo, f s6 tem um ponto fixo, 0 que completa a demostracao do
teorema. [

3.5 Aplicacdes do Teorema do Ponto Fixo de Banach

Faremos uma abordagem relacionando o Teorema do Ponto Fixo de
Banach com algumas aplicacdes voltadas a equacdes diferencias, lembrando que
C ([a,b] ,R™) € um espago métrico em relacdo a norma do supremo definida anterior-
mente. Os resultados abaixo podem ser encontrados em (LIMA, 2003) e em (KREYS-
Z1G, 1989), nas paginas 300-321.

3.5.1 Teorema de Picard-Lindelof

Antes de estabelecermos a existéncia e a unicidade da solugao para
um problema de Cauchy, vejamos alguns resultados e definicoes:

Definicao 3.5.1. Dada uma fungdo continua f : X — R¥*! onde X é um aberto
contido em RN = R x RY, e (ty, z9) € X, 0 problema de valor inicial (P.V.1), definida
por f, é escrito da seguinte forma:

dx ;o .
PRI AL (3.2)
x(to) = Zo.

Uma possivel solugdo de (3.2) é uma fungéo diferenciavel x : I — RY, onde I C R tal
quety € I exy = z(ty), Que satisfaz a equagéo =’ = f(t,x).

Definicdo 3.5.2. Uma fungdo f : X — RY, onde X é um aberto do R"*! =R x RY, é
dita lipschitziana, com respeito a sua segunda variavel, se existir C' > 0 tal que

1f(t21) = [t z2)|| < Cllay = 2o,

para quaisquer (t,z),(t,x2) € X. Dizemos que f é localmente lipschitziana, com
respeito a sequnda variavel, se todo ponto de X possui uma vizinhanga restrita na qual
f € lipschitziana, com respeito a segunda variavel.

Teorema 3.5.3 (Teorema de Picard-Lindelof). Segja X = I, x B, uma regido de R x R,
ondel,={t;|t—ty| <a} CReB,={z;||lxr — 20| | <0} CRY. Se f:Rx RN - RV ¢
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continua e lipschitziana na segunda variavel em X, entdao o P V.I:
d
d—f =12 = f(t, )
x(to) = X9

. b 1
ﬁ—mln{a,g,z}.

Sendo K > |f| e L o numero lipschitiziano.?

tem solugdo unica em I3, onde

Observacao 3.5.4. Sejam I, = [ty — a,t, + a] intervalo fechado de R, centrado em
to, € By uma bola fechada em RY, centrada em z, e de raio b. Sendo f continua e X
compacto, obtemos que f(X) é limitado. Portanto, existe um valor K de modo que

If(t,z)| < K (t,z) € X.

Demonstragdo. Fazendo a integragéo de t, a t em ambos os lados da equagao (3.2),
temos o seguinte:

x(t) = o —l—/t f(s,z(s))ds. (3.3)

A solugéo de (3.2) também é solucéo de (3.3) e, do mesmo modo, se x(t) é solugao de
(3.3), entédo

x(to) =x9 e ' = f(t,x).
Ou seja, se h(t) € solugéo de (3.3), temos que h(t) = x(t) é solugédo de (3.2). Vamos
usar o espago vetorial definido por C'(I13, B,) com a métrica

d(f,h) = max[f(t) — h(t)],

tely

qgue é um espago métrico completo. Definiremos agora uma aplicagdo continua 7 :
C(Ig, By) — C(I5,RY) dada da seguinte forma

T(z(t)) = o +/t f(s,z(s))ds, xe€ C(Is, By).

Observe que a aplicacédo 7T estd bem definida. De fato, pelas hipéteses, f é continua
e limitada no cilindro compacto definido por X. Podemos ver que, paray € C(ls, By),
entdo T'(y) € C(Is, By).

2O ndmero lepschitiziano da aplicagdo f entre dois Espagos Métrico (X, d) e (Y, §) é a constante real
M infimo do conjunto que satisfaz:

3(f(x), fly) < Md(z,y) Vo,y € X.

A constante de Lipschitz de f denota-se usualmente por Lip (f).
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De fato queremos provar que 7'(x(t)) esta na bola fechada de centro z, e de raio 3, ou
seja,

1T (2(t)) — 2ol < 6.

Para isso, basta observar que

[T ((t)) — wol| =

i}@w@ws

< [ 15t at6isl < K~ o] < Ka <

Sendo 8 = min{a, %}, mostramos que a aplicagdo esta definida em
uma bola. Agora, basta mostrarmos que a aplicacao € uma contracao.

/Wﬂamw»—ﬂ&m@mw

to

[T (21 (2)) = T(a(1)) ]| <

SL[H%@%wdﬂM&

onde L é o numero lipschitziano de f. Assim,

[T (1 (8)) = T (22(t)]] < L/t [ 1(5) — w2(s)]| ds,

sendo que,

lz1(s) = 22(s)]| < max fler(s) = 22(s)l = d(w1, 22),

temos entao,

1T (21 () = T(za ()] < Lt = to| d(y, 25) < L- - d(21, 5).

: , ~ , 1
Assim, para que 7' seja uma contragdo basta que L3 < 1, ou seja, § < I Logo, sendo

b 1 . .
g = min\ a, I tomando o supremo nesta desigualdade, obtemos que 7' € uma
contragéo. Pelo Teorema 3.4.5, T" possui um unico ponto fixo z(t) e este ponto € solugéo
da equacao (3.2). [ |

3.5.2 Equacdes Integrais

Definicao 3.5.5. Chamamos a seguinte equacgao integral abaixo de Fredhoml de
segunda espécie:

b
£(6) = 9(t)+ 0 | h(t.0)f(6)dp
onde [a,b] C R, ¢ € R é um pardmetro e f uma fungéo definida sobre [a, b] desconhe-

cida. k é dito nucleo da equacgdo e é uma fungdo sobre G = [a,b]?. g é uma funcdo
sobre [a, b].
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Observe que G compacto e limitado, e o ndcleo & continuo, entdo
temos que existe ¢ > 0 real , de modo que |k(¢,0)| < ¢, para todo (t,0) € G.

Antes de prosseguirmos vamos considerar da mesma forma que fala-
mos sobre a continuidade de funcao entre espacos métricos com métricas distintas,
aqui trazemos mais uma ideia sobre fun¢des de duas varidveis continuas sobre um
conjunto compacto.

Proposicao 3.5.6. Considere X ¢ R?, S C R™ compacto e o € X fixo.Seg: X x S —
R™ é continua, entao, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

Vo € X tal que ||z — zo|| < d = ||g(x,t) — g(xo,t)|]| <€, Vt €S,

Demonstracdo. Suponha que nao ocorra, ou seja, existem ¢, > 0 e n € N de modo
que temos =, € X e t, € S tal que.

1
H-Tn - xOH < E € ||g(xnatn) - g(xoatn)H > €0-

Sendo S compacto, existe uma subsequéncia onde ocorre t,, — ty € S.
Utilizando a continuidade de ¢, teremos:

€0 < lim [lg(zn, ta) — g(2o, tn) || = ll9(w0,t0) — g(wo, t0)|| = 0,

n—o0

que € um absurdo, pois ¢, > 0 por hipotese. Assim, por contradicao, provamos nosso
resultado. [

Agora vamos mostrar que existe uma solugédo para Equacao Integral
de Fredholm, utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Proposigao 3.5.7. Suponha que k : G — R seja uma fungdo continua sobre G = [a, b]?

e suponha g € Cla,b]. Se
1

(3.4)

com |k(t,0)| < c em G, entdo a equagdo

b
16~ 0 [ K(t.0)1(6)d0 = g1t
tem uma unica solugdo f em [a,b|.

Demonstragdo. Para cada fungéo f € C|[a, b], onde a equagéo (3.4) é satisfeita, quere-
mos definir uma aplicagao continua no intervalo [a, b]. Definimos, assim, a aplicagéo da
seguinte forma:

b
wawzmw+¢/kwﬁﬁwma
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Para mostrar a continuidade de R(f), devemos mostrar que dada uma sequéncia r,
que converge para o entdo R(f)(r,) — R(f)(ro). Sendo k continua, temos que dado
e > 0, existe § de modo que se as fungdes ¢ e f ndo forem nulas teremos

|rn — 1ol < 0 = |k(rp, 0) — k(ro,0)] < Vo € |a,b.

€
21l 1/111b — al’

Isso s6 é possivel por conta da Proposicao 3.5.6. Assim, como g também € continua,
para um valor grande de n, teremos

R(7(r)) — RU(r))| = '( 4(ro) + 6 / s ) — (ro, 0)](6)d8

IN

19(r) — glro)] + 14l / k(. 0) — k(ro,0)]|£(0)] d6

€

b €
< §+!¢\Hf|\/a 210[ 171116 — a
€
< ~+lgllfl b=l ST —al ~

2

Portanto, temos que a aplicacdo definida anteriormente R(f) € continua. Como a
continuidade dela é garantida, podemos considera-la como um aplicagéo entre C/a, b] —
C'la, b]. Se observarmos bem a definicdo de R e a equagéo (3.4), encontrar uma solugéo
para a mesma pode ser visto como um problema de ponto fixo de Banach de R. A
demonstracdo acaba ao mostrarmos que R é uma contracao, condicées necessarias
para o funcionamento do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Para isso, considere f; e
f2 € Cla, b]. Assim,

d(R(f1), R(f2)) = max |R(f1)(t) — R(f2) ()|

tela,b]

= |¢| max
t€(a,b]

< 19 m/ k(1 0)] |f1(0) — £2(0)] do

[ weoino - mwa‘

< ol [ max 11:0) — o)

= Jole (max 150~ £t ) [ @
= Joledf. 26 —0)

= |¢lc(b—a)d(fy, f2)-

De acordo com a equagéo (3.4), temos que |¢| c¢(b—a) < 1. Logo, R é uma contracéo e,
portanto, admite um ponto fixo f a qual € solucao da Equacéo Integral de Fredholm. H
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4 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BROUWER

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, do mesmo modo que o de
Banach, assegura sob certas condicdes a existéncia de pelo menos um ponto fixo para
uma fungéo. Este é um dos resultados basicos do estudo dos teoremas de ponto fixo.
O nome deste teorema é em homenagem ao matematico holandés Luitzen Egbertus
Jan Brouwer(1881 — 1966).

Aléem de um grande génio e entusiasta matematico, Brouwer também é
conhecido por suas tendéncias filosoficas a respeito da constru¢do do saber matema-
tico, um dos fundadores e defensores do intuicionismo matematico.

O intuicionismo matematico de Brouwer acredita que todo objeto mate-
matico € uma construcdo da mente e, portanto, a existéncia de um objeto é equivalente
a possibilidade de sua construgao. Isto vai contra a primeira demonstracédo de seu
préprio teorema de ponto fixo, na qual utilizava a ideia do terceiro excluido, ou do
absurdo.

O objetivo desta seccao € demonstrar o teorema de Brouwer, no caso
de dimensao um, além de considerar a ideia por tras da demostracéo no caso geral.

Como a matematica € uma ciéncia viva e se auto reafirma em cada
uma de suas vertentes, existem hoje muitas demonstragées distintas para os teoremas
classicos, como no caso do teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Neste trabalho, decidimos abordar o caminho das homotopias entre
espacos topoldgicos. Os resultados abaixo podem ser encontrados em (KOSNIOWSKI,
1980) e (GRANAS; DUGUNDJ, 20083).

4.1 Homotopia

Neste capitulo, faremos a insergdo do conceito de homotopia, que sera
a chave algébrica principal para constru¢do da demonstragédo do Teorema de Brouwer,
Para aqueles que n&o estao familiarizados com ideias aqui utilizadas, recomendamos a
leitura do primeiro capitulo deste trabalho. Além disso, denotaremos por I o intervalo
[0, 1] ao longo do restante do texto.

Definicao 4.1.1. Sejam X e Y espacos topologicos e f,g : X — Y aplicagcbes conti-
nuas. Dizemos que [ e g sdo homotopicas se, existira uma fungdo H : X x [ — Y
continua tal que

H(z,0) = f(z) e H(z,1)=g(z), VrelX.

Desta maneira, escrevemos f ~g: X — Y.
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Proposicao 4.1.2. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Arelacdo f ~ g : X — Y é uma
relagéo de equivalénciaem C(X,Y).

Demonstragcdo. Para mostrar que a relagdo de homotopia é uma relagao de equivalén-
cia, vamos mostrar que ela é reflexiva, simétrica e transitiva.

1.

3.

Reflexiva

H:XxI — Y
(z,t) — flz).
H é uma homotopia entre f e f. Comisso, H(x,0) = f(z) = H(z,1).
Simétrica.

Sejaf~g: X —Y com
H:XxI—-Y

H(z,0) = f(z) e H(z,1)=g(z), VrelX.
Definiremos entdo a seguinte funcéo:
H:XxI = Y
(r,t) — H(z,1-1).
E facil observar que H(x,0) = H(xz,1) = g(z) e, ainda, H(z,1) = H(z,0) = f(z),
provando que g ~ f.

Transitiva
Suponha F': f ~ ge G : g ~ h. Mostraremos que a aplicagao:

F(z,2t), tel0,3]
H:X xI—Y,6sendo H(z,t) =
G(z,2t — 1), tel3,1]

€ uma homotopia entre f e h. Observe que, para todo = € X, ocorre H(z,0) =
F(z,0) = f(z). Ainda, H(z,1) = G(z,1) = h(z). Sabendo que composi¢édo de
aplicagGes continuas ainda é continuas, portanto, temos que H : f ~ h.

E importante ressaltar que, nas relacdes de homotopiade f,g: X — Y,

o papel de Y é importantissimo, pois € nele onde ocorrem as deformacdes de f.

Definicao 4.1.3. As classes de equivaléncia de ~ chamam-se classes de homotopia.

A classe de uma fungéao continua f : X — Y sera indicado por [f] e

denotaremos por [X,Y]| = {[f] |f € C(X,Y)} o conjunto das classes de homotopia das
fungdes continuas de X em Y.
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Proposicdo 4.1.4. Sejam X,Y e Z espagos topoldgicos. Se f,f: X Y eq,j:Y — Z
sdo fungdes continuas, tais que f ~ f e g~ §, entdo go f ~ jo f.

Demonstracdo. Sejam F : f — f e G : ¢ — § homotopias. Definimos entéo as
aplicacdes:

R:XxI—=YxI v+ R(at)=(F(zx,1),1),
H:XxI—7 s H(xt)=G(F(z,b),1).

Afirmamos que R é continua, tendo em vista a continuidade de cada uma das suas
coordenadas. Portanto, temos que H = G o R € a composicdo de duas fungcdes
continuas, deste modo, ela mesma o é. Observamos entdo que

H(I>0) = G(F(J;?O)?O) - G(f(l‘), O) = g(f(x)) = (g © f)(l‘)
H(z,1) = G(F(x,1),1) = G(f(2),1) = §(f(z)) = (§ o f)().

4.2 Homotopia de Pares

Definicao 4.2.1. Um par topoldgico (X, A) é constituido de um espago topologico X e
um subespaco topologico A C X.

Observacao 4.2.2. No casode A =10, tém-se (X, A) = X.

Definicao 4.2.3. Uma fungo continua f : (X,A) — (Y,B) é uma fungdo f : X — Y
continua, de modo que f(A) C B.

Definicao 4.2.4. Dadas f,g : (X,A) — (Y, B) fungbes continuas entre os pares
topoldgicos, definimos a homotopia, entre f e g, por

H(z,0) = f(z)

H: (X xI1,Ax1I)— (Y,B) tal que
H(z,1) = g(x).

Definicao 4.2.5. Sejam f,g : (X, A) — (Y, B) fungbes continuas entre os pares
topoldgicos (X, A) e (Y,B) e seja X C X. Falaremos que f e g sdo homotdpicas
relativas a X e denotaremos por f ~ g ( rel. X ) sempre que existir uma homotopia
entre f e g, de modo que, H(z,t) = f(x) = g(z), quandoz € X et € I.

Exemplo 4.2.6. Sejam f,g : R" — R" definidas como f(z) = x* e g(x) = x, para cada
r€R" Afungdo L : R" x I — R" dada por L(z,t) = (1 —t)x étalque L : f ~ g(rel 0),
onde 0 denota a origem de R™.
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Teorema 4.2.7. A relagdo ~ (rel. X ), com X C X é uma relagdo de equivaléncia das
fungbes continuas entre os pares (X, A) e (Y, B).

Demonstragcdo. A demostragédo deste teorema é anéloga a Proposicao 4.1.2. [

Teorema 4.2.8. Se f,f : (X, A) — (Y,B) eg,j : (Y,B) = (Z,C) sdo continuas entre
0s pares topoldgicos, de modo que f ~ f(rel. X),com X C X, e g ~ j(rel. Y), com
YCVY,ef(X)CVY,entdogo f~go f(rel. X).

Demonstragcdo. A demostragdo deste teorema é anéloga a Proposicao 4.1.4. [
4.3 Equivaléncia Homotoépica

Definicao 4.3.1. Dados dois espacos topologicos X eY, dizemos que X tem 0 mesmo
tipo de homotopia que Y se existem fungées f : X — Y eg:Y — X, de modo que
fog~Idy ego f~ Idx. Neste caso, dizemos que g é o inverso homotdpico de | e
denotamos por X =Y.

Espacos com a propriedade do mesmo tipo de homotopia sdo equiva-
lentes no sentido homotdpico.

Proposicao 4.3.2. A relacao de tipo de homotopia € uma relacdo de equivaléncia na
categoria dos espacos topologicos.

Demonstracdo. Devemos mostrar que essa relacao é reflexiva, simétrica e transitiva.

 Reflexiva:
Se X é um espaco topolbgico, tomemos f,g = Idx : X — X e observamos que
fog=go f=1Idx : X — X sado equivaléncias homotépicas. Logo, X = X.

» Simétrica:
Seja X = Y. Existem fungdes continuas taisque f : X - Y egqg: Y — X, de
modo que fog = Idy e go f = Idx. Basta definir j = f e f = g e, assim, teremos
fog=1Idxegof=1Idy.Ouseja,Y = X.

+ Transitiva:
Seja X =Y eY = Z. Existem as seguintes equivaléncias homotopicas: ¢: X =Y
e 0. Y = Z. Entao, a composicao ¢ o ¢: X — Z é continua e uma equivaléncia
homotdpica entre X e Z. Basta observar que os inversos homotépicos de ¢ e ¢,
denotados, respectivamente, por ¢ e ', formam o inverso homotépico de ¢ o ¢:
X — Z, onde sua composicdo é dada por ¢ oy : 7 — X.
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Exemplo 4.3.3. Note a semelhangca com o Exemplo 2.1.19. Observe que S™( a esfera
n-dimensional de raio unitario) tem o mesmo tipo de homotopia que R"*1\{0}. Com
efeito, sejai: S* — R**1\{0} a inclusdo e seja p: R"*\{0} — S", onde p(z) = =,
temos que p € a proje¢éo radial. Para todo x € S™, temos que (p o i)(z) = p(x) = x, isto
&, (poi)(x) = Idgn.

Além disso, para todo = € R"*'\{0}, podemos ligar o ponto = com o
ponto p(z) por um segmento de reta completamente contido em R™"'\{0}. Portanto,
i o p é homotdpico a identidade em R"~'\{0}. Logo, S™ = R*~1\{0}.

Definicao 4.3.4. Um espaco topoldgico X chama-se contratil se, X tiver o mesmo
tipo de homotopia que um ponto.

Proposicao 4.3.5. Um espaco topoldgico X é contratil se, e somente se, a fungdo
identidade de X for homotdpica a uma fungdo constante em X.

Demonstracao. Vamos mostrar que valem as duas diregoes.

* lda(=)
Como f : X = {p}, queremos mostrar que existe uma homotopia entre /dx e uma
funcéo constante. Observe que existe uma funcéo g que € a inversa homotépica
de f, de modo que g o f ~ Idx. Além disso, g(f(z)) = g(p) e g(p) € constante.
Logo, g o f ~ Idx implica que g(p) ~ Idx, como queriamos mostrar.

* Volta(«)
Agora, tome f : X — X, onde f(z) = p uma fungdo constante de modo que
f ~ Idx. Podemos definir outra funcado g que tenha apenas p € X na imagem,
ou seja, g : X — {p}. Considere a inclusdo natural i: {p} — X. Portanto, io g =
f(x) ~Idx € goi~ Idg,.

Proposicao 4.3.6. Quaisquer duas fungbes continuas arbitrarias de um espago topold-
gico qualquer em um espacgo topoldgico contratil sGo homotdpicas.

Demonstracdo. Considere Y um espaco topoldgico contratil e X espaco arbitrario.
Sabemos pela proposi¢ao anterior existe uma funcéo constante g : Y — Y de modo
que g seja homotopica a identidade de Y. Considere, entao, duas fung¢des continuas
arbitrarias f,h : X — Y. Utilizando a Proposicédo 4.1.4,temos que f = Idy o f ~ go f.
Do mesmo modo, mostra-se que h ~ g o h. Como g é constante, concluimos, que
go f~goheportanto f ~ h. |

Definicao 4.3.7. Um caminho em X é uma aplicagdo continua g : I — X. O ponto ¢(0)
sera chamado de inicial do caminho e g(1) sera chamado de final. Dizemos que g une
9(0) e g(1) e g € o percurso entre eles.
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Definicao 4.3.8. Dizemos que um espaco X é conexo por caminhos se, para qualquer
par de pontos =,y € X, sempre existir um caminho em X que une x e y

Exemplo 4.3.9. O espaco euclidiano R™ com a topologia usual € um exemplo de conexo
por caminhos. Veja que, dados z,y € R", a aplicagdo g : [0,1] — R" definida da forma
g(t) =tx + (1 —t)y é um caminho entre z, y.

Proposicao 4.3.10. Todo espaco contratil é conexo por caminhos.

Demonstracdo. Seja X contratil e tome a,b € X. Sabemos pela Proposicédo 4.3.6 que
duas fungdes constantes f,g : X — X s&o homotdpicas. Defina, entéo, f(z) = a e
g(z) = b. Seja H uma homotopia entre f,g. Fixe agora =, € X. Assim, a aplicacdo
t — H(x,t) t e I define um caminho ligando a e b. |

Proposicao 4.3.11. Sejam X um espaco topoldgico contratil e Y conexo por caminhos.
Para quaisquer funcées continuas f,qg: X — Y, temos que f ~ g.

Demonstracdo. Considere H homotopia entre Idx € uma constante, logo f o H é uma
homotopia entre f e uma constante. A mesma coisa acontece com g. Como Y é conexo
por caminhos, obtemos que ambas as constantes sdo homotépicas, ou seja, f ~g. R

Proposicao 4.3.12. Seja X um espaco topoldgico e sejam f,g : X — S™ continuas.
Temos:

(i) se f(x) # —g(x), paratodo x € X entdo f ~ g. Em particular, se f(x) # —x para
todo x € X entédo [ ~ Ids»

(i) se f(x) # g(x), paratodo x € X entdo f ~ —g. Temos que f(x) ndo possui ponto
fixo, entdo f ~ —Idgsn.

Demonstracdo. Vamos construir a homotopia para cada caso.
(i) f(z) # —g(z), € X = (1 —1t) f(x)+t-g(x) #0, (x,t) € S" x I. Entdo
t
t

H : §"x I — S" definida da forma H (z, 1) = pG=H-HE48, é continua e H(x,0) =

f(x)e H(z,1) = g(x), ou seja, f ~ g.
(i) f(z) #g(x),z € X = f(x) # —(—g(z)). Pelo item acima, temos que f ~ —g.
|

Definicao 4.3.13. Sejam E um espaco vetorial e S C E. Dizemos que S é simétrico,
para todo x € S, temos que —x € S.

Definicao 4.3.14. Sejam E, F' espacos vetoriais e S C E simétrico. Entao a aplicacao
f S — F é dita impar, ou antipodal, se f(—x) = —f(z) para todo x € S. Ou,
equivalentemente, f o (—Idsn) = (—Idsn) o f.
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Exemplo 4.3.15. Sgja f : S* — S™ satisfazendo f(x) # f(—x) para todo x € S™. Vamos
mostrar que a aplicagdo g : S* — S™ definida por

@) - f-a)
9) = @) = o)l

éimpare f ~g.
Suponha entéao que exista um x € S™ tal que ocorra g(x) = — f(z). Segue

Fa) — fl—)
9@ = T = o)l
) - f)
@ = e =l

) - )
1@ = @ =7

@) 1) - fa)ll = fl-a)— 1)

(

f@) - f (@) = f(=2)ll + fl2) = J(

i = fl@) - (L+|[f(2) = f(=2)I])

I = f(x), pois f(x), f(=x) € S e [|f(x)]| = [lf(=2)|l =

Isto é um absurdo, pois f(x) # f(—x), z € S" e, portanto, g(x) # —f(x), x € S"*. De
acordo com a Proposicao 4.3.12, temos f ~ g. Observe também que

e = f=(=a)
90 = 1) = F )]
)
)

—z)
—z)

L Hen—fw
90 = i) = fn )

Portanto, g é impar.

Teorema 4.3.16. Seja X um espaco topoldgico e f : S* — X uma fungdo continua.
Sao equivalentes:

1. Existe uma fungdo f : D"*' — X tal que f|S™ = f, em que D"*! é a bola fechada
unitaria (n+1)-dimensional;

2. f é homotdpica a uma constante.

Sn—f>X

L
Demonstracdo. Vamos demonstrar:
(1) implica (2): Tome s € S um ponto qualquer. Definimos F : S" x I —
X colocando F(xz,t) = f((1 —t)x + ts). Temos entdo que F(z,0) = f(z) = f(z) e,
também, F(z,1) = f(s) = f(s) uma constante, para todo = € S”. Como F é continua
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por ser uma composicao de fungdes continuas, temos que F' € uma homotopia entre f
e a aplicagdo constante » — f(z), z € S™

(2) implica (1) Considere agora H : S" x I — X uma homotopia entre
0 ~ f. Definimos a extensdo f : D"*! — X como

_|#em0 0< Ilyll <

1

2
H (20l -1) S <l <1
A aplicagao acima leva todos os pontos de S” em uma constante. Mostraremos que f
esta bem definida, é continua e que f|S™ = f o0 que completara a demostragéo.

Analisemos como f se comporta para ||y|| = 1. Temos entdo que:

7 _ v _
Ty = H(Hy,‘anyu 1)

1
- H(%,z.——1>
D0y

= H(2y,0) = constante = H(S",0).

Isso mostra que a fungéo esta bem definida. A aplicagcao é constante por que € a unido
de duas funcgbes continuas, uma sendo a funcao constante e a outra € uma composicao
sem pontos de descontinuidade definidos no seu dominio. Basta mostrar que f|S” = f.
Para isto, tome y € S". Logo, ||y|| = 1. Temos entdo f(y) = H(y,1) = f(y), provando,
assim, o teorema. [

A funcao f do teorema acima é chamada de uma extensio continua
de f ao conjunto D"+,

Observacao 4.3.17. Qualquer fungao continua de S™ em um espago contratil pode
ser estendida para o disco fechado unitario D"**. Isto pode ser observado utilizando o
teorema anterior e a Proposi¢do 4.3.6.

4.4 Retracao e Extenséao

Definicao 4.4.1. Seja X um espacgo topoldgico e Y C X um subespaco. Dizemos que
uma aplicagéo continuar : X — Y é uma retragéo se, r for uma extensdo continua no
espaco X da aplicagdo 1dy . Nesse caso, Y chama-se retrato de X .

O que esta definicao quer nos dizer é que uma aplicagao r sera uma
retracdo quando acontecer de r(y) = y, para todo y € Y, ou seja, r coincide com a
aplicacao Idy quando restrita ao subconjunto Y C X. Observamos também que a
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aplicacao Idy é sobrejetiva. Dizemos que Y C X é um retrato de X sempre que a
aplicacao identidade de Y poder ser estendida continuamente a uma fungédor : X — Y.

X—=Y

iz

Y

Proposicao 4.4.2. Seja X um espaco topologico. Para que Y C X seja um retrato
de X é suficiente e necessario que toda aplicacdo continua f : Y — Z, onde Z é um
espaco topoldgico arbitrdrio, possua uma extenséo continua f : X — Z.

Demonstragdo. Suponha que exista r : X — Y uma retracdo. Agora, considere uma
aplicacédo continua qualquer f : Y — Z. A composi¢do f o r € uma extensao continua
de f, o que mostra a necessidade da condigcédo. Reciprocamente, suponha agora que,
para toda fungéo f : Y — Z, com Z espaco topolégico qualquer, podemos estendé-la a
uma fungéo f : X — Z. Em particular, se Z = Y, a inclusdo natural pode ser estendida
continuamente a uma fungdo i : X — Y, ou seja, Y é retrato de X. Portanto, a condi¢éo
além de necessaria € suficiente. [ |

Agora temos as condicdes necessarias para demostrar um dos princi-
piais resultados deste trabalho, que reflete um dos teoremas das existéncias essenciais
da topologia, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Umas das informagdes que utilizaremos na demostragcao deste resul-
tado versa sobre a contratibilidade de S".

Proposicao 4.4.3. S” ndo é contratil.
Demonstragdo. A demostragdo deste resultado foge do escopo deste trabalho’. W

Observacao 4.4.4. Este resultado tem algumas aplicacdes na topologia, no entanto,
Sua demostragao para o caso geral nao é trivial e exige contetdos que fogem ao escopo
deste trabalho. Para o fim de informagéao, algumas demostragées deste resultado exigem
o estudo sobre grupo fundamental e homologia simplicial, mais especificamente, o
n-ésimo grupo de homologia da esfera n-dimensional. Qutras abordagens utilizam
o Teorema da Extensao de Dungundji, o Teorema de Borsuk-Ulam e o Teorema de
Lusternik-Schnirelmann-Borsuk.

Na secao abaixo trazemos o resultado central deste capitulo, o Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer. A demostragcao abaixo é uma adaptagédo do mesmo teorema
demostrado em (GRANAS; DUGUNDJ, 2003), nas paginas 95.

' Uma demostragao deste resultado pode ser encontrado em (GRANAS; DUGUNDJ, 2003) pagina 93,
Teorema (5.2) item (3) que afirma que nenhuma fungao impar da esfera n-dimensional em si mesma
€ homotdpica a uma constante.
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45 Teorema do Ponto Fxo de Brouwer

Iniciaremos esta parte demostrando o teorema para o caso um di-
mensional e, depois, comentaremos brevemente algumas caracteristicas de espacos
topoldgicos que contém a propriedade do ponto fixo. Em seguida, apresentaremos uma
abordagem para o teorema no caso geral e daremos uma ideia de sua demostragao.

Teorema 4.5.1. (Brouwer em dimenséao 1) Seja f : [a,b] — [a,b] uma funggo conti-
nua.Entéo existe pelo menos um ponto fixo c € |a, b].

Demonstragdo. Primeiramente, vamos observar que, caso acontega f(a) = a ou f(b) =
b, ndo ha o que argumentar, pois ja esta provado.

Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) > a e f(b) < b e defina
uma fungéo g(z) : [a,b] — R, onde g(x) = x — f(x). Entdo, g(a) > 0 e g(b) < 0 e, pelo
Teorema do Valor Intermediario, existe um ponto ¢ € [q, V], tal que g(¢) = 0. Ou seja,
g(c) =c— f(c) =0, de ondec = f(c). |

E interessante notar que existem enunciados distintos para o Teorema
de Brouwer, no entanto, cada um essencialmente demonstra 0 mesmo resultado,
ou mais geral ou mais restrito. Agora, abaixo enunciamos algumas carateristicas de
espacos com a propriedade do ponto fixo.

Definicao 4.5.2. Dizemos que um espaco topoldégico X tem a propriedade do ponto
fixo se, para toda fungdo f : X — X continua, existir x € X tal que f(z) = .

Exemplo 4.5.3. A esferaS™ C R™""! ndo possui a propriedade do ponto fixo, visto que
a aplicacao antipoda é continua e sem ponto fixo.

Proposicao 4.5.4. A propriedade do ponto fixo é um invariante topoldgico.

Demonstracdo. Considere X um espaco topolégico com a propriedade do ponto fixo.
suponha que g : X — Y um homomorfismo entre X e Y. Dada uma aplicacéo f : Y —
Y continua temos que a composicao:

glofog: X =+ X

também é continua. Logo, existe © € X tal que seja ponto fixo da aplicacdo acima.
Desta forma, temos:

g ' (f(9(2))) = =.
No entanto, como g é bijecéo, a afirmacao acima implica que
flg(x)) = g(x).

Portanto, g(z) € Y é ponto fixo de f. [ |
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Teorema 4.5.5. Todo retrato de um espaco com a propriedade do ponto fixo também
tem esta propriedade.

Demonstragcdo. Seja X um espago com a propriedade do ponto fixo. Considere A C X
um subconjunto de X e uma aplicacao » : X — A retrato. Assim, considere uma
aplicacao continua f : A — A e, juntamente, considere a fungéo inclusdoi: A — X,
onde leva ponto de A em si mesmo em X. Observe que a composi¢do io for: X — X
€ continua. Como X tem a propriedade do ponto fixo, temos que existe = € X tal que
io for(x) =2x. Vamos mostrar que r(z) é ponto fixo de f. Pois de fato, r(z) € A e
f(r(z)) € A.Logo =z =i(f(r(x))) = f(r(z)), agora basta reaplicar a fungéo » em ambos
os lados, r(z) = r(f(r(z))) = f(r(x)). Portanto r(x) é ponto fixo de f. |

Teorema 4.5.6. Seja n um numero inteiro ndo negativo. Entao, as afirmacées abaixo
Ssdo equivalentes.

(1) S™ ndo é contratil;
(2) S™ ndo é retrato de D",
(3) (Brouwer)Toda fungdo continua f : D" — D"+ possui um ponto fixo.

Antes, demostraremos um pequeno lema que nos sera util nesta de-
mostracao.

Lema 4.5.7. Se uma aplicacdo continua g : S™ — S™ € homotdpica a uma constante,
entao g possui ponto fixo.

Demonstragdo. Suponha que g hao possua pontos fixos e que g ~ p onde p é a apli-
cacao constante. Entao, considere a seguinte homotopia entre ¢ e aplicacao antipoda
@ :S"— S", onde p(x) = —z.Seja F : S" x [ — §"

(1—t)g(x) —tx
(1 —t)g(z) —to|

Observe que esta bem definida, pois g(z) # x paraz € S*. Como g ~pe ¢ ~ g, pela
transitividade, temos que ¢ ~ p. Portanto, pela Proposicao 4.1.4, a composicao de
homotopias em um mesmo espaco ainda € uma homotopia. Temos que ¢ o ¢ = Ids» é
homotdpica a uma constante. Portanto, a aplicacdo /ds. € homotépica a uma constante
e, pela Proposicao 4.3.5 segue que S™ é contratil, o que contradiz a Proposicao 4.4.3.
Logo, g admite ponto fixo.

F(z,t) =

|
Vamos agora de fato demostrar o teorema 4.5.6:

Demonstracdo. Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
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(1) < (2) E uma consequéncia do Teorema 4.3.16, aplicado na identidade em S". Observe
que, quando analisamos a identidade de S™ no Teorema 4.3.16, chegamos sem-
pre & uma contradigido ou que S™ € contratil ou, na volta, que S™ é retrato de D" +!.

(3) = (2) Suponha que a aplicagdo r : D**! — S" seja uma retragdo. Entdo temos que S™ é
retrato de D" ™!. Como D"*! tem a propriedade do ponto fixo, temos pelo Teorema
4.5.5 que toda fungdo de S*™ em S™ admite ponto fixo. No entanto, a funcao
antipoda ¢(r) = —x ndo admite. Portanto, ndo existe retracédo r : D" — S".

(1) = (3) Considere uma fungéo f : D" — D"*! continua. Suponha, por absurdo, que
f néo tenha ponto fixo. Assim, podemos definir uma fungéo g = f(x) — z, onde
g(z) # 0, x € D"*!. Agora, podemos definir a aplicagédo

h:D 5 §¢

T

A funcéao h é continua e afirmamos que h ndo possui pontos fixos em S™. Suponha
que exista z € S" que seja ponto fixo de h. Entéo, temos que z - ||g(z)|| = g(z), ou
seja, = - (||g(x)|| + 1) = f(x). Observe, ainda, que isto significa que ||f(z)|| > 1, 0
que contradiz a hipétese de f(z) € D"+

Isso mostra que h nao tem ponto fixo. Portanto, a restricédo de f : h|S™ possui uma
extensdo continua. Com essa informacéao, podemos utilizar o resultado do Teo-
rema 4.3.16, de onde conseguimos concluir que f : S — S™ € homotopica a uma
constante. Mas, como vimos no Lema 4.5.7, se f € homotdpica a uma constante,
entdo f admite ponto fixo em S", o que € um absurdo. Assim, concluimos que f
deve possuir ponto fixo em D"+,

Podemos observar que o item (3) do Teorema acima reflete o enun-
ciado classico do teorema do ponto fixo de Brouwer, na qual provamos por meio de
afirmagdes equivalentes, nos fazendo valer também do Teorema 4.3.16 e assumindo a
Proposicao 4.4.3.

Teorema 4.5.8. Toda bola fechada do R™ tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstracdo. No item (3) do Teorema 4.5.6, vemos que o disco unitario ou a bola fe-
chada de raio d = 1 tem a propriedade do ponto fixo. Como constatamos na Proposi¢ao
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4.5.4, esta propriedade é um invariante topoldgico, entdo basta mostrar um homeomor-

fismo entre o disco unitario e uma bola fechada qualquer. Seja B[z, r] a bola fechada,

com centro em z, e raio igual ar. Seja f : Blzo,r] — D" a aplicagdo f(z) = °
Temos que f € uma fungdo continua. Além disso, sua inversa g(z) = rz + x, também é.
Portanto, B[z, r] ~ D". Logo, a bola fechada tem a propriedade do ponto fixo. [

Como ja dito no inicio deste capitulo, existem algumas maneiras de
se enunciar o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, algumas dessas formas adicionam
mais ou menos requisitos ao teorema. No teorema abaixo escrevemos um destes
enunciados.

Teorema 4.5.9. Seja A C R™ um conjunto, compacto, convexo e com interior nao
vazio. Seja f : A — A uma fungao continua, entdo f admite um ponto fixo x € A onde

f(z) ==

Podemos observar que o disco unitario € um conjunto fechado e limi-
tado do espaco euclidiano o qual é nao vazio e convexo, portanto ele seria um caso
particular do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. E possivel mostrar, com contel-
dos que fogem a ideia deste trabalho, que existe um homemorfismo entre o disco
n-dimensional e um conjunto convexo, compacto com interior ndo vazio?. Utilizando
as ideias de extensao continua de uma funcgao € possivel concluir que dois espagos
compactos, convexos e nao vazios sao invariantes no sentido topologico, utilizando
como argumento a extensao de Tietze e p-normas.

4.6 AplicacOes do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
4.6.1 Teorema de Perron

Esta parte do trabalho apresenta uma das provas para o Teorema
Perron, que versa sobre a existéncia de autovalores associados a autovetores positivos.
Este teorema foi provado por Oskar Perron e esta demostracao € uma adaptacao de
(MIRANDA, 2017). Antes de definirmos e demonstrarmos tal teorema, enunciaremos
algumas definicbes e proposi¢cdes que nos serdo uteis. Para comegarmos, definiremos
um n-simplexo padréo A™.

Definicao 4.6.1. Sejan > 0. Definimos um n-simplexo padrao como o conjunto das
combinagbes convexas de n+1 pontos de vértices denotados pelos vetores {eg, e1, -+ ,e,}

2

PEIXOTO, Adriano Leandro da Costa. A construcdo do grau topoldgico e sua aplicacdo a um
sistema diferencial ndo linear com condigbes de contorno. 2014. Dissertacdo (Mestrado em Ma-
tematica) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2014.
doi:10.11606/D.45.2019.tde-18052019-112509. Pagina 53
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base para R"™!, de modo que a soma de seus coeficientes seja igual a 1:

A" = ¢ (vo,v1, -+ ,v,) € R ije], ij—l z; >0

Afim de compreendermos o que seriam estes objetos matematicos,
observe que um 0-simplexo € apenas 1 ponto. Ja o 1-simplexo € uma reta e 0 2-simplexo
€ um triangulo e, ainda, um 3-simplexo é um tetraedro.

Figura 1 — Simplexos

(a) 0-simplexo (b) 1-simplexo

(c) 2-simplexo (d) 3-simplexo

Fonte: Polytope Wiki, Simplex (2022)

Observe que n-simplexo é um subconjunto do espago vetorial R™*!.
Além disso, € um conjunto convexo por definicdo, observamos que ele é limitado no
espaco métrico. Vamos mostrar que ele é um conjunto fechado, para isto consideramos
os dois conjuntos abaixo:

Ay = {(zg,z1,- - ,2,) ER™ 1 2, >0V},
J

AQZ (ZL’o,Il,"',xn)eRn+l : Z.I]:].

Ver sdo Fi nal Honol ogada

02/ 08/ 2022 11: 36



54

Observe que o complementar de A; é o conjunto A = {z € R**! :
z; < 0}, que é um conjunto aberto. Logo, A, é fechado.

Considere agora a funcao que soma todas as coordenadas de um
vetor do espago definida por f(z) = >, x;, € R**!. Desta forma observamos que o
conjunto A, seria os pontos do dominio de f que resultam em um. Portanto podemos
considerar o inverso da imagem de f, assim teremos A, = f~1({1}). Por ser o conjunto
com um unico elemento, € um conjunto fechado na topologia usual concluimos que A,
é fechado. Agora, como A = A; NA, ele também é fechado, limitado, convexo portanto
compacto.

Logo, pela Proposicéo 4.5.4 e pelo Teorema 4.5.9, 0 n-simplexo tem a
,propriedade do ponto fixo. Esta informacao sera utilizada mais a frente na prova do
Teorema de Perron.

Definicao 4.6.2. Uma matriz A ¢ R™" é dita positiva quando A;; > 0, para todos
i,j€{1,2,---,n}.

Definicao 4.6.3. Uma matriz A € R™*" é dita n§o-negativa quando A;; > 0, para todos
i,j€{1,2,---,n}.

Definicao 4.6.4. Um vetor x # 0 € R™ é dito um autovetor da matriz A € R™*™ quando
Ax for colinear a x, ou seja, Ax = \x.

Definicao 4.6.5. Um escalar \ € dito um autovalor da matriz A € R™™ associado a x
quando ocorrer Ax = A\x.

Teorema 4.6.6. (Perron) Seja A uma matriz de R™*™ positiva. Entdo existe um autovalor
A > 0 e um autovetor a > 0 tais que Aa = \a

Demonstracgo. Inicialmente observe que existe uma projecdo do R™ para o A". Nesta
- o x .
demostracdo temos a proje¢cdo 7' : R — A" dada por T'(x) = S onde z; € o valor

da cada uma de suas coordenadas e o conjunto R = {z € R"\{0};x > 0} e, agora
considere o0 seguinte conjunto:

n n
Jj=0 j=0

Podemos observar que esse conjunto € 0 mesmo que o0 n-simplex anteriormente
definido. A letra ¢t acima do vetor indica que devemos considerar sua transposta.
Também é facil observar que, o conjunto acima S é néo vazio, fechado, limitado e
convexo. Definimos abaixo uma aplicacao entre os conjuntos S

f:9 = 8

T

Versdo Fi nal Honol ogada

02/ 08/ 2022 11: 36



55

Algumas observacdes importantes sdao que, tanto a matriz A é positiva quanto x > 0.
Visto que =z € S, portanto, para cada i, temos que (Ax); > 0. Logo, ) .(Az); > 0 e,
ainda, f esta bem definida. Observe que, para cada = € S, temos que f(z) € S, ou
seja, f(S) C S.

Além disso, temos que f é continua e, portanto, nos valendo do Teo-
rema do Ponto Fixo de Brouwer, provado para o D", que € homeomorfo ao n-simplex. E,
sabendo que a propriedade de ponto fixo € um invariante topol6gico, temos que existe
a € Stal que f(a) = a. Assim,

-1
(Z (Aa)i) Aa = a.

Definimos o autovalor A = > .(Aa),. Desta forma, temos a igualdade:
Aa = Xa. Visto que a > 0 € S, temos que o autovalor associado a a € A\ > 0. Desta
forma, temos provado o Teorema de Perron. Onde a é chamado de autovetor de Perron
e denotado por P(A). |
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5 CONCLUSOES

Ao observamos os dois teoremas do ponto fixo aqui abordados, vemos
diferencas claras entre o Teorema de Banach que além de garantir a existéncia do ponto
fixo para uma contragéo continua, garante sua unicidade. Diferentemente do Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer que tem sua construcao utilizando principalmente argumentos
relacionados a suposicdes por absurdo, além de nao garantir uma unicidade do ponto
fixo, sendo um teorema puramente sobre existéncia.

Observamos que o primeiro resultado traz também um método cons-
trutivo de como se obter este ponto fixo, através de uma sequéncia de reaplicacdes
de uma contracao continua f sobre um ponto dado x, método que lembra em partes,
o conhecido método de Newton-Raphson para obtencao de raizes de uma equacao
utilizando suas derivadas. Enquanto a prova para o TPF de Brouwer ndo nos apresenta
nenhuma aproximagao do valor do ponto fixo = da aplicacéao.

Apesar do Teorema do Ponto fixo de Brouwer requerer em sua de-
mostragdo conhecimentos basicos sobre homologia, existem versées do mesmo que
utilizam o calculo diferencial através dos estudos de variedades diferenciaveis, outras
demostracdes do mesmo teorema utiliza argumentos da combinatéria, como o Lema de
Sperner. Existe também a possibilidade de considerar a fungao grau de uma aplicagao.

Abordar esses teoremas durante a graduagao pode servir de ponta
de entrada para o inicio dos estudos em homologia, combinatéria, teoria da medida,
topologia algébrica, visto que generalizagdes e aplicagcdes dos dois teoremas podem
se encaixar nestas categorias.
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